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ABSTRACT

A module M is called auto invariqnt module if M is invariant Lnder any automorphism of its injective
envelope, i.e o (M) c E(M) for every o € Aut"(E(M)). Based on def.nition, for any pseudo-injective
module is quto invariqnt module. Module M is auto invqriant module if qnd only f for qny
isomorphism between two essenlial submodules of M exlends to qutomorphism of M. ln this article
is discussed about some properties of auto inyqriqnt modules such qs submodules and decomposition
of quto inyqria t modale. The main result are quto invqriqnt modules qre coincide with pseudo-
injective module and find out sufrtcient condition of a to inyariant modules are quqsi-injective
modules.
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1. PENDAHULUAN

Pada keseluruhan tulisan ini, ring R adalah

ring dengan elemen satuan dan modul adalah modul
M kanat atas R. Sifat-sifat modul pseudo.injektif
telah banyak dikaji oleh Dihn [2] yang merupakan
perumuman dari modul injektif. Selanjutnya ke dan

Zhou [6], Noyan, Srivastava, dan Singh [7]
memperkenalkan suatu jenis modul yang merupakan
perumuman dari modul pseudo-injektif yaitu modul
yang invarian terhadap automorfisma.

Modul M dikatakan injektif relatif terhadap
modul N (M N-injektifl jika untuk setiap barisan
eksak 0 -+ [ --l--].\' dan setiap homomorfisma
/: { -* J/ terdapat homomorfisma g: I --+ .'l/

sedemikian sehingga .1 = gq. Selanjutnya, modulM
dikatakan modul injektif jika M N-injektif untuk
setiap modul ir'. Submodul N di M dikatakan
submodul esensial (ir' <.,U) jika untuk setiap
submodul taknol I di M berlaku .,\ n.,t, r t).
Sedangkan modul M dikatakan perluasan esensial
dari N. Untuk setiap modul M, terdapat modul
injektif Q yang memuat M. Jika modul I sekaligus
merupakan perluasan esensial dari M maka modul
Q dikatakan amplop injektif (iz,rcthte enaelope) dat',

modul M (E(M=O t41.
Modul M atas ring R dikatakan modul quasi

injektifjika M invarian terhadap endomorfisma pada

E(ltO, yaitu o(M),:M untuk setiap o *Endr(M
[5]. Selanjutnya, Dihn [2] menyatakan bahwa modul

pseudo-injektif merupakan modul yang invarian
terhadap setiap monomorfisma pada amplop injektif
moduI tersebut. Oleh karena itu, Sineh [8]
mendelinisikan modul M yang invarian terhadap
automorfisma, yaitu o (IUI) c M untuk setiap
o e Autr(M) yang selanjutnya dalam tulisan ini
disebut dengan modul auto invarian. Berdasarkan
pemaparan di atas diperoleh hubungan implikasi
sebagai berikut.

injektif = quasi-injektif = pseudo-injketif
:= auto invarian.

Dalam tulisan ini akan dibahas karalterisasi modul
auto invarian, sifat-sifat dasar yang meliputi
submodul, dan dekomposisi modul auto invarian
serta hubungan modul pseudoinjekti{ dengan modul
auto invarian. Syarat cukup modul auto invariant
agar merupakan modul quasi injektif akan diberikan
pada bagian akhir tulisan ini.

49

2. MODUL AT/TO INVARIAN

Submodul ,4 dikatakan tertutup secara
esensial di M jika A tidak mempunyai perluasan

esensial sejati di M. Untuk submodul A dan B di M,
submodul B dikatakan komplemen d,ari A lika B
submodul maksimal dengan sifat ,4 it .B= 0.

Monomorfisma modtl f:M .> N dikatakan
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monomorfisma esensial jika IwA<,N. Modul M
dikatakan bebas kuadratjika untuk setiap submodul
taknolNMberlakuN*XQY dengan X : Y
untuk setiap X M dan Y M. Modll M dan N
dikatakan ortogonal jika untuk setiap 1 M dan I M
dengan,,l : B berakibat /=B=0.

Definisi l:
Modul M atas ing R dihatakan ,nod,ul auto
inoarian jika M inoarian terhada, setial
automorfisma |ada E(M, yaitu p (IA?M
untuk setiap q e Auta(E(M).

Definisi di atas memperlihatkan bahwa
pendefinisian modul auto invarian ditinjau dari
pemetaan pada perluasan esensial dari modul
tersebut. Berikut ini akan dikaji tentang karakterisasi
dari modul auto invarian yang ditinjau berdasarkan
perluasan pemetaan pada submodul-submodul
esensialnya.

Teorema 2:
Diberikan modul M atas ing R. Pernyatan-

P ernyataan beikut ekuiaalen.

1) Modul M mer pakan modul auto ianian.
2) Setiap isomorfisma pada submod,ul esensial

di M diperluas menjadi endomor/isma

lada M.
Setia| isomorfisma pada submodul esensial

di M diperluas menjadi automorlisma

|ada M.

Bukti:
(1=3) Misalkan X dan I/ merupakan
submodul-submodul esensial di M dan rr:
,X--+Y merupakan isomorfi sma. Berdasarkan
Proposisi 5.13 dalam [3] terdapat automorfisma

fi pada E(lvI) sedemikian sehingga f lx=rr .

Diperoleh fr (ltD= U aan pt(M)= M,sebab
M auto invarian. Jelas bahwa p l"' injektif.
Diambil sebarang m e M diperoleh m'= F'
| (m) e M sedemikian sehingga /t (m)=n.
Diperoleh p merupakan epimorfisma. Jadi p
merupakan automorfisma pada M

rr =alr Jelas bahwa Y1,M, X<,M dan u
merupakan isomorfisma dari X ke Y.

Berdasarkan hipotesis, terdapat B e Endr(M)
sedemikian sehingga / l"=a . Andaikan
y i1 (d- F) (M + 0, diperoleh y=(o- F) (x)

untuk suatu 0 *ye I/ dan X e M. Akibahrya,
o @)=y+ $ (x) * I sehingga r=0. Kontradiksi
dengan 0+ ){ Diperoleh yrt(o-f )(M:O
m ka (o-f )(nD=0, sebab Y<,E(M). ladi
o (M):f (Ml=M. Terbukti bahwa M
merupakan modul auto invarian. I

Catatan:
Tidak setiap submodul dari modul auto
invarian merupakan modul auto invarian.
Modul Q atas ring I merupakan modul auto

invarian tetapi Z<Q bukan merupakan modul
auto invarian. Berikut ini diberikan syarat
cukup agar submodul dari modul auto
invarian merupakan modul auto invarian.
Submodul N di M dikatakan invarian penuh
jika /(.\) q N untuk setiap fe End. r(lt4) .

I-emma 3:
Diketahui M modal auto i,nuaian dan N M.

lika N submodul inoarian penuh dan N,M
maha N merupahan modul auto inuarian.

Buli i:
Misalkan X d,an Y merupakan submodul-
submodul esensial di lr' dengan X: Y.

Berdasarkan Proposisi 5.6 (a) dalam [4]
diperoleh X <, M dan Y(. M. Misalkan
isomorfisma maka terdapat endomorfisma p
pada M yang memperluas c sebab Mmodul
auto invarian. Diperoleh p (lf)c N sehingga
p l, merupakan endomorfisma pada N yang

memperluas tr. Jadi N merupakan modul
auto invarian. t

Selanjutnya akan dilihat sifat-sifat dari modul
auto invarian yang terkait dengan dekomposisi
modul tersebut.

(3--:2) Jelas.

Misalkan Y= o (M) n M, X= oa(Y) d,an

Teorema 4:
tika modul M merupakan mod,ul auto inoaian
maka M=XtUY d.engan X merufakan mod,ul

quasi-injektif dan Y modul bebas kuadrat yang

ortogonal dengan X.
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Bukti:
Misalkan himpunan f =|(A,B,D\A,B MAfiB=0,
dan f:A--*B isomorfisma ). Didefinisikan
urutan pada f',yajlat (A,Bis@',8',0 lika dan

hanya jikal{cA', B.=B' dan f memperluas

I Diperoleh bahwa I' mempunyai elemen
maksimal katakan (A,B,h. Misalkan C'
komplemen dari.4 g B maka C'harus bebas

kuadrat. Selanjutnya, didefinisikan pemetaan

9.,{'tB 8 s C'--IA$ BS C' dengat g:(a+b+c):

ft(b)+f(a)+c. Diperhatikan bahwa
eE Aut(A* B * C) sehingga berdasarkan
Proposisi 2 terdapat g'€A t RQVI) yang
memperluas g. Klaim bahwa -4 tertutup secara

esensial di M. Andaikan terdapat submodul
dengan A'(. M dengan A;A' maka
@,8,0 <@' c 1 n.(A)d1.4). Kontradiksi dengan
maksimalitas (A,B,fr. Jadi.A tertutup secara
esensial di M dan B juga tertutup secara
esensial di M sebab 4: B. Berdasarkan
Irmma 7 dalam Singh dan Sritavasta 19,20121
diperoleh M= (M il E (A)) g (M fi E (B)) *
MilE(C)) maka M:A$ B8 C'. Diperoleh
,49,B merupakan modul auto invarian
sehingga A dan B relatif injektif serta
A8 B * dan C' juga relatif injektif.
Berdasarkan t51,.4 e B 'tr merupakan modul
quasi-injektif.

Selanjutnya didefinisikan himpunan
W=l(D'ilD' C' dan f:D'--+B monomorfismal.
Berdasarkan Lemma Zorn, himpunan I4lmempunyai
elemen maksimal katakan (B',r). Akibatnya, B'
tertutup secara esensial di C' sebab B C'-injektif dan
I monomorfisma yang maksimal. Dengan cara yang

analog, diperoleh ,(B) tertutup secara esensial di
B. Lebih jauh, f(B) merupakan suku langsung di B
sehingga B' merupakan submodul C'-injektif, yaitu
C'=B',* C untuk suatu submodul C. Andaikan C dan

B ortogonal, yaitu Br : C, untuk suatu submodul
taknol Br B dan C, C. Akibatnya, 81 i) ,(B J :0 sebab

C' bebas kuadrat. Kontradiksi dengan maksimalitas
t. Jadi B dan C ortogonal. Selanjutnya dipilih
X=A* B6 B' dan Y=C maka M=X*Y d,engan X
modul quaslinjektif dan I/modul auto invarian yang

bebas kuadrat dan ortogonal dengan X. I
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MODUL A[]TO INVARIAN
DAN MODUL PSEUDO INJEKTIF
ADAI-AH SAMA

Berdasarkan definisi modul auto invarian
diperoleh bahwa setiap modul pseudo injektif
merupakan modul auto invarian. Selanjutnya, akan
dikaji bagaimana hubungal antara modul pseudo

injektif dan modul auto invarian.

hmma 5.
Diberikan modul .A dan B atas ring R dan

M=l* n. Modul A B-injektif jika dan hanya
jika untuk setiap submodul C M dengan
C r-U=0, terdapat submodul , M sedemikian
sehingga Cc D dan AfiD=M.

Bukti:
(=) Misalkan it I dan i( 2 berturut-turut
adalah pemetaan proyeksi dari M ke A dan
dari M ke B. Selanjutnya dibentuk barisan

eksak 0*r C--l!-+ B dan fi * Honr(C,A)
dengan a =.r ,1. dan a = r ,1. Oleh sebab A
B-injektif maka terdapat l. HomR(B,A)
sedemikian sehingga F =/dr .

Dibentuk himpunan D={/(6) +Dl6 e B}. Jelas
bahwa D* C. Selanjutnya ambil sebarang
.€ C, diperoleh f(c)=f(a(c))=$ (c)=0.
Akibatnya, c=O+c=f(c)+c. D. Jadi Cc D.
Berdasarkan definisi himpunan D maka
M:A#D.
(e) Diambil sebarang L B dan g e
Hom r(L,A). Didefinisikan himpunan I1:{-
g(r)+xlx e Ll. Jelas bahwa II + f. Misalkan
x. Ai\ H, diperoleh r-g(y) +y € e untuk suatu
yel. Akibatnya y=0 sehingga AnH=0.
Berdasarkan hipotesis terdapat H' M
sedemikian sehingga I/: H'dan M=A# H'.
Misalkan ;r:M--+A merupakan proyeksi
dengan l(er(:r ) =I1'. Dipilih i= r l, maka
untuk setiap ,€ I berlaku h(x)=@(r)-
g(r)+x)= z @@))+ a (-g@)+x)=g (r). Jadi modut

-4 adalah B-injektii

Teorema 6:
Modul M merupahan modul auto inaarian jika
dan hanya jika M meruqakan modul pseud.o-

injektif.
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Bukti:
(*) Jelas.
(;:r) Diketahui modul M auto invarian dan

misalkan C M dan f;C-+M monomorfisma.
Berdasarkan Teorema 4 diperoleh M=A*B
dengan 4 modul quasi-injektif dan B modul
auto invarian yang bebas kuadrat serta.4 dan

B relatif injektif. Misalkan I( komplemen dari

f(C *B) n (C r B) di B. Berdasarkan [.emma
15 dalam [7] diperoleh NS Lf(C il B) !-,

(C rt B)l 
"K&f(C 

rt B) dan I(S VQ n B) .
(Cn B)11* (C. B). Lebih lanjut ,{i!/(fr
f(C rt B) !1. Selanjutnya, berdasarkan l€mma
7.5 dalam [3] diperoleh X*/(C. B)--B' daa,

M=A$B' untuk suatu B' M. Diperoleh
bahwa B:B'maka K*f(C t B) ,B'.
Isomorfisma fi ,,,, ur* Id.; (C n B) A K+f
(C ar B) *1( diperluas menjadi isomorfisma

f':B--+B'sebab B modul auto invarian.
Didefinisikan pemetaan g: C+B-+f(Q +B'
dengan g(crD) =/(c) +/(D). Jelas g memperluas

I Misalkan i7 A8 B-*A lemetaan proyeksi.

Diperoleh B+C=BS ;r C atav r (C):
(B+Q rtA. Karena -A dan B relatif injektif
maka M A-iniektif. Akibatnya, gl , ,o diperluas
menjadi homomorfi sma g7-+M sedemikian
sehingga g1 r,o=3.1r-o,,rdr.o,,r. Slanjutrrya
didefinisikan h:M--+M dengan lr (rr +r) =
g'k )+e@) untuk setiap $*AdatIi(B+C).
Berdasarkan pembentukan g dan g', jelas

bahwa & memperluas I Jadi M merupakan
modul pseudo-injektif. r

SYARAT CUKUP MODUL AUTO
INVARIAN AGAR MERUPAKAN
MODUL QUASI INJEKIIF

Sebelum membahas syarat cukup modul auto

invariant agar merupakan modul quasi injektif,
terlebih dahulu diberikan beberapa konsep untuk
mendukung proses pembuktian.

Pada modul atas daerah integral D dikenal ada

konsep elemen torsi dalam [1]. Untuk sebarang ring
R, berikut ini akan didefinisikan suatu bentuk yang

analog dengan konsep torsi tersebut. Diberikan
sebarang modul M atas ring X, didefinisikan

:ri:..- .. -',1 =:--\lA nRQ), ,Rr) dengan
\;:': . .: = - .- -' :.=

Dctrrid 7:
Vodol .lf aas ring R dikatakan modul singular

fua ZW)=M dat:, sebaliknya modul M adalah

modul nonsingular jlka 2(14)=0.
Badasarkan definisi di atas modul M atas ring
R akan ekuivalen dengan modul torsi (bebas

mrsrJ jika R merupakan daerah integral.
Selanjumya akan diberikan definisi dari modul
kontinu-

Drtrnisi 8:
Modul .[f atas ring R dikatakan kontinu jika
memenuhi kondisi-kondisi berikut.
(Cf) Setiap submodul dari M merupakan
submodul esensial pada suku jumlahan
langsung langsung untuk M.
(C2) Setiap submodul dari M yang isomorfis
dengan suku jumlahan langsung dari M
merupakan suku jumlahan langsung dari M.

Dalam teorema berikut, diberikan syarat
cukup agar modul auto invariant merupakan modul
quasi injektif.

Teorema 9:
Diberikan modul auto invariant Mdan amplop
injektif dari M yaitt E(M. Jika M nonsingular

dan t re Aut(Et) berlakr ldrr- o ,;; Aut(Er)
dengan E, adalah suku jumlahan langsung
dan E(ntS maka M merupakan modul quasi

injektif.

Bukti:
Diambil sebarang 6, Ent R(EQvI)),berdasarkan
I,r':mma 3.7 pada [2] maka r =,:r + jii dengan
r.i elemen idempotent di Endo(E(M) dan

$ e Aut o@(lul)). Misalkan E,:r (E (tr4)

dan E,:(Id.-u) (E(t14)) maka E(Iu[)=E,+E,.
Selanjutnya, berdasrkan I-emma 3 dalam [8]
diperoleh M=M,$ M, dengan Mr=Mr:E, dan

M,=Mr:Er. Jelas bahwa $ (ll4);M sebab M
modul auto invarian. Di lain pihak, 1r (111)

; rr (Mr)+tt (Mr)xM. Dengan demikian
o (M')=* (M) t {} (lvt); M. Jadi modul M
merupakan modul quasi injektif.
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5. PENUTUP

Berdasarkan pemaparan di atas ternyata
modul auto invarian merupakan modul pseudo
injektif. Jadi sebenarnya monomorphisma yang
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diberikan oleh Dihn [2] merupakan automorphisma.
Modul proyektif merupakan dualitas dari modul
injektif. Pertanyaan selanjuhrya adalah bagaimanakah
dualisasi dari modul auto invarian dan hubungannya
dengan proyektffitas suatu modul.


