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Abstrak . D i dalam makalah ini akan dibicarakan suatu jenis integral tipe Riemann yang dikenal sebagai 
integral-C. Integral ini termuat di dalam integral Henstock-Kurzweil dan merupakan integral minimal 
yang memuat integral Lebesgue serta turunan. Pertama didefinisikan integral-C secara konstrukti f dan 
kemudian diberikan karakterisasi deskriptif integral-C melalui suatu perumuman dari fungsi kontinu 
mutlak. 

Kata kunci: integral Lebesgue. integral Henstock-Kurzweil, integral-C, fungsi ACG-C 

1. Pendahuluan 

Jika F:[a,b]^ R suatu fungsi terdiferensial dan / adalah turunannya, maka permasalahan mencari 

E d a r i / disebut permasalahan (mencari) pr imit i f . Pada tahun 1912, permasalahan p r i m i t i f diselesaikan 
oleh A . Denjoy dengan suatu proses integrasi yang disebut totalisasi {integral Denjoy). Integral Denjoy 
juga memuat integral Lebesgue dan integral Riemann tak wajar. Pada tahun 1914, penyelesaian lain 
diberikan oleh O. Perron melalui metode yang berdasarkan pada fungsi mayor dan fungsi minor (integral 
Perron). Penyelesaian ketiga yang berdasarkan pada perumuman integral Riemann, diberikan secara 
independen oleh J. Kurzwei l (1957) dan R. Henstock (1963) (integral Henstock-Kurzweil). Ketiga 
integral in i masing-masing memperuraum aspek yang berbeda dari integral Lebesgue, tetapi satu hal yang 
menarik dan patut dicatat adalah bahwa ketiganya ekuivalen, dalam arti menghasilkan ruang fungsi 
terintegral yang sama dan memenuhi sifat-sifat yang sama. Pada tahun 1986, A . M . Bruckner, R.J. 
Fleissner, dan J. Foran menemukan bahwa penyelesaian yang diberikan oleh Denjoy, Perron, dan 
Henstock-Kurzweil memi l ik i perumuman yang tidak diperlukan. Perhatikan fungsi 

[ 0 , x=0 

yang merupakan p r i m i t i f untuk integral Denjoy, integral Perron, dan integral Henstock-Kurzweil ( lebih 
tepatnya F adalah p r i m i t i f untuk integral Riemann tak wajar), akan tetapi F bukan suatu p r i m i t i f dari 
integral Lebesgue ataupun suatu fungsi terdiferensial. Hal ini menuntun pada penyelidikan mengenai 
integral minimal yang memuat integral Lebesgue sekaligus mengintegralkan turunan dari suatu fungsi 
terdiferensial. Jawaban dari permasalahan ini adalah suatu integral tipe Riemann yang dikenal sebagai 
integral-C. Pada bagian selanjutnya akan diberikan definisi integral-C secara konstruktif dan karakterisasi 
deskriptif integral-C dengan menggunakan konsep fungsi ACG-C (fungsi kontinu mutlak-C yang 
diperumum). 

2. Integra l -C dan Fungsi K o n t i n u M u t l a k yang D i p e r u m u m - C 

Diberikan fungsi positif S pada [a, b]. Partisi McShane yang subordinat terhadap S dari [a,b] adalah 

koleksi { ( / , , JT, ) , . . . , ( / „ , J :„ ) } dari interval-interval yang tak saling tumpang tindih (non-overlapping) 

/ , c [a, b] dan t i t ik - t i t ik x, 6 [a, b] sehingga f c [x, - 5(Xi), x, + S(x,)) dan ^ / ( / . ) = b-a. 

Definisi 1. Fungsi f:[a,b]-yR dikatakan terintegral-C pada [a,b] Jika ada bilangan real A dan 

untuk setiap e >0 terdapat fungsi positif S pada {a,b'\ sehingga 

^f(x,)l(f)-A 
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untuk setiap partisi McShane { ( / , , x , ) , . . . , ( / „ , x , , ) } yang subordinat terhadap 5 pada [a,Z)] yang 

memenuhi 

t d i F J . X -

Notasi d{x,, 7,) menyatakan jarak titik x̂  ke interval 7,, yaitu d{x., 7,) = i n f {| x, - x | : x G 7 , } . 

Bilangan real A disebut sebagai nilai integral-C dari flingsi / pada [a,b] dan ditulis A-{C)jf . 

Pertama diperlihatkan bahwa koleksi semua fungsi yang terintegral-C pada interval [a,b] merupakan 
ruang linear. 
Teorema 2. Jika fungsi-fungsi f,g:[a,b]-^R terintegral-C pada [a,b] maka 

b b b 

(a) f + g terintegral-C pada [a,b] dan (C) jif + g) = (C) \ f + {C)jg 
a a a 

b b 

(b) kf terintegral-C pada [a,b] dan (C)jkf = k(C)jf , untuk setiap keR 
a a 

B u k t i : A m b i l sebarang £ >0 . 
(a). Misalkan S^,S^ fungsi-fungsi posit i f pada [a,b] sehingga apabila partisi McShane 

" 1 
(f , x ^ ) , . x j } subordinat terhadap <5, pada [a,b] dengan '^d(x.,f)< — , maka 

tfXW,)-iC)jf 

1=] 
S t \ 

< — dan apabila partisi McShane ( (7 , ,x , ) , . . . , (7„ ,x„ )| subordinat terhadap 

1 
^2 pada [a,b] dengan ^d{x.,f)< — , maka t g ( x , ) / ( C ) - ( C ) | g < — . Selanjutnya p i l i h 

S(x)-min{Sfx),S.^(x)}, xs[a,b], maka diperoleh apabila suatu partisi McShane subordinat 
terhadap S, partisi tersebut juga subordinat terhadap S^ dan dan 
berlaku 

* ^ 

\ a a 

< 

b \ 

'=1 \ a 

E / ( ^ , ) / ( / , ) - ( c ) | / + l ; g ( x , ) / ( / , ) - ( c ) | ^ 

£ £ 

2 2 
n D O 

Jaditerbukti f + g terintegral-C pada [a,b] dan ( C ) J ( / + g)=^{C)^f + {C)^g. 
a a a 

(b). Misalkan 5 fungsi posit i f pada [a,b] sehingga apabila partisi McShane { (7, ,x , ) , . . . , (7„ ,x„) 
" 1 

subordinat terhadap 5 pada [a,b] dengan ^r7 (x^ ,7 , ) < — , maka untuk setiap bilangan real k berlaku 

t^f{xX{I,)-{C)\f <-
\k\+\ 

. Dengan demikian berlaku 
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Y,kf(x,)liI,)-kiC)[f 

<\k 

<\k 

kY^f{x,)l{I,)-k{C)\f 

Z / ( ^ , ) / ( / , ) - ( C ) J / 

< £ . 
b b 

Jaditerbukti kf terintegral-C pada [a,b] dan ( C ) kf = k(C) f , untuk setiap keR. U 
a a 

Telah diketahui bahwa integral Lebesgue ekuivalen dengan integral McShane dan sebagai akibatnya, 
fiingsi yang terintegral Lebesgue akan terintegral-C dengan nilai integral yang sama. Akan diperlihatkan 
bahwa integral Lebesgue termuat secara proper di dalam integral-C. Sebelumnya terlebih dahulu 
ditunjukkan bahwa integral-C memuat semua turunan. 

Teorema 3. Setiap turunan akan terintegral-C. 

B u k t i : Misalkan F fungsi yang terdiferensial pada [ a , dan f{x)-F'(x) untuk setiap xe[a,b]. 

A m b i l 0 < f < ^ dan x e [a, b], maka ada S(x) > 0 sehingga 

F(y)-F{x) 

y - x 
(1) 

untuk setiap ye[a,b'\ dengan \y-x\<5(x). Diberikan interval I-(a,P). Tul is 
F { I ) = F(p)-F(a) dan 1(1) = l(p)-1(a). Apabila I suatu subinterval dari 
(x, - ^(x),X; -I- <^(x)) maka menurut (1) diperoleh 

F ( I ) - f(x)l(I)\ < \F(P) - F(x) - f(x)(P - X) + F(a) - f(x) - f(x)(a - x) 

P-x +— a - x 
4 

<^{d(x,I) + l(I)). 

Oleh karena i tu j i k a {(/|,x,),...,(/„,x„)} adalah partisi McShane yang subordinat terhadap S dari 
" 1 

[a, b] yang memenuhi ^ d ( X i , J i ) < — . Dari hasil d i atas didapatkan 

t,f(x,)l(J>)-{nb)-F(a)] <t\f(xpi(f)-F(^ 

•{d(x,I) + l(I)) 

S £ 
< — + — ̂ £. 

2 2 
Jadi terbukti / terintegral-C pada [a, b]. • 

Teorema 4. Koleksi fungsi terintegral Lebesgue merupakan subhimpunan sejati dari koleksi fungsi 
terintegral-C. 
B u k t i : Cukup ditunjukkan ada fungsi terintegral-C yang tidak terintegral Lebesgue. Perhatikan fungsi / 
yang terdeftnisi pada [0,1] sebagai berikut: 

f2xcos(^)+^sin( -^) , 0 < x < l 

0 , x = 0 . 
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P r i m i t i f fungsi / adalah fungsi F dengan definisi 

F{x) = 
x^cos(^) , 0 < x < l 

0 , x = 0 , 

Untuk sebarang neN dibentuk partisi = 0,x, = 
1 

4n ^ - J n - \ 
, x„ = 1. Karena 

Fix,) = 0, E ( x , ) = ^ ,FX) = - ^ - ^ , . . . , E (x „_ , ) = i Fix,,) = - 1 maka diperoleh 
n n-\ 2 

Fix,)-Fix,)+\Fix,)-Fix,) + . . .+ F{x„)-Fix„_,) 

1 
= — + 

n 

1 1 
— + 
n n-\ 

+ 
1 

+ • 
1 

n-\ n-2 
+ . . .+ 1 + 1 

= 1 + 2 1 1 1 
- + - + ... + -
2 3 n 

Karena neN sebarang maka terlihat bahwa F tidak bervariasi terbatas pada [ 0 , 1 ] , yang berarti F 

tidak kontinu mutlak pada [ 0 , 1 ] . Hal ini berakibat bahwa fungsi / tidak terintegral Lebesgue pada 

[ 0 , 1 ] . D i Iain pihak F terdiferensial pada [0,1] dengan E ' ( x ) = / ( x ) , X G [ 0 , 1 ] . Dengan demikian 

menurut Teorema 3, fungsi / terintegral-C pada [0 ,1 ] . • 

Selanjutnya perhatikan bahwa fungsi yang terintegral-C akan terintegral Henstock-Kurzweil dengan nilai 
integral yang sama. Untuk memperiihatkan bahwa integral-C termuat secara proper di dalam integral 
Henstock-Kurzweil diperlukan versi integral-C dari Lema Saks-Henstock sebagai ber ikut : 
Lema 5. Jika fungsi f •.[a,b'\-+ R terintegral-C pada [a, b], maka untuk setiap e > Q terdapat fungsi 
positif 5 pada [a,b] sehingga 

t}fixpiiI,)-iC)\f\<s 

untuk setiap partisi McShane parsial {if, x,),..., il„,x„)} yang subordinat terhadap 5 dari \a,b\, 

" 1 
dengan Y £ 7 ( x , , ) < — . 

£ 

(Lihat Yee, 2000 atau Piazza, 2002). 

Dalam hal ini partisi McShane parsial yang subordinat terhadap (5 dari [a,b] adalah koleksi 

( / , , X | ) , . . . , ( / „ , X , , ) } dari interval-interval yang tak saling tumpang tindih f c:[a,b] dan t i t i k - t i t i k 

x,e[a,b] sehingga f c r ( x , - Six.),x, + Six,)) dan J^lil,)<b-a. 

Teorema 6. Koleksi fungsi terintegral-C merupakan subhimpunan sejati dari koleksi fungsi terintegral 
Henstock-Kurzweil. 
B u k t i : Cukup ditunjukkan ada fungsi terintegral Henstock-Kurzweil yang tidak terintegral-C. Perhatikan 
fungsi F dengan definisi 

fx:sin(4) , 0 < x < l 
Fix) = ^ 

' ' 1 0 ,x = 0 

dan didefinisikan f = F' pada (0,1] dan / ( O ) = 0 . Mudah diperiksa bahwa / terintegral Riemann tak 

wajar pada [0,1] yang berarti / terintegral Henstock-Kurzweil pada [0 ,1 ] . Andaikan / terintegral-C 

pada [0 ,1 ] . A m b i l sebarang £>0, pilih fungsi positif S seperti pada Lema 5, dan a„ = ( ;r + 2nzt)'^' 

dan b„=if + 2n7c)~^\ Mudah dilihat bahwa Z " ^ - ^ Z ^ ' > i n t e r v a l - i n t e r v a l ia„,b„). 

n = 1,2,... adalah saling asing. Lebih lanjut diperoleh Fia„) = 0 dan Fib,,) = b„, untuk setiap neN . 
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Pil ih bilangan asli m,p sehingga {a,„^,,b,„,,)a{0,5{0)), i-\,2,...,p dan 3<Yo^^, < —. Jadi 

Yu^n...>Y.^n,„ • Selanjutnya didefinisikan / , = ( a „ , , , ( ) „ „ ) , . . . , = K , ^ , ^ „ „ ^ ) , maka koleksi 

| ( / | , 0 ) , . . . , ( / ^ , 0 ) | adalah partisi McShane parsial yang subordinat terhadap 5 dari [ 0 , 1 ] , dan berlaku 

Z ^^(0,7,) = Z < ~ • ^^Fih lanjut. 

/=i 

/ ( 0 ) / ( 7 , ) - ( C ) J / 

> e 

Terjadi kontradiksi, j ad i / tidak terintegral-C pada [0 ,1 ] . • 

Dari sini juga terlihat bahwa integral-C tidak memuat integral Riemann tak wajar. 

Sekarang akan dibicarakan karakterisasi deskriptif integral-C. Untuk hal itu diperkenalkan pengertian 
fungsi kontinu mutlak-C dan fungsi kontinu.mutlak-C yang diperumum. 
Definisi 7. Fungsi F:[a,b]-^R dikatakan kontinu mutlak-C (atau singkatnya fungsi AC-C) pada 
himpunan E c [a, Z»] jika untuk setiap 3 > 0 , ada Tj>0 dan ada fungsi positif 5 pada E sehingga 
berlaku 

<s (2) 

untuk setiap partisi McShane parsial {(I,,x,),...,(I„,xj} yang subordinat terhadap 5 dari [a,b], 
yang memenuhi kondisi berikut: 

(i). x,eE, / = l , 2 , . . . , n 

1 
(ii). Z t / ( x „ 7 J < -

(Hi). f^l(l,)<Tj. 

Definisi 8. Fungsi F •.[a,b]^ R dikatakan kontinu mutlak-C diperumum (atau singkatnya fungsi ACG-

C) pada interval [a,b] apabila ada himpunan-himpunan terukur E,,E.„... di dalam [a,b] sehingga 

y^E, =[a,b]dan F bersifat AC-C pada setiap E,. 
i 

Konsep yang sejalan untuk integral Henstock-Kurzweil adalah fungsi A C - S dan fungsi A C G - S. Fungsi 
F:[a,b]-+R dikatakan kontinu mutlak- S (atau singkatnya fungsi A C - S) pada himpunan E c [a,b] 

j i k a untuk setiap e > 0 , ada rj>0 dan ada fungsi positif S pada E sehingga (2) berlaku untuk setiap 

partisi McShane parsial {(7,,x,),...,(7„,x„)} yang subordinat terhadap S dari [ o , i > ] , yang memenuhi 
kondisi berikut: 

(i). x,eE,i = l,2,...,n 

( i i ) . Zr7(x „7 , ) = 0 

( i i i ) . Z / ( / , ) < ' 7 -
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Lebih lanjut, F dikatakan kontinu mutlak- 5 diperumum (atau singkatnya fungsi A C G - 5) pada interval 
apabila ada himpunan-himpunan terukur E , , E , , . . . di dalam [a,b] sehingga = [ a , Z ) ] d a n 

F bersifat A C - 5 pada setiap E,. 

Dari sini cukup jelas bahwa setiap fungsi AC-C adalah fungsi AC- 5 dan setiap fungsi ACG-C adalah 
fungsi A C G - 5. 

Lema 9. Jika F fungsi ACG-C pada [a,b^ dan £ c [ a , Z ) ] dengan m{E) = 0 (m menyatakan ukuran 

Lebesgue), maka untuk setiap £>0 ada fungsi positif S pada E sehingga 

untuk setiap partisi McShane parsial {{f,x,),...,{f,,x„)} yang subordinat terhadap 5 dari [a,b], 

yang memenuhi kondisi berikut: 
(i) . X, GE, /" = 1,2 , . . . , /7 

(ii) . Yd(x„!,)<-. 

Terakhir diberikan karakteristik deskriptif integral-C dengan menggunakan fungsi ACG-C. Teorema 
berikut dapat juga dipandang sebagai Teorema Dasar Kalkulus untuk integral-C. 
Teorema 10. Fungsi F adalah fungsi ACG-C pada [a,b] j i k a dan hanya j i k a terdapat fungsi 
terintegral-C pada [a, b] yaitu / sehingga 

F(x)-F{a) = (C)]fit)dt 
a 

untuk setiap XG[a,b]. 

B u k t i : Pertama diasumsikan F adalah fungsi ACG-C pada [a, b], maka F adalah fungsi A C G - S 

pada [a,b] dan karenanya F terdiferensial hampir di mana-mana pada [a,b]. Misalkan E adalah 
himpunan t i t i k - t i t i k x G [a, b] sehingga F tidak terdiferensialkan di x, maka m(E) = 0 . Jadi menurut 

Lema 9, untuk 0 < 3 < - ^ , ada fungsi positi f r pada [a,b] sehingga Z I ^ ( - ^ * ) H ~ ' ""^"'^ setiap 

partisi McShane parsial | ( J , , x , ) , . . . , (J,,, x^ ) j yang subordinat terhadap r dari [a, b] dengan 

^d(x„J,)<- dan X , G E , i = \,2,...,p. 
Ft £ 

Apabila F terdiferensial d i y maka dari langkah bukti pada Teorema 3 dapat dicari konstanta posit i f 
yi^y) sehingga 

F U ) - F\y)Kli^ < ^ {d(y, I) + /(/)) 

untuk setiap interval Icziy- r(y),y + y(y)). Selanjutnya definisikan fungsi positi f 

dan 
r 0 ,yGE 

{F{y) ,y^E . 

A m b i l sebarang XG[a,b] dan {(/ , ,x,), . . . ,(/„,x„)} adalah partisi McShane yang subordinat terhadap 
" 1 

5 dari [a,x] sehingga y c / ( x ^ , / , ) < - . Maka kitaperoleh 
Ft £ 
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£ fix, )KI,) - [Fix) - Fia)} < Z | / (x , ) / ( / , ) - F(f) 

<BFifhI.\nx,w,)-nf) 
x,sE x,iE 

,2 

<T:^i:^idix.J,)^Kf)) 
£ x,tE 4 

< — + — + — e(b-a) 
2 4 4 ^ 

Jadi / terintegrai-C pada [a, x] dan berlaku 

Fix)-F{a) = {C)]f{t)dt. 
a 

Khususnya bila diambil x = b maka diperoleh bahwa / terintegral-C pada [a,b] serta berlaku 

F(b)-F(a) = iC)]fit)dt. 
a 

Sebaliknya, diasumsikan bahwa / terintegral-C pada [a, b] dan F adalah p r i m i t i f integral-C dari / . 

Untuk setiap bilangan asli n didefinisikan himpunan E„ = \x s[a,b]: f{x) < « j , maka diperoleh 

[ a , 6 ] = [J.£̂ „ . Dari sini cukup ditunjukkan bahwa F adalah fungsi AC-C pada setiap E„. Menurut 
/I 

Lema 5, apabila diambil sebarang £• > 0 , maka dapat dicari fungsi posit i f S pada [a,b] sehingga 

Z|/(^.v( / , ) - / ( / , )|<^ 
/=i 2 

untuk setiap partisi McShane parsial | ( / , , x , ) , . . . , ( / ^ , x ^ ) | yang subordinat terhadap S dari [a,b] 

dengan Z ^iXi Ji)< — - Diasumsikan bahwa x , e E„,i = i,2,...,p dan y]l{F)< — . Maka berlaku 
Ft £ Ft 2n 

Z \Fif )| ^ t \fiF W. ) - F ( I , i ^ + ± \f{x, )| Kf) 

<'T:^n±Kf} 
2 i=\ 

<£ . 

Jadi diperoleh F bersifat AC-C pada E„ untuk setiap n. Dengan kata lain terbukti F bersifat A C G - C 

pada [a,A]. • 

3. S impulan 

Integral-C merupakan integral tipe Riemann minimal yang memuat integral Lebesgue dan turunan. 
Definisi konstrukti f integral-C diperoleh dengan sedikit modifikasi pada definisi konstruktif integral 
McShane. Integral-C in i temyata termuat secara proper dalam integral Henstock-Kurzweil. Sementara i tu 
karakterisasi deskriptif integral-C diperoleh melalui suatu perumuman fungsi kontinu mutlak yang 
disebut fungsi AC-C dan fiingsi ACG-C. Hasil ini sejalan dengan karakterisasi deskriptif integral 
Lebesgue melalui fungsi kontinu mutlak maupun integral Henstock-Kurzweil melalui fungsi AC-5 dan 
A C G - ^ . 
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