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Abstrak 

Salah satu objek baliasan dalam analisis Fourier adalah operator integral. Pembaliasan 
utama di dalam makalah ini adalah pcmbuktian keterbatasan operator integral fraksional atau yang 
dikenal juga sebagai operator Riesz, di ruang Morrey tak homogen yang dipenimum, suatu 
perumiiman dari niang Lebesgue tak homogen. Ukuran di ruang tak Iiomogen berupa ukuran Borel 
yang memenuhi kondisi growth, yaitu ukuran suatu kubus didominasi oleh pangkat dari panjang 
sisinya. 

Untuk membicarakan hal tersebut di atas, terlebih dahulu akan dibahas meiigenai 
keterbatasan operator integral fraksional di ruang Lebesgue tak homogen, yang dalam 
pembuktiannya memerliikan ketaksamaan Hedberg dan keterbatasan operator maksimal Hardy-
Littlewood di ruang Lebesgue tak homogen. 

Kata kunci: operator integral fraksional. ruang-Morrey tak homogen yang diperumum 

1. Pcndahuluan 

Diberikan Qi-X, / ' ) kubus yang berpusat di .x G R'' dengan jari-jari (seteng'ah panjang 

sisi) r > 0 , dan Q{.X. kr), dengan k > 0, iiienyatakan kubus yang konsentris dengan jari-jari 

kr. Misalkan juga C adalah konstaiita positif. yang dalam makalah ini tidak perlu sama dari baris 
ke baris. Ruang metrik, di siiii liaiiya akan dibicarakan 7?'', yang dilengkapi dengan ukuran Borel 
/J disebut ruang homogen apabila ft memenuhi kondisi doubling 

ft(Q{.x,2r))<Cfi{Q{.x,r)). 

Sementara itu, {R'', ft) dengan / / yang tidak memenuhi kondisi doubling tetapi memenuhi 
kondisi growth 

ft{Qi.x,r))<Cr", 

untuk 0 < /? < r/, disebut sebagai ruang tak homogen. Beberapa hasil yang terkait dengan mang 
tak homogen dapat dililiat iiiisalnya pada [1], [3], dan [5]. 

Di ruang tak homogen, operator integral fraksional didefinisikan dengan 

/ / ( . y ) : = { — l i l l - d f t ( y ) . 

Operator yang dikenal juga sebagai potensial Riesz, pertama kali dipelajari oleh Hardy dan 

Littlewood serta Sobolev, sedangkan hasil seianjutnya - di ruang homogen - dapat dilihat 
misalnya pada [2] dan [6]. 

Dalam [1] dan juga [4 | , operator dibuktikan terbatas dari ruang Leoesque tak 

homogen L'\fl) ke Id (ft). Dalam paper ini, akan dibicarakan keterbatasan op. rator di 
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ruang Morrey tak homogen yang diperumum, yakni salah satu perumuman dari ruang Lebesgue 
tak homogen. 

2. Keterbatasan di ruang Lebesgue tak homogen 

Pada bagian ini akan dibicarakan secara singkat mengenai keterbatasan operator I^ di 

ruang Lebesgue tak homogen, yang di dalam pembahasan utama akan dipergunakan dalam 

pembuktian keterbatasan operator di ruang Morrey tak homogen yang diperumum. 

Untuk ukuran / / yang memenuhi kondisi growth, misalkan / adalah sebarang fiingsi 

terukur-// pada /?''. Ruang Lebesque tak homogen V (p) = W [R'', fl), \<p<co, adalah 

ruang kelas-kelas ekuivaicn / sedemikian sehingga || / : L''(p) || < co , dengan 

f:L''{u)\\^[\^f{y)f dp{y))' , 1 < < oo 

dan 

\\f:U'(p)\\=esssup[\f{x)\:xeR'], 

dengan eA.ysup|] / ( x ) |: x e /? ' menyatakan batas atas terkecil esensial dari | / | . 

Bukti keterbatasan di ruang Lebesque tak homogen dapat diperoieh dengan 

menggunakan ketaksamaan Hedberg yang melibatkan operator maksimal radial Hardy-Littlevvood 
M dengan 

A f ( x ) : = s u p - \f{y)\dp{y). 
,>o r ^d ' ) 

Operator M ini bertipe lemah-(1,1) dan bertipe kuat-(co,co). 

Teorema 2.1 [A] Operator maksimal M memenuhi 

p{x e R'' : Mf{x) >A]<~1,\ / ( X ) | dp(x) c 
A 

dan 

\\Mf:yip)\\<C\\f:n'{p)\\. 

Bukti. Ambil / e (p) dan definisikan 

E,^{x&R'' •.Mf{x)> A]. 

Jika X e E;,, maka terdapat /",. > 0 sehingga 

^ljny)\dpiy)>A. 

Seianjutnya, Lema Cover Vitali memberikan koleksi kubus {Q{x.,i'.)] . (dengan x^ G E^ dan 

Pj - Py ) yang saling lepas sepasang-sepasang sehingga 

u e ( - v , r ) c : U e ( - v , ,3o). 
.xeEt i 

Akibatnya, 
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M^,)<ZM(?(-V,,3r)) 

< C X ( 3 r r 

Hal ini membuktikan bahwa 

pixeR' •.Mf(x)>A]<~\ , \ f\x)\dp(x). 
^ ' A •"' 

Untuk membuktikan bagian seianjutnya, ambil sebarang .Y e 7?'' dan kubus Q{x,r) C R''. 
Dengan demikian, 

\ [ I fiy) I dpiy) < \ l ess sup | f{y) | dp{y) 

<^l^J\f:L'{p)\\dp{y) 

H I / : 7 : " ( / ' ) l l 4 r M e ( - v , ' - ) ) 
- - - /• 

Akibatnya, 
< C | | / : r ( / / ) | | . 

supZ f I /•( ,•)! r / / / ( v ) < C | | / : r ( / / ) II. 
>0 

yang memberikan ketaksamaan yang diinginkan. • 

Perhatikan bahwa setiap operator yang bertipe kuat (co, oo) juga merupakan operator yang 

bertipe lemah (co,oc). Jadi M merupakan operator sublinear yang bertipe lemah (1,1) dan 

bertipe lemah (co, oo). 

Teorema 2.2. [6] (Teorema Interpolasi Marcinkiewicz). Diketahui (X,p) dan {Y,v) dua 

ruang ukuran. 1 < /I, < < co . dan T opei-alor sublinear dari LF'(X, p) + V'{Y ,v) ke 

ruang fungsi terukur dari Y. yang merupakan tipe lemah {p\,P\) dan juga merupakan tipe 

lemah (p j , / ?? ) - Maka operator T merupakan tipe kuat {p,p) untuk sebarang p dengan 

P\<P<P2-

Oleh karena itu dengan menggunakan Teorema Interpolasi Marcinkiewicz diperoieh hasil 
bcrikut. 

Akibat 2.3 [4] Operator maksimal M terbatas di W (p) untuk \ < p <<x>. 
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Dengan mcnggunakan keterbatasan operator M di V (fl) akan dibuktikan ketaksamaan 

Hedberg. 

Teorema 2.4 [4] (Ketaksamaan Hedberg). Diberikan 0 <a < n dan f fungsi terbatas 

dengan tumpuan kompak. Maka untuk 1 < /? < ^ berlaku 

\IJ{x)\<C\\f:L"{pW Mfixt'^. 
Bukti. 
Ambil sebarang / > 0. Tubs 

1 / ( 7 ) p:dp{y) + \f{y) 
x-y\>t V — V x-y 

-yydpiy). 

Untuk suku pertama, / , berlaku 

I = l / ( v ) l 

x - _ y | 

= z 

-dp{y) 

\f{y) 
^ J2-'-b.KH<2-H|x_v 

fydpiy) 

^CfMfix). 
Seianjutnya untuk suku kedua, yaitu / / , terlebih dahulu diperhatikan kasus p — 1 sebagai 
berikut. 

r . / ( v ) i 
\x-y 

1 

-dp{y) 

f'-a ^ x-r\>l 

-{"-a) II / • . f I , 

f{y)\dp(y) 

<y-"' | | / : L ' ( / / ) | | . 

Kemudian untuk kasus 1 < p <y, pilih /? = p'{n-a)-n. Dalam hal ini, adalah pangkat 

sekawan dari p, yaitu p' memenuhi ^ + — Oleh karena /7 > 0, maka dengan 

menggunakan ketaksamaan Holder diperoieh 
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l / O O l dpiy) 
~y\>-'\x-y\'-" 

\f{y)\"dp{y) 

f-L"{p) 

/•L"ip) 

1 

V 

dpiy) 

dpiy) 

V v-v|>/ IX - V I ' " " ^ ' 

Z 
V*=o 

f vo 

dpiy) 

b'/<|,v-r|<2'"( I X - V 1"""'̂  

M(Q(x.2'-'y 

<c 

= c 

I'd " f-.L^ip) 

/••L''ip)\f^ 

f-ldip) 

V*=u J 

= 0'' 

Catat bahwa apabila dipilih p = 1 dan C = 1, maka diperoieh ketaksamaan yang sama dengan 

kasus p = 1 di atas. Dengan demikian. untuk 1 < p < y- berlaku 

I IJix)! </ + / /< cf/"M/-(.v) + II / : L"ip) II 
V 

untuk setiap / > 0. Seianjutnya. dengan memilih 

Mfix) 

\\\f:L"ip)l 

dan mensubstitusikannya kc dalam ketaksamaan terakhir, diperoieh 

/ „ . A A - ) | < C 
Mfix) 

\\f-l^''ip)\\ 
Mfix) 

+ C 
Mfix) 

\\fM''ip)\\ 

= C 
Mfix)'"^ Mfix) Mfixy"^"' 

\\f:L"ip)\[^ | | / : r ( p ) | r 
\f-L''ip)\\ 

M / ( x ) ' - " 

]\f:L"ip)\r 

= C | | / : Z . " ( p ) | | " M / - ( x ) ' - " . 
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Dengan menggunakan fakta bahwa fungsi maksimal Mf terbatas di L''{p), bukti selesai. 

Sekarang akan dibuktikan bahwa operator integral fraksional bersifat terbatas di ruang 

Lebesgue tak homogen. 

Teorema 2.5 [2], [3] Diberikan 0<a <n. Jika \ < p<f dan y = y - 7 , 'noka /„ terbatas 

dan U'ip) ke Lfp). 
Bukti. 
Dari Ketaksamaan Hedberg diperoieh 

Hal ini berakibat 

\IJix)\ < C | | / : L ' @ p ) | | " Mfixt -. 

I y fix) I < CII / • : L'ip) f f [ J Mfix) 1"*' " ' dpix) 

= C\\f:L''ip)f[lfMfix)\"dpix))' 

= CII / | r | | M / : L " ( p ) II' 

< C | | / : L ' ' ( p ) | r | | / : I " ( p ) | | ' 

= C | | / : Z . " ( p ) | | . .. - . 
Jadi berlaku 

| | / „ / ( x ) | | < C I I / :!"(//) II, 
yaitu f ^ terbatas dari / , ' ' ( / ' ) ke E'ip). 

3. Keterbatasan f di ruang Morrey tak homogen yang diperumum 

Pertama didefinisikan terlebih dahulu pengertian ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum. Diberikan f sebarang fungsi temkur- p , dengan / / ukuran Borel pada yang 

memenuhi kondisi growth, dan 1< p < co . Ruang Lebesgue tak homogen lokal. Uf ip), 

adalah mang kelas-kelas ekuivalen fungsi terukur- p f sehingga untuk setiap subhimpunan 

kompak K c R'^ berlaku 

f | / ( v ) | ' V p ( v ) < « . 
-A 

Khususnya jika f E fi^,^ip) maka fungsi / dikatakan terintegial-p secara lokal. 
Pada [2] diperkenalkan pengertian ruang Morrey yang diperumum. Terilhami oleh hal 

tersebut, seianjutnya akan didefinisikan pengertian ruang Morrey tak homogen yang diperumum. 
Misalkan fungsi (Zi: (0,00) —> (0, co) memenuhi kondisi doubling, yaitu terdapat C > 0 
sehingga 

c m 

apabila — < — < 2 . Catat bahwa untuk setiap fungsi if yang memenuhi kondisi doubling berlaku 
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dtV (fil^r) 

untuk setiap bilangan bulat k dan bilangan real /" > 0 . 
Untuk 1 < p < CO dan fungsi (f seperti tersebut di atas, ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum Af'^ip) didefinisikan sebagai ruang dari semua fungsi / E L'ffjl) sehingga 

/ : M ' ' - * * ( p ) | = sup 
1 

,>o (fir) 7 t ]/<-"> I" <"'•••) < 00 

dan untuk p — co 

f:M--Hp) - sup 
1 / : r ( 0 <<x,. 

Q(-Er) (fiQ) ' 

Untuk <fit) = f ' maka didapat M' ' ' * ' (p ) = A ( p ) , sementara untuk <fil)-C>Q suatu 

fungsi konstan, maka didapat M^''^ ip) = If ip). Jadi mang Morrey tak homogen yang 
diperumum merupakan suatu perumuman dari ruang Lebesgue tak homogen, dan terkait dengan 
suatu fungsi tak naik (fit) sehingga (fit) co untuk / ^ 0 . 

Sekarang akan dibuktikan hasil utama dari makalah ini, yakni keterbatasan operator 

di ruang Morrey tak homogen yang diperumum. 
Teorema 3.1. Misatkan fungsi (f memenutii tcondisi doubting dan uniutc setiap r > 0 bertatai 

| A - V ( 0 dt < C r " , f i r ) , 

serta fungsi y/ memeniM (fir) < Cf/il) unlutc setiap r . dengan C| lidatt hergantung pada 

r. Matca. untutx 1 < p < — dan — = . terdapat C > 0 settingga ttertatai 
a q p n 

IJ:M'-'<'ip) <C f:M"-\p) 

Bukti. 

Untuk o e ^ dan /• > 0 , talis Q = g(a, r),Q = Qia, 2r) , dan 

Karena 

U:L"ip) = \fix)fdpix) 
li \ JR 

\k2 J / ( x ) r dpix) 

= {2rf (fir) 
(fir) 1(2 - ) 

-\d,fix)fdpix) 

= C{2r)'(fir)\f:M"'1'ip) 

<co. 
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maka / , E W {p) . Seianjutnya, untuk x e Q 

1̂1 A,/,(x)rr/p(x)V < [ / „ / , :P / (0 

< C 

sehingga diperoieh 

A,/i(A)|"A/(x) 

< C ( 2 r ) V ( - ) | | / : M , 

<Cr~^(f)(r) f:M''-^{p) 

< C C , @ ( 0 | / : M - • ^ p ) 
atau 

r " Jy 
, i /„ , / i (x)rr /p(x) 

Akibatnya 

A./ i :A^"-A0 | |<c | | / ;A/- -^p) | | 

Seianjutnya estimasi untuk diperoieh dengan eara- sebagai beriki* -

A / 2 (A) I fffdpiy) 
X- V 

]x-y\>r 
fiy) , , , 

X - 11 

A=0 •t20-<|.v-v|<2'- ' , '•'A*<r) 
X- V 

< V 1 f 

/t=0 

Dengan menggunakan ketaksamaan Holder, diperoieh 

( 2 V ) " Je (« ,2 'G) ..\f^y)\dd{y) 
1 

/ ( v ) | ^ / p f v ) 

„,,.\f{y)\dp{yf 

Jadi berlaku 
(2* ; - ) " - U l " - - ' , ) 

ff 

..(1) 
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P r e i i d i n g K o n f e r e n t i N o t i o n a l M a l e m a t i b a X I V | 2 0 0 8 j 

/ „ / , ( . r ) | < c Z ( 2 S ) 
A=(l (2*^ ' r ) " 

• \J\y)\dp{y) 

i ; A r L , . 7 7 / ^ ' ( 3 ' ) 
U 2 ^ ' -) 

r 1 

(2*+V)" U(rv,2'7-> A=0 

Mg(a,2'^ ' /-)) ' '" ' 

( 2 ^ " ' r ) " 

I / ( V ) ! ^ / / 2 ( J 0 

00 
< C X ( 2 ' r m 2 * " ' - ) / : M - « * ( p ) 

A=0 

< C / : M - - A P ) X ( 2 S - m 2 V ) . 

Karena ^ dan memenuhi kondisi doubling, maka 

2'r 
sehineaa 

A-=0 2' ,• 

Jadi berlaku 

IJfx) <C / : M - ' A P ) A - V ( / ) ^ / < C r ' ^ ^ ( r ) / : M - ' A P ) | 

Maka diperoieh 

• 1 
<Cr"y<l>{r)\f-M"-\p)\[ldp{x) 

^Cd'^m / : M " - A P ) | | ( P ( 0 ) ' 

<Cr"(j){r)\f:M''-\p) 

<Cy/{r) f:MP-\p)\ 

atau 

¥{'•) Jt; 
yMxfdp(x)]<c\\f:MP-^{p)\. 

Akibatnya 
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U ^ I M ^ ' A P ) < C / : M - ' A P ) 

Dengan demikian dari (1), (2), dan ketaksamaan Minkowski diperoieh 

/ „ / : M ' ' - A 0 | | < C | | / : M " ' A P ) 

Ini berarti bahwa operator terbatas dari M ' ' **)//) ke M ( p ) 

..(2) 

4. Penutup 
Dengan menggunakan hasil keterbatasan operator di ruang Lebesgue tak homogen 

dapat dibuktikan keterbatasan operator di ruang Morrey tak homogen yang diperumum. 
Konsep kunci dalam penurunan hasil-hasil tersebut adalah kondisi growth yang mendefinisikan 
ruang tak homogen L ' ' {p) dan M^''^{p) . Hal ini mengukuhkan fakta bahwa kondisi doubling 
di dalam analisis Fourier khususnya operator integral bukanlah hal yang esensial, melainkan dapat 
diganti dengan kondisi growth. 
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