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ABSTRAK

TRANSFORM LAPLACE DAN PENGGUNAANNYA UNTUK
PENYELESATAN MASALAH NILAT AWAL PERSAMAAN
DIFERENSIAL LINEAR ORDE DUA

Penulisan skripsi ini bertujuan untuk memahami kegunaan Transform
Laplace untuk penyelesaian Masalah Nilai Awal persamaan diferensial linear
dengan koefisien konstan dan penyelesaian Masalah Nilai Awal persamaan
diferensial linear dengan koefisien variabel. Metode yang dipakai dalam penulisan
skripsi adalah metode studi pustaka.

Ada banyak metode yang dapat digunakan untuk menentukan penyelesaian
suatu persamaan diferensial. Salah satunya adalah metode Transform Laplace.
Transform Laplace suatu fungsi f(f) yang didefinisikan untuk semua ¢ >0

adalah fungsi F(s) yang didefinisikan oleh rumus: F(s);}e—st F(0ydr . Jika

L{f()}=F(s)ymaka f(f)disebut invers Transform Laplace dari F(s)yang
dinyatakan oleh f(f) =L {F(5)}.

Prosedur untuk penyelesaian Masalah Nilai Awal persamaan diferensial
linear dengan koefisien konstan dengan mengambil Transform Laplace dari kedua
ruas persamaan diferensial. Kemudian dengan menggunakan sifat, teorema-
teorema Transform Laplace, dan kondisi awal diperoleh persamaan aljabar dalam
Y(s)dan s, dengan Y(s) Transform Laplace dari penyelesaian persamaan

diferensial yang diberikan. Selanjutnya dinyatakan Y(s) eksplisit ke dalam s.

Langkah terakhir untuk menemukan penyelesaian Masalah Nilai Awal adalah
dengan menggunakan invers Transform Laplace.

Untuk menyelesaikan Masalah Nilai Awal persamaan diferensial linear
dengan koefisien variabel dengan Transform Laplace, ambil Transform Laplace
dari kedua ruas persamaan diferensial yang diberikan dan kemudian diperoleh
persamaan diferensial baru dalam s, Y(s) dan turunan-turunannya. Kemudian
persamaan diferensial ini diselesaikan dengan metode standar yang sesuai.
Selanjutnya langkah terakhir penyelesaian menggunakan invers Transform
Laplace.

Keuntungan menggunakan metode Transform Laplace adalah
menyelesaikan masalah secara langsung, tanpa perlu mencari penyelesaian umum
persamaan diferensial sehingga tidak perlu menemukan kostanta-konstanta yang
muncul.
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ABSTRACT

LAPLACE TRANSFORM AND ITS APPLICATIONS FOR SOLVING
INITIAL VALUE PROBLEMS GIVEN BY LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS OF THE SECOND ORDER

The purpose of this paper is to comprehend the usefulness of Laplace
Transform to solve Initial Value Problems given by linear differential equations
with constant coefficients and to solve Initial Value Problems given by linear
differential equations with variable coefficients. The writing of this paper is
prepared by literature study method.

There are many methods can be used to determine for solving of an
differential equation. One of them is the Laplace Transform method. Laplace
transform of a function f(¢) which is defined for all # > 0, is the function F(s)

defined by formula : F(s)= c]e = f(@)dt - I L{f ()} = F(s)so f(t)is called invers

Laplace Transform F(s)and stated by £ () ="F(s)}.

The procedure to solve Initial Value Problems given by a linear differential
equations with constant coefficients by taking the Laplace Transform of both sides
of the differential equation. Then by using the properties, the theorems of the
Laplace Transform and given the initial conditions we get an algebraic equation in
Y(s) and s with Y(s)is the Laplace Transform of the solution of the given
differential equation. Hereinafter we express Y(s)explicitly in s. The final step
for finding an Initial Value Problem solution is by using the invers Laplace
Transforms.

To solve Initial Value Problems given by a linear differential equations
with variable coefficients by Laplace Transform, we take the Laplace Transform
of both sides of the given differential equation and then we have a new differential
equation in s, Y(s), and its derivatives. Solve the new differential equation by a
suitable standard method. The rest of the work is done by using the invers of the
Laplace Transforms.

An advantage by using this method is that it solves the problems directly,
without necessarily look for the general solution of the given differential equation
so it is not necessary to find the constants which appear.
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BAB 1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Seperti telah diketahui bahwa situasi dan fenomena tertentu dalam dunia
nyata dapat disusun dalam bentuk matematika dengan menggunakan
pemodelan matematika. Salah satu topik dalam matematika yang biasa
digunakan dalam penyusunan model untuk masalah dalam dunia nyata, yaitu
masalah-masalah yang mengandung laju perubahan adalah persamaan
diferensial. Pemodelan tersebut dapat berbentuk persamaan diferensial yang
koefisiennya konstan atau koefisiennya variabel.

Dalam menentukan penyelesaian khusus persamaan diferensial kita
dihadapkan pada kondisi-kondisi (syarat-syarat) awal yang harus dipenuhi.
Persamaan diferensial beserta syarat-syarat awal tersebut dinamakan Masalah
Nilai Awal.

Dalam perkuliahan dipelajari beberapa cara atau metode yang digunakan
untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan
misalnya, metode faktor pengintegralan, metode variasi parameter, metode
koefisien tak tentu, dan lain-lain. Akan tetapi persamaan diferensial yang
koefisiennya berupa variabel lebih sulit ditentukan penyelesaiannya.

Tetapi ada suatu metode yang memberikan kemudahan bagi kita dalam
menentukan penyelesaian Masalah Nilai Awal persamaan diferensial linear.

Metode tersebut adalah metode Transform Laplace. Metode Transform
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Laplace secara khusus digunakan untuk penyelesaian persamaan diferensial
linear dengan koefisien konstan.

Tetapi metode ini juga dapat digunakan untuk menentukan penyelesaian
Masalah Nilai Awal persamaan diferensial linear dengan koefisien variabel.
Kelebihannya adalah memberikan langkah-langkah penyelesaian yang cukup
mudah bila dibandingkan dengan metode yang lain, misalnya metode deret.
Prosedur yang dipakai adalah:

1. Ambil Transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial yang
diberikan.

2. Gunakan sifat-sifat, teorema-teorema Transform Laplace dan kondisi
awal yang diketahui sehingga diperoleh persamaan diferensial baru
dalam s, Y(s) dan turunan-turunannya.

3. Kemudian persamaaan diferensial ini diselesaikan dengan metode
standar yang sesuai, misalnya persamaan diferensial linear orde 1
diselesaikan dengan metode faktor pengintegralan atau metode variasi
parameter.

4. Gunakan invers Transform Laplace sehingga diperoleh penyelesaian
Masalah Nilai Awal yang diberikan.

Dengan metode Transform Laplace ini akan diperoleh penyelesaian
khusus suatu persamaan diferensial secara langsung tanpa harus mencari
penyelesaian umum dan memasukkan syarat awal yang diketahui.

Karena alasan itulah penulis tertarik untuk mengkaji lebih jauh tentang

bagaimana Transform Laplace dapat membantu kita dalam mencari
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penyelesaian Masalah Nilai Awal persamaan diferensial orde-2 dengan

koefisien konstan dan penyelesaian Masalah Nilai Awal persamaan diferensial

orde-2 dengan koefisien variabel.

Rumusan Masalah

Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam penulisan ini adalah :

1.

Bagaimana Transform Laplace digunakan dalam menyelesaikan Masalah
Nilai Awal yang berkaitan dengan persamaan diferensial orde-2 dengan
koefisien konstan. |

Bagaimana Transform Laplace digunakan dalam menyelesaikan Masalah
Nilai Awal yang berkaitan dengan persamaan diferensial orde-2 dengan

koefisien variabel.

Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan ini adalah :

1.

Untuk lebih memahami kegunaan Transform Laplace dalam

menyelesaikan Masalah Nilai Awal yang berkaitan dengan persamaan
diferensial orde-2 dengan koefisien konstan.

Untuk lebih memahami kegunaan Transform Laplace dalam
menyelesaikan Masalah Nilai Awal yang berkaitan dengan persamaan

diferensial orde-2 dengan koefisien variabel.

. Manfaat Penulisan

Manfaat dari penulisan ini adalah :
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1. Mengetahui salah satu metode yang dapat digunakan untuk mencari
penyelesaian dari persamaan diferensial linear orde-2 dengan koefisien
konstan dan persamaan diferensial linear orde-2 dengan koefisien variabel,

yaitu metode Transform Laplace.

2. Memahami Transform Laplace secara teoritik dan memahami bagaimana

kegunaan Transform Laplace dalam menyelesaikan Masalah Nilai Awal
yang berkaitan dengan persamaan diferensial orde-2 dengan koefisien
konstan dan MNA yang berkaitan dengan persamaan diferensial orde-2
dengan koefisien variabel.

3. Memberi motivasi kepada pembaca dan dapat menjadi acuan untuk
melakukan pembahasan lebih lanjut mengenai kegunaan Transform

Laplace dalam menyelesaikan masalah-masalah yang lain.

. Batasan Masalah

Dalam skripsi ini, permasalahan yang akan dibahas dibatasi pada
penggunaan metode Transform Laplace dalam penyelesaian Masalah Nilai
Awal persamaan diferensial linier orde-2 dengan koefisien konstan dan
penyelesaian Masalah Nilai Awal persamaan diferensial linier orde-2 dengan
koefisien variabel. Masalah Nilai Awal persamaan diferensial linier orde-2
dengan koefisien variabel juga dibatasi pada koefisien-koefisien yang
polinomnya linear dalam t. Penulis juga menganggap bahwa pembaca
menguasai penyelesaian persamaan diferensial linear orde satu dengan

menggunakan metode faktor pengintegralan dan metode variasi parameter.
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F. Metode Penulisan
Metode yang akan digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi
pustaka. Karena Transform Laplace adalah suatu bentuk integral Riemann tak
wajar maka pada landasan teori dibahas cukup cermat mengenai integral

Riemann dan integral tak wajar.
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BAB I1

LANDASAN TEORI

A. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat turunan
atau diferensial satu atau lebih fungsi. Persamaan diferensial dapat
diklasifikasikan dengan banyak cara. Jika fungsi yang belum diketahui dalam
persamaan diferensial bergantung pada hanya satu variabel bebas, maka
persamaan itu disebut persamaan diferensial biasa. Jika fungsi yang belum
diketahui dalam persamaan diferensial bergantung pada 2 atau lebih variabel
bebas, maka persamaan itu disebut persamaan diferensial parsial.

Persamaan diferensial biasa tingkat-n disebut linear dalam y jika

persamaan diferensial dapat ditulis dalam bentuk:

a,(x)y" +a,,(x)y" " +..+a,(x)y'+a,(x)y = f(x) (2.1)

dengan a,,a,,....a, dan f adalah fungsi-fungsi kontinu pada suatu
interval x dan a,(x) #0 pada interval itu.

Dari persamaan (2.1), jika diketahui f(x)=0 maka persamaannya
disebut persamaan diferensial linear homogen. Tetapi jika f(x)=#0 maka

persamaannya disebut persamaan diferensial linear nonhomogen. Jika fungsi
yang belum diketahui dalam persamaan (variabel tak bebas) mempunyai
koefisien suatu konstanta maka persamaannya disebut persamaan diferensial
linear dengan koefisien konstan. Tetapi jika koefisiennya suatu variabel maka

persamaannya disebut persamaan diferensial linear dengan koefisien variabel.
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Penyelesaian persatﬁaan diferensial adalah suatu fungsi yang memenuhi
persamaan diferensial yang diberikan. Ada beberapa cara atau metode yang
digunakan untuk menentukan penyelesaian suatu persamaan diferensial,
misalnya metode faktor pengintegralan, metode variasi parameter, metode
reduksi, metode deret, dan lain-lain.

Untuk menentukan penyelesaian khusus persamaan diferensial diberikan
kondisi-kondisi (syarat-syarat) awal yang harus dipenuhi, yaitu:

Y(5) = o> ¥'(x0) = €157+, Y (%) =€, (2.2)
Persamaan diferensial (2.1) beserta syarat-syarat awal (2.2) disebut Masalah

Nilai Awal (MNA).

. Definisi Ihtegral Riemann

Definisi-definisi dan teorema-teorema beserta bukti-buktinya yang dipakai
dalam mendefinisikan integral Riemann untuk lebih jelasnya dapat dilihat di
diktat Analisis Real karangan R. Soemantri, 1983.

Diberikan fungsi real terbatas f(x) yang didefinisikan pada selang [a,b].
Terdapat m € R dan M € R sehingga m < f(x) < M untuk semua x € [a,b].
Dengan suatu partisi selang [a,b], dimaksudkan suatu subhimpunan berhingga
P={x0, X1, ... , X } dari [a,b] sehingga a =x¢ <x; <...<x,=Db.

Oleh partisi P terjadilah n buah subselang [xi.;, Xi] yang masing-masing
panjangnya Ax; = X; - Xj.; dengani =1, 2, ... , n. Untuk setiap i didefinisikan
bilangan real m; dan M; dengan

m; = inf { f(x) : X €[xi1, x;] }
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M; = sup{ f(x) : x €[xi1, Xi] }

Untuk partisi P ini berturut-turut dibentuk jumlah bawah dan jumlah atas

L(P. )= m, Ax,

U, )= M, Ax,

Kita nyatakan P[a,b] untuk himpunan semua partisi P dari [a,b]. Kemudian

didefinisikan

b
[f()dx= sup { LB, ) : P e P [ab] } 2.3)

b
[f()dx = inf {U®,D:PePlab]} 2.4

Ruas kiri (2.3) dinamakan integral Riemann bawah, sedangkan ruas kiri
(2.4) dinamakan integral Riemann atas fungsi f pada [a,b]. Jika integral
bawah dan integral atas itu sama, dikatakan bahwa f terintegral Riemann pada
[a,b] dan dinyatakan f € R[a,b] dengan R[a,b] himpunan semua fungsi
terintegral Riemann pada [a,b].

Nilai integral bawah dan integral atas yang sama ini dinyatakan dengan
b b
I f(x)dx atau I f dx dan dinamakan integral Riemann fungsi f pada [a,b].

Diketahui bahwa m < f(x) < M untuk semua x € [a,b] maka berlaku
m<mj<sM;<M i=1,2,...,n
Jadi, untuk sembarang partisi P € P [a,b] berlaku

m(b-a)<L(P,f)<U(P,f)y<M(b-a)
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Dengan demikian, himpunan bilangan real { L( P, f) : P € P [a,b] } dan

b
{U(P,f):P e P [ab] } keduanya terbatas dalam R, jadi I f(x)dxdan

b
[/ (x)ax pasti ada di dalam R.

. Syarat Keterintegralan

Hubungan antara partisi-partisi didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 1. Dikatakan bahwa partisi P* adalah suatu penghalusan dari [a,b]
jika P* o P (jadi, setiap titik anggota P adalah anggota P*). Jika
diberikan partisi P; dan P, maka P = P; u P, dinamakan
penghalusan gabungan untuk P; dan P; .

Teorema 1 dan 2 menyatakan hubungan antara jumlah atas dan jumlah bawah

sembarang partisi P dan Q, dan hubungan antara integral atas dan integral

bawah yaitu sebagai berikut:

Teorema 1. Jika f suatu fungsi terbatas pada [a,b] maka berlaku pernyataan-

pernyataan berikut :
a. JikaPo>Qmaka L(P,f) > L(Q,f)dan U (P, f) < U(Q, ).

b. Untuk sembarang partisi P dan Q berlaku L(P, f) < U(Q, f).

b
Teorema 2. l] F(x)dx < J F(x)dx -

Teorema berikut yang akan diberikan yaitu teorema 3 merupakan syarat perlu

dan cukup untuk fungsi terbatas f terintegral Riemann pada [a,b].
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Teorema 3. Fungsi f € R[ab] jika dan hanya jika untuk setiap &€ > 0 yang
diberikan terdapat partisi P dari [a,b] sedemikian hingga
U(P,f)—L(P,f)<e.

Contoh 1: Diberikan f(x) = x* pada x € [0,1]. Buktikan f € R[0,1] dan

1
hitunglah nilai [x’dx
0

DiberikaA 0. Dipilih partisl P={o,l,3,---,ﬁ}. Jadi
n n n
x,.=i dan Ax,.=l untuk /=1,2,---,n. Untuk setiap i/ maka
n n

m, =f<x,-_1)=[$] dan M, = f(x,) = [;j

n n (1?2 0
mmugﬁ=2%M22G?g%=% (i -1)
i=1

i=1
el
UP, f) = ZMM Z —=—)i
=\, n i
sehingga

U(P,f)~L(P,f)=nl—3{Zn:i2 )Y (i—l)z}

i=] i=1

_1

___%[(12 +22+...+n2)—(0 +12 +-+(n-1)7° )] 3

n R

Jika n dipilih cukup besar sehingga 1 <¢ maka

n
UP,f)—L(P,f)<e. Dan menurut teorema 3, f terintegral

Riemann pada [0,1].
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1
Untuk menentukan nilai szdx berarti kita mencari suprimum
0

L(P,f) dan infimum U(P,f) di mana suprimum dan infimum

tersebut bernilai sama.

ln(n +D(2n+1)
n 6

< 1
o3

U(P,f)=;1172i2 =

1 2n?+3n+1 1 3 1 1 1 1
SEs——= y | e — + ——
3 2n 6n

6 n? n n

Jadi, untuk sembarang bilangan bulat positif n berlaku

ue,f )2%. Ini berarti % suatu batas bawah U(P,f), dengan
| demikian % tidak lebih dari batas bawah terbesar U(P.f). Jadi,

| J] % adalah infimum U(P,f).

L(P,f)= ’11—32":(1'—1)2 = ’:—32":(1'2 ~2i+1)
i=1 i=1

1 1 1 2n(n+l) n
i = i Md
3 2n 6n’ 2n’ n’

Jadi, untuk sembarang bilangan bulat positif n berlaku

L(P,f)<—. Ini berarti % suatu batas atas L(P,f), dengan

W —
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Contoh 2:

demikian % tidak kurang dari batas atas terkecil L(P,f). Jadi,
%adalah supremum L(P,f).

Karena supremum L(P,f) sama dengan infimum U(P,f) yaitu %

1
maka nilai [x’dx adalah %

0
Diberikan fungsi yang didefinisikan pada [a,b], dengan f(x) =1
jika x rasional dan f(x) = 0 jika x irasional. Buktikan bahwa f tidak
terintegral Riemann pada [a,b}], jadi f ¢ R[a,b].
Untuk sembarang partisi P = {x¢o, X; , ... , X3 } P [a,b] maka

m; = 0 dan M; = 1 untuk ie {1, 2, ..., n}. Jadi, L(P,f) = 0 dan

b
UP,f) = b-a. Dengan demikian J' f(x)dx= sup {0}=0 dan

b
J f(x)dx=inf{b-a} = b-a. Karena kedua nilai ini tidak sama maka

f ¢ R[a,b] yakni f tidak terintegral Riemann pada [a,b].

Teorema 3 akan banyak kita gunakan untuk membuktikan teorema-teorema

berikutnya, salah satunya adalah teorema mengenai keterintegralan fungsi

kontinu dan monoton pada selang [a,b] sebagaimana yang dinyatakan dalam

teorema 4 dan 5.

Teorema 4. Jika f kontinu pada [a,b] maka f € R{a,b].

Teorema 5. Jika f monoton pada [a,b] maka f €  [a,b].
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Lema berikut ini berguna untuk membuktikan teorema 6.b
Lema 1. Diberikan f fungsi real terbatas yang didefinisikan pada himpunan
EcR dengan m dan M berturut-turut infimum dan supremum f(x)
untuk x € E. Maka M-m = sup{ | f(x)-f(y) | :X,y€ E}
Dengan menggunakan teorema 1.a dapat dibuktikan teorema 6.a sedangkan
teorema 6.c kita buktikan dengan menggunakan definsi integral Riemann.
Teorema 6. Jika f fungsi terbatas pada [a,b] dan untuk suatu & > 0 yang
diberikan terdapat P € P [a,b] sehingga U(P,f)-L(P,f)< ¢
dengan P = {x¢, X1, ... , Xy } maka

a. untuk Q € P[a,b] dan QoP berlaku U(Q, f)—L(Q, f) < «.

=x

. jika p; dan q; sembarang titik dari [x;.;, xi] maka

>l e~ 1G] Axi<e.

e

jikaf € R [a,b] dan t; sembarang titik dalam [xi.;, X;] maka
n b
D fE)Ax — [f(x)d <&
i=1 a

Teorema 7. Jika fungsi f : [a,b] >R terbatas dan hanya memiliki berhingga

banyak titik-titik diskontinu pada [a,b] maka f € R[a,b].

. Sifat-sifat Integral Riemann

Lema berikut berguna untuk membuktikan teorema 8.
Lema 2. Jika f dan g fungsi real terbatas pada himpunan E c R, maka
ainf{f(x):xeE}+inf {gx):xeE}<inf{f(x)+g(x):x€ E}.

b.sup{ f(x) : x € E }+sup{ f(x) : x € E} 2 sup{ f(x) +gx) : xe E }.
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Teorema 8. Jika f € R[a,b] dan g € R[a,b] dan k € R maka :

a. kfe ®[ab]dan [kfx)dx=k [ fx) dx.

b. fige R{a,b] dan f [ f(x) + g(x) ]dx = l]f(x)dx + [ g(x)dx.

Akibat dari teorema 8 dengan mengambil k = -1 adalah sebagai berikut :
Akibat. Jika f € f[a,b] dan g € R[a,b] maka f— g € R[a,b].

Integral Riemann fungsi f pada [a,b] bernilai positif seperti yang dinyatakan
dalam teorema 9 di bawah ini dapat kita buktikan dengan menggunakan
definisi integral Riemann.

Teorema 9. Jika f ¢ R[a,b] dan f (x) > 0 untuk semua x € [a,b] maka

l] fix)dx = 0.

Dari teorema 9 dengan mengambil h(x) = f(x) — g(x) diperoleh hasil sebagai

berikut .

Akibat. Jika f € R[a,b] dan g € R[a,b] dan f(x) > g(x) untuk semua x € [a,b]
b

maka I f(x)dx > bI g(x) dx.

Dengan menggunakan teorema 3 dan definisi integral Riemann dapat kita
buktikan teorema 10 yang dinyatakan sebagai berikut:

Teorema 10. f € R[a,b] dengan a<c<b jika dan hanya jika f € R[a.c],

fe Rebldan  [fx) dx = ]f(x) dx + [ f(x) dx.
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Keterintegralan fungsi komposisi pada selang [a,b] seperti yang dinyatakan
dalam teorema 11 kita buktikan dengan menggunakan teorema 3 dan teorema
11 ini kemudian kita gunakan untuk membuktikan teorema 12.
Teorema 11.Jika f € R[a,b] dan f( [a,b] ) = [m,M] dan g kontinu pada [m,M]
dan h(x) = g (f(x) ) untuk x € [a,b] maka h € R[a,b].
Teorema 12.Jika f e R[a,b] dan g € R[a,b] maka
a. f2e R[a,b].

b. fg e R[a,b].

c. |flestab)dan | [fx)ydx | < [|fx)dx].

Selanjutnya kita akan membicarakan mengenai teorema Fundamental
Kalkulus. Dalam teorema fundamental ini akan dibicarakan mengenai
hubungan antara pengertian derivatif dan integral.
Teorema 13. (Teorema Fundamental bentuk Pertama)
Diberikan f : [a,b] >R dengan f € R[a,b] dan F : [a,b] —R
yang memenubhi syarat :
i. F kontinu pada [a,b]

ii.F' ada dan F' (x) = f (x) untuk semua x€[a,b]

maka [ f(x)dx=F(b)-F(a)

Teorema 14. (Teorema Fundamental Bentuk Kedua)

Diketahui f e $#[a,b] dan dibentuk fungsi
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F(x)= ]-f(t)dt untuk x € [a,b] ;

maka F kontinu pada [a,b].
Jika f kontinu di suatu titik ¢ € [a,b] maka F terdiferensial di ¢
dan F'(c)=f(c).

Dari teorema 14. ini diperoleh akibat sebagai berikut :

Teorema 15. Jika f fungsi kontinu dari [a,b] dalam R dan dibentuk fungsi

F(x)= ]‘f(t)dt untuk x € [a,b],

maka F terdiferensial pada [a,b] dan F' (x) = f (x) untuk semua
x € [a,b].

Definisi 2. a. Jika f: [a,b]| >R maka antiderivatif fungsi f pada [a,b] adalah
F : [a,b] >R sehingga F’ (x) = f (x) untuk semua x € [a,b].

b. Jika f € R[a,b] maka fungsi F : [a,b] =R yang didefinisikan

dengan F (x)= i[ f(t)dt untukx € [a,b]

a

dinamakan integral tak tentu fungsi f pada [a,b].

Dari vraian di atas, kita telah mendefinisikan integral Riemann dengan
menggunakan infimum dan supremum fungsi f meliputi semua partisi P pada
selang [a,b] di mana fungsi real terbatas f dikatakan terintegral Riemann pada
[a,b] apabila sup { L(P, f) : P € P[a,b] } = inf { UP, f) : P € P[a,b] }.

Selanjutnya, sebagaimana yang dipelajari dalam kalkulus, integral Riemann
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didefinisikan sebagai limit suatu jumlah. Kemudian akan ditunjukkan

ekuivalensi dari kedua definisi tersebut.

. Definisi Integral Sebagai Limit

Jumlah Riemann untuk fungsi f yang tergantung pada partisi P dan titik-titik &

didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 3. Diberikan fungsi terbatas f : [a,b]—»R. Dimisalkan P € P[a,b]
dengan P = {x¢, X1, ... , Xn }. Jika untuk setiap i € {1, 2, ... , n},

&; adalah sembarang bilangan pada [X;.1,X;], maka jumlah
S, H= D f(&)Ax;
=

dengan Ax;=X; —X;.; dinamakan jumlah Riemann untuk f.
Jika m; dan M; nilai-nilai seperti yang dimaksudkan dalam definisi B maka

akan berlaku hubungan
m; < £ (&) <M untuki=1,2,...,n.

sehingga
ZmiAxi < Zf(&i)Axi < ZMiAXi,
= H )

atau L@P,H<SP,H)<UP,TI.

Norma dari partisi P didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 4. Jika P = {x¢, Xy, ... , Xp } suatu partisi [a,b], maka nilai
||P|| =maks { Ax;, AXy, ..., AXy }

dinamakan norma untuk partisi P.
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Untuk setiap P € P[a,b] nilai [|P|| > 0 dan jika partisi P>Q maka
Pl <l
Definisi berikut berguna untuk membuktikan teorema 16.
Definisi 5. Diberikan fungsi terbatas f yang didefinisikan pada [a,b]. Bilangan
A dikatakan limit S (P, f) untuk [P [|—0 dan ditulis

lim SCP.f) = A

jika untuk setiap ¢ > 0 yang diberikan terdapat 8 > 0 schingga
untuk semua P € P[a,b] dengan [|P||< 3 berlaku | S (P, f)— A | <e.

Teorema 16. Jika IIJI"ilImO S(P, 1) ada maka limit ini tunggal.

Teorema 17. Jika“y”mo S(P, f)ada maka f € R[a,b] dan Illillm S(P,f)= li[ f(x)dx-
- P||-0

Lema di bawah ini berguna untuk membuktikan kebalikan teorema 21.
Lema 3. Jika f fungsi real yang terbatas pada [a,b] maka untuk setiap € > 0

yang diberikan terdapat & > 0 sehingga untuk semua P € P[a,b]
b b
dengan || P[] <5 berlaku U(P,f)< J’f(x)dx +¢ dan L(P,f)> J’f(x)dx - &,

Teorema berikut ini akan menunjukkan ekuivalensi definisi integral Riemann
yang dibicarakan dalam definisi B dan sebagai limit jumlah S (P, f).

Teorema 18. Fungsi terbatas f terintegral Riemann pada [a,b] jika dan hanya

jika im, (P, /) ada dan jf(x)dx Jlim S(P. ).
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F. Integral Tak Wajar

Dalam uraian tentang integral di atas, diberikan fungsi terbatas dan
didefinisikan pada selang terbatas. Tetapi bagaimana menentukan nilai suatu

integral jika syarat-syarat tersebut tidak dipenuhi. Perhatikan contoh di bawah

ini.

b
Contoh 3: Tentukan Iéxz— dengan b>1.
Jx
e _1}” -1-1
chec” X b
b
Jelas bahwa untuk b>1, integral tertentu _[ f(x)dx ada dan kita

dapat membuat nilai integral tersebut sedekat mungkin ke 1 dengan

mengambil b cukup besar sehingga
! ﬂz =1-0=1
7x

Integral tertentu dengan batas atas pengintegralan tak hingga adalah salah satu

bentuk integral tak wajar khususnya integral tak wajar jenis pertama.

Definisi mengenai integral tak wajar jenis pertama dan integral tak wajar jenis
kedua dapat dilihat di diktat Analisis Real karangan R. Soemantri, 1983.
Sedangkan teorema-teorema yang berlaku dalam integral tak wajar dapat
dilihat di buku Advanced Calculus karangan Angus E. Taylor, 1955 halaman

634-654.
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1. Integral Tak Wajar Jenis Pertama

Integral tak wajar jenis pertama menyangkut fungsi terbatas yang

didefinisikan pada selang tak terbatas.

Definisi 6.Untuk ac R diberikan fungsi f : [a,0) = R sedemikian hingga
untuk setiap b > a fungsi f terintegral pada [a,b]. Diandaikan
bahwa terdapat suatu AeR sehingga untuk setiap

£ > Oterdapat MeR sehingga untuk semua b > M berlaku

b
) A- J‘ f(x)dx|<¢- Dalam hal ini dikatakan bahwa A adalah

integral tak wajar f pada [a,00) dan nilai A ini dinyatakan

dengan I f (x)dx Dengan kata lain integral tak wajar f pada

[a,00) adalahu]' fla)dx = lim [f(x)ds. Integral tak wajar f

konvergen atau divergen bergantung pada apakah limit di ruas
kanan ada atau tidak ada.
Integral tak wajar pada selang (-oo,b] didefinisikan dengan cara yang
serupa. Untuk fungsi yang didefinisikan pada (-o0,00) ditentukan dengan
menghitung integral tak wajar pada (-co,c) dan (c, ) untuk sembarang
ceR. Jika kedua integral tak wajar ini ada, maka integral tak wajar f pada

(-o0,00) ada dan didefinisikan sebagai

[ = [rGods+ (.
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Contoh 4 : Tentukan apakah integral tak wajar Ixe"zdx konvergen atau
0

divergen.

Dengan menggunakan pengintegralan parsial diperoleh :

u=x dv=e*dx

du =dx v= J‘e""zalx=—ie"‘2
: 2x

b r b b

Ixe *dx = x(—Le“"ZJ - _.L - I

0 L 2x o o 2x

Berdasarkan definisi 6 maka Ixe“zdx konvergen.
0



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 22

Contoh 5 : Tentukan apakah integral tak wajar a]' dx )2 konvergen atau
—oX 2 +1

divergen.

Pertama-tama kita cari terlebih dahulu nilai integral tak

tentunya yaitu nilai dari integral I Andaikan

x +1)z

x =tan @ maka dx =sec’ @ d@.

I dx =J-sec 0do _ csec*6do
(xz +1)2 (tan 6’+1) (sec 6’)

= 1 = 2 _ f 1+cos 20
Isecz - do Icos 0do J'(T]de

T -1~t9+-1-sin2t9+C
2 4

Perhatikan gambar di bawabh ini !

tan @ =x maka #=tan"' x

sin 20 = 2sinfcosf =2 —>_. 1 _ 2

Vx?+1 Ax?+1 - (x2+lj |

sehingga

dx
I——= ltan“x+l-—22x +
(x> +1f 2 4 (2% 1))
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J dx 1 a X

—— % = —tan"x+———+C

(2+1f 2 2" +1)

Jika dipilih ¢=0 dalam definisi integral tak wajar jenis
pertama dengan kedua batas pengintegralan tak berhingga,

maka

Menurut definisi 6 maka c]‘ d konvergen.
_w( 24 1)2

Ada beberapa teorema untuk menguji konvergensi dari integral tak wajar
jenis pertama. Untuk lebih jelasnya akan kita bahas satu persatu teorema-

teorema tersebut.

Teorema 19. I f(t)dt adalah integral tak wajar jenis pertama dengan

f (@) =0 untuk semua ¢ konvergen jika dan hanya jika ada

konstanta M sedemikian hingga

]f(t)dtsM , untuk semua x > a
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Teorema 20. Diandaikan _[ f(x)dx dan _[g(x)dx adalah integral-integral
a b

Contoh 6 :

tak wajar jenis pertama dengan integran-integran positif dan

diandaikan f(x) < g(x) untuk Vx> c, dengan ¢ bilangan

tertentu.  Jika Ig(x)dx konvergen maka I f(x)dx
b a

konvergen dan jika I f(x)dx divergen maka I g(x)dx
a b

divergen.

Tentukan apakah I

dt
o\/1+t3

konvergen atau divergen.

t—
4 JlT

Pilih g(#) sedemikian hingga untuk semua >0 berlaku

f(®) = g(®) . Andaikan  g(r) =

T
]%: ]t‘3’2dt=[—2t‘”2]f — 5\ O ]
1 1

ry

Untuk semua x > 1, I— <2 sehingga berdasarkan teorema

19, T konvergen.
e

' 1 1 % dt
Karena <—— dan |—= konvergen maka
V1+t 3 ’\/l‘;3 1 '\/t_3
berdasarkan teorema 20, konvergen.

1+
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Teorema 21. Diandaikan j £(x)dx dan jg(x)dx adalah integral tak
a b

wajar jenis pertama dengan integran-integran positif dan

andaikan bahwa

hmf( )—L>0
¥ g(x)

Maka I f(x)dxdan Ig(x) dx kedua-duanya konvergen atau
a b

kedua-duanya divergen.

Contoh 7 : Tentukan apakah Izlx_l konvergen atau divergen.
x*~x+

2

f(X)—

x+1

Untuk x yang besar, maka integran tersebut kira-kira sama

dengan g(x) = Lz sehingga
x

A B —Zx — [ L_l
H°°g(x) x—’°°2x -x+1 x—>°°2x -x+1 2

. 1
J-— = llm[— —] = lim[l ——] =1
b—>0] " b b

Karena [mZ® -1 dan _[de konvergen maka
== g(x) 2 i

@ 2
berdasarkan teorema 21, Ji

juga konvergen.
J2xt —x +1
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Teorema 22. Jika f,g dan L seperti dimaksudkan dalam teorema 21

maka diperoleh
1. Jika L=0dan ?g(x) dx konvergen maka 0] f(x)dx
b a
konvergen.
2. Jika L=ow dan o]g(x)dx divergen makaO] f(x)dx
b a

divergen.

Dalam prakteknya, lebih mudah ditentukan konvergensi atau divergensi

I f(x)dx dengan mengambil g(x)= Lp sebagai fungsi pembanding.
a X

Sehingga _[ipdx, dengan p adalah sebuah konstanta dan b5 >0,
;X

konvergen jika p >1 dan divergen jika p <1.

Contoh 8: Andaikan f(xy=—X"' .  Untuk x yang besar, maka
(x +1)5/ 2
integran tersebut kira-kira sama dengan _35’/5_2 =%. Jadi,
X X

menurut teorema 21 dengan mengambil g(x) = dapat

3/2
X

- T 3x-7
ditunjukkan bahwa dx konvergen,
: OI (x+1)* ®



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 27

2. Integral Tak Wajar Jenis Kedua
Integral tak wajar jenis kedua menyangkut fungsi yang tak terbatas
yang didefinisikan pada selang terbatas. Berikut ini merupakan definisi
integral tak wajar yang ketakwajarannya terletak di ujung kiri selang.
Definisi 7. Diberikan f € 3R[c,b] untuk setiap ce(ab]. Jika terdapat
AeR sehingga untuk setiap & > 0yang diberikan terdapat

6>0 dan untuk setiap c¢ dengan a<c<atd berlaku

4 bJ‘ f(x)dx| < £ maka dikatakan bahwa A integral tak wajar

b
dari f pada [a,b] dan nilai A dinyatakan dengan |[7(x)dx .

b
Jelas bahwa bilangan A adalah limit kanan A = 1im J' F(x)dx -

Integral tak wajar f konvergen atau divergen bergantung
pada apakah limit di ruas kanan ada atau tidak ada.
Dengan cara yang serupa didefinisikan integral tak wajar yang
ketakwajarannya terletak di ujung kanan selang. Jika fungsi f tak terbatas
di setiap titik interior p pada [a,b] maka integral tak wajar f pada [a,b]
dikatakan ada jika integral tak wajar f pada kedua selang [a,p) dan (p,b]

ada dan dalam hal ini integral tak wajar f pada [a,b] adalah

[fGydx= pjf(x)dx + [ £y
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Contoh 9:

Contoh 10 :

1
Tentukan apakah J dx konvergen atau divergen.
0 x

fx)= 1 menjadi tak terbatas pada ujung kiri selang yaitu
x

pada x =0.
%= lip [T =liplnel, - liplo-nal-

1

Jadi, menurut definisi 7 maka Iﬁ divergen.
x
0

Diberikan £(<)ERa® untuk x  [~1,0) L @kdan £ (0D

x
Pada setiap kitar dari 0 fungsi f tak terbatas. Untuk -1<a<0

diperoleh

1 / ERT =3 21 3
_.l[f *) agno-[z 4 L a0 2 (@ ~1) 2

Integral tak wajar f pada (0,1] adalah

; 3 ! 3 3
dle = 2/3 =1- _1_b2/3 Ty
[ bg}g[zx } im 2(-5")=>

vl
b b0

Jadi, integral tak wajar f pada [-1,1] adalah

1
J‘_1_=_§+§=0
-13x 2 2

Teorema-teorema yang berlaku untuk pengujian konvergensi pada integral

tak wajar jenis kedua analog dengan teorema 19-22 pada integral tak

wajar jenis pertama tetapi ada sedikit perbedaan pernyataan. Teorema-
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teorema untuk pengujian konvergensi integral tak wajar jenis kedua

diberikan untuk kasus f(x)menjadi tak terbatas di x =a dalam selang
[a,b] atau f(x)menjadi tak terbatas di x=»5 atau di x =x, di mana
a<x,<b.

Sebelumnya kita perlu mengetahui integral p untuk integral tak wajar

jenis kedua karena integral p ini akan membantu kita dalam menentukan
b
konvergensi atau divergensi dari I f(x)dx , yaitu :

b
konvergen jika p <1 dan divergen jika p >1

1. j(b_x)p

a

b
2. I L5 konvergen jika p <1 dan divergen jika p >1
(x—-a)*

a

Contoh 11 : Tentukan | d’; a konvergen atau divergen.
o (1=x7)

1 1
x3)1/3 [ (1_x)1/3(1+x+x2)1/3

f®=52

g(x)= _ ! maka

(- x)1/3

T YACI T (1]

o g(x) U (1+x+x7) 3

. f(x) 1 1/3 1
Karena [im<{-"2—|= dan I g(x)dx konvergen maka
x—>1" g(x) 3 b

menurut teorema 21 integral tak wajar jenis kedua yaitu
’I dx

— konvergen.
o d=x)
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z/2

Contoh 12 : Untuk nilai p berapakah J sin.x

dx konvergen

sinx 1
‘ xp_l k4 g(x) =

Floy =202 _
X

~1
xP

sehingga lim = FAC) =
x>0+ g(x)

/2

Karena J‘% dan J'S'nxdx konvergen jika p—1<1 atau
x
0

p<2.

Integral tak wajar jenis kedua dapat ditransformasikan ke integral tak

wajar jenis pertama dengan cara substitusi.
Contoh 13 : Tunjukkan bahwa j(log j du = It e”'dt dan tentukan
0

apakah integral tersebut konvergen atau divergen.
Misalkan ¢ = logl atau u=e ', du=-e’'dt
u

Untuk #=0 maka =0 dan =1 maka ¢=c, sehingga

I(log j du = It3e“’dt
0

Dengan menggunakan 3 kali pengintegralan parsial ,
diperoleh

o]ﬁe“dt = lim 1]6e_'dt =6 },L‘E[' e"]ﬁ = 6lim(1 —e?)=6
0

0

Menurut definisi 6 maka Jt3e" dt konvergen.
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3. Integral Tak Wajar Jenis Ketiga/Campuran

Integral tak wajar jenis ketiga dapat dinyatakan dalam integral tak wajar

jenis pertama dan jenis kedua.

Contoh 14 : Diberikan i yang merupakan integral tak wajar
o (1+x)x/;

jenis ketiga dengan batas atas pengintegralan tak berhingga

dan integran menjadi tak terbatas pada batas bawah

pengintegralan. 0]' dapat ditulis sebagai berikut :
o1+ x) x

|
SA+xWx  JU+xx [ (+xx

1
J‘ g konvergen sebagaimana dapat ditunjukkan dengan
5 1+ x)Wx

menggunakan test limit dengan mengambil g(x)= 1

JSE'

Integral yang kedua yaitu wJ'
S (14 x)Vx

juga konvergen, yaitu

o

dengan mengambil g(x) = ——. Jadi, konvergen.

o(1+x) x

4. Konvergensi Mutlak

Integral tak wajar jenis pertama j. f(x)dx disebut konvergen mutlak jika

ﬂ f (x)|dx konvergen. Definisi yang sama juga berlaku integral jenis
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kedua dan integral campuran. Jika _[ f(x)dx konvergen tetapi ﬂ f (x)|dx
divergen maka _[ f(x)dx dinamakan konvergen bersyarat.

Teorema 23. Jika _ﬂ f(x)|dx konvergen maka I f(x)dx konvergen.

Dengan kata lain, sebuah integral yang konvergen mutlak
pasti konvergen.
Teorema 20 juga berlaku untuk integral jenis kedua, hanya batas
pengintegralannya harus diubah. Test apakah suatu integral adalah

konvergen mutlak menggunakan teoema-teorema yang sudah dibicarakan

sebelumnya karena integran | f(x)| tidak pernah negatif.

Teorema 24. Andaikan integral tak wajar jenis pertama berbentuk
O]gb ) f(t)dt fungsi ¢ dan f memenuhi kondisi
a. ¢'(f) kontinu, ¢'(¢¥) <0 dan }i_g}gb(t) =0
b. f(@®) kon.tinu dan F(x)= ] f(@®dr berhingga untuk

semua x = a

maka O]¢ () f(H)dt konvergen.
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BABIII

TRANSFORM LAPLACE

A. Transform Integral

Transform integral adalah suatu transform terhadap fungsi yang diberikan
menjadi fungsi baru yang diperoleh dengan menggunakan pengintegralan.

Transform integral didefinisikan sebagai berikut:
b
T @) = Fs)= [K(s,0)f()dt 3.1)

Jika a=0, b=w, dan K (s,t) =e¢™ maka (3.1) disebut Transform
Laplace. Transform Laplace dapat digunakan untuk menentukan penyelesaian

persamaan diferensial linear yang berkaitan dengan Masalah Nilai Awal.

B. Transform Laplace dan Sifat-sifat Dasar Transform Laplace

1. Transform Laplace.
Definisi. (Definisi Transform Laplace)

Misalkan f(¢) adalah fungsi dalam variabel ¢ untuk ¢ >0 dalam

interval [0,:0), maka Transform Laplace dari f(¢) adalah fungsi

F (s) yang didefinisikan dengan integral :

2 {FO)=F(s)= [ £@)at

untuk semua nilai s di mana integral ini ada.

(R. Kent Nagle & Edward B. Saff, 1986: 314)

33
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Seperti yang sudah dibahas pada bab 1I, integral pada definisi Transform
Laplace adalah bentuk integral tak wajar jenis pertama dengan batas atas

pengintegralan tak terbatas, maka :
© b
fe7 f@)dt = lim [e~* 7(r)dt
0 0
Jadi, Transform Laplace dari fungsi ¢ yang diberikan bergantung pada
ada tidaknya nilai limit.
Dengan menggunakan definisi Transform Laplace dapat dihitung
Transform Laplace dari beberapa fungsi elementer.

Contoh 1: Tentukan Transform Laplace dari f(t)=1, >0

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, maka

o b —st b
— -st =41 —st - 13 _ €
L = Je 1dt lim Je dt hm[ }

b—w
0 s 0

i

—sh —sbh
1im[l—e }= i gl L

bool 5§ boog  bow g s s
Jadi, @{l}= F(s)= 1 di mana s >0.
s

Contoh 2: Tentukan Transform Laplace dari f(f)=e®, ¢>0dan a
sembarang konstanta

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, maka
b

?."{e"'} = Te""-e”’dt = lim Ie"’e”’dt = liml]e‘(s_”)’dt
0 0

b b
0

I Bl LR P TP
lim| — lim -
boel s —q bl s—a s-—-a
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Contoh 3:

~(s-a
9} = tm—mé o = Lo -

baog—qg boaw g—qg s—a Ss—a

Jadi,%i’{e"’}:F(s):S—i; s>a.

Tentukan Transform Laplace dari f(f)=sinat, ¢>0dan a
sembarang konstanta

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, maka

® b
Pisinat} = Je"’ -sin atdt = ll7im e sin at dt
—>0
0 0

Dengan menggunakan 2 kali pengintegralan  parsial

diperoleh :

e ™ sin atdt

1 - (17 Y
= [— —e ™ cos at} - —{[— e sin at} - {—sin at](— se‘s’)dt}
a , alla , B\&

1 sl bogrt
= [——e"' cos at} ——[—e"s’ sin at] —— Ie‘s’ sin at dt
a

o a4 g

S

b
S2

Kedua ruas ditambah dengan —- Je‘s’ sin ardr, sehingga
a

diperoleh

s2 Y, 1 sl b
1+— Je's’ sinatdt = [——e”“ cos at} ——[—e"’ sin at}
a a o alLa 0

0

A a? 1 * sl ’
.[e"s’ sin atdt = — — e cos at} —Z|—esin at
b s“+a a o apa 0

maka
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Contoh 4:

& {sin at}

= lim ¢ 1 bosl L, . ’
| -—e™cosat| ——|—esinat
s +a a , ala 0

2 b b

_ .. a 1 & . as 1 .

= lim— —| ——e™ cos at —lim > —| —e™ sin at
bow ¢ + g a oo g% + g

2
_ a |11 as A B
| ~lim| ———e ° cos ab |- 5 > lim| —e b sin ab — 0
s“+a btvla a $°+a b=l a

2

a N R
= — lim——lim—e™’ cos ab |-
s?+a*\boog bo=g

ol .
—— lim—e™ sin ab
s +a wa

2

_ a I a
s*+ad® a s’ +a’
. 9 a
Jadi, & {sin at}= F(s)= — - $>0
s*+a

Tentukan Transform Laplace dari f(f)=cosat, ¢>0dan a

sembarang konstanta

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, maka

© b
P {cos at} = Ie‘s’ ~cos atdt = lim |e™ cos at dt
—»0
0

Gunakan pengintegralan parsial diperoleh :

b b
- 0 e ™ S g .
<4 {COS at} = llm{[—e * sin at} - I——e * sin at dt}
b a a
0 0
b

b
N s .. st .
=11m{—e * sin at] +=1lim |e™™ sin at dt
byl g ab—)wo

bo»| g

= lim{le‘s” sin ab — O] +2 @ {sin ar}
a :
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s a s
Yicosar} =0+=- —— = =
a s" +a s*+a

Jadi, L{cos at}= F(s)= zi = >8>0
s +a

Contoh 5: Tentukan Transform Laplace dari f(¢)=sinh at, ¢>0 dan

a sembarang konstanta

at -at

‘ sinhat=e—Teuntuka>O

S,Q{e”’}=—l— s>a

s—a

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace diperoleh

| ‘\ & {sinh at}

. | u]‘e—st[em _2e—at Jdt
i 0

b at ~at
a 15l G €
= lim |e™ dt
b—)eoo 2

b b

1.. _ 1.. e -
= _lim |e Ye¥dt——lim |e e “dt
2b—)ooo 2b-)ooo

gy 1
2(s—a) 2(s+a)

= _l_g at _l —at s
' 2 {e } 9 g{e } .

2a - a
ﬂsz—aﬂ s? —a?
Jadi, & {sinh at} = F(s) = 2a ~, 5>|d
s*—a

Contoh 6: Tentukan Transform Laplace dari f (t)= coshat, ¢t>0dan

a sembarang konstanta
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at —at
e” +e
coshat:—i— untuk a >0

al__1
<4 {e } 2 s>a
Dengan menggunakan definisi Transform Laplace diperoleh

coshat J"”[e e J

0

b at —at
_st| € +e
m Je e dt
] ; 2

b b

lhm e ”e"’dt+1hm e e dt
2 by 3 2 0

I
]
.

1
=5ge{e‘”}+ 9 fe ™}

_ 1 { 1
2As—a) 2(s+ a)

ﬂsz —az) s’ ~a?

Jadi, € {cosh at} = F(s) =

, s>|d

Transform Laplace dari beberapa fungsi elementer yang sudah dikerjakan
pada contoh-contoh di atas dan juga Transform Laplace dari beberapa
fungsi elementer lainnya dapat dilihat dalam ringkasan tabel yang ada

pada lembar lampiran.
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Sebelum membahas mengenai teorema eksistensi Transform Laplace,
terlebih dahulu akan dibicarakan mengenai pengertian fungsi kontinu
sepotong-sepotong dan fungsi berorde eksponensial.

Definisi. (Fungsi kontinu sepotong-sepotong)
Suatu fungsi f dikatakan kontinu sepotong-sepotong dalam
selang tertutup [a,b] jika f(¢#) kontinu pada semua titik dalam
interval [a,b] kecuali pada sejumlah berhingga titik di mana f(¢)
diskontinu di titik ¢,, ¢, € (a,b) dan limit satu sisi

lim £(¢) dan lim /()
t—tg 1=ty

ada sebagai bilangan berhingga.
(R. Kent Nagle & Edward B. Saff, 1986: 316)

Contoh 7 : Tunjukkan bahwa,

t, O0<t<l
fle)=12 1<t<2
-2 2<t<3

kontinu sepotong-sepotong dalam selang tertutup (0,3]

Fungsi f (t) kontinu dalam selang terbuka (0,1), karena pada

selang itu f(1)=¢, f(¢) juga kontinu dalam selang terbuka
(1,2) dan demikian juga pada selang (2,3]. Pada t = 1,

terdapat dua limit, yaitu f(1)=limf()=1 dan
t—1"
f (1) =lim f (t) =2. Demikian juga pada t = 2, terdapat dua
-1

limit  f(2)= lim f@)=2 dan  f(2)=lim f(r)=0. Maka
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f(¢) diskontinu di titik t = 1 dan t = 2. Jadi, fungsi f(¢)
kontinu sepotong-sepotong dalam selang 0 <7 <3

Definisi. (Fungsi berorde eksponensial)
Sebuah fungsi f (t) adalah fungsi berorde eksponensial «, jika
ada konstanta positif M dan T sedemikian hingga
|f(t]SMe“’,untuksemuat2T (3.2)
(R. Kent Nagle & Edward B. Saff, 1986: 319)
Jadi, jika f adalah fungsi berorde eksponensial dan nilai / ada apabila

t — o maka kenaikan f tidak akan lebih cepat dari M e* .

Contoh 8: f (t) = e¢“ sin atadalah fungsi berorde eksponensial, dengan
« = a karena menurut definisi fungsi berorde eksponensial

e | f(O)|=e e sinat|=sinar , V.

>

Contoh 9: Perlihatkan bahwa f(f)=¢", n > 0 adalah fungsi berorde
eksponensial apabila t — o
Untuk sembarang « > 0,

limfe™") = 0

Jadi, ada M > 0 dan T > 0 sedemikian hingga

e|f(O)|=e“" <M untuk r2T

Jadi, f (t) =t" adalah fungsi berorde eksponensial dengan «

sembarang bilangan positif.
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Contoh 10: Fungsi-fungsi terbatas, seperti sin at dan cos ar adalah

fungsi berorde eksponensial dengan a = 0.
Contoh 11: Fungsi f(¢) = e” bukan fungsi berorde eksponensial karena
e | f)|= e e =¢" ™ menjadi tak berhingga jika
t = oo untuk berapa pun nilai « .
Teorema. (Teorema Eksistensi Transform Laplace)
Jika f (t) kontinu sepotong-sepotong dalam [0,oo)dan berorde

eksponensial @ maka Transform Laplace ada untuk semua
s>a.

(R. Kent Nagle & Edward B. Saff, 1986: 320)

Bukti : Transform Laplace Ie‘“ f(¢)dr dapat ditulis sebagai berikut :
0

Te 1@ = [ Q)+ [ £

di mana T dipilih sedemikian hingga ketaksamaan (3.2)
terpenuhi. Integral pertama di ruas kanan ada karena f (t)
kontinu sepotong-sepotong dalam [O,T] dan karena itu e~ f(¢)
juga kontinu sepotong-sepotong dalam [O,T] untuk setiap s
tertentu.

Untuk melihat bahwa integral yang kedua juga konvergen, kita

gunakan teorema uji banding untuk integral tak wajar.
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Karena f(¢) adalah fungsi berorde eksponensial o maka untuk
t >T berlaku f(¢) < Me”,
sehingga

e—st

fO|<e™"Me™ =Me™™®" , untuk semua ¢ =T
dan untuk s >«

T © T
JMe_(H‘)’dt =M je‘(s'“)’dt = Mlim [e g
0 b

T

~(s—ay T —(s—a)T —(s—a)b
= M lim| - £ =M lim| - < 5
= (s—a) |, Toel  (s—a) (s—a)

Me—(s—a)b

s—a
Karena e™|f(f)<Me™*™™ untuk semua (27 dan

JM e " gt konvergen untuk s>, maka berdasarkan
T

teorema uji banding Ie‘“ f(®H)dt konvergen untuk s>o.
T

Akhirnya, karena kedua integral di ruas kanan ada maka

Transform Laplace F(s) adauntuk s> o .

2. Sifat-Sifat Dasar Transform Laplace
Selain menggunakan definisi Transform Laplace untuk  mencari
Transform Laplace dari suatu fungsi ¢, kita juga perlu mengetahui sifat-
sifat dasar Transform Laplace untuk mempermudah dalam mencari

Transform Laplace dari fungsi yang diberikan. Sifat dasar Transform
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Laplace ini juga diperoleh dengan menggunakan definisi Transform
Laplace.
Teorema. (Sifat linear Transform Laplace)

Misalkan £, (r)dan f,(r) adalah fungsi-fungsi yang memiliki

| Transform Laplace dan andaikan c¢; dan ¢, adalah sembarang

konstanta, maka
e fiOxe (O} = {fi(O} T, 2{L 1)}
(Sheply L. Ross, 1984: 418)

Contoh 12: Dengan menggunakan sifat linearitas carilah & }§in2 at}

. 2 1-cos2at
sin“aft=———

<Y }§in2 at} =9 {% = %cos 2at}

=91 —%Sf {cos 2at}

_ 1 s _ 2a’
2s  2(s* +4a*) s(s’+4a’)

Contoh 13: Dengan menggunakan sifat linearitas carilah
L fi1+5¢* ~6sin 2t}

, Dengan menggunakan sifat linear Transform Laplace

QLii1+5e¥ —6sin2e} = 11241} +5 L {e*} - 6 L {sin 27}

Sf{ll+5e4’—6sin2t} = 11(1J+5£ ! ]—6( 2 J
s s—4 s +4

11 5 12

‘ s s—-4 s*+4




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI ,,

Teorema. (Sifat translasi Transform Laplace)

Misalkan £ {f(¢)} = F(s) ada untuk s > maka

24 )} Fs-a)

ada untuk s> +a, dengan a adalah sembarang konstanta.

(R. Kent Nagle & Edward B. Saff, 1986: 323)

Contoh 14: Dengan menggunakan sifat translasi carilah & {e”’ sin bt}

b
s%+b?

< {sin bt} = s>0

Maka dengan sifat translasi, diperoleh

at _ b
g{’{e smbt} = F(s——a):(s_a)—z_|_l)2

Contoh 15: Carilah & {e‘” (3cos 6¢—5sin 6t)} dengan menggunakan sifat

translasi Transform Laplace

< {(3cos 61 —5sin 6t)} =3 L {cos6t} - 5 L {sin 61}

_ K 6 35—30
=3 2 -3 2 T
s°+36 s°+36 s°+36

maka
¢ {e_Zt (3cos 6t —5sin 6t)} = F(s+2)

_ 3s+2)-30  3s-24
(s+2)*+36 s*>+4s+40
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C. Invers Transform Laplace

Definisi. (Definisi Invers Transform Laplace)
Jika ada suatu fungsi f(¢) sedemikian hingga £ {f (t)} = F(s), maka
f(t) disebut invers Transform Laplace dari F(s) dan secara
simbolis ditulis f()=<" {F(s)} .
(Bernard J. Rice & Jerry D. Strange, 1986: 233)

Untuk mencari &' F(s) berarti kita harus mencari suatu fungsi ¢ yang

Transform Laplacenya adalah F(s) dan fungsi ¢ ini dapat dicari dengan

menggunakan tabel Transform Laplace, sehingga kita harus mengetahui
Transform Laplace dari beberapa fungsi sederhana untuk mencari invers
Transform Laplacenya.

Invers Transform Laplace dijamin ketunggalannya. Teorema di bawah ini
menjelaskan hal tersebut.

Teorema. (Ketunggalan invers Transform Laplace )

Andaikan fdan gadalah fungsi-fungsi yang kontinu untuk

t>0dan  L{f()}= L{g(t)} maka f()=g(r) untuk semua
t20.
(Sheply L. Ross, 1984: 432)

Bukti :Diketahui L{f(t)}=<L{g(t)}

a0 a0

fe f@at-[e f@yat

0 0

L) - L{g}

0

0 = [e*lf-g®lar (3.3)

0
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Nilai integral di atas sama dengan nol apabila |f(r) - g(t)| =0

Untuk membuktikan bahwa|f(r)~ g(r)=0, pernyataan tersebut kita
ingkari.

S J‘e~Sl

0

[eLr - g@)dr

[r@)-g@]jae

Andaikan 3¢, > 0,1, € [0,00) sehingga |£(t,) ~ g(t,)|>0.

Karena fdan g adalah fungsi-fungsi yang kontinu pada [0,0) maka

'(f'(t)— g(t)| juga kontinu pada [O,oo) sehingga 30 >0

]f(t)—g(t)|>0, ty,—O0<t<t, +4.

@ 1,-6 to+8

[elr@©-g®ldt = [eLf@®)-g]de+ [e|[f0)-g)r
+ _[e“’ [r@® -~ g@)]la
Ip+6

to—0 to+d
Karena .k*[ﬂﬂ—gﬂWﬂzo , k”ﬂﬂﬂ—gaﬂw>0,dm1
0 1,8

o0 o0

[e™[f@-g@)de 2 0 maka [~

ty+d 0

Lr®~g®]jde > 0.

Terjadi kontradiksi, jadi pengandaian yang kita buat salah, berarti tidak
ada titik 1, > 0,1, €[0,0). Jadi, [f(r)- g(t)|=0 atau f(r)=g(f) untuk

semua > 0.

1
Contoh 16: Diketahui S,P{l}=; sehingga invers Transform Laplace dari

F(s)= 1 adalah fungsi kontinu F(r) yang terdefinisi untuk
s



&
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t>0 oleh f(¢#)=1. Berdasarkan teorema ketunggalan invers

Transform Laplace tidak ada invers Transform Laplace yang lain

sedemikian hingga F(s) = 1 .
s

Akan tetapi perhatikan fungsi diskontinu g(¢) yang didefinisikan

sebagai berikut :

1 0<t<3
g(H =42 t=3
1 t>3

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, diperoleh:

DO} = [eg@)dr

= ]e ~ dt+ }Ze “dt+ O]'e‘“ dt
3 3

0

= — 4 4 g jikas>0
s
Ternyata fungsi diskontinu g(f) juga merupakan invers
Transform Laplace dari F(s) -1 Akan tetapi karena invers
s

Transform Laplace haruslah fungsi yang kontinu maka satu-
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satunya invers Transform Laplace dari F(s)= 1 adalah
N

=1 t>0

Seperti Transform Laplace yang memiliki sifat linear dan translasi, invers
Transform Laplace juga memiliki sifat yang sama . Sifat linear dan translasi
ini akan membantu kita dalam mencari fungsi f(¢) dari F(s)yang diketahui.
Teorema. (Sifat linear invers Transform Laplace)

Jika ¢, dan c, adalah sembarang konstanta sedangkan F|(s) dan

F,(s) berturut-turut adalah Transform Laplace dari f () dan

/> (¢), maka

LHe A2 e B =e 4 FE e L {F()
=a /)£ 1,(0)

(Murray R. Spiegel, 1985: 43)
Teorema. (Sifat translasi invers Transform Laplace)

Jika L {F(s)} = f(t) maka L {F(s—a)}=e" 1)

(Murray R. Spiegel, 1985: 43)

Contoh 17:Carilah ge'l{ i gL }
§—6 s$s°+9 2s°+8s+10

Dengan menggunakan sifat linear, diperoleh :
- 5 6s 3
e

5—6 5249 25 +85+10

o el e
s—6 s°+9 2 s°+4s+5
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R 5 6s 3
e P AP wer
5-6 $s2+9 257 +85+10

53-1{ 1 }-6&8'1{ s }4_3&,-1 1
s-6 s?+9) 2 (s+2)* +1°

-2t

= 5¢% —6cos3t + sint

Contoh 18: Carilah Q'l{ > 4}
(s+2)

gz"l L ="
(S_a)n+1

Pada penyebut (s +2)*,a = -2, n =3maka ¢ { 4 4} =e
(s+2)

: A W= or g | s -
sehingga & {(s+2)4} 13 {(s+2)4}_66 i

Ada beberapa metode yang dapat digunakan, selain dengan menggunakan
tabel transform untuk mencari invers Transform Laplace dari F(s) yang
diketahui. Namun dalam pembahasan, hanya akan digunakan metode pecahan
parsial, Transform Laplace dari integral, dan teorema konvolusi dua fungsi.
Ketiga cara yang akan digunakan ini akhirnya akan mengacu pada

penggunaan tabel transform.

Contoh 19: Carilah & {373—‘1}
s°—75—6

Is-1 7s-1 __4 B  C
$?=Ts—6 (s+D(s+2)(s-3) (s+1) (s+2) (s-3)
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Kedua ruas persamaan dikalikan dengan (s+1)(s+2)(s—3) dan
diperoleh
Ts—1=A(s+2)(s-3)+B(s+D(s—3)+C(s +D)(s +2)
untuk s=-2->-15=B(-1)}(-5) < -15=5B< B=-3
s=—1—>-8=A(1)(-4) < -8=—d44< A=2
s=3 = 20=C(4)(5) < 20=20C < C =1
sehingga

Ts—1 7s—~1 __2 3y 1
$—Ts—6 (s+D(s+2(-3) (s+1) (s+2) (s=3)

Dengan menggunakan sifat linear invers Transform Laplace,

diperoleh :

-1 75 -1 — -1 2 _ 3 1
- {33—73_6} & {(s+1) (s+2)+(s—3)}

= ] e T 1 gl 1
S <{s+1} 3 {s+2} o {5—3}

= 2 -3¢ +¢”

21495+2
Contoh 20: Carilah &'* {-f—iz—‘L}
(s-D(s+3)

Karena (s—1) adalah faktor linear berulang dan (s+3) adalah

faktor linear yang tidak berulang, maka pecahan parsialnya

berbentuk :

s*+9s42 A B C
= + +
(s=D*(s+3) (s=-D (s-1)° s+3




2

&

]

Contoh 21: Carilah gf'l{
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Kedua ruas persamaan dikalikan dengan (s—1)*(s+3) sehingga
diperoleh
8 +95+2=A(s-1)(s+3)+ B(s +3)+ C(s —1)?
untuk s=-3->-16=16C & C=-1
s=1512=4B< B=3

s=0-2=A(-1)3)+BG3)+C(l)
2=-34+3B+C

2=-34+9-1
A=2
s249s+2 2 3 1

Jadi,

G-1’(+3) -1 (-1 s+3

Dengan menggunakan sifat invers Transform laplace, diperoleh :

, .
1] sT+9s+2 _ a1l 2 s L
& {(s—l)z(s+3)} 1 {S—lJr(s—l)2 S+3}

1 1 1
Ay -1 -1
@ {S_1}+3§£ {(s—l)z} 3 {s+3}

= e +3te' ~e™

ff

252 +10s
(s® =25 +5)(s+1)

Karena (s®?-2s+5) adalah faktor kuadrat yang tidak dapat
direduksi  maka kita nyatakan dalam  bentuk

(s-a)* + fB*, a,Be R schingga

7 =25 +5=(s-1)% +2°
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2s? +10s As+ B C

maka = +
(2 =25 +5)(s+D) (s—D*+2%> (s+1)

didapat

|

|

Kalikan kedua ruas persamaan dengan (s*> —2s+5)(s+1) dan
i 257 +10s=(As + B)(s + 1) + C(s* — 25 + 5)

untuk s=-1—->-8=8C > C=-1
§s=0—>0=B+5C —>B=5
§S=—-19512=244+2B+4C > A=3

2s? +10s _ 35+5 5 1
(s? =25 +5)(s+1) (s—=1)>+2% (s+1)

- 1) 257 +10s - 1) 3s¥5 1
| = {(s2—2s+5)(s+1)} oA {(s—l)2+22 (s+l)}
_ gt 3-D+8 1
(s—-D*+2% (s+1)
. (s-1) : 2
=397 | (s-n2 422 | TALT | (s-2 422

Ll
- s+1

=3¢’ cos2f+4e' sin2f—e”

sehingga

t

D. Sifat-sifat Transform Laplace

Teorema. (Transform Laplace dari Turunan)

Andaikan f(f) kontionu di dalam [0,0) dan f'(f) kontinu
sepotong-sepotong di dalam [O,oo) dan kedua-duanya fungsi

berorde eksponensial o .
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Maka untuk s > o,

LD =s L@}~ 1(0)

(R. Kent Nagle & Edward B. Saff, 1986: 323)

Bukti : Dengan menggunakan definisi Transform Laplace

L' 0= [e f @t = lim e f@a

Gunakan pengintegralan parsial dengan memisalkan :
u=e dv=f'(t)dt

du = —se " dt v=f(t)

2{r @} =lm [~ r@} - [y (—se‘“dt))

2{ 'O} =lim| e F®)~ fO)+5 [e™ ) dt]

= lime™ f(5)~ £(0)+ slim [e™* () dt

Karena f(¢#) adalah fungsi berorde eksponensial maka ada konstanta
M sedemikian hingga untuk b yang besar

e—sb

f(b)| <e " Me® = Me "
Karena itu, untuk s>«

lime™
b—>w

f®)|<lim Me ™" =0

sehingga

}ilne"‘b1f(b)| =0 ,untuk s>«
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maka diperoleh
b
L{fO}=0-F©+slim [ f(t)dt

=s2{fO}-1(0)
Dengan menggeneralisasikan teorema Transform Laplace dari turunan dapat
dicari Transform Laplace dari turunan berorde tinggi. Untuk lebih jelasnya
perhatikan teorema di bawah ini.

Teorema. (Transform Laplace dari Turunan Berorde Tinggi)
Andaikan £ (t), '(t),---, f""(t) fungsi yang kontinu  dalam
[O, oo) dan f"(¢) kontinu sepotong-sepotong dalam [0, oo) di mana
semua fungsi-fungsi ini adalah fungsi berorde eksponensial « .
Maka untuk s>a ,
2{"Of=5" L O}-5" 1O -5 )=+~ F(0)

(R. Kent Nagle & Edward B. Saff, 1986: 325)

~ Bukti : Dengan menggunakan induksi matematik

Langkah 1.
Akan dibuktikan bahwa rumus benar untuk » =1
Dalam teorema Transform Laplace dari turunan sudah dibuktikan
bahwa L{f'(t)} =s L{f (D)} =7 (0)

Langkah 2.

Rumus dianggap benar untuk » =k

D))= s L))~ 55 F(0)~ 552 £ (0) =+~ f4D(0)
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Langkah 3.

Akan dibuktikan rumus benar untuk n=k+1

2 {1 O = 5L O3~ 74 0)

=St LU (1))~ 55 F(0) =552 11 (0) == FED (O] - £*(0)
= s LD}~ 5" £(0) 55 f1(0) —-— 5 4V (0) - £*(0)

=s"1L{f O}~ 5" f(0)~5""f'(0) =~ f*(0)

Contoh 22: Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari turunan,

carilah & {t}
f()=t maka f'(f)=1, f(0)=0

=52 {-f(0) S L{=L{l/s

Q{t}z_l_._l_-_—
s S

s

2

Contoh 23: Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari turunan,
tentukan & {cos ar}
f(®)=cos at maka f'(t)=—asin at, f(0) =1
LD =s2L{f()}-S0)

Sf{—aSinat}=SS£{cosat}—1

(—a{ 5 aazj=sg€{cos at}—1
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Teorema. (Turunan dari Transform Laplace)
Andaikan F(s)=¢ { f (t)} dan f(#)kontinu sepotong-sepotong

dalam [0, oo) dan merupakan fungsi berorde eksponensial o . Maka

4 [F(s)]

wntuk s>, LY FEO}= (1) -

(R. Kent Nagle & Edward B.Saff, 1986: 326
Bukti : Dengan menggunakan induksi matematik
Langkah 1

Akan dibuktikan rumus benar untuk » =1

«©0

d d 00 —st °° a —st —st
gF(s)=Es-6[e F@odt =0I56 f@dt = [~1e™ f(t)dr

0

_‘iF(s) ¥ —wfe‘”tf @dt =-L O}
ds &

Jadi, 2 (D} = (-1 - F )
Langkah 2
Rumus dianggap benar untuk »n =k
dk
it f 0= D S F )

Langkah 3

Akan dibuktikan rumus benar untuk n» =k +1

dk+1 d
P EE(EF(S))

0 _u
P i0) dt}

[
© ey 8
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k+1
j —F(s)= ——{ _[t" @ dt} , untuk k bilangan genap atau

{ [tre™ f @) dt} , untuk k bilangan ganjil

a0

J g—t" ™ f(¢)dt , untuk k bilangan genap atau
s

0

a0

’ Iait" =% £(t)dt , untuk k bilangan ganjil
A)

0

=— _[t t“e™ f(t)dt, untuk k bilangan genap atau

jt r*e™ f(£)dt, untuk k bilangan ganjil

8

= I ' f(t)dt , untuk k bilangan genap atau

(=]

je-“ "' f(f)dr , untuk k bilangan ganjil
0

Jadi, 24+ £ (O)} = (-1 j ,;1 F(s)

Contoh 24: Carilah & {¢sin at}

Dari tabel Transform Laplace, diperoleh :

in afd =
ge{sma} 7,

. d 2as
sehingga = F(s)= —-— =2
=8 ds ) (s* +a?)?

Dengan menggunakan teorema turunan dari Transform Laplace ,

57
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. d 2as
Sf{tsmat}= —EF(S) = m

Contoh 25 : Carilah & {,2 cos at}

Dari tabel Transform Laplace, diperoleh:

1(=
ge{cosa} = 3

_SZ

(+a)

d2 a* —s*
)= ds{(s +a)}

_ (s> +a*)*(=25) —(a* = sD)2(s* + a?)2s
(s* +a*)*

sehmgga e F( )=

x (s* +a*)(-25)~(a* - s7)4s

(s2+a2)3
— 25 -2sa’ —4sa® +4s° _ 25’ —6sa’
(s*+a*)’ (s* +a*)’

Dengan menggunakan teorema turunan dari Transform Laplace,

d 2 2s® — 6sa*
S,e{f COS at} ( 1)2 ( ) m
Teorema. (Transform Laplace dari integral)
Andaikan f(¢) kontinu sepotong-sepotong dan merupakan fungsi

berorde eksponensial untuk ¢ >0, maka

F(s)

{ I f(x)dx} 2 {10}

(Bernard J. Rice & Jerry D. Strange, 1986: 242)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Bukti : Misalkan g(¢) = j f(x)drmaka g'(t) = f(t)dan g(0)=0

Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari turunan

diperoleh

2{fH}=2{g'®O}=sL{gt)}~ 2(0)

D{g(n)}= % L {f ()}

g~"{If(x)d>c}=1F(s)=F(“)
0 5

S

Secara ekuivalen dapat juga dinyatakan bahwa

N

! {-’i(i)} - j flo)d

0

Contoh 26 : Carilah <@ {]sinx dx}

t
Misalkan g(¢) = J sinx dxmaka g'(#) = f(¥) =sint
0

Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari integral

diperoleh :

ﬁ{ysinxdx}{—ae{f(t)} =§ge{sint} =§- -

Contoh 27 : Carilah & { ]‘coshx dx}
0

Misalkan g(¢) = Icoshx dx maka g'(¢t) = f(¢) = cosht
0
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Contoh 28 :

Contoh 29 :

Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari integral

diperoleh :

Sf{}coshxdx}:%g?{f(t)}=%ge{cosht}=1 s __1

b s s2-1 s -1

. a
Carilah & {s(s+3)}

Misal F(s)= 3 maka ! {i} =3¢™
s+3 s+3

Maka dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari

integral, diperoleh :

-1 3 __t 3x . ‘ -3x =3 _1 —3x]
& {s(s+3)}_'[3e .’ 3(!‘6 & [ 3e

0

t

0

=3[_ s 1 =1-e™
3 3

- -1
Carilah & {52(S2 —l)}

Misalkan F(s):z—l—maka :’-,P'l{ - }=sinht
5w L SE=],

Maka dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari

integral, diperoleh

1 1 e
S {s PO 6[51 xdx =[cosh x| =coshs—cosh0

Dengan menggunakan fungsi hiperbolik untuk cosh, diperoleh :

%Q'l{ : 21 1)} =cosh¢~1
s(s” -
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Sekali lagi ulangi langkah di atas

. 1
Misal F(s)= maka
) s(s* =1)

t

-1__1.— =t _ _ —t
g {32(32_1)} 0j(coshx 1)dx 0jcoshxdx Ojdx

=[sinh x]:, ~[x}, =sinhz—sinh0—¢

Dengan menggunakan fungsi hiperbolik untuk sinh, diperoleh :

£ 1 .
< l{m} =sinh# —t

E. Konvolusi

Pfosedur penting lainnya yang berhubungan dengan penggunaan tabel
transform yang dibérikan adalah teorema konvolusi yang akan dibahas berikut
ini. Pertama-tama akan didefinisikan konvolusi dari 2 fungsi fdan g.
Definisi. (Definisi konvolusi 2 fungsi)
Andaikan fungsi f dan g kontinu sepotong-sepotong dalam
interval 0 <# <b dan merupakan fungsi berorde eksponensial maka

fungsi yang dinotasikan f * g dan didefinisikan sebagai:

[y g@) = [f(Dgt-v)dr

dinamakan konvolusi dari f(¢) dan g(r).
(Sheply L. Ross, 1984: 437)
Dengan melakukan pengubahan variabel integrasi,

misal u=r—71 maka du=-dr
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untuk =0 maka u=¢

r=t maka u=0 sechingga

fO*g@) = [f@)g-D)dr =~ [f(t~u)g)du
0 t

= [ewf@-wan = g0)* 1)

Jadi, konvolusi 2 fungsi bersifat komutatif, yaitu {f * g}) = {g* F}¢).

Teorema. (Konvolusi 2 fungsi)

Bukti :

Andaikan fungsi fdan g kontinu sepotong-sepotong dalam
interval 0<7<b dan merupakan fungsi berorde eksponensial

maka L{f*g}= LIS {giunk s>a.
(Sheply L. Ross, 1984: 438)

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace dan definisi

konvolusi diperoleh :
2{f*gr)= uje‘“ {;If () gt —1) dr} dt
Integral di atas dapat dinyatakan sebagai integral berulang
2{f k) = | [ r)gtt—r)dra
00

Integral berulang di atas sama dengan integral ganda

2{f*ghn)= [fe™ f@) g -r)drdt

R, adalah daerah kuadran I dengan besar sudut 45° dan dibatasi oleh

garis =0 dan 7 =¢
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Kemudian dengan melakukan penggantian variabel integrasi, misal :

u=It—-7

V=7

maka integral ganda di atas menjadi

2 {f *g}t)= [[e= f») gw)dudv

{ R, adalah daerah kuadran I yang dibatasi oleh # >0,v>0.

o
0

Integral ganda di atas sama dengan integral berulang

2{f*glt) = [[e=“ f() g(u)dudv

Dan integral berulang di atas juga dapat ditulis dalam bentuk

@0

Lif*gh)= [ f®)av [e™ g(u)du

0
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Karena o}e‘” FW)dv=2{f()} dan O]e‘“‘ g(u)du =< {g(u)}.

0

Jadi,

0

@{f*gl) = Ie'”f(v) dv Ie“"‘ g(uw)du

(¢
={fm} < {g(u)} = F(s)G(s) ,untuk s >«

Karena itu, kita juga dapat mengatakan bahwa
LHF($)G(s)} = () *2() = [f(®)gt-7)dr
0

Contoh 30 : Dengan menggunakan teorema konvolusi, tentukan Transform

Laplace dari fungsi-fungsi berikut ini :

a. e” dant

b. sinh¢ dan e™

Jawab :

a. Misalkan 7(f) =e” dan g(f) =¢, maka berdasarkan teorema
konvolusi diperoleh
2{f*g}n)= LA} L{g®)} -2 >3 2 {1}

1
s—2

_ 1
s%(s=2)

-
S2 h

b. Misalkan f(¢)=sinhz dang(t)=e™, maka berdasarkan

teorema konvolusi diperoleh

@{f*ghn)= L O} L{g®)} =L{sinh ¢} Lfe™'}
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11 1
s2-1 s+1  (s2-1)(s+1)

2{f*gln =

1
Contoh 31 : Dengan menggunakan teorema konvolusi, carilah <™ { }

s(s2+1)
1 _(l\ 1
s(s2+1)_ SJ (s*+1)

Karena () =< [l]=1dan g(t)::’;e'l[ 21 1)=sint
s sT+

Dengan menggunakan teorema konvolusi, diperoleh

. 1 ¢
< ‘{S(SZ +1)}=f(t) *g(f)= J'l-sin(t ~7)dr

Dengan menggunakan sifat komutatif konvolusi 2 fungsi,

diperoleh

= 1 ' ' ' t
€] 78070 e 1de = Foonel, 1o

Contoh 32: Dengan menggunakan teorema konvolusi, carilah :’;@'1{ ! }

(2 +1)°
+1 _[ : ][ ; ]
*+D* s+ )\s% +1

" a1 ;
Karena & 1( 3 1] =sin¢, maka dengan menggunakan teorema
%+

konvolusi, diperoleh

o0 SR S T DN
£ {(s2+1)2} sint *sint Jsm(r)sm(t 7)dr
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Dengan menggunakan rumus hasil kali sinus dan sinus,

diperoleh :

]‘sin(r) sin(f — 7)dz

= I— % [cost —cos(27 — t)]dr = —% I[cost —cos(27 — t)]dr
0 0

Y /N 1 . 1 11 !
__Ecost(;[dr+56[cos(2r—t)dr —E[rcost]0+5[ism(2r—t)}

0

1 1. 1. _ 1 1. 1.
——1 cos t +—sint ——sin(—¢) = ——f cos t +—sinf +—sint
2 4 4 2 4 4

sint —fcost
2

1 1. —
——t Cos f+—sint =
2 2
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BAB1V
PENGGUNAAN TRANSFORM LAPLACE DALAM PENYELESAIAN
MASALAH NILAI AWAL PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDE

DUA DENGAN KOEFISIEN KONSTAN DAN KOEFISIEN VARIABEL

A. Penggunaan Transform Laplace dalam Penyelesaian Masalah Nilai Awal
Persamaan Diferensial Linear Orde Dua dengan Koefisien Konstan.

Transform Laplace dapat digunakan untuk menyelesaikan Masalah Nilai

Awal (MNA) persamaan diferensial linear orde-n dengan koefisien konstan.

Untuk lebih jelasnya pertama-tama kita lihat definisi persamaan diferensial

linear orde 2 dengan koefisien konstan :

d? d
aO?;v+a17};+a2y=f(t) , @y #0 @.1)

dengan kondisi awal 3(0)=c¢,,y'(0)=¢,.
Kemudian kita ambil Transform Laplace dari kedua ruas persamaan di

atas dan dengan menggunakan sifat linear dari Transform Laplace diperoleh

aosf{d—z;v} +a & {d—y} +a, 2{y()} =L{f O} (4.2)
dt dt

Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari turunan dan kondisi

awal yang diketahui, diperoleh

g{%} = LYO} -0~ (0 =" LHO} a6,

52{%} =s2{O}—y0)=sL{y(O)}-¢,

67
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Andaikan ¢ {y(¢)} = Y(s) dan L{f(r)} = F(s) maka persamaan (4.2) di atas

menjadi

a,[sY (s)—cys — ¢, + a,[sY(s) — ¢, 1+ a,Y (s) = F(s) (4.3)
Jadi, persamaan (4.3) adalah persamaan aljabar dalam variabel s yang

belum diketahui. Kemudian kita selesaikan persamaan aljabar tersebut untuk
memperoleh Y(s). Penyelesaian Masalah Nilai Awal (MNA) diperoleh
dengan mencari invers dari Transform Laplace yaitu y(f) =< {¥(s)} dengan
menggunakan tabel Transform atau metode yang sesuai, misalnya metode
pecahan parsial, teorema Transform Laplace dari integral dan teorema

konvolusi yang dikombinasikan dengan penggunaan tabel.

Contoh 1: Selesaikan MNA

d’y . dy
== g (BN RO S P '©)=6
e T y(©0) y'(0)

Langkah 1.
Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan

diferensial dan diperoleh

d’y _dy
P aC ) - =40
{dt2 dt Sy} 0

Langkah 2.

Gunakan sifat linear Transform Laplace

d’y dy =
Q{F}—zg{d_t}—sg{y(t)} < {0}
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Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari
turunan berorde tinggi serta kondisi awal yang diketahui

diperoleh

d2y 2 { 2
<4 7 =5Y(s)—sp(0)— ' (0) = 5°Y(s)~35—6

Q{%} = s¥(s)~ ¥(0) = s¥(s) -3

maka

{2¥(5) - 35— 6} 2{s¥(s) ~ 3}~ 87 (s) = 0

s*V(s)—35s—6~25Y(s)+6—8Y(s) =0
Langkah 3.

(s ~25—8)¥(s)~ 35 =0

3s 3s

V) = G s o2

Langkah 4.

Menentukan <! {——L—}
(s—-d(s+2)

Dengan menggunakan metode pecahan parsial

3s 4 . B
(s—-4(Bs+2) s—4 s+2

kita peroleh 4=2, B=1 schingga

%Q'I{Y(s)}=g€'l{_._3s_}=%€'l{ 2 1 }

(s—DH(s+2) s—4 s+2

Ead =i e
s—4 s+2
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Dengan menggunakan tabel Transform kita peroleh
penyelesaian MNA yaitu y(¢) = 2¢* + ™.

Contoh 2 : Selesaikan MNA

2

d’y
dt?

+4y=8, ¥ =0, y(0)=6

Langkah 1.

Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan

diferensial dan diperoleh
d’y

Langkah 2.

Gunakan sifat linear Transform Laplace

2{%}+4%€{%}:8%€{1}

Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari
turunan berorde tinggi serta kondisi awal yang diketahui

diperoleh

& {‘2—2}} = s’ (s) - sy(0) - y'(0) = s’Y(5) - 6

maka

{2Y(s) — 6}+ 4¥(s) = %

szY(s)—6+4Y(s)=§
s
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Langkah 3.

{(s* + Y (s) = 8.6
5

8+6s
s(s* +4)

F(s)=

Langkah 4.

8 +6s }

Menentukan <™ {
s(s* +4)

1. Menggunakan metode pecahan parsial

8+6s A Bs+C
2 L ) )
s(s“+4) s s°+4

kita peroleh 4 =2, B=-2,C =6 sehingga

@ {7 (s)} = {2_ 25 6 }

s sT+4 sP+4
e & il DR i 2

Jadi, y(f)=2-2cos2r+3sin2¢t adalah penyelesaian

MNA yang diberikan.

2. Metode Transform Laplace dari integral

9 ¥ (s)} = g-l{ 8+6s }
s(s* +4)

] )
s(s* +4) *+4)

a. untuk %e'l{ 2 }
s(s*+4)
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Misalkan (g2 makas,e"{ 2 }:sinZt

s’ +4 s +4

cos 2¢

N | —

-1 ! '
4 22 =Isi112udu= —lcos2u =l—
s(s*+4)] 2 o 2

b. untuk 9.0"{ 2 }
(s2+4)

Dengan menggunakan tabel Transform,

41 2 .
<4 {(sz " 4)} =sin 2¢

maka € {F()}= () = 4&- %cos ZtJ . 3 5in 2t

=2-2cos 2t +3sin2t adalah penyelesaian MNA

yang diberikan.

Konvolusi

oy} =49’ _2 _+397]_2
s(s* + 4) *+4)

untuk 2'1{ 2 }
s(s? +4)

misalkan , F(s)=% maka ge“{l}z f=1
S

G(s)=

maka < {s22+ 4} = g(?) =sin 2

s’ +4

HF(5)*G(s)} = f(1)* g(t) = g) * f(2)

t
=sin 2t *1 = Isin 2t dr
1]
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13

¢! {F(s) * G(s)} = l:——;—cos 21'} = %— %cos 2t

0
maka ¢! {Y(s)} = (1) = 4[%—%%5 Zt] +3sin2t

=2~2cos 2t +3 sﬁ 2t adalah penyelesaian MNA yang
diberikan.
Contoh 3 : Selesaikan MNA
YOy =r+2  y0)=1, y'(©0)=-1
Langkah 1.
Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan
diferensial dan diperoleh
20+ y0}= L +2
Langkah 2.
Gunakan sifat linear Transform Laplace
2O+ L Hol=2 )+ 291}
Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari
turunan berorde tinggi serta kondisi awal yang diketahui,
diperoleh
L")} = Y (5) - 9(0) - y'(0) = s°Y () = s +1

maka

{SZY(S) —s+1}+Y(s) = 2 +-§-

S3

szY(s)—s+1+Y(s)=%—+z
s s
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Langkah 3.
(s* +1)Y(s)=%+g+s—1
s s

2 N 2 N s 1
S+ s +D) (sP+D) (5P +D)

Y(s)=

Langkah 4.

Menentukan <! - i = b LA 1
S+ s(s*+1) (SP+D (5P +)D)

¢! {Y(s)} - g-l{ 2 2 s 1 }

+ + -
SEE+D s(sP+D)  (sP+D) (P D)

= fagin] el # )
s(s2+1) s(s*> +1) 2+
. ! 1
(s*+1)

Untuk menentukan &f’l{ 2 }dan %f'l{ ! }kita

S(sP+1) s(s*+1)

gunakan teorema konvolusi.

a. Sj'l 2
S(s* +1)

misalkan f(s) =_23_ maka &' {%}: ) =1
S S

G(s)=—— maka sf"{ - }=g(t)=sint

s2+1 s2+1

sf"{ 2 }=f(t)*g(t)=g(t)*f(t)

(s +))

t
=sinz*¢* = Jsin T(t—-1)° dr
o
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Untuk menyelesaikan integral di atas, kita gunakan 2 kali

perngintegralan parsial dengan memisalkan :

u=(@-7) dv =sin rdr

du=-2(t-71)dr V=—COS T

Jsin t(t-7)*dr =[-(t-7)cost} - I2cosr (t~7)dr
0

0
1

t
=1 -2 cosrdr+2jrcos tdrt
4] 0

misalkan u=r1 dv =cos tdr

du=dr v=sin 7

Isin T (t-1)’dr

0
!
=1* —[27 sin ] +[27 sin rI)—ZIsinr dr
0
=12 =2t sin t+2¢ sin t +[2 cos tf =1*~2cos t-2

b. Pada bab III contoh 31 telah dikerjakan bahwa

2 Ay
s(s* +1) % o
. Qk"O%'“Us1’:«‘*"372’8‘
. ) . ok \_:rm;m‘
Jadi, penyelesaian dari MNA yang diberikan adalah

gt {Y(s)}:y(t) =t* +2cost—2+2(1—cost)+cos £—sint
=1 +2cost—2+2~2cost+cos t—sint

= +cos t—sint
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Pada contoh 1 — 3, kondisi awal yang diberikan adalah untuk ¢=0. Menjadi
pertanyaan bagi kita, bagaimana menentukan penyelesaian MNA persamaan
diferensial linear jika kondisi awal yang diberikan ¢ # 0.

Pertama-tama kita lihat kembali definisi persamaan diferensial linear orde 2

dengan kondisi awal r =u, u=#0.
ay"O+ay®O+ay®) =10, yu)=c, ,y'w)=c, “44)
Kita dapat menyatakan kembali masalah tersebut berkaitan dengan ketika
7 =1—u. Substitusi f =7 +u mengubah (4.4) menjadi
ay"(T+u)+ay(T+u)+a,y(r+u)= f(z+u) 4.5)
dengan kondisi awal y(u)=c,,y'w)=c,
Misal, kita nyatakan w(z):= y(r +4) maka w'(z) = y'(r+u) dan w"(2) = y"(r +u)
sehingga (4.5) menjadi,
a,w" (@) +aw' @) +a,w(T)= f(r+u), W0 =c,,w'(0)=c, 4.6)
Jika w=w(r) adalah penyelesaian dari (4.6) dengan kondisi awal r=0 maka
y =w(f —u) adalah penyelesaian dari (4.4) dengan kondisi awal yang diberikan
untuk f=u, u=0.
Contoh 4 : Selesaikan MNA
y'"O=-2y'O+y@)=6:-2  y(-H=3, y'H=7 @7
Dengan melakukan penggantian variabel ¢ oleh r—1 maka (4.7)
menjadi
y'(@E-D)-2y'(z-D+y(r-DH)=6(r-1)-2

y-H=3, y'-N=7 (4.8)
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Misal, w(r):= y(r - 1) maka w'(z)=y'(r -1)dan w"(r)=y"(r -1)
sehingga (4.8) menjadi,
w™(z) - 2w'(7) + w(z) = 67 —8 w(0) =3, w'(0)=7
Langkah 1.
Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan
diferensial dan diperoleh
L {w"(0)~2w' @)+ W)} = L {67 -8}
Langkah 2.
Gunakan sifat linear Transform Laplace
L{w"(0)}-29 {w'@)}+L ()= Li6r} - 8L{1}
Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari
turunan berorde tinggi dan kondisi awal yang diketahui,

diperoleh

gﬂ{‘;:”} = 52 W (5) — sw(0) — w' (0) = 52 (5) — 35 - 7

<% {—62—‘:} =sW(s)—w(0)=sW(s)-3

maka

(27 (s) - 35 - 7} 2{sT () - 3} + W () = o - 8
S S

S ()~ 35 =7~ 2 (s) + 6+ W (s) = > -5
S h

Langkah 3.

(s* —2s+l)W(s)=Si2—-§—+3s+1
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6 8 3s 1
- + +
(s=1)2 s(s—1% (s-1)2 (s-1)?

W(s)=—

Langkah 4.

Menentukan L7 {7 (s)}

g-l{ 6 8 3s 1 }
- + +
sS2(s~1)> s(s—-1)* (s-D* (s-1)?

el T Bl
s*(s—=1)? s(s —1)? (s =1y

+gt) 1
(s-1?

33'1{ L } dan S.P'l{ L } diselesaikan dengan
s(s—1)° s (s -1y

menggunakan teorema Transform Laplace dari integral dan

%@'1{ . } dikerjakan dengan metode pecahan parsial.
(s-1y°

a. Teorema Transform Laplace dari integral

Pertama-tama kita tentukan <! { 1 } '
s(s~1)°

Kemudian dengan langkah yang sama dapat kita tentukan

gt] 1 L
s2(s-1)°

1 -1 1
aka & = =re’
P maka {(s—l)z} w(t)=1e

9'1{ 21 }z]ue" du
s(s“+D) ¢

Misal w(s)=
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Dengan menggunakan pengintegralan parsial kita dapat

menyelesaikan integral di atas sehingga diperoleh

&P'l{ " 21 l)}= Iue“ du=71e’ —e" +1
s(s* +

0

Sekali lagi ulangi langkah di atas,

misal w(s)= Goi maka
S(S —

gt {s_zisl—-_l)z}= ](ue“ —e” +1) du

0

= ]ue" du— ]e“ du+ ]du =ve’ -’ +1*[e"]3+[”]3
0

0

o

=ze’ —e +tl-e" +l+r=71e" -2 +7+2
. Metode pecahan parsial

Sy By B
(s=1D* s-1 (s=1)?

kita peroleh A =1, B =1 sehingga

se'l{ s 2}=s£‘1{_1_}+§£'1{ ! }
(s~-1) s—1 (s—1)?

w(t)=¢e" +7e"

Jadi,

g1 {W(s)} =w(t)=6(te’ -2’ +7+2)~8(ze’ —' +1)
+3(ef +re’)+7e’

=2re" —e' +67+4



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI s

Contoh 5 :

Karena y(r-1)=w(r) maka yp(f)=w(+1) adalah

penyelesaian dari MNA yang diberikan, yaitu :

y(O) =wi +1) =20 +De"? —e"P 1 6(t +1)+ 4

=2te™ +2¢™ - +61+6+4 =2+ +6:+10
Selesaikan MNA
'O +y@0 =t yz)=0, y'(z)=0 (4.9)
Dengan melakukan penggantian variabel ¢ oleh 7 + # maka (4.9)
menjadi
y'+r)+y(r+my=r+7x  yx)=0, y'(x)=0 (4.10)
Misal, w(r) = y(r + 7) maka  w'(r)=y'(t + 7) dan
w"(7)= y"(z + x) sehingga (4.10) menjadi,
w'(T)+w(r)=1r+7x w0 =0, w'(0)=0
Langkah 1.

Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan

diferensial dan diperoleh

Liw" () +w(r)}= L{r + 7}
Langkah 2.

Gunakan sifat linear Transform Laplace

L@+ Le)= Lz} + 7L {1}

Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari

furunan berorde tinggi dan kondisi awal yang diketahui,

diperoleh
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ge{i;v}=s2W(s)—sw(0) — W' (0)=5*W(s)
maka
ﬁW@+W®=%+£

h S

Langkah 3.

(s> + ) (s) ==+ 7
S

S2

T
W) =Z5 7y 56t o))
Langkah 4.
Menentukan ¢! ! N
si(s? +1D  s(sP+D)

e.o'l{W(s)}=s.v'l{ Al0p et }

s2 (s> +1)  s(s*+1D)

e B ()
s*(s® +1) s(s* +1)

Untuk  menentukan %Q'l{ : }digunakan teorema

s2(s* +1)

konvolusi. Pada bab III contoh 31 telah dikerjakan bahwa

%@'l{ L }zl—cosr maka

s(s* +1)

sSSP+

g {—1——} = ](1 —cos u)du= T_[ du - ]cos u du

=ful ~[sinuf =z -sin ¢

Jadi,
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g {W(s)}zw(r) =7-sint+x(l-cost)=7—sint+7~7COST
Karena y(r+7z)=w(r) maka y()=w(-z) adalah
penyelesaian dari MNA yang diberikan, yaitu :
y(O)y=wt—n)=@—7x)—sin(t —7)+x —xcos(t—x)

=t —sin tcosx —costsin z — z(cos ¢ cos z + sin ¢sin 7)

=t—sin ¢+ zwcost

B. Penggunaan Transform Laplace dalam Penyelesaian Masalah Nilai Awal

Persamaan Diferensial Linear Orde Dua dengan Koefisien Variabel.
Selain menyelesaikan Masalah Nilai Awal (MNA) persamaan diferensial
linear dengan koefisien konstan, Transform Laplace juga dapat
menyelesaikan persamaan diferensial linear yang koefisiennya variabel.
Persamaan diferensial linear dengan koefisien variabel dikerjakan

menggunakan teorema turunan dari Transform Laplace yaitu

d’s F(s).

2§ F@o)}= 1) -

Persamaan diferensial linear dalam y(¢#) yang koefisiennya adalah
polinom-polinom dalam ¢ dengan metode Transform Laplace akan mengubah
persamaan yang diberikan ke dalam persamaan diferensial linear dalam Y(s)
yang koefisiennya adalah polinom-polinom dalam s. Jika koefisien dari
persamaan yang diberikan adalah polinom yang linear dalam ¢ maka

persamaan diferensial dalam Y (s) adalah persamaan linear orde 1.
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Kita tahu bahwa ada beberapa metode yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial linear orde pertama misalnya metode
;fak_tor pengintegralan, metode variasi parameter. Dengan menggunakan
r..riétode-metode tersebut akan diperoleh Transform Laplacenya. Untuk

mencari invers Transform Laplace kita gunakan fakta berikut yaitu :
Jika f(r) kontinu sepotong-sepotong dalam interval [0,c0) dan berorde

cksponensial maka lim F(s)=0.

S§—>®©

(Bernard J. Rice & Jerry D. Strange, 1986: 231)

@0

<]

(4]

Bukti: |L{r(}| =

e]'e = L) dt

e™ f(0)|dt

Karena f(r) adalah fungsi berorde eksponensial maka ada
M > 0 sedemikian hingga

|f @) < Me™ ..(4.11)

~ Kalikan (4.11) dengan ¢™ maka diperoleh

e ft)<Me™ e = Me™™

Oleh karena itu

o0

J

0

= , 8>

© —(s—a) %
e f(t)|dt < IMe“’ e” dt = I:— ye :l —
0

Ss—a 0

Jadi, 0 <|F(s)| gi sehingga untuk s — © maka limF(s)=0.
s—a

§—>®©
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Contoh 6 : Selesaikan MNA
y'(@)+3ty' () - 6y(t) =1 y0) =0, y'(0)=0
Langkah 1
Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan

diferensial dan diperoleh
2{y" (O +31y' () - 6y} =2 {i}
Langkah 2
Gunakan sifat linear Transform Laplace
2{0}+32ly 0}-62H0}=2{l}
Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari

turunan berorde tinggi, teorema turunan dari Transform

Laplace, dan kondisi awal yang diketahui, diperoleh

L {"(t)} = s°Y () — 9(0) - '(0) = s°¥(s)
Dl o)=L L (5) - O} = —L {57 (5)}
ds ds

= —{sY'(s) + Y ()} = —sY'(s) - ¥ (s)
maka

S*Y (s) +3{= sY'(s) = Y(s)} - 6Y (s) = 1
S

¥ (s)—3sY'(s) ~3¥ (s) — 6¥(s) =
§

_3s7'(s) + (s — 9 (s) = 1
A

Y'(s)—(%—%]Y(s) = —»é (4.12)
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Langkah 3
Untuk menyelesaikan persamaan diferensial di atas,
digunakan metode faktor pengintegralan.
Pertama-tama kita tentukan faktor pengintegralannya,

ﬂ(s)ze—J(s/3—3/s)ds ze—Js/3ds+j3/sds ___e—1/6s2+3]ns

-1/65s> _Ins? 3 _~1/6s>
—e 6s.eszse1/6s

Kalikan (4.12) dengan faktor pengintegralan dan diperoleh

d 1
g{ﬂ(s)Y(s)} = u(s)[— gj

d 3 _-1/65? 3 —IIGSZ( 1 J
= Y(s)i= -
ds{9 ¢ (s)} ¥ 3s?

d 3 _1/6s5° 1 -1/6s2
—is’e Y(s){=——se
ds{ ( )} 3

2 1 2
/6 Y(S):__E J“se—1/6s ds

_ 2 _1/6s2
S3e 1/6s Y(S)=e 1/6s +C

— 2 2
e 1/6s +C 1 e1/6s
=—+C

17652 .3 3
s3e 1/6s s s

Y(s)=

Langkah 4

Karena limY(s)=0 maka C haruslah sama dengan 0

sehingga y(s) = ;1_3. dan dengan menggunakan tabel transform

kita tahu bahwa < {r(s)} = y(,)zg. Jadi, () =§ adalah

penyelesaian dari MNA yang diberikan di atas.
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Contoh 7 : Selesaikan MNA
ty"@®)—-ty' @)+ y@)=2 y0)=2, y'(0)=-1
Langkah 1

Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan

diferensial dan diperoleh
2y -1y O+ 0} =212}
Langkah 2
Gunakan sifat linear Transform Laplace
Ly O} -2ty O} + Lo} =2 241}
Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari

turunan berorde tinggi,teorema turunan dari Transform

Laplace dan kondisi awal yang diketahui, diperoleh
L {1y (00} = =L {2Y (5) - 9(0) — y'(O)} =~ {2 ()~ 25 +1}
ds ds
= {2V () + 25¥(s) - 2} = 2 — 5V '(5) ~ 25 (s)
d d
Lty =2 LY ) - 1O} =——{s7(9) -2}
s ds
=—~{sV' () + Y (s)} = —sV"(s) - ¥ (s)

maka
{2 —8*Y'(s) - 2sY(s)}— {— sY'(s)=Y(s)}+Y(s) = 2
s

— §2F'(s) = 25¥(s) + 5¥ () + Y (5) + ¥(s) = 2 2
S

(5= 52)Y'(8) + (2= 28)F (s) = 2=25
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21-5)),, . 2(1~s)

In(s)’{sa -s)jy(s) " (=)

Y'(s)+ (EJY(S) -2 (4.13)
S A}

Langkah 3
Untuk menyelesaikan persamaan diferensial di atas,
digunakan metode variasi parameter.
Persamaan bentuk baku di atas kita bawa ke bentuk

persamaan diferensial linear tereduksi yaitu,

_4_I:+_2_'Y=0
ds s
d—Y+%ds:0
Y s

dY 2
7+ I;ds = IO
InY +2Ins=InC
In¥s” = InC
= G
Pandang C sebagai fungsi dari s schingga
Y'=C's?-2s7C

Masukkan nilai Y' ini ke (4.13) dan didapat

C'=2<:>C=I2ds<:>C=2s+K

maka Y(s)=(2s+K)s’ =3+KL2
s s
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Langkah 4

Karena limY(s)=0 dan dengan menggunakan tabel

transform, & {¥(s)}= y(r)=2+ K¢. Dengan memperhatikan
kondisi awal yang diberikan, maka K =-1 sehingga.
y(t) =2 —t adalah penyelesaian dari MNA yang diberikan.
Contoh 8 : Selesaikan MNA
ty"(O)=2y'O) +ty() =0 y0) =1, y'(0)=0
Langkah 1
Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan

diferensial dan diperoleh
Lity"()-2y'() +1y(0)} =2 {0}
Langkah 2
Gunakan sifat linear Transform Laplace
2y O}-22{y )+ iy} = ¢ {0}
Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari
turunan berorde tinggi, teorema turunan dari Transform

Laplace dan kondisi awal yang diketahui, diperoleh

Lo} =-22 0=~ - 90 -y O}

= —%{SZY(S) —s—1}=—{*Y"(s) + 257 (s) -1}

=1-s2Y'(s) - 2sY (s)

Ly} = s¥(s)-1
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Ly} = - o)} =1'6)
maka

{1 577'(s) - 25Y ()} - 2{sY (s) =1} = ¥'(s) = 0
1- $2Y"(s) = 25¥ (s) — 25¥ () + 2~ ¥'(s) = 0

— (s> +1)Y'(s) - 4sY(s) =3

3
s +1

Y'(s)+ [T4S—]Y(s) = (4.14)
s°+1

Langkah 3
Untuk menyelesaikan persamaan diferensial di atas,
digunakan metode faktor pengintegralan.

Pertama-tama kita tentukan faktor pengintegralannya.

4s
—— ds 2
ﬂ(S):e 241 =e21n(s +1) =(S2 +1)2

Kalikan (4.14) dengan faktor pengintegralan dan diperoleh

d 3
E{#(S)Y(S)}—/I(S)[S2 +J

%{(s2+1)2 Y(s)}:(s2+1)2[ ° ]

s?+1
i{(sz +1)°Y(s)}= 3(s* +1)
ds
(s> +1’Y(s) =3 [(s* + 1)ds
(s* +1)2Y(s)=3js2ds+3jds

S+ Y(s)=5"+3s+C



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 90

s3+3s+C__ s +3s 1

Y(s)= 2 z =72 et 2. "2
(s“+1 (s°+1) (s“+1)

Langkah 4

Karena lim¥(s) =0 maka @ y(s)=g ) s ¥3s € [
50 s+ (s +1)?

g-l{(s32+ 31;2} diselesaikan dengan menggunakan metode
s+

pecahan parsial.

s+3s As+B Cs+D
2 2 2 t— 2
(s*+1)° (s°+D) (s°+D

kita peroleh 4=1,C =2, B=D =0, sehingga
gQ'l $+3s | = S,Q'l s + 2s
(s* + 1) (S*+1) (57 +17?

sl
(s +1) (s*+1D

Untuk menentukan 52'1{ § } digunakan teorema

(s* +1)?

konvolusi, dengan memisalkan :

F(s)= 5 maka S,Q'l{ 2S }:cost

s?+1 s2+1

G(s)= | maka 5,2'1{ ! }:sint,maka

52 +1 s> +1

g {Fil)—z} = cost *sint = Icosr sin(t—-7) dr
st +

0

Berdasarkan rumus hasil kali cosinus dan sinus, diperoleh

cosAsinB = %[sin(A+B)—sin(A -B)]
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cos 7sin(t—7) = -;—[sint—sin(2r—t)]

Icosr sin ¢ —7) dr= I—;—[sin t—sin (27 —i)] dr
0

0

1 3
= %sint Jd‘r —%afsin Qr-ndr = —;—[r sint]f + —;— . %[cos(Zr -0k

I . 1 1
= —t sinf +—cos t ——cos ()
2 4 4

] 1 1 1 .
=—¢sint+-—cos t+—cos (—t) = —t sint
2 4 4 2

Pada bab III contoh 32 telah dikerjakan bahwa

g-l 1 _ sint—tcost.
(s* +1) 2

Jadi, & fr(s)}=y(1)= cos 1+ 2& tsin t] +c[‘smt ) cosr]

. sint —tcost
=CoSt+ tsmt+C[——],

2
Dengan memperhatikan kondisi awal yang diberikan maka C

adalah sembarang bilangan real, sehingga

() = cost + tsin”C(Emt‘zﬂ] adalah  penyelesaian

MNA yang diberikan.
Contoh 9 : Selesaikan MNA
y"@O)+ty'© —y(t)=0 y(0)=0, »'(0)=1
Langkah 1
Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan

diferensial dan diperoleh
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20+ -y} =2 {0}

Langkah 2
Gunakan sifat linear Transform Laplace
2{y"O}+2{yo}-2H0}= 2{}
Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari
turunan berorde tinggi, teorema turunan dari Transform

Laplace dan kondisi awal yang diketahui, diperoleh

LD ")} = {2V (s) - 5p(0) - ¥ (0)} = 5¥ (s) - 1

9y (0} =- 2257 - yO)} =~ 7))}

ds
=-{sY'(s) + Y (s)} = —sY"(5) - ¥ (s)

maka

{27 ()~ 1}+ {= 57 '(s) - ¥(5)} - Y (s) = 0

S Y(s)—1-sY'(s)-Y(s)-Y(s)=0

—sY'(s)+ (s> ~2)¥(s) =1

Y'(s)—[s—z))’(s)z—l 4.15)
s s

Langkah 3
Untuk menyelesaikan persamaan diferensial di atas,
digunakan metode variasi parameter.
Persamaan bentuk baku di atas kita bawa ke bentuk

persamaan diferensial linear tereduksi yaitu,

ﬂ-[s—z])’=0
ds s
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Y Ky
%—j(s—%]dpjo
I%—Isds+2 ii‘i=j0

lnY—%s2 +2Ins=InC

InYs* = lnC+%s2

Ysz — C‘rellz.s2
Cel/zs2
Y= >
N

Pandang C sebagai fungsi dari s sehingga

a4 C.e1/2s1 +C[e1/2s2 _2e1/252]

s* s s>

Cfvelfz.s2 Cvszellz.s2 2Cve1/2.s2
= —+ —

2
s s s

Masukkan nilai Y'ke (4.15) dan diperoleh

2 3 g 2

2 2 2 2
C|el/2s +Cs2el/2s _2Cel/2s 2 Cel/ZS l
S S S A}

A

2 2 2 2
C'eI/Zs +Cs2e1/2s _2Cel/2s S( 2}Ce1/23 1

S2 S3 N S S2 S
2 2 2 2 2
C'eI/Z.r +Cs2e1/2s __2Ce1/23 Cse1/2s +2Cel/2s 1
s? s? s s
1 s
C'=-

93
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2 2
C= —J‘se'”zs ds=e"” +K

-1/ 252 1/2s2 1/2s2
maka Y(s)= (e +K)e = L2+K

s? s s

2
Langkah 4

Karena limY(s)=0 maka K haruslah sama dengan 0

S0

sehingga y(s) = LZ dan dengan menggunakan tabel transform
S

diperoleh bahwa 97 {r(s)}= y(r)=¢. Jadi, y(¢) =t adalah
penyelesaian dari MNA yang diberikan di atas.
Contoh 10: Selesaikan MNA

ty"+(-1y'-y=0 y0) =5, y'(0)=-5

Langkah 1
Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan
diferensial dan diperoleh
L{y"+(t-Dy-y}= 2{0}

Langkah 2
Gunakan sifat linear Transform Laplace
@ fyy+2 ey -2y} -2l) =200}
Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari
turunan berorde tinggi, teorema turunan dari Transform

Laplace, dan kondisi awal yang diketahui, diperoleh
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Sy 0} =—3 L0} =7 6) - 50 - YO}
= —g—{szY(s) 55+ 5§=—{sF"(s) + 25¥(s) - 5}
A
Ly ()} = 5~ 57Y'(s) — 25Y(s)

Ly )} = —%{SY(S) - y(0)}= —%{SY(S) -5}
= —{s7(s)+ ()}
Ly O} =s¥(s)~5
maka
{5 - 7Y (5) — 257 (5)}— {sY'(s) + Y ()} - {sV (5) - 5}~ ¥(5) = 0
5—5*Y'(s)— 25V (8)— sY'(s) = ¥ (s) — sY(s) +5-Y(s) = 0

—(s +5)(s) - Bs +2)¥ (s) = =10

F(s)+ 22 (s = 20 (4.16)
s +s S +s

Langkah 3
Untuk menyelesaikan persamaan diferensial di atas, kita
gunakan metode faktor pengintegralan.

Pertama-tama kita tentukan faktor pengintegralannya.
,u(s) _ e[(3s+2/sz+s)dr

Pertama-tama kita kerjakan terlebih dahulu | 3s+2 ., dengan

s +s

menggunakan metode pecahan parsial:

3s+2 3s+2 A B

sP+s s(s+1)— s s+1
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diperoleh 4 =2, B =1 schingga

I3j+2dS=I3S+2 ds = 2_‘_ 1 ds
5 +s s(s+1)

s s+1

j3s+2ds _ IEds+I_l_ds=21ns+1n(s+1)
S2+S Ky s+1

maka faktor pengintegralannya adalah

3s+2/ s +s)ds 2
ﬂ(S)=eI( s+2/5°+5) =e21ns+ln(s+1) :_elns .eln(s+l)

=87 (s+1)
Kalikan (4.16) dengan faktor pengintegralan dan diperoleh

d B 10
g{u(S)Y(S)}— Ok )

—%{sz(s+l)Y(s)}=s2(s+l)- L

s(s+1)
—%{sz(s +1) ¥(s)} =10s
sSS(s+1) ¥ (s) = lofsds
F(s+D)F(s) =55 +C
¥(s) = 5°+C 5 1

= +
S(s+1)  s+1 sA(s+1)

Langkah 4

Karena lim¥(s) = 0 maka & {y(s)}= ge“{ 5, ¢ }

50 s+1 sz(s+1)

! 1 diselesaikan menggunakan teorema konvolusi,
s*(s+1)

dengan memisalkan :
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F(s)= sLZ maka ¢! {SLZ} = f(t)=t

G(s)= slj maka Sf-l {SIT]} =g()=e"

SL’J{ : }:f(t)*g(t)ﬂ*e"=J.Te—('_1)dT=J.”_’erdT
b 0

s2(s+1)
{
=e™ J.re’dr
0

Gunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikan integral

di atas, dengan memisalkan :

u=r1 dv=e'dr
du=dr v=e’
-1 1 -t | i T —t ] !
& 61D =e [‘re ]O—Ie dr |=e”'(te' —e' +1)
s (s -
=t—1+e”"

Jadi, @ {F(s)}= () = 5¢™ +Clt—1+¢ ). Dengan memperhatikan
kondisi awal yang diberikan maka C adalah sembarang
bilangan real, schingga j(f)=5¢" +C(t-1+e™) adalah

penyelesaian MNA yang diberikan.
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BABYV

PENUTUP

Transform Laplace adalah suatu bentuk integral Riemann tak wajar jenis
pertama dengan batas atas pengintegralan tak berhingga. Dengan menggunakan
definisi Transform Laplace dapat dicari Transform Laplace dari beberapa fungsi
elementer seperti yang dinyatakan pada lembar lampiran.

Metode Transform Laplace secara khusus digunakan untuk penyelesaian
Masalah Nilai Awal (MNA) persamaan diferensial linear orde 2 dengan koefisien
konstan. Berikut ini merupakan prosedur Transform Laplace dalam penyelesaian
Masalah Nilai Awal (MNA) persamaan diferensial linear orde 2 dengan koefisien
konstan:

1. Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan diferensial.
2. Gunakan sifat linear, teorema Transform Laplace dari turunan berorde tinggi,

dan kondisi awal sehingga diperoleh persamaan aljabar dalam Y(s)dan s,
dengan Y(s) Transform Laplace dari penyelesaian persamaan diferensial yang
diberikan.

3. Selanjutnya nyatakan Y(s) eksplisit ke dalam s.

4. Tentukan invers Transform Laplace dengan menggunakan tabel Transform
atau metode yang sesuai, misalnya: metode pecahan parsial, teorema
Transform Laplace dari integral, teorema konvolusi yang akhirnya

dikombinasikan dengan penggunaan tabel.

98
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Penyelesaian Masalah Nilai Awal (MNA) persamaan diferensial linear orde
2 dengan koefisien variabel juga dapat dikerjakan dengan menggunakan metode
Transfom Laplace. Berikut ini merupakan prosedur Transform Laplace dalam
penyelesaian Masalah Nilai Awal (MNA) persamaan diferensial linear orde 2
dengan koefisien variabel:

1. Ambil Transform Laplace pada kedua ruas persamaan diferensial.

2. Gunakan sifat linear, teorema Transform Laplace dari turunan berorde tinggi,
teorema turunan dari Trasnsform Laplace, dan kondisi awal yang diketahui
sehingga diperoleh persamaan diferensial linear orde 1.

3. Gunakan metode yang sesuai untuk menyelesaikan persamaan diferensial
linear tersebut, misalnya metode faktor pengintegralan, metode variasi
parameter sehingga diperoleh Transform Laplacenya.

4. Tentukan invers Transform Laplace dengan menggunakan tabel Transform
atau metode yang sesuai, misalnya: metode pecahan parsial, teorema
Transform Laplace dari integral, teorema konvolusi yang akhirnya
dikombinasikan dengan penggunaan tabel.

Untuk penyelesian Masalah Nilai Awal (MNA) persamaan diferesial linear
orde 2 dengan koefisien variabel tidak dijamin ketunggalannya jika hipotesis dari
teorema eksistensi dan ketunggalan untuk Masalah Nilai Awal (MNA) linear tidak
dipenuhi, yaitu koefisien dari y" adalah nol bila ¢ = 0. Penyelesaian dari Masalah
Nilai Awal (MNA) dapat tunggal atau mempunyai tak hingga banyak

penyelesaian tergantung pada kondisi awal yang diberikan.
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Berbeda dengan metode yang lain, misalnya metode reduksi, metode
koefisien tak tentu, metode Transform Laplace memberikan penyelesaian khusus
Masalah Nilai Awal (MNA) secara langsung tanpa perlu mencari penyelesaian
umum persamaan diferensial yang diberikan. Dengan menggunakan metode
Transform Lapalce, persamaan diferensial linear dengan koefisien variabel dapat

diselesaikan dengan langkah-langkah yang cukup mudah.
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TABEL TRANSFORM LAPLACE

£ L)} =F(s)
1
1 — , s>0
s
n!
t" S , >0
s
at 1
e , S>a
s—a
1
t"e” ” = , §>a
(s—a)"
a
Sinat S2+a2 ’ s>0
s
cosat 5 > » §>0
s°+a
; a
sinh at — s>|a|
s —a
s
cosh at — , 5>|q|
s°—a
b
at 2
e” sin bt —_— s>a
(s—a)* +b* v
(s—a)
e” cos bt 33 s>a
(s—a)’ +b>
2as
tsinat R s>0
(s* +a*)* ’
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f@® LHfO}=F(s)
S GELYAG, ¢, F ()t c,F,(s)
eatf(t) F(S - a)
f® L{fO}=F(s)
V0] LU} =5 F(0)=s"2f'(0)—---— £ (0)
" £@) 1 4 [F(s)]
ds
[7@)du E(s)
[ A
VORF0 [f@)g@-vyar
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