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ABSTRAK

Pada sctiap segitiga terdapat segitiga istimewa, yaitu segitiga Euler —
Gergonne — Soddy yang merupakan segitiga siku-siku. Penulisan skripsi ini
bertujuan untuk lebih memahami segitiga istimewa tersebut. Metode yang
digunakan adalah studi pustaka, semua referensi yang digunakan tertulis dalam
daftar pustaka.

Segitiga Euler — Gergonne — Soddy dibentuk oleh garis Euler, garis
Gergonne dan garis Soddy. Titik tinggi T, titik pusat lingkaran luar O, titik berat
G, dan titik pusat lingkaran titik sembilan N dari segitiga ABC terletak pada satu
garis yang disebut garis Euler. Jika D, E, F adalah titik singgung-titik singgung

- dari lingkaran dalam dengan sisi-sisi segitiga ABC, maka garis-garis yang

menghubungkan titik sudut-titik sudut A, B, C dengan ketiga titik singgung
tersebut bertemu pada satu titik. Titik potong ini disebut titik Gergonne Ge. Jadi
segitiga ABC dan segitiga DEF perspektif, dengan titik Ge sebagai titik pusat
perspectivitasnya. Menurut Teorema Desargues’ kedua segitiga tersebut juga
perspektif dari suatu garis yang melalui titik potong-titik potong dart sisi-sisi yang
berkorespondensi: BC.EF = D', AC .DF = E', AB .DE = F'. Garis yang
melalut titik-tittk D', E', dan F' disebut garis Gergonne. Jika disusun tiga
lingkaran O(A,r;), O(B,rp), dan O(Cr,) sedemikian hingga setiap lingkaran
menyinggung dua lingkaran yang lain, maka ada lingkaran keempat O(S,0) yang
terletak di celahnya dan menyinggung tiga lingkaran di luarnya. Lingkaran ini
disebut lingkaran Soddy dalam. Ada juga lingkaran kelima O(S',¢') yang

mengelilingi ketiga lingkaran itu, disebut lingkaran Soddy luar. Titik pusat kedua
lingkaran ini vaitu S dan S' terletak pada garis yang melalui titik pusat lingkaran
dalam I dan titik Gergonne Ge, yang disebut garis Soddy. Titik-titik I, Ge, S, dan
S' merupakan himpunan titik-titik harmonis dan garis Soddy tegak lurus dengan

garis Gergonne.
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ABSTRACT

Attached to any triangle there is a special triangle, the right-angled Euler —
Gergonne — Soddy triangle. The purpose of this script is to know and understand
more about this special triangle. This is a literature study using books, journals
and magazines in the list of references.

The Euler — Gergonne — Soddy triangle is formed by an Euler line, a
Gergonne line, and a Soddy line. The orthocenter T, the circumcenter O, the
centroid G, and the center N of the nine-point circle of a triangle ABC all lic on a
line called the Euler line. If D, E, F are the points of contact of the incircle with
the sides of a triangle ABC, then the lines joining the vertices A, B, C with those
points are concurrent. The intersection point is called the Gergonne point Ge. So
the triangles ABC and DEF are perspective with the Ge point as center of
perspectivity. According to the Desargues’ Theorem they are perspective from the
line through the intersection points of the corresponding sides: BC.FF = D',

AC .DF = E, AB .DE = F'. This line through D', E', and F' is called the
Gergonne line. If arranged three circles O(A,r,), OB,rp), O(C,r.) so that each
touches the other two, then there is a small fourth circle O(S,0) that just fits into
the gap and touches each of the three circles externally. This circle is called the
inner Soddy circle. Similarly there is a larger fifth circle O(S',¢')that surrounds
and touches each of the three circles internally which is called the outer Soddy
circle. The centers of the Soddy circles S and S' lie on the line through the
incenter I and the Gergonne point Ge, which is called the Soddy line. The points I
Ge, S and S' form a harmonic sets and the Soddy line is perpendicular to the

Gergonne line.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Topik

Dalam kehidupan sehari-hari uang logam dikenal sebagai salah satu alat
pembayaran. Dalam geometri, uang logam tersebut digambarkan sebagai salah
satu bangun berdimensi dua atau bangun datar yang disebut lingkaran. Jika
disusun tiga uang logam atau digambar tiga lingkaran yéng saling bersinggungan
satu sama lain maka akan terdapat daerah kecil di antara ketiga lingkaran itu.
Ketiga lingkaran itu misalnya O(A,r,), O(B,rp), dan O(C,r,).

Pada daerah itu dapat digambar sebuah lingkaran yang menyinggung
ketiga lingkaran sebelumnya. Lingkaran kecil int merupakan lingkaran Soddy
dalam(inner Soddy circle), dilambangkan dengan O(S,5). Sedangkan di luar
ketiga lingkaran itu dapat digambar sebuah lingkaran besar yang menyinggung
atau mengelilingi ketiga lingkaran tersebut. Lingkaran besar ini dinamakan
lingkaran Soddy luar(outer Soddy circle), dilambangkan O(S',c'). Kedua
lingkaran ini dikenal sebagai lingkaran-lingkaran Soddy. Hubungan antara jari-jari
lingkaran-lingkaran Soddy dengan jari-jart tiga lingkaran yang lain berhasil
diselidiki oleh Frederick Soddy(1877-1956), seorang ahli kimia dari negara
Inggris.

Jika titik pusat dari ketiga lingkaran semula yaitu O(A,r,), O(B,r;), dan
O(C,r.) dihubungkan maka akan membentuk suatu segitiga, vaitu segitiga ABC.

Pada segitiga ABC akan ditemukan titik tinggi, titik berat, titik pusat lingkaran
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dalam, titik pusat lingkaran luar, titik Gergonne, garis Euler, garis Gergonne, dan
garis Soddy.

Leonhard Euler(1707-1783) seorang matematikawan Swiss berhasil
menyelidiki bahwa titik tinggi, titik berat, titik pusat lingkaran luar suatu segitiga
terletak pada satu garis. Untuk selanjutnya garis ini dikenal dengan garis Euler.

Garis-garis yang menghubungkan titik sudut-titik sudut suatu segitiga
dengan titik singgung-titik singgung lingkaran dalam suatu segitiga bertemu pada
satu titik. Hal ini berhasil ditunjukkan oleh Joseph Diaz Gergonne(1771-1859)
seorang matematikawan Perancis. Selanjutnya titik potong tersebut disebut
sebagai titik Gergonne. Titik ini merupakan titik pusat perspektivitas dari segitiga
ABC dan segitiga DEF. Sedangkan garis Gergonne merupakan sumbu
perspektivitas dari kedua segitiga tersebut.

Garis yang melalui titik pusat lingkaran Soddy dalam S, titik pusat
lingkaran Soddy luar S', titik pusat lingkaran dalam segitiga I, dan titik Gergonne
Ge disebut garis Soddy.

Garis Euler, garis Gergonne dan garis Soddy secara bersama-sama
membentuk suatu segitiga yang disebut segitiga Euler — Gergonne — Soddy. Garis
Gergonne dan garis Soddy berpotongan tegak lurus, sehingga segitiga Euler —

Gergonne — Soddy merupakan segitiga siku-siku.

B. Perumusan Masalah
Masalah-masalah yang dibahas dalam skripsi ini adalah:

1. Apakah yang dimaksud dengan segitiga Euler — Gergonne — Soddy?
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2. Konsep-konsep apa saja yang terkait dengan garis Euler, garis Gergonne,
dan garis Soddy?

3. Apakah segitiga Euler — Gergonne — Soddy merupakan segitiga sitku-siku?

C. Tujuan Penulisan
Penulisan skripsi ini bertujuan untuk:

1. Memahami pengertian segitiga Euler — Gergonne — Soddy pada suatu
segitiga.

2. Memahami konsep-konsep yang terkait dengan garis Euler, garis
Gergonne, dan garis Soddy, antara lain: lingkaran titik sembilan, titik
Gergonne, perspektivitas.

3. Menunjukkan bahwa segitiga Euler — Gergonne — Soddy merupakan

segitiga siku-siku.

D. Pembatasan Masalah

Hal-hal yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah segitiga dan lingkaran-
lingkarannya, lingkaran titikk sembilan, koordinat-koordinat trilinear,
perspektivitas, garis Euler, garis Gergonne, lingkaran-lingkaran Soddy, garis

Soddy, segitiga Euler — Gergonne — Soddy.

E. Manfaat Penulisan
Manfaat penulisan skripsi ini adalah memahami lebih dalam tentang:

hubungan antara masalah sehari-hari yaitu tiga mata uang logam yang saling
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bersinggungan dengan geometri, hubungan jari-jari lingkaran-lingkaran Soddy
dengan jari-jari tiga lingkaran yang lain, segitiga Euler — Gergonne — Soddy pada

suatu segitiga dan konsep-konsep yang terkait.

F. Metode Pembahasan/Penulisan
Dalam menyusun skripsi ini penulis menggunakan metode studi pustaka,
sehingga di dalam skripsi ini tidak ditemukan hal-hal yang baru. Buku-buku yang

digunakan penulis tercantum dalam daftar pustaka.

G. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan skripsi int adalah sebagai berikut:
Bab I Pendahuluan. Pada bagian ini dijelaskan tentang: latar belakang topik,
perumusan masalah, tujuan penulisan, pembatasan masalah, manfaat penulisan,
metode pembahasan/penulisan, dan sistematika penulisan skripsi ini.
Bab II Landasan Teori. Pada bagian ini dibahas materi-materi yang merupakan
materi prasyarat dari skripsi ini, antara lain: segitiga dan lingkaran-lingkarannya,
lingkaran titik sembilan, koordinat-koordinat trilinear, dan perspektivitas.
Bab III merupakan bagian inti dari pembahasan/penulisan skripsi. Pada bagian ini
dibahas Segitiga Euler — Gergonne — Soddy, yang meliputi: garis Euler,
lingkaran dalam segitiga ABC, titik Gergonne, garis Gergonne, lingkaran-
lingkaran Soddy, garis Soddy, dan segitiga Euler - Gergonne — Soddy.
Bab IV Penutup, berisi kesimpulan dan saran. Hal-hal penting yang diperoleh

dalam pembahasan skripsi disajikan pada kesimpulan.
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Daftar Pustaka berisi daftar buku-buku yang digunakan sebagai sumber referensi
penulisan skripsi ini.

Lampiran, bukti bahwa garis Gergonne dan garis Soddy berpotongan tegak lurus

disajikan pada bagian ini.
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BAB I

LANDASAN TEORI

Pada bagian ini akan dibahas konsep-konsep yang menjadi materi-materi
prasyarat dalam membahas segitiga Euler — Gergonne — Soddy pada suatu

segitiga.

A. Segitiga dan Lingkaran-lingkarannya

Definisi 2.1 (Definisi segitiga ABC)

Suatu segitiga ABC terdiri atas tiga titik A, B, dan C yang tidak segaris
dan tiga ruas garis AB, BC, dan CA .

Titik-titik itu dinamakan titik sudut dan ruas garis-ruas garis itu dinamakan

sisi-sisi suatu segitiga. Untuk penulisan selanjutnya segitiga ABC dilambangkan

dengan AABC. Gambar 2.1 menunjukkan AABC.

Gambar 2.1. Segitiga ABC

Dalam sebuah AABC ada bermacam-macam garis yang istimewa, yaitu

garis bagi sudut(angle bisector), garis berat(median), dan garis tinggi(altitude).
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Definisi 2.2 (Definisi garis bagi sudut suatu segitiga)

Garis bagi sudut suatu segitiga adalah segmen garis yang membagi sudut
suatu segitiga menjadi dua sama besar, dengan ujung-ujung titik sudut dan titik
yang terletak pada sisi di depan titik sudut itu. Gambar 2.2.(a) menunjukkan AD,
BE, CF berturut-turut merupakan garis bagi sudut-sudut BAC, ABC, BCA.

Definisi 2.3 (Definisi garis berat suatu segitiga)

Garis berat suatu segitiga adalah segmen garis yang ujung-ujungnya suatu
titik sudut dan titik tengah sisi di depannya. Gambar 2.2.(b) menunjukkan AD,
BE, CF merupakan garis berat-garis berat AABC.

Definisi 2.4 (Definisi garis tinggi suatu segitiga)

Garis tinggi suatu segitiga adalah segmen garis yang dibuat dari titik sudut
segitiga dan tegak lurus dengan sisi di depan titik sudut itu. Gambar 2.2.(c)

menunjukkan AD, BE, CF merupakan garis tinggi-garis tinggi AABC.

B 2a ul B

@ (b) ©

Gambar 2.2. (a) Garis bagt sudut, (b) Garis berat, (¢) Garis tinggi
Definisi 2.5 (Definisi sumbu segmen garis (perpendicular bisector))
Sumbu segmen garis adalah suatu garis yang tegak lurus suatu segmen dan

melalui titik tengah segmen tersebut.
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Pada Gambar 2.3 ditunjukkan bahwa garis / merupakan sumbu dari AB.

Gambar 2.3. Garis / merupakan sumbu AB

Teorema 2.1. Sumbu suatu segmen dalam suatu bidang merupakan

himpunan titik-titik pada bidang yang berjarak sama dari titik-titik ujung segmen

itu.
/
: \g;/\cj/ ¢
Gambar 2 4. llustrasi Teorema 2.1
Bukti:

Diketahui: Garis / adalah sumbu AB pada titik C .
Akan dibuktikan :
1. Jika P adalah sebarang titik pada /, maka PA = PB.

2. Jika QA = QB maka Q adalah titik pada /.
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Bukti 1.(Setiap titik pada / berjarak sama dari titik ujung-titik ujung AB)
Diketahui P sebarang titik pada /. Ada dua kemungkinan, yaitu pertama P = C

(Gambar 2.5.(a)) dan kedua P # C (Gambar 2.5.(b)).

[ [
P
A He o H—B A /K\B
(a) (b)

Gambear 2.5. (a) Titik P=C, (b) Titik P£C

= Jika P merupakan titik yang sama dengan C maka P = C dan PA =PB, karena C
atau P adalah titik tengah AB (Gambar 2.5.(a)).

» Jika P titik yang berlainan dengan C maka P#C dan PC = PC (refleksi terhadap
garis /) dan CA = CB (definisi titik tengah). Sudut PCA dan /PCB adalah sudut

siku-siku yang terbentuk oleh garis / dengan AB. Jadi APCA = APCB (sisi-
sudut-sisi ), sehingga PA = PB (Gambar 2.5.(b)).
Bukti 2. (Sebarang titik yang berjarak sama dari titik A dan B berada pada /)

Diketahui Q adalah sebarang titik pada bidang sedemikian hingga QA = QB. Ada
dua kemungkinan, yaitu pertama Q pada AB dan kedua Q tidak pada AB.

» Jika Q terletak pada AB maka Q dan C merupakan titik yang sama dan Q = C
karena sebuah segmen garis hanya mempunyai satu titik tengah. Jadi selama C

terletak pada / maka Q juga pada / (Gambar 2.6.(a))
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] /
Q
A H—— —3 A /< \ B
(a) (b)

Gambar 2.6. (a) Titik Q pada AB , (b) Titik Q tidak pada AB
« Jika Q tidak terletak pada AB, ditarik garis dari Q ke C, maka QC = QC,
CA = CB, dan QA = QB. Berdasarkan dalil kongruensi(sisi-sisi-sisi) dalam
segitiga maka AQCA = AQCB. Sedemikian hingga ZQCA = ZQCB, keduanya
merupakan sudut siku-siku (Gambar 2.6.(b)). Garis 66 1 AB. Melalui sebuah
titik pada sebuah garis dapat dibuat tepat satu garis yang tegak lurus pada garis
tersebut. Jadi 66 dan / harus merupakan garis yang sama. Oleh karena itu Q

adalah titik pada /. m

Definisi 2.6 (Definisi lingkaran)

Lingkaran adalah tempat kedudukan titik-titik pada suatu bidang datar
yang berjarak sama terhadap suatu titik tertentu pada bidang yang memuat titik-
titik tersebut.

Titik pusat lingkaran merupakan suatu titik tertentu yang terletak pada
bidang yang memuat lingkaran dan berjarak sama terhadap semua titik pada
lingkaran tersebut.

Jari-jari lingkaran merupakan suatu ruas garis yang menghubungkan titik

pusat lingkaran dengan suatu titik sebarang pada lingkaran .
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Teorema 2.2. Sumbu sisi-sisi suatu segitiga bertemu pada satu titik yang
berjarak sama dari titik sudut-titik sudut segitiga itu.
Bukti:
Diketahui: AABC, sumbu-sumbu CA dan AB berpotongan di O. Garis OE
merupakan sumbu dari CA dan OF sumbu dari AB. Titik D merupakan titik

tengah BC.

Akan dibuktikan: Sumbu dari BC melalui O dan O merupakan suatu titik yang

berjarak sama dari A, B, dan C.

Gambar 2.7. llustrasi Teorema 2.2
Bukti: Garis OF merupakan sumbu dari AB sehingga AO = BO atau AO = BO.
Garis OE merupakan sumbu dari CA sehingga AO = CO atau AO = CO. Dari

kedua pernyataan sebelumnya dapat disimpulkan bahwa BO = CO atau BO = CO

(sifat transitif). Panjang AO = BO = CO berarti O berjarak sama dari A, B, dan C.
Titik D merupakan titik tengah BC, berarti D terletak pada sumbu BC . Titik O

berjarak sama dari B dan C, berarti O terletak pada sumbu BC . Jika titik-titik D
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dan O dihubungkan maka akan membentuk sebuah garis yang merupakan sumbu
dari sisi BC . Sehingga terbukti bahwa sumbu BC melalui titik O. m

Titik potong dari ketiga sumbu sisi-sisi suatu segitiga merupakan titik
pusat lingkaran luar suatu segitiga(circumcenter), yaitu titik O. Gambar 2.8

menunjukkan lingkaran luar AABC, dengan titik pusat O dan jari-jari R.

C
)
Gambear 2.8. Lingkaran luar AABC

Teorema 2.3. Sebarang titik terletak pada garis bagi sudut jika dan hanya

jika titik tersebut berjarak sama terhadap sisi-sisi yang membentuk sudut itu.

Buki:

B N c

Gambar 2.9. Hlustrasi Teorema 2.3

Diketahui: Garis PTQ garis bagi Z~ABC, IN L BC dan IM L BA.
Akan dibuktikan : 1. Jika I pada ]?d maka IM = IN

2. Jika IM = IN maka I pada B_d
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Bukti: (i) Akan ditunjukkan bahwa jika I pada B_(j maka IM = IN. Dipandang
AIMB dan AINB, tampak bahwa /IMB= ZINB keduanya merupakan sudut
siku-siku, /MBI = /NBI karena BI terletak pada garis bagi ZABC, dan
BI = BI. Berdasarkan dalil kongruensi(sudut-sisi-sudut) maka AIMB = AINB,
sehingga M = IN.
(i1) Akan ditunjukkan bahwa jika M = IN makal pada E—Ba Dipandang AIMB
dan AINB, diketahui bahwa ™ = ﬁ\T, Bl = ETI, dan ZIMB = ZINB keduanya
merupakan sudut siku-siku. Berdasarkan dalil kongruensi(sisi-sudut-sisi) maka
AIMB = AINB, akibatnya /MBI = /NBI artinya 1 terletak pada B_(j yang
merupakan garis bagi ZABC. Akibat yang lain BM = BN. =

Teorema 2.4. Garis bagi sudut-sudut suatu segitiga bertemu pada satu titik
yang berjarak sama dari ketiga sisi segitiga tersebut.
Bukti:
Diketahui: AABC, garis bagi-garis bagi ZA dan /B berpotongan di I.
Akan dibuktikan: garis bagi ~C melalui I dan I berjarak sama dari sisi-sisi AB,

BC dan CA .

Gambar 2.10. Hustrasi Teorema 2.4



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 14

Bukti: Garis Al merupakan garis bagi ZA berarti I berjarak sama dari AB dan

CA . Garis BI merupakan garis bagi £B berarti I berjarak sama dari AB dan

BC. Berdasarkan dua pernyataan sebelumnya dapat disimpulkan bahwa 1
berjarak sama dari CA dan BC. Hal ini berarti I terletak pada garis bagi ZC,

sehingga CI membagi ZC dan I berjarak sama dari sisi-sisi AB, BC dan CA .m

Titik potong ketiga garis bagi sudut dalam suatu segitiga merupakan titik
pusat lingkaran dalam suatu segitiga(incenter), yaitu titik 1.

Suatu lingkaran ditentukan oleh titik pusat lingkaran dan panjang jari-
jarinya. Untuk menentukan jari-jari lingkaran dalam suatu segitiga, ditarik suatu
garis dari titik pusat lingkaran dalam yaitu titik I tegak lurus pada salah satu sisi
segitiga misalnya BC dan memotongnya di titik D, D merupakan jari-jari
lingkaran dalam AABC. Gambar 2.11 menunjukkan lingkaran dalam AABC

dengan titik pusat I dan jari-jari .

Gambar 2.11. Lingkaran dalam AABC
Di bawah ini akan dibahas lebih lanjut tentang lingkaran dalam dan

lingkaran luar AABC.
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Pada AABC ditarik garis bagi sudut dalam dan garis bagi sudut luar dari

sudut-sudut A, B, dan C (Gambar 2.12).
\6

Gambar 2.12. Garis bagi sudut dalam dan garis bagi sudut luar AABC

Garis bagi-garis bagi sudut-sudut tersebut bertemu pada empat titik, yaitu L, I, I5,

dan I. Titik-titik itu merupakan titik pusat dari empat lingkaran yang
menyinggung garis AB : Eé, dan CA.
Misalkan ditarik garis bagi sudut luar B atau garis bagi £CBD dan garis

bagi sudut luar C atau garis bagi £BCE. Kedua garis bagi sudut ini berpotongan

di I, Dan I, ditarik garis-garis yang tegak lurus AB , AC danBC , titik

potongnya berturut-turut adalah K, L dan M. Akibatnya IK =LM dan

LM =L, sehingga LK = LL (sifat transitif). Hal ini berarti AL merupakan

garis bagi sudut dalam A atau garis bagi ZCAB.
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Segmen garis-segmen  garis IK = LL = LM merupakan jari-jari
lingkaran yang bertitik pusat di I, dan menyinggung AB , B._(f dan CA ,yaitu g,

Dengan langkah serupa dapat ditunjukkan bahwa lingkaran O(I,75) dan
O(1.,r;) menyinggung AB , §6 dan CA.

Keliling(perimeter) AABC adalah 2s =a+b+c, dengan a =BC, b = AC,
¢ = AB schingga setengah keliling(semi perimeter) adalah s = —;—(a +b+c). Luas

daerah AABC adalah A.

Luas daerah AIBC, AICA, dan AIAB berturut-turut adalah

—ar, %br, dan %cr. Dengan menjumlahkan luas daerah ketiga segitiga ini

diperoleh A = lar +lbr +—1—cr = l(a+ b+cy =sr.
2 2 2 2

Dipandang AACI, dan AABI, pada Gambar 2.12. Luas daerah AACI, =

%bra, AABI, = %cra , dan luas daerah ABCI, = %ara . Sehingga diperoleh

A= lbra + lcra - lara e l
2 2 2 )

(b +c —a)ra = [—;—(a +b+ c)— a)ra =(s—a)ra.
Dengan langkah serupa dapat ditunjukkan bahwa A = (s - &) r, dan A = (s - ¢) 7..
Dari penjelasan di atas diperoleh

A=sr=(§-a)ra=(S-b0)rp =(S-C)Fcooevieiinaiieeeiiiaiiieiiieeiaeeee e (2.1

2 22
Pada AABC berlaku cos o = b%_a , sehingga
c

1
: [—- a* —b* —c* +2b%c? + 2¢%a? +2a2b2]5
sin a=- e

dengan a = m£BAC, dan
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B = mLABC,y= mZACB. Luas daerah AABC dapat dicari dengan persamaan

%bc sin a , sehingga

A = %bcsin a
= %[‘ a* —b* —c* +2b°c* + 2047 +2a2b2F
=%[(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b_c)]%

= [5(5 ~BYE —BXS = OB e oot oo (22)

Persamaan (2.2) disebut sebagai Rumus Heron.

' 2
Dari persamaan (2.1) dan (2.2) diperoleh »* = (AJ b (5= NS Bl ) (2.32)
N S

dan r,,2=[ a J N i) Gl it | T D
a

5— s—a
Selanjutnya dibahas lingkaran luar AABC dengan titik pusat O dan jari-

jar R, ditunjukkan pada Gambar 2.13.(a).

@ (b)
Gambar 2.13. (a) llustrasi persamaan (2.4), (b) [lustrasi persamaan (2.5)
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Sudut AOBmerupakan sudut pusat lingkaran, sehingga besarnya 2 kali sudut

keliling, yaitu ZACB. Panjang AC'=BC',BA'=CA',AB'=CB'. Akibatnya
mZAOC' = m(% ZAOB) = mZACB, sehingga berlaku R siny = AC' = %c , R

sinu=BA'=%a, RsinB=CB’=%batau2R= g _ b ¢

sina.  sinp siny

e 28

Ditarik CF 1 AB dan CK diameter yang melalui C, sehingga terbentuk

dua segitiga siku-siku yang sebangun, yaitu AAFC dan AKBC (Gambar 2.13.(b)).

Segitiga AAFC ~ AKBC sehingga — = 5. CF = SAXCB_ ba.
CA CK CK 2R
Diperoleh A= ~ABxCF = +¢. 2% = %8¢ _4AR —abe.....o o 25)
2 PO, W

4AR =abc

=((s-b0)+ (- ~c)+(s—a)N(s—a)+(s~b))

= ((s— b)) + (s~ B)(s — @)+ (s =) + (s - s ~@))(s — @) + (s — b))

=(s=B)(s ~O)(s @)+ (s ~B)(s ~ @) + (s~ (s — @) + (s~ )(s — a)
+(s=8)2(s =)+ (s~b)* (s~ a)+ (s~ €)*(s~B) + (s —c)(s —a)(s —b)

=(s—a)s—b)s—a+s—b+s—c)+(s—a)s—c)s—c+s—a+s—b)
+(s—O)s=D)(s—b+S—c+5—a)—(s—a)(s—b)(s—c)

=s(s—b)(s—c)+ S(s—a)(s—c)+ s(s—a)(s—b)— (s—a)(s - b)(s—c)

A’ A A’ A?
= + + -—
s-a s—-b s-c s

( A A A A]
A + + -—
s—a s-b s-c. s
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=A@, trptre—r)
Jadi hubungan dari 7, 7, , 7y , 7. dan Radalah 4R =r,+ rpt re—r............... (2.6)
Teorema 2.5. Ketiga garis tinggi dalam setiap segitiga melalui satu titik.
Bukti:
Diketahui AD dan BE garis tinggi-garis tinggi yang melalui A dan B.
Untuk membuktikan teorema ini digunakan sifat bahwa sumbu sisi-sisi setiap
segitiga melalui satu titik. Pada Gambar 2.14 ditunjukkan AABC, melalui titik
sudut-titik sudut A, B, dan C  ditarik garis-garis yang masing-masing sejajar
dengan sisi di depan titik sudut itu. Apabila garis-garis itu berpotongan di P, Q,

dan R maka QR //CB, RP//AC, QP // AB.

\ ¢ i

Q

las]

Gambar 2.14. Tlustrasi Teorema 2.5
Akibatnya segi empat ABPC dan segi empat ABCQ merupakan jajar genjang,

sehingga AB = CP dan AB = QC. Jadi CP = QC, yang berarti bahwa C titik

tengah QP . Dengan langkah serupa dapat ditunjukkan bahwa B titik tengah RP

dan A titik tengah QR . Jika AD dan BE memuat garis tinggi-garis tinggi AABC
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yang melalui A dan B, maka garis tinggi-garis tinggi ini adalah sumbu-sumbu dari

sisi QR dan sisi RP dalam APQR. Begitu pula CF adalah sumbu sisi QP.
Karena sumbu-sumbu dalam APQR melalui satu tittk maka garis-garis
AD R ﬁi dan CF yang memuat garis tinggi-garis tinggi AABC melalui satu titik
pula.m

Titik potong ketiga garis tinggi dari suatu segitiga disebut titik tinggi dari
suatu segitiga(orthocenter), yaitu titik T.

Teorema 2.6. Ketiga garis berat dalam setiap segitiga melalui satu titik.

Bukti: Pada Gambar 2.15 ditunjukkan AABC.

Gambar 2.15. Ilustrasi Teorema 2.6(1i)
Misalkan AD adalah garis berat yang melalui titik sudut A. Maka CD = BD.
Misalkan BE adalah garis berat yang melalui titik sudut B. Maka AE = CE.
Misalkan AD dan BE berpotongan di G. Akan dibuktikan bahwa garis berat
yang melalui titik sudut C juga akan melalui G. Diketahui bahwa ACED ~ ACAB,
sebab kedua segitiga itu memiliki £C bersama, sedangkan sisi-sisi sudut itu
sebanding, artinya CE : CA = CD : CB = 1 : 2. Juga m(£DEG) = m(£ABG)

sebagai sudut dalam berseberangan dan m(£EGD) = m(£AGB) sebagai sudut-
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sudut yang bertolak belakang. Jadi AEGD ~ ABGA. Akibatnya EG : BG = ED :

BA=1:2=DG: AG. Titik-titik A, G, dan D terletak pada satu garis dengan DG

1pa.
3

= B

Gambar 2. 16. Tustrasi Teorema 2.6(ii)
Misalkan CF adalah garis berat yang melalui titik sudut C dan memotong AD
diG'. Maka AF = BF. Segitiga BDF ~ ABCA, sebab kedua segitiga itu memiliki
/B bersama, dan sisi-sisi sudut itu sebanding, artinya BD : BC = BF : BA =1: 2.
Ukuran /FDG'=m(£LCAG') sebagai sudut dalam berseberangan dan
m(£DG'F)= m(LCG'A) sebagai sudut-sudut yang bertolak belakang. Jadi

ADG'F ~ AAG'C. Akibatnya DG': AG' = DF: AC=1:2=EG': BG". Titik-

titik A, G', dan D terletak pada satu garis dengan DG' = %DA‘

Dari penjelasan sebelumnya diperoleh DG = —;’—DA sehingga G' = G. Ini berarti

bahwa garis berat-garis berat dalam setiap segitiga melalui satu titik.=
Titik potong ketiga garis berat dalam suatu segitiga disebut titik berat
suatu segitiga(centroid), yaitu titik G.

Garis berat suatu segitiga yang dimaksud adalah garis berat lempeng

segitiga homogen.
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Berdasarkan pembuktian Teorema 2.6 dapat ditarik kesimpulan bahwa
titik potong ketiga garis berat setiap segitiga terletak pada -i— bagian dari titik

sudut sampai dengan titik tengah sisi di depannya.

Teorema 2.7. Jarak titik sudut dengan titik tinggi suatu segitiga adalah
dua kali jarak titik pusat lingkaran luar suatu segitiga dengan titik tengah sisi yang
ada di depan titik sudut itu.

Bukti:

o
g
M

w

(a) (b)
Gambar 2.17. Hlustrasi Teorema 2.7

Pada gambar 2.17.(a) ditunjukkan bahwa O adalah titik pusat lingkaran luar
AABC. Titik T merupakan titik tinggi AABC.

Akan dibuktikan CT = 20F.
Titik O merupakan titik potong sumbu sisi-sisi AABC. Jika F titik tengah AB
maka OF L AB. Titik T merupakan titik tinggi AABC berarti CT 1 AB,

akibatnya CT//OF . Selanjutnya dilukis diameter BB', dilanjutkan dengan B'A
sehingga terbentuk AB'AB seperti tampak pada Gambar 2.17.(b). Sudut B'AB

merupakan sudut keliling yang menghadap NBB' schingga besarnya 90°
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(setengah dari sudut pusat). Jadi m(£B'AB) = m(£LOFB), £ABB'= £FBO
sehingga AB'AB ~ AOFB, dengan AB : FB = B'B: OB = B'A: OF =2 : 1 atau
B'A =20F.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa B'A = CT, sehingga CT = 20F.
Titik T merupakan titik tinggi AABC, C_T(perpanjangannya)_l_ AB,B'A L AB
berarti B'A//CT. Sudut B'CB merupakan sudut keliling yang menghadap
~BB', sehingga besarnya 90°(setengah dari sudut pusat). Jadi B'C L CB dan
AT (perpanjangannya) | CB, berarti AT//B'C. Diperoleh segi empat ATCB'
adalah jajar genjang, sehingga CT = B'A =20F.=

Teorema 2.8. Titik tinggi T, titik pusat lingkaran luar O dan titik berat G
dari suatu segitiga terletak pada satu garis(collinear).
Bukti:
Diketahui AABC dengan titik tinggi T dan titik pusat lingkaran luar O seperti

tampak pada Gambar 2.18.

Gambar 2.18. Tlustrasi Teorema 2.8
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Akan dibuktikan bahwa titik-titik T, O, dan G segaris.

Ditarik suatu garis yang melalut T dan O. Garis OF merupakan sumbu AB
sehingga AF = BF. Titik C dan titik F dihubungkan sehingga terbentuk CF yang
merupakan garis berat dar C ke AB.

Titik G merupakan titik potong garis TO dan garis CF . Garis OF // CF sehingga

AOFG ~ ATCG (sudut-sudut-sudut). Berdasarkan Teorema 2.7 diketahui CT =

20F, sehingga CG = 2FG atau CG = —z—CF. Titik berat suatu segitiga terletak

pada % bagian dari titik sudut sampai dengan titik tengah sisi di depan titik sudut

itu, maka titik G merupakan titik berat AABC di atas. Sedemikian hingga titik

berat G, titik tinggi T, dan titik pusat lingkaran luar O terletak pada satu garis,
yaitu garis TO. m

Karena CG = 2FG maka TG = 20G, artinya titik berat G terletak pada

%bagian dari segmen yang dibentuk oleh titik pusat lingkaran luar O dan titik

tinggi T pada AABC. Ditulis OG = % OT atau TG = %TO.

Garis yang memuat titik tinggi T, titik pusat lingkaran luar O dan titik

berat G dari suatu segitiga disebut garis Fuler.

B. Lingkaran Titik Sembilan
Dalam sctiap segitiga terdapat sebuah lingkaran titik sembilan, sebuah

lingkaran yang melalui sembilan titik istimewa dalam segitiga itu.
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Lingkaran titik sembilan diselidiki para ahli geometri pada abad ke-19.
Ahli geometri tersebut antara lain Charles J. Brianchon(1783-1864), Jean Victor
Poncelet(1788-1867), dan Karl Wilhelm Feuerbach(1800-1834). Lingkaran titik
sembilan disebut juga lingkaran Feuerbach atau lingkaran Fuler karena
menunjukkan adanya hubungan antara lingkaran dan garis Euler.

Segitiga ABC dengan titik tinggi T dan titik pusat lingkaran luar O, seperti
tampak pada Gambar 2.19. Titik F merupakan titik tengah AB, F' titik potong
garis tinggi titik sudut C dengan AB atau titik kaki garis tinggi CF , dan P titik

tengah CT. Selanjutnya dilukis OF, CF', OC, PF, dan TO. Segmen garis

PF dan TO berpotongan di N.

«
P
- N
T
A B ,\.»
F F!

Gambar 2.19. Lingkaran titik sembilan (i)

Segmen garis OC adalah jari-jari lingkaran luar AABC. Karena P titik tengah CT
maka TP = %TC dan OF = %TC (Teorema 2.7). Ini berarti OF = TP. Ukuran

ZNOF = mZNTP, mZOFN = mZTPN (sudut-sisi-sudut), schingga

ANTP = ANOF dan NT = NO . Berarti N titik tengah TO dan N titik tengah PF .
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Diperhatikan segitiga siku-siku PF'F dan lingkaran luar segitiga tersebut.

Sudut PF'F merupakan sudut siku-siku, titik N merupakan titik pusat lingkaran
luar APF'F dan NP merupakan jari-jari lingkaran itu.

Untuk melengkapi gambaran tentang lingkaran O(N,ﬁ) akan
ditunjukkan keterkaitan antara NP dengan AABC. Digunakan dua segitiga
sebangun, vaitu ANTP dan AOTC. Segitiga-segitiga tersebut sebangun karena
PT:CT=1:2, m£LPIN=mZCTO, TN : TO =1 : 2 (sisi-sudut-sisi). Akibatnya

PN:CO=1:2atauPN= —;—CO.

Diperhatikan AABC pada Gambar 2.20, tittk D merupakan titik tengah

BC, AD' merupakan garis tinggi yang melalui A. Titik Q merupakan titik tengah

AT.

Gambar 2.20. Lingkaran titik sembilan (ii)

Dengan cara serupa dapat dilihat bahwa ANTQ=ANOD sechingga

NT = NO dan NQ = ND. Segitiga ANTQ ~ AOTA karena NT : OT =TQ : TA
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=1 : 2, akibatnya NQ = %OA. Lingkaran O(N, NQ ) merupakan lingkaran luar
AQD'D.
Lingkaran O(N ,E) merupakan lingkaran yang sama dengan lingkaran

O, NP ). Kedua lingkaran itu mempunyai titik pusat dan panjang jari-jari yang
sama. Dengan cara serupa dapat ditunjukkan bahwa titik U, E', E terletak pada
lingkaran itu juga.

Dari uraian di atas dapat ditarik suatu kesimpulan bahwa lingkaran titik
sembilan merupakan lingkaran yang melalui sembilan titik, yaitu:

(i) titik tengah sisi-sisi suatu segitiga ( titik-tittk D, E, F ),
(i1) titik kaki dari tiga garis tinggi suatu segitiga (titik-titik D', E', F'),
(ii1) titik tengah bagian garis tinggi yang di atas (titik-titik P, Q, U).

Teorema 2.9. Titik pusat lingkaran titik sembilan yaitu titik N merupakan
titik tengah segmen yang dibentuk oleh titik tinggi T dengan titik pusat lingkaran
luar O dari AABC.

Bukti:

Pembuktian teorema ini sudah dibahas di bagian sebelumnya.

C. Koordinat — koordinat Trilinear

Segitiga ABC mempunyai titik sudut A, B, C; sudut A, B, C; dan panjang
sisia, b, ¢, dengan a =BC, b =CA, ¢ = AB.

Koordinat-koordinat trilinear titik P pada bidang AABC ditunjukkan oleh

triple x : y : z atau (X, y, z), yang masing-masing menunjukkan perbandingan
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jarak titik P dari sisi-sisi AABC. x menunjukkan perbandingan jarak titik P dari

sisi. BC, y menunjukkan perbandingan jarak titik P dari sisi CA, dan z

menunjukkan perbandingan jarak titik P dari sisi AB. Seperti tampak pada

Gambar 2.21.

A

Gambear 2.21. Koordinat-koordinat trilinear titik P
Koordinat-koordinat trilinear diperkenalkan oleh Plicker pada tahun 1835.
Koordinat-koordinat ini menunjukkan perbandingan jarak secara signifikan.
Koordinat-koordinat suatu titik boleh dikalikan dengan sebarang konstanta £ yang
tidak nol (£ # 0) tanpa mengubah letak titik tersebut, karena yang diperlukan
adalah perbandingan antara koordinat-koordinatnya, jadi P(x, y, z) = P(kx, ky, kz).

Titik P pada Gambar 2.21 di atas mempunyai koordinat-koordinat trilinear
(%, y, z) dan berada pada jarak x', y', Zz', dari sisi-sisi BC, CA, AB secara
berturut-turut. Jarak x' = £x, y'= ky, z'= kz, sedangkan A, menunjukkan luas

daerah ABPC, A, menunjukkan luas daerah AAPC, dan A, menunjukkan luas

daerah AAPB.
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Diperoleh luas daerah AABC, yaitu A = A, + Ay + A, = %ax‘ + %b y +

%cz’ = %(akx+ bky + ckz) = %k(ax+ by + cz).

2A

JadiA=k(ax+by+cz) < k= ————— .
ax +by+cz

e (277)

Jika diambil £ =1 maka koordinat-koordinat trilinear titik P adalah (x, y, z)
dan diperoleh2A =(ax+ by +¢z)....o.ovvi i (2.8)
Di bawah ini disajikan representasi koordinat-koordinat trilinear dari titik
sudut-titik sudut AABC, vyaitu titik A : A(1,0,0), titik B : B(0,1,0), dan titik C :

C(0,0,1). Seperti tampak pada Gambar 2.22.

C(0,0,1)

A(1,0,0) B(0,1,0)

Gambar 2.22. Koordinat-koordinat trilinear titik sudut AABC
Lingkaran dalam AABC menyinggung sisi-sisi BC, CA, dan AB
berturut-turut di titik D, E, dan F . Titik I merupakan titik pusat lingkaran dalam
segitiga tersebut, sehingga ID = IE = IF = r, r adalah jari-jari lingkaran dalam
AABC. Koordinat-koordinat trilinear dari I adalah (7, r, r) dan koordinat homogen

untuk I adalah (1,1,1). Seperti tampak pada Gambar 2.23.
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A

Gambar 2.23. Koordinat-koordinat trilinear titik pusat lingkaran dalam AABC

Jika koordinat-koordinat trilinear titik I yaitu (7, 7, 7) disubstitusikan ke persamaan

(2.8) maka diperoleh 2A =ar+ br+ cr=r{a+b+c) &r = A "W (2.9)
a+b+c

Selanjutnya ditunjukkan koordinat-koordinat trilinear dari titik berat G,

titik tinggi T, titik pusat lingkaran luar O, dan titik pusat lingkaran titik sembilan

N dari AABC.

1. Titik berat(centroid) G dari AABC

Foo. E!

Gambar 2.24. Koordinat-koordinat trilinear titik berat G

t,= AD', t,= BE', t.=CF', A = luas daerah A ABC
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1

X=—t, A=—at, & t,= 2—A,sehinggax= t,=
3 2 a

G | =
W
QID

1 2A ) 1 2A
—bt tp= —, sehinggay= — {,= —
) » & b 5 ggay 3 b 35

y t, A=

1
3

[\®

A
t(‘,:_—

C

N
It

W | =

to A=%ctc o to= 2—A sehingga z =
c

W | =

2A 2A 2A 1 1 1
JadiG(x,y,2)=G(—, —, —)=G(—, —, —
adi G(x, y, 2) (3a 3b 30) (a b c)

2. Titik tinggi(orthocenter) T dari AABC

A

Gambar 2.25. Koordinat-koordinat trilinear titik tinggi T
p1=BD, p,=CE, p;= AF; ukuran sudut-sudut dinyatakan dalam derajat
_p2

1 3
cosB=£—<:>p1=ccos B; cosa="— < pr=acosa; cosy=%<:>p3=bcosy
c a

cos 'y

mZLCBE=90-y, 1=tg(90—1() oS x=pitg(O0 -y pictgy=ccos p—
pt s y

mAACF=9O—a,L=tg(9O—a) S y=patg(90 —0)= pzctg(z:acosycf)sa

p2 sin o

m .~/ BAD =90 -, i=tg(90 —B)= z=p3tg (90 —B) =psctg B= b cos ucosg
p3 sin
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T(x,y,z) =T(ccosP C?ﬂ, acosy C?Sa, b cosa C?—SB)
sin y sinq sin 8

——, Ccos 0. cos .b )

c
=T(cos p cosy ——, cosy cos a
sin y sina sin B

=T(cos B cosy, cosy cos a, cos a cos )

3. Titik pusat lingkaran luar(circumcenter) O dari AABC

Gambar 2.26. Koordinat-koordinat trilinear titik pusat lingkaran luar O

R merupakan jari-jari lingkaran luar AABC.

Sudut BOC =2( £ BAC), £BOD = % (£BOC) sehingga «BOD=/BAC=q

cos LBOD=% & x =Rcos £LBOD=Rcos ¢

Dengan langkah serupa dapat diperoleh:

y =Rcos £COE =R cosf

z =Rcos LAOF =Rcosy

Jadi O(x,y, z) =O(R cos a, R cos B, R cos y)

= O(cos a, cos B, cos ¥)
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4. Titik pusat lingkaran titik sembilan(nine-point center ) N dari AABC

~=lNA

F" E‘l

Gambar 2.27. Koordinat-koordinat trilinear titik pusat lingkaran titik sembilan N
Diketahui N titik tengah OT sehingga koordinatnya:

cosa+cosfcosy cosP+cosacosy cosy+cosacosf

N(x,y,z2) =N , )
x,y,2) =N( 2 5 5

)

= N(cos o+ cos B cos v, cos B + cos y cos @, cos ¥ + cos a cos f3)

Pada koordinat-koordinat trilinear persamaan garis lurus yang melalui

titik-titik T1(X, y1, z1) dan Ta(x2, y2, Z2) adalah:

X y zZ
X1 yi Z; = 0 disederhanakan menjadi
X2 Y2 Z

iz2-V2z) X+ (ZiX - X))y + (X1y2 - XY Z2=0 L. (2.10)
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D. Perspektivitas
Aksioma V dalam Geometri Proyektif menyatakan bahwa jika keenam
titik sudut dari suatu hexagon(segienam) terletak bergantian pada dua garis, maka

ketiga titik-titik potong sisi-sisi yang berhadapan segaris.

Gambar 2.28. Hexagon A;B,C;A;B,C,

Hexagon A;B,CA;B;C,; A, Bi, dan C; segaris, demikian pula Aj, B;,
dan C,. Bagaimanapun letak kedua garis itu, jika AiB2.A2B1 =C3, BiC2.B:Ci =

As, dan CiAz.C2A1 = B; maka Cs, Az, dan B; akan segaris.

Aksioma V menyangkut sembilan titik dan sembilan garis yang dapat
digambar bermacam-macam seperti Gambar 2.28.(a) dan (b). Aksioma ini juga
menyatakan bahwa titik-titik A3, B;, dan C; segaris. Notasi yang digunakan
dipilih sedemikian, hingga ketiga A;, B;, Cy segaris apabila i + j + k habis dibagi
tiga atau i+ j + k = O(modulo 3).

Cara lain untuk menyatakan hasil di atas ialah dengan menyusun sembilan

titik tersebut dalam bentuk matriks berikut;
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A] B, C1
Az B Cz
A3 B3 C3

Prinsip dualitas menyatakan bahwa dalam bidang proyektif setiap definisi

tetap berarti dan setiap dalil tetap benar, apabila kata titik ditukar dengan garis,

terletak pada dengan melalui, menghubungkan dengan memotong, segaris dengan

berpotongan pada satu titik. Prinsip ini merupakan salah satu sifat yang istimewa

dari geometri proyektif.

P

al

Q1

dl

Q2

a2

(b)

Gambar 2.29. (a) Titik pusat perspektivitas P, (b) Sumbu perspektivitas p

Titik-titik pada garis g dan g' dikatakan perspektif terhadap titik P karena

garis-garis yang menghubungkan titik-titik yang berkorespondensi semuanya

melalui P. Titik P disebut titik pusat perspektivitas (Gambar 2.29.(a)).

Mengingat prinsip dualitas, maka sebarang dua berkas garis dikatakan

perspektif terhadap suatu garis p jika titik potong-titik potong dari garis-garis

yang berkorespondensi terletak pada garis p. Garis p disebut sumbu perspektivitas

(Gambar 2.29.(b)).
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Dua bangun F dan F' dikatakan perspektif dari suatu titik O, jika ada
korespondensi satu-satu antara unsur-unsur dari F dan ' dan garis-garis yang
menghubungkan titik-titik yang berkorespondensi dari F dan F' melalui titik O.

Dua segitiga ABC dan A'B'C' dikatakan perspektif terhadap titik O, jika
garis-garis AW, BB', dan CC' melalui O. Titik O merupakan titik pusat
pefspektivitas (Gambar 2.30.(a)).

Mengingat prinsip dualitas, dua segitiga dikatakan perspektif terhadap
garis g, jika titik potong-titik potong sisi-sisi yang berkorespondensi terletak pada

satu garis g. Garis g merupakan sumbu perspektivitas (Gambar 2.30.(b)).

(@) ®)

Gambar 2.30. Perspektivitas dua segitiga (a) terhadap suatu titik (b) terhadap suatu garis

Teorema 2.10. (Teorema Desargues’). Jika dua segitiga perspektif
terhadap(dari) suatu titik, maka segitiga-segitiga itu perspektif terhadap(dari)

suatu garis dan sebaliknya.
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\
A%

/A \B

Gambar 2.31. lustrasi Teorema Desargues

Bukti:

Diketahui: AABC dan A A'B'C' perspektif dari titik O. Titik-titik D = AB.A'B';
E=BC.B'C;F=AC.AC.

Dibuktikan: D, E, dan F segaris.

Titik-titik S = BC.A'B'; T= A'C.OB; U= AC.0S; V= A'C'.0S
Berdasarkan aksioma V dalam geometri proyektif, bisa digunakan notasi matriks

untuk mendapatkan beberapa titik bertiga yang segaris.

O A A D = AB.A'S
cC S B T = OB.A'C
D T U .

U = 0S.AC

Titik-titik O, A, A' segaris, titik-titik C, S, B segaris. Berdasarkan aksioma V,

—

AB.TS, 6]§A'_C’, dan OS.AC segaris. Jika AB.A'S =D, OB.A'C =T, dan

—

0S.AC =U maka D, T, U segaris.
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| E = CS.BC

B O C C
Al B S V=O‘_’S.A_'6'
E V T T = OB'.A'C

Titik-titik O, C, C' segaris, titik-titik A', B', S segaris. Berdasarkan aksioma V,
68:1?’6, OS.A'C' dan OB'.A'C segaris. Jika CS.B'C' =E, OS.A'C' = v,

dan OB'.A'C =T maka E, V, T segaris.

Sehingga diperoleh
C A T D = A'S.UT
V U S E =CS.VT
D E F F =CU.A'V

Baris ketiga matriks terakhir menunjukkan bahwa D, E, dan F segaris.
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BAB I

SEGITIGA EULER - GERGONNE - SODDY

A. Garis Euler

Definisi 3.1 (Definisi Garis Euler)

Garis Euler adalah garis yang memuat titik tinggi T, titik pusat lingkaran
luar O, dan titik berat G dari suatu segitiga.

Tiga titik yaitu A', B', C' merupakan titik tengah bagian garis tinggi yang
di atas pada AABC disebut titik-titik Euler(Richard dan George,1981:243).

Garis Euler ditemukan pada tahun 1765 oleh Euler, ia membuktikan
bahwa titik berat G terletak pada sepertiga bagian dari segmen garis yang

dibentuk oleh titik pusat lingkaran luar O dan titik tinggi T pada suatu segitiga

atau OG = %OT (Pembuktian Teorema 2.8).

E'

garis Euler

Gambar 3.1. Garis Euler dalam AABC

39
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Pada Gambar 3.1 ditunjukkan bahwa OF//CT dan CT = 20F. Hal ini
menunjukkan bahwa AGOF dan AGTC sebangun, dengan perbandingan 1 : 2.
Berarti OG: OT=1:3danFG:FC=1:3.

Dalam membahas lingkaran titik sembilan sudah dijelaskan bahwa titik
pusat lingkaran titik sembilan N merupaknan titik tengah OT . Hal ini berarti N
membagi OT menjadi dua bagian yang sama panjang. Jadi titik-titik O, G, N, T
terletak pada satu garis(collinear) yaitu pada garis Euler, dengan perbandingan

OG : GN : NT =2 : 1 : 3. Titik N dan O dipisahkan harmonis oleh G dan T atau

titik G dan T dipisahkan harmonis oleh N dan O.

Gambar 3.2. Garis Euler, OG :GN=2:1dan OT:NT=6:3=2:1

Diketahui titik pusat lingkaran luar O dan titik tinggi T dari AABC dalam
koordinat-koordinat trilinear, yaitu O(cos «, cos 3, cos v) dan T(cos B cos v, cos y

cos a, cos a cos f). Selanjutnya persamaan garis Euler dapat dinyatakan sebagai

berikut:
X y zZ
cos & cos f coS Y =0
cos P cos y COS Y COS O cos o cos B
disederhanakan menjadi :

x ¢os 0cos B - cos’y) + y cos B(cos’y - cos’a) + z cos y (cos’a-cos’B)=0...(3.1)
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Secara umum titik pusat lingkaran dalam I suatu segitiga tidak terletak
pada garis Euler. Pada segitiga sama kaki garis Euler terletak pada sumbu simetri
(Gambar 3.3.(a)). Sedangkan pada segitiga sama sisi titik-titik O, G, N, dan T
semua terletak pada titik pusat lingkaran dalam I, sehingga garis Euler tidak

nyata(Gambar 3.3.(b)).

garis Euler

(@) (b)
Gambar 3.3. Garis Euler pada (a) segitiga sama kaki (b) segitiga sama sisi

B. Lingkaran Dalam Segitiga ABC

Definisi 3.2 (Definisi lingkaran dalam AABC)

Lingkaran dalam AABC adalah sebuah lingkaran yang menyinggung
ketiga sisi segitiga itu.

Segitiga ABC mempunyai sisi BC = a, CA = b, AB = ¢, keliling
(28)=a+b +c, titik sudut A, B, C dan luas daerah A. Lingkaran dalam AABC
mempunyai titik pusat I, jari-jari » dan menyinggung sisi-sisi BC, CA, dan AB

berturut-turut di titik D, E, dan F.
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Berdasarkan akibat Teorema 2.3 diperoleh AE = AF = ¢', BD = BF = &'

dan CD = CE = ¢' (Gambar 3.4).

Gambar 3.4. Lingkaran dalam AABC

Selanjutnya dicari koordinat-koordinat trilinear dari titik-titik D, E, dan F.

Gambar 3.5. Koordinat-koordinat trilinear titik-titik D, E, F

Luas dacrah AABC = A. Berdasarkan Gambar 3.5 diketahui bahwa:

Luas daerah AABD = %pc=A b—, schingga p=2 A i
a a

Luas daerah AACD = %qb =A< , sehingga g=2 A £
a

ab
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Diperoleh titik D dalam koordinat-koordinat trilinear: D(0, q, p) = D(0, 2A c_b
a

b Ac A A A A

A
2A —)=D(0, —, —)=D(0, —, —)=D(0, —, —) =D(0, e,
ac) ©, ab ac) ( abb' acc‘) ( bb' cc‘) ©, &)
& bb'’ cc'
1 a' !

Luas daerah ABAE = —cf = A—, schingga 1= WL
2 b bc

Luas daerah ABCE = a au=A< , sehingga u=2 AL
2 b ab

1

Diperoleh titik E dalam koordinat-koordinat trilinear: E(u, O, ¢) = E(ZA%, 0,
a

AL y=B(A 0, A%y g2 o A y-E2 0, A)=EW,0, ) dengan
bc ab bec' aba' bec! aa' cc'
s
aa
1 b' b

Luas daerah ACBF = —av=A—, sehingga v=2A—.
2 c ac

Luas daerah ACAF = %bw = Ai, sehingga w = 2Abi.
c c

Diperoleh titik F dalam koordinat-koordinat trilinear: F(v, w, 0) = F (2Aé—,
ac
a A Ad A A A A
2A—,0)=F(—, —,0)=F(—, —,0)=F(— , —, 0) =F(d, ¢, 0).
bc ) (ac beb' ) (aca' bch' ) (aa' bb' )= F(d. .0

Titik-titik D, E, F merupakan titik singgung-titik singgung lingkaran
dalam AABC. Jika ketiga titik tersebut dihubungkan maka terbentuk ADEF yang
disebut segitiga titik singgung(contact triangle) dan AABC disebut segitiga garis

singgung(fangent triangle).
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C. Titik Gergonne

Gambar 3.6 berikut menunjukkan ADEF merupakan segitiga titik
singgung dan AABC merupakan segitiga garis singgung dari lingkaran dalam
AABC.

Jika titik sudut-titik sudut A, B, C secara berturut-turut dihubungkan
dengan titik sudut-titik sudut D, E, F maka akan terbentuk segmen AD, ﬁ, dan
CF. Ketiga segmen itu melalui satu titik yang disebut titik Gergonne Ge. Titik
Gergonne ditemukan oleh Joseph Diaz Gergonne seorang matematikawan
Perancis pada abad ke-19. Ia berhasil membuktikan teorema berikut.

Teorema 3.1. Garis-garis yang menghubungkan titik sudut-titik sudut
suatu segitiga dengan titik singgung-titik singgung lingkaran dalam suatu segitiga

bertemu pada satu titik.

Gambar 3.6. Titik Gergonne Ge

Bukti:
Jika D, E, F adalah titik singgung-titik singgung lingkaran dalam AABC maka AF

= AE, BD = BF, CD = CE. Hasil perkaliannya AF.BD.CE = AE.BF.CD atau
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AF BD CD _ AF BD CE

—.——.——=1lat

AF BF CE au B OC EA = 1. Berdasarkan Teorema Ceva maka
garis-garis AD, BE, dan CF bertemu pada satu titik Ge, yang disebut titik
Gergonne dari AABC.

Selanjutnya akan dicari koordinat-koordinat trilinear titik Gergonne. Telah
diperoleh koordinat-koordinat trilinear dari titik-titik A, B, C, D, E, dan F, yaitu:

A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1), D(0, e, /), E(d, 0, /) dan F(d, e, 0).

Persamaan garis AD adalah

&'y J&
1t 0 0 =0 <(0f-0e)x—(f-0)y +(e-0)z=0 & -fy+ez=0
0

1 g Ofy=ez © y= e, ... .o |} 3.2)

L

Persamaan garis BE adalah
XM 7
0 1 0 =0 (f-0)x—(0f-0d)y+(0-d)z=0 & fx—-dz=0
A i o K=dz & z=-§—x(33)

Persamaan (3.3) disubstitusikan ke persamaan (3.2) sehingga diperoleh

y = %.gx. Jika y = e maka x = d dan z = f. Diperoleh titik Gergonne Ge dalam

koordinat-koordinat trilinear, yaitu Ge(x, y, z) = Ge(d, e, f).
Berdasarkan pemahaman tentang perspektivitas dapat disimpulkan bahwa

AABC dan ADEF perspektif dari titik Ge. Titik Ge merupakan titik pusat

perspektivitas dari AABC dan ADEF.



N
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Secara umum titik pusat perspektivitas dari segitiga titik singgung dan
segitiga garis singgung suatu lingkaran tidak berimpit dengan titik pusat lingkaran
dalam segitiga. Kedua titik tersebut akan berimpit jika segitiga titik singgung dan

segitiga garis singgung keduanya merupakan segitiga sama sisi.

D. Garis Gergonne

Berdasarkan Teorema Desargues’, sepasang segitiga yang perspektif dari
sebuah titik(titik pusat perspektivitas) juga perspektif dari sebuah garis(sumbu
perspektivitas). Lingkaran dalam AABC mempunyai segitiga titik singgung yaitu
ADEF dan segitiga garis singgung yaitu AABC yang keduanya perspektif dari

titik Ge.

garis Gergonne

Fr

~

Gambar 3.7. Garis Gergonne

Gambar 3.7. menunjukkan bahwa titik D' merupakan titik potong garis

BC dan garis EF . Selanjutnya akan dicari koordinat-koordinat trilinear dari titik

D'
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Koordinat-koordinat trilinear dari titik-titik B, C, E, dan F adalah B(0,1,0),

C(0,0,1), E(d, 0, /), F(d, e, 0) sechingga persamaan garis BC adalah

X y z
0 1 0] 20 © XZ0 e (3.4)
0 0 1

X Yy z
d 0 f | =0 © -ex+dfy+dez=0.....ccccccevevniaeineiannn..(3.5)
d e 0

Untuk mencari koordinat-koordinat trilinear titikk D', persamaan (3.4)

disubstitusikan ke persamaan (3.5) sehingga diperoleh persamaan berikut:

dfy +dez=0 < dfy =-dez < fy=-ez <:>y=-§z ........................ (3.6)

Jika y = e maka z = -f. Jadi diperoleh tittk D' dalam koordinat-koordinat trilinear,
yaitu D'(0, e, -f) atau D' (0, -e, /).

Dengan langkah-langkah serupa diperoleh koordinat-koordinat trilinear
dari E' dan F', yaitu E'(-d, 0, f) dan F'(d, -¢, 0).

Tampak pada Gambar 3.7 bahwa D', E' dan F' terletak pada satu garis.
Garis tersebut disebut garis Gergonne. Titik-titik D', E' dan F' disebut titik-titik

Nobbs.

Persamaan garis Gergonne adalah:

X y z

0 e -
4 0o ekt dy tdz=0 +P 1a=0
d 0 f ¢
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ox+ T B o o Y g 3T)
e f d e

~ | N

Titik-titik D', E', F' berturut-turut merupakan titik potong garis-garis BC
dan EF s AC dan Bﬁ AB dan DE. Titik-titik D', E', F' terletak pada satu
garis, yaitu garis Gergonne. Dari dua pernyataan tersebut dapat disimpulkan
bahwa garis Gergonne merupakan sumbu perspektivitas dari segitiga titik
singgung ADEF dan segitiga garis singgung AABC.

Jika b'= ¢' maka AB = AC, jadi AABC merupakan segitiga sama kaki dan

D merupakan titik tengah BC. Garis EF// BC sehingga D' merupakan titik di

jauh tak terhingga pada BC (Gambar 3.8.(a)).

Jika a'=b'=c' maka AABC merupakan segitiga sama sisi dan d = ¢ = f,
sehingga persamaan garis Gergonne menjadi x +y+z=0....................... (3.9)
Pada Gambar 3.8.(b) ditunjukkan segitiga sama sisi ABC. Titik-titik D', E', F'

merupakan titik-titik di jauh tak terhingga, sehingga garis Gergonne juga di jauh

tak terhingga.

4./\F
(2 (®)

Gambar 3.8. (a) Titikk D' pada segitiga sama kaki,

(b) Garis Gergonne pada segitiga sama sisi
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E. Lingkaran-lingkaran Soddy
Ada tiga lingkaran yang saling bersinggungan. Titik pusat ketiga lingkaran
itu adalah A, B, dan C. Jari-jari lingkaran-lingkaran tersebut adalah r,, r,, dan 7..
Frederick Soddy mengemukakan bahwa dapat digambar dua lingkaran
yang menyinggung ketiga lingkaran tersebut. Lingkaran yang kecil menyinggung
dari dalam disebut lingkaran Soddy dalam(inner Soddy circle), sedangkan
lingkaran yang besar menyinggung dari luar atau mengelilingi disebut lingkaran

Soddy luar(outer Soddy circle). Tampak pada Gambar 3.9.

Gambar 3.9. Lingkaran-lingkaran Soddy

Jika ketiga titik pusat lingkaran itu dihubungkan maka akan membentuk
AABC. Jari-jari ketiga lingkaran tersebut adalah r,=s—a=a',r,=s-b=0',r,
=s§—c=cC.

Titik pusat lingkaran Soddy dalam(inner Soddy center) adalah S dan jari-
jarinya o, sedangkan titik pusat lingkaran Soddy luar(outer Soddy center) adalah

S' dan jari-jarinya o¢'.
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SA=¢c+s—a,SB=0c+s-—bH,SC=c6+s5—0c,
ZBSC=S,, LCSA=S;, LZASB=S,,

Rumus trigonometri sudut rangkap menyatakan bahwa:

) cos 2a)+1
cos 20 = cos’ 0 —sin® 0, <> cos 20 =2 cos’ a — 1 < cos’ o = (—2)—

1 1 _
sehingga cos’ (5 “]é COS; P o it [5 “J = lc% ,

Pada AABC berlaku :

cos{%a] _b+li-a L1 b>+c®>—a’+2bc _(a+b+chc+b-a) _
4bc 2 4bc 4bc

s(s—a)
bc

4pc 4bc

1 2 2_ 3 2 2 g
dan sin{;a]:%_ B> +c*—a®  2bc-b*-c?+a

(a+c—b)(a+b—c)= (s~-b)s—c)
bc be '

Sehingga pada ABSC juga berlaku hal yang serupa, yaitu:

cosz[lsa]— (c+a)o jdan sz[lsa]_ (s=5)s-c)

. _(G+s—b)(c+s—c 2 _(c+s—ch+s—c)'

Aturan kosinus pada AABC menyatakan o - 5* - &> + 2bc cos o = 0,

karena ‘a L\ © € maka dapat ditulis:

sina  sinf siny

sin’ .- sin’ B -sin® y +2sinBsiny cosa=0.

a+ P +y=180dan % Sa+—;— Sb+%Sc=180 sehingga

sin? S, — sin? 1 sb—sin2lsc +2 sin 1 S, sin lsc cos 1 S, =0.
2 2 2 2 2 2
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(s—b)s-c) (s—c)s-a) (s—a)s-b)

(c+s—ch+s—c)_(c+s—cXc+s—a)_(c+s—aXc+s—b)

2[ (s—c)s—a) (s~a)s—b) o(c +a) };=o

(c+s—c)o+s5-a) (6+s—a)o+s—b) (c+s—b)o+s—c)

Diperoleh

1
<s+s—a_(s+s—b_(5+S-c+2 olc+s-b+s—c) |2
s—a s—b s—c (s=b)s—c)

1

S - % - % 149 o’ N o(s-b) X o(s-c) 5=0
c (s=b)s—c) (s=b)s—c) (s—b)s—c)

1 &, 11 +2 : + L + ! B0 (3.9
s—a s-b s-c o (s=b)s—c) (s—c)o (s—b)
Didefinisikan bahwa kelengkungan(e) = % , R adalah jari-jari lingkaran.

Jadi

1 1
=g, =g,, ——=§&;, —=§, secara berturut-turut merupakan
s—a s—b s—c c

kelengkungan dari O(A,r,), O(B,rp), O(C,r.), dan O(S,0).

Persamaan(3.9) di atas diubah dalam bentuk §,€,,€;,€, sebagai

berikut:

1
€, —€,— € —&, +2[e,6, +8,8, +8,8,p =0
sehingga

1
€ -8 —&—-¢ = -2[8283 + €58, +8284]2

(& _82_83_84)2 = 4[8283 +&58, + 8284]
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2
g +8, +8, +8, —26,8, — 26,8, ~288, +26,8, +28,8, +26,8, =4e,8, +4g,8, +45,8,

2
g, +g, 48, 48, =288, +288, +28&, +28,8, +28,8, +2¢,¢,

2 2 2
(e, +&,+8, +8,) =g, +&, +&, +8,” +2,8, +28.8, +26,8, +25,8, + 26,8, +2¢,8,
=4(g,€, +€,8; +€,€, + 8,8, +E,8, +£;E,)
2 2 2 2 2
=2(g, +&, +&, +8,) —2(g,” +&,” +&;,” +¢g,")
) 2 2 2 2 2
(g, +8,+€,+6,) +2(g, +&," +8; +¢,7 )=2(g, +&,+&,+E,)

Jadi 2(s,” +&," + &, +8,°)=(6, +8, + &, +8,)° ... (3.10)

Dari persamaan (3.10) akan dicari g, atau 1
o

Qe +28, +28,7 +28,°) =8, +8," +&,” 48,  + 26,8, +26,8, + 28,8, +26,8, + 26,8, +26,E,
Ae +¢e,” +8,° )42, =(g, +¢&, +&,) +&,” +2¢,(5, +¢, +&,)
1 2) 3 4 1 2 3 4 4\*1 2 3
2 2 2 2 2 2
26, —¢e, +2(e,  +e, +&;,°)-2¢, (g, +¢&, +&;)—(g,+¢&, +&,)° =0
2 2 2 2 2 2 2
g, —26,(g +&,+8)+2g” +&, +8)—(g, +&, +& +2g8,+268,+2€,8,) =0

2 2 2 2 _
€, —28,(¢, +8, +8&)+ (8, +&," +8;" -2¢:8, — 28,8, — 28,8;) =0

e, +&, +85) T (2(E, +8, +8,)) —4(e +8,° +8,° — 28,8, — 26,8, — 26,85)
g, =
2

_2(g, teg, 83)iJT681£2 +16¢,e, +16¢,¢,
2

=g, +&, +& i‘2\/8182 +€&,8; +E,8;
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g, =€, +&, +&, +2./e;g, + €€, +€,8,) merupakan kelengkungan lingkaran

Soddy dalam dan g,' =g, +¢,+¢g, —2\/8182 +¢&,8,+¢€,8,) merupakan
kelengkungan lingkaran Soddy luar.

Selanjutnya dicari jari-jari lingkaran Soddy dalam, yaitu o .

1
1 1 1 1 1 1 1 2
— = + + +2 + +
o s—a s-b s-c (s—a)s—-b) (s—a)s—c) (s—b)s—c)
_1_ -1
L1 1 1 1 1 1 2
c = + + +2 + +
s—a s—-b s—c (s—a)s—b) (s—a)s—c) (s—b)s—c)
iy A
1
A A A A A A 2
+ + +2 + +
s—a s—-b s-c (s—a)s—-b) (s—a)s—c¢) (s—-b)s—rc)
o A
i 1
A + . + a +2[s(s—c)+s(s——b)+s(s—a)]E
s—a s-b s-c
3 A
- 1
s +2[s(s—c)+s(s—b)+s(s—a)]§
\ A
Bt 7, + 7 s
3 A
4R+r+2s
Jadi jari-jari lingkaran Soddy dalam adalah ¢ = —A— sedangkan jari-jari

4R +r +2s

A

lingkaran Soddy luar adalah ¢' = ————.
4R+r-2s
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Cara menentukan titik-titik Soddy :
Selanjutnya akan ditunjukkan bagaimana cara menentukan titik pusat dari
lingkaran-lingkaran Soddy. Berikut ini dijelaskan bagaimana cara menentukan

titik pusat lingkaran Soddy dalam, yaitu titik S.

Gambar 3.10. Ilustrasi cara menentukan titik pusat lingkaran Soddy dalam S

Lingkaran Soddy dalam O(S,0) pasti menyinggung O(A,r,), O(B,rp), dan
O(C,r.). Misalkan, secara berturut-turut di titik J, K, L. Titik-titik A, B, C
dihubungkan dengan S sehingga terbentuk ASAB, ASBC, dan ASCA.
Diperhatikan O(S,0), O(A,r,), O(B,rp) yang saling bersinggungan di titik J, F, K.
Ditarik garis singgung-garis singgung lingkaran di titik J, F, dan K. Ketiga garis
singgung ini berpotongan di titik W, dan W merupakan titik pusat lingkaran

dalam ASAB. Titik W terletak pada garis singgung lingkaran O(A,r,) dan O(B,r3).
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Artinya WF LAB diF. Dengan demikian dapat diketahui bahwa W terletak pada

IF, karena IF L AB di F. Garis AW merupakan garis bagi £ SAB.
Dengan langkah serupa dapat ditunjukkan bahwa:

¢ Titik U merupakan titik potong dari garis singgung-garis singgung lingkaran
0(8,0), O(B,r), O(C,r.). Titik U terletak pada ID. Garis BU merupakan garis
bagi £ SBC.

e Titik V merupakan titik potong dari garis singgung-garis singgung lingkaran
0(8,0), O(C.r.), O(A,r,). Titik V terletak pada IE. Garis CV merupakan garis
bagi £ SCA.

Titik-titik U, V, W dihubungkan sehingga terbentuk AUVW. Segitiga

UVW merupakan segitiga garis singgung dan AJKL merupakan segitiga titik

singgung dari lingkaran Soddy dalam.

Segitiga UVW mempunyai titik sudut-titik sudut U, V, W yang terletak
pada jari-jari lingkaran dalam AABC, yaitu ID, IE, dan IF.
Segitiga UVW mempunyai sisi-sisi UV, VW, dan WU, dengan £ VAW =

%AA, £ZWBU = %AB, dan AUCV=%LC.

Titik-titik U, V, W terletak pada E, IE , dan IF dengan DU =d IU,
EV=elV,dan FW = fIW.

Setelah letak titik-titik U, V, W diketahui maka dapat digambar AUVW.
Selanjutnya titik pusat lingkaran Soddy dalam, yaitu titik S dapat ditentukan dan
lingkaran Soddy dalam O(S,c) dapat digambar. Demikian pula lingkaran Soddy

luar dengan titik pusat S' dan jari-jari ¢', yaitu lingkaran ®(S',c").
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Titik pusat dari lingkaran-lingkaran Soddy yaitu S dan S' disebut titik-titik
Soddy. Kedua titik ini terletak pada garis penghubung I dan Ge, sehingga garis
penghubung ini disebut garis Soddy.

Titik-titik I, S, Ge, dan S' merupakan empat titik harmonis yang terletak
pada garis Soddy. Titik S' merupakan titik harmonis keempat, jadi jika S dapat
ditunjukkan maka S' dapat dicari. Gambar 3.11 menunjukkan letak S'pada garis

Soddy.

I

garis Soddy
Gambar 3.11. Letak titik S' pada garis Soddy
Selanjutnya jika S' dapat ditunjukkan maka lingkaran Soddy luar dengan

titik pusat S' dan jari-jari ¢' dapat digambar.

F. Garis Soddy

Pada AABC dapat digambar titik pusat lingkaran dalam I dan titik
Gergonne Ge. Melalui dua titik tersebut dapat dibuat tepat satu garis. Titik pusat
lingkaran Soddy dalam S dan titik pusat lingkaran Soddy luar S' terletak pada

garis penghubung I dan Ge. Garis yang memuat titik-titik I, S, Ge, dan S' disebut
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garis Soddy. Untuk selanjutnya garis Soddy dinyatakan sebagai garis yang

melalui titik pusat lingkaran dalam I dan titik Gergonne Ge dari AABC.

C

A ' F B
Gambar 3.12. Garis Soddy pada AABC

Telah diperoleh titik-titik I dan Ge dalam koordinat-koordinat trilinear,

yaitu I(1, 1, 1) dan Ge(d, e, /) sehingga persamaan garis Soddy adalah

11 1 1=0 & (-ax-(f-dy+(e-d)z=0
dnge o fX+dytez—dz—ex— fy=0

o (feyx+(d-fyy+(e-d)z...coooieiiiiii (3.11)
Pada Gambar 3.13 ditunjukkan garis Soddy pada segitiga sama kaki dan

garis Soddy pada segitiga sama sisi.

C
c | garis Soddy
E D
=Ge
A B
F 14}
(a) (b)

Gambar 3.13. Garis Soddy pada (a) segitiga sama kaki (b) segitiga sama sisi
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G. Segitiga Euler — Gergonne — Soddy

Garis yang melalui titik pusat lingkaran luar O, titik berat G, titik pusat
lingkaran titik sembilan N, dan titik tinggi T dari segitiga AABC disebut garis
Euler.

Lingkaran dalam AABC menyinggung sisi-sisi BC, AC, AB seccara
berturut-turut di titik-titik D, E, F. Jika titik singgung-titik singgung itu
dihubungkan maka terbentuk ADEF. Sisi-sisi yang berkorespondensi dari kedua
segitiga tersebut, yaitu BC dan ﬁ, AC dan ﬁ, AB dan DE secara berturut-
turut berpotongan di titik-tittk D', E', dan F'. Garis yang melalui ketiga titik
tersebut disebut garis Gergonne. Garis ini menjadi sumbu perspektivitas dari
AABC dan ADEF.

Titik pusat dari lingkaran-lingkaran Soddy, yaitu S dan S' terletak pada
garis yang melalui titik pusat lingkaran dalam I dan titik Gergonne Ge dari AABC
sehingga garis ini dinamakan garis Soddy.

Bersama dengan garis Euler dan garis Soddy, garis Gergonne membentuk
suatu segitiga siku-siku, yang dinamakan segitiga Euler — Gergonne — Soddy
Gambar 3.14 menunjukkan segitiga Euler — Gergonne — Soddy pada AABC
sebarang.

Titik potong dart garis Euler dan garis Gergonne disebut titik Evans(Ev),
titik potong dari garis Euler dan garis Soddy disebut titik Longchamps(Z),
sedangkan titik Fletcher(Fl) merupakan titik potong dari garis Gergonne dan garis

Soddy.
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zqris Gergonne

FY

Gambar 3.14. Segitiga Fuler — Gergonne — Soddy pada AABC

Segitiga EvZF] merupakan segitiga Euler — Gergonne — Soddy yang
terbentuk. Segitiga ini siku-siku di titik Fletcher(Fl), karena garis Gergonne dan
garis Soddy berpotongan tegak lurus di titik tersebut.

Pada koordinat-koordinat trilincar dua garis /x + my + nz =0 dan
I'x+m'y+n'z=0 dikatakan tegak lurus apabila ({'+mm'+nn')=
(mn'+m'n)cos a + (nl’ + n'l)cos B+ (Im'+I'm)cos y untuk semua a, b, c.

Dari penjelasan sebelumnya diperoleh persamaan garis Gergonne dan

garis Soddy. Persamaan garis Gergonne adalah LI e 0, sedangkan

e
persamaan garis Soddy adalah (f-e)x +(d-f) vy + (e - d) z=0. Kedua garis ini

tegak lurus karena berlaku:
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fre,d-f e=d_ [ =d 4= f}osa+(—+ JcosB+(ﬂ+f—_E)cosy
d e f d e

Pembuktian persamaan ini dijabarkan di lampiran.
Pada Gambar 3.15, Gambar 3.16, dan Gambar 3.17 secara berturut-turut
ditunjukkan segitiga Euler — Gergonne — Soddy pada segitiga sama kaki, segitiga

sama sisi, dan segitiga siku-siku.

5

garig Euler=garis Soddy

E' Ev=2=F1 \ p* garis Gergonne

Gambar 3.15. Segitiga Euler — Gergonne — Soddy pada AABC sama kaki
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F A
A
garis Eulg /5 v \‘\\
/ N\
/ ™.
b
garis Sod,
garis o/ fy \\\
/ >
/ b
™,
\
/ i ™~
/' garis Gergonne .
/ =
r \\
\\
/ \-\
/ N
\\
N\
DTN
Gambar 3.17. Segitiga Euler — Gergonne — Soddy pada AABC siku-siku di A
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BAB IV

PENUTUP

Dalam Bab IV ini, penulis memberikan beberapa hal yang menjadi

kesimpulan dari skripsi ini dan saran bagi pembaca.

A. Kesimpulan

Pada setiap AABC dapat digambar segitiga Euler — Gergonne — Soddy
yaitu segitiga yang dibentuk oleh garis Euler, garis Gergonne dan garis Soddy.
Konsep-konsep yang terkait dengan segitiga ini adalah garis Euler, garis
Gergonne, dan garis Soddy.

Garis Euler, garis Gergonne, dan garis Soddy berkaitan dengan titik tinggi
T, titik berat G, titik pusat lingkaran dalam I, titik pusat lingkaran luar O, titik
pusat lingkaran titik sembilan N, dan tittk Gergonne Ge dari AABC.

Garis-garis yang menghubungkan titik sudut-titik sudut dari AABC
dengan titik singgung-titik singgung lingkaran dalam AABC bertemu pada satu
titik Ge, yang disebut titik Gergonne dari AABC.

Segitiga garis singgung ABC dan segitiga titik singgung DEF perspektif
dari titik Gergonne Ge, schingga titik ini merupakan titik pusat perspektivitas dari
AABC dan ADEF.

Titik-titik O, G, N dan T pada AABC terletak pada satu garis yang disebut

garis Fuler. Keempat titik ini merupakan himpunan titik harmonis, dengan

62
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perbandingan OG : GN = OT : NT =2 : 1. Titik-titik N dan O dipisabkan

harmonis oleh G dan T atau titik-titik G dan T dipisahkan harmonis oleh N dan O.

Titik G terletak pada % bagian dari OT, sedangkan titik N terletak pada -;—

bagian dari OT .

Garis-garis yang berkorespondensi dari AABC dan ADEF berpotongan di
titik-titik D', E', dan F'. Ketiga titik ini terletak pada satu garis yang disebut garis
Gergonne. Garis ini menjadi sumbu perspektivitas dari AABC dan ADEF.

Jika ada tiga lingkaran O(Ar,), O®B,r), O(C,r.) yang saling
bersinggungan maka dapat digambar lingkaran O(S,6) yang menyinggung
ketiganya dari dalam, disebut /lingkaran Soddy dalam. Dapat juga digambar
lingkaran O(S',0') yang mengelilingi atau menyinggung dari luar, disebut
lingkaran Soddy Iluar. Kedua lingkaran O(S,0) dan O(S',c')dikenal dengan
lingkaran-lingkaran Soddy. Jika titik pusat ketiga lingkaran O(A.r,), O(B,r),
O(C,r.) dihubungkan akan terbentuk AABC.

Pada AABC terdapat titik I dan titik Ge. Melalui kedua titik ini dapat
dibuat suatu garis. Titik pusat dari lingkaran-lingkaran Soddy disebut sebagai
titik-titik Soddy, yaitu S dan S'. Kedua titik ini terletak pada garis yang
menghubungkan I dan Ge. Selanjutnya garis tersebut disebut garis Soddy. Titik-
titik [, S, Ge, dan S’ merupakan himpunan titik harmonis. Titik-titik I dan Ge
dipisahkan harmonis oleh titik-tittk S dan S' atau titik-titik S dan S' dipisahkan
harmonis oleh titik-titik I dan Ge.

Dalam koordinat-koordinat trilinear persamaan dari:
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Garis Euler: cosa(cos’B - cos’y)x + cosP(cos’y - cos’a)y + cos v (cos’a - cos’B)z=0

Garis Gergonne: L AN = 0, dengan d:i— , e:i— ,
d e f a(b+c—-a) b(a+c—b)
B 2A
cla+b-c)

Garis Soddy: (f-e)x + (d-f)y +(e-d)z=0.
Segitiga Euler — Gergonne — Soddy merupakan segitiga siku-siku, karena
garis Gergonne dan garis Soddy berpotongan tegak lurus. Hal ini dapat

ditunjukkan dengan membuktikan persamaan berikut:

goe dggfe—d ( —d 4= f}osa+[—+—}cos[3+£ﬂ+ﬂjcosy
d e f d e

B. Saran

Setelah mempelajari segitiga Euler-Gergonne-Soddy penulis menjadi tahu
bahwa segitiga merupakan salah satu konsep yang sangat menarik dalam geometri
bidang.

Masalah-masalah yang berkaitan dengan segitiga Euler-Gergonne-Soddy
dalam skripsi ini terbatas, seperti yang ditulis dalam pembatasan masalah pada
BAB 1 Bagi para pembaca yang tertarik dengan topik-topik tersebut dapat

mempelajari atau membahas lebih lanjut.
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LAMPIRAN

: X z
Persamaan garis Gergonne: 7 + ¥4+ Z=p

e f
Persamaan Garis Soddy: (f-e)x+(d-f)y+(e-d)z=0

Akan dibuktikan bahwa :

f_e+d_f+e—d=[e_d+d_f}osa+[ﬂ+ﬂ]cosl3+(ﬂ+chosy
d e f e f f d d e

Bukti:
(1) Ruas Kiri:

f—e+d~f+e—a’
d e f

A 3 A A¥ FA A A
_c¢c bbb | ad cc 3+ bb' aa
A A A

aa —Z;Z;; cC

Woa “aq by b oo oo

cc' bb' aa' cc bbb aa

bb'-cc' cc'-aa' aa'-bb'
= + +

aa' bb' cc'

_ b(s—b)—c(s—c) +c(s—c)—a(s—a) +a(s—a)—b(s—b)

a(s—a) b(s —b) c(s—c¢)
_ba+bc—-b>—ca—cb+c* catcb—c* —ab—ac+a’ +ab+ac—a2 —ba—bc+b*
alb+c-a) bla+c-b) c(a+b-c)

_ba—ca-b+¢ +cb—ab—c2 +d +ac—bc—a2 +b°
alb+c—a) Ha+c—b) da+b—c)

3 a(b—c)—(b+c)(b—c)+b(c—a)—(c+a)(c—a)+c(a—b)—(a+b)(a—b)
N a(b+c-a) b(a+c-b) cla+b-c)
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_(b=c)a-b-c) +(c—a!)(b—c—a) +(a!—b)(c—a!—b)
B a(b+c—a) b(a+c-b) cla+b-c)

_—(b-0),~(c=a)  ~(a-b)

a b c

c-b a-c b-a
= + +

a b c

(1) Ruas Kanan:

= 1—£+£—1]cosa+(l—£+£—l]cos|3+(l—i+i—lJcosy
. e f f d d e

= i—ijcosow[i——]005|3+[1_£JC°57
f e d f e d

cc —bb'} [ —cc'] (bb'—aa'j
cosP + cosy
ad bb cc

[c(s ¢)—b(s - b)] a+{a(s—a)—c(s—C)JCOSB+[b(s—b)—a(s—a)JCOSY
a(s—a) b(s - b) c(s—c)

(4 A) (& A A A

_|ad _ad b _bb e _cc

- A TA cosa + ATA cosfp+ A A cosy
cc' bb aa cc bb'  ad

ca+cb—c —~ba—bc+ b ab+ac—a’ —ca—ch+¢ ba+bc-b —ab—ac+d’
= 080+ cosP+ coSy
alb+c—a) Ha+c—b) da+b—o)

ca—ba-c +b2 ab—cb—a® +c* bc~ac-b* +a*
0s o+ cos P+ cosy
alb+c—a) b{a+c-b) c(a+b-c)
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(a(c—b)—(c+b)c—b) b(a—c)—(a+c)a—c) cb-a)-(b+a)b-a
'[ G+ o-a) ]°°”+[ ba+o—b) ]mﬁ{ (a+b-c) ]ww

=[(c—b)(a—c—b)]cos a_{(a—c)(b—a-—c)]cos B+[(b—a)(c—b—a)jcosy

a(b+c-a) bla+c-b) cla+b-c)
=—(c_b)cos a+¥cos B+Mcosy
a

_(b=¢) "+ —a2)+(c—a).(a2 +c’ —b2)+(a—b)_(a2 +b —c?)
" a 2bc b 2ac c 2ab

(=)’ +c* —a’)+(c—a)a’ +c’ —b')+(a—b)a’ +b’ %)
f 2abc

=E+bf—b&—cﬁ—f+cf+af+3—cﬁ—f—a&+aﬁ+i+aﬁ—a3—h¥—ﬁ+m?
2abc

_2bc? —2¢b? +2¢ca® ~2ac? +2ab? —2ba*
2abc

bc? —cb? +ca® —ac? +ab* — ba?

abc

_bc(c—b)+ac(a—c)+ab(b-a)
i abc

c—b a-c¢c b-a
= + +

a b c

Jadi terbukti bahwa:

f'e+d_f+e—d:[e_d+d_fjcosow[g+ﬂ]cosﬁ+[ﬂ+gjcosy
d P 1 f f d d e




