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When I'm down & my soul so weary
When troubles come I my heart burdened be

Then I'm still &L wait here in the silence
Until You come & sit a while with me
You raise me up, so I can stand on mountains
You raise me up to walk on stérmy seas
I am strong when I am on Your shoulder

You raise me up to more than I can be

( grolian)
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PERSEMBAHAN

S F A EF AYFRF

Only God can grant Faith,

but you can bear witness.

On[)" God can give hope,

but you can inspire trust in your brothers.

| Only God can give Love,

but you can teach others to love.

only God is Light,

but you can maRg it shine in everyone’s eyes.
Only God can do the impossible,

but you can do the possible.

Only God is sufficient unto Himself,

but e prefers to count on you.

Be God'’s instrument of Faith, Hope, Love,
and Light to others

Skripsi ini kupersembahkan untuk
Bapak & Ibu terkasih,

Mbak Ari tersayang,

Dik Cita & Dik Dimas termanis,

Almamaterku, Universitas Sanata Dharma
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PERNYATAAN KEASLIAN KARYA

Saya menyatakan dengan sesungguhnya bahwa skripsi yang saya tulis ini tidak
memuat karya atau bagian karya orang lain, kecuali yang telah disebutkan dalam

kutipan dan daftar pustaka, sebagaimana layaknya karya ilmiah.

Yogyakarta, 26 Januari 2005

Penulis

Budi Pracayaningdyah
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ABSTRAK

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk memahami salah satu metode
untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear dan dapat membandingkannya
dengan metode yang lain. Metode ini akan menghasilkan fungsi penyelesaian
dalam bentuk deret pangkat, karena itu metode ini dinamakan metode deret
pangkat. Banyak persamaan diferensial yang tidak dapat dicari penyelesaiannya
dalam bentuk fungsi yang tertutup, oleh karena itu inilah alternatif penyelesaian
persamaan diferensial semacam ini. Metode ini adalah prosedur standar yang
sangat efisien dalam menyelesaikan persamaan diferensial dengan koefisien
variabel.

Metodologi penelitian yang digunakan adalah metode studi pustaka.
Secara khusus, skripsi ini membahas penyelesaian persamaan diferensial dengan
metode deret pangkat untuk persamaan diferensial linear orde dua baik di sekitar
titik analitik maupun titik singular regular. Mengingat dalam menyelesaikan
persamaan diferensial dengan metode deret pangkat kita mesti berhadapan dengan
pendiferensialan dan pengintegralan suku demi suku dari suatu deret fungsi, maka
skripsi ini dimulai dengan pembahasan mengenai barisan dan deret fungsi serta
kekonvergenan seragam yang merupakan syarat agar hal tersebut boleh
dikerjakan.

Penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik analitik berbentuk

y=2a,,(x—xo)" yang konvergen dalam | x — xo | < R, R > 0. Salah satu

n=0
penyelesaian di sekitar titik singular regular berbentuk y = (x—x, )’Z a,(x—x,)"
n=0
yang analitik dalam 0 < |x — xo | < R. Bentuk penyelesaian kedua ditentukan
oleh akar — akar persamaan indisial r; dan r,. Sebagai aplikasi dari metode deret
pangkat, dibahas persamaan diferensial yang menghasilkan fungsi — fungsi khas
seperti persamaan diferensial Airy, Hermite, Bessel, dan persamaan diferensial

Hipergeometri.
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ABSTRACT

This paper was aimed to understand one method for solving linear
differential equations and can compare it with others method. This result will be
in the form of a power series, so this method called power series method. Many
differential equations are not able to solve in a closed function form, this method
is an alternative way for solving such equations. The power series method ia a
very efficient standard procedure to solve a differential equation with variable
coefficients.

This paper written by using literature study method. Particularly, the
equations to discuss are the linear differential equations of the second order either
near analytic or regular singular points. A little theory of series of functions and
uniform convergence are prepared before discussing the main topic, because they
stand as prerequisite conditions for operations with power series.

Solution near an analytic point represented as y = ia,,(x—xo)". The

n=0
series converges in an interval | x — xo | <R, R> 0. One solution near
regular singular points given by y = (x —xo)’ia,, (x—x,)" which analytic in
=0
0 <|x — xo | <R. The form of second solution determined by the roots of the
indicial equation r; and r;. As an application of the method, we solve differential
equations of some special functions, likes Airy’s, Hermite’s, Bessel’s, and

Hypergeometric’s equation.
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BAB1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Persamaan diferensial sering muncul dalam model matematika yang
mencoba menggambarkan keadaan atau fenomena tertentu dalam kehidupan
nyata. Banyak hukum — hukum alam dan hipotesa — hipotesa dapat
diterjemahkan kedalam persamaan yang mengandung turunan melalui bahasa
matematika.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat derivatif atau
turunan dari satu atau lebih fungsi. Sekali model matematika tersusun dalam
bentuk persamaan diferensial, langkah selanjutnya adalah menyelesaikan
persamaan diferensial tersebut dan menggunakan penyelesaiannya untuk
membuat perkiraan mengenai kelakuan masalah sebenarnya.

Suatu persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan dapat
diselesaikan dengan metode aljabar (metode operator diferensial dan metode
koefisien tak tentu) dan penyelesaian - penyelesaiannya merupakan fungsi —
fungsi elementer (sin x, cos x, €*). Akan tetapi, bila koefisien — koefisien itu
tidak konstan tetapi bergantung pada x, maka masalahnya lebih rumit dan
penyelesaiannya merupakan fungsi — fungsi yang tidak elementer.

Beberapa persamaan terkenal seperti persamaan Airy, Hermite, Bessel,
dan persamaan Hipergeometri adalah tergolong dalam jenis ini. Karena

persamaan — persamaan ini memegang peranan penting dalam matematika



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

maupun teknik, maka akan dibahas suatu metode untuk menyelesaikan
persamaan seperti persamaan tersebut. Penyelesaian — penyelesaiannya akan
muncul dalam bentuk deret pangkat, oleh karena itu metode ini disebut
metode deret pangkat.

Ternyata masalah tentang penyelesaian persamaan diferensial dengan
metode deret ini pernah ditulis dalam suatu skripsi oleh seorang mahasiswa
FMIPA Sanata Dharma. Akan tetapi, skripsi ini berbeda dengan skripsi
tersebut, bahkan pembahasannya lebih mendasar dan materi yang dibahaspun
lebih luas.

Dalam penulisan ini dibahas persamaan diferensial secara lebih
menyeluruh, yaitu persamaan diferensial dengan koefisien konstan maupun
variabel, homogen maupun tak homogen. Selain itu lebih ditonjolkan
mengenai konsep yang merupakan syarat cukup agar suatu deret pangkat
dapat didiferensialkan dan diintegralkan suku demi suku. Konsep ini sangat
penting karena dalam mengerjakan penyelesaian persamaan diferensial
dengan metode deret pangkat kita selalu berhadapan dengan pendiferensialan
dan pengintegralan suku demi suku. Konsep ini adalah konvergen seragam,
yang menyangkut barisan dan deret fungsi. Karena itu skripsi ini amat berbeda
dengan skripsi tersebut di atas yang hanya membahas persamaan diferensial
linear homogen orde dua dengan koefisien variabel.

Metode deret pangkat menangani persamaan diferensial yang bila

ditulis dalam bentuk baku

Y'+Rx)y+h(x)y =0 (1.1)



s
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a\x a,(x

analitik untuk semua x yang memenuhi persamaan tersebut. Akan tetapi,
beberapa persamaan penting mempunyai suatu titik singular, yaitu suatu titik
x sehingga P; atau P, tidak lagi analitik, sebagai lawan dari titik — titik lain
yang disebut titik biasa.

Dipandang persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien
variabel yang dinyatakan dalam bentuk

a,(x)y"+a (x)y'+a,(x)y =0 (1.2)
Bentuk penyelesaian persamaan diferensial (1.2) akan tergantung pada jenis
titik x o persamaan diferensial tersebut. Sebuah titik x( dapat merupakan titik
biasa atau titik singular.
Dalam pembahasan ini akan ditunjukkan bahwa metode deret pangkat dapat

diperluas untuk mencakup persamaan semacam itu.

. Pembatasan Masalah

Permasalahan dibatasi untuk penyelesaian persamaan diferensial biasa
linear orde dua dengan koefisien konstan dan variabel di sekitar titik biasa dan
titik singular regular. Untuk penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik
singular regular diambil akar — akar persamaan indisial F(r) = 0 yang
merupakan bilangan real. Penyelesaian beberapa persamaan diferensial yang
menghasilkan fungsi — fungsi khas yang akan dibahas adalah persamaan Airy,

Hermite, Bessel, dan persamaan Hipergeometri.
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C. Perumusan Masalah
Pokok — pokok permasalahan yang akan dibahas dalam penulisan ini

dapat dirumuskan sebagai berikut :

1. Bagaimana penyelesaian persamaan diferensial dengan metode deret
pangkat di sekitar titik biasa.‘

2. Bagaimana penyelesaian persamaan diferensial dengan metode deret
pangkat di sekitar titik singular regular.

3. Bagaimana penyelesaian dari beberapa persamaan diferensial yang

menghasilkan fungsi — fungsi khas.

D. Tujuan Penelitian
1. Untuk lebih mendalami dan memahami salah satu metode penyelesaian
persamaan diferensial yaitu metode deret pangkat.
2. Memacu pembaca untuk dapat mempelajari metode penyelesaian
persamaan diferensial yang lain dan dapat membandingkannya dengan

metode deret pangkat.

E. Manfaat Penelitian
Secara umum, penelitian ini bermanfaat untuk mengetahui salah satu
metode yang dapat dipakai untuk mencari penyelesaian persamaan diferensial
biasa linear orde dua dengan koefisien konstan maupun variabel. Metode ini

disebut metode deret pangkat.
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F. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi pustaka.

. Sistematika Penulisan

BAB 1 Berisi Pendahuluan, yang terdiri dari Latar Belakang Masalah,
Pembatasan Masalah, Perumusan Masalah, Manfaat Penelitian, Metode
Penelitian, dan Sistematika Penulisan.

BABII Berisi Barisan dan Deret Fungsi yang terbagi dalam tiga pasal
utama, yaitu Barisan dan Deret Bilangan Real, Kekonvergenan Seragam, dan
Deret Pangkat.

BAB III Berisi Penyelesaian Persamaan Diferensial Dengan Metode Deret
Pangkat, yang terdiri dari Titik Biasa dan Titik Singular, Penyelesaian
Persamaan Diferensial (koefisien variabel maupun konstan) di Sekitar Titik
Biasa, dan Penyelesaian Persamaan Diferensial di Sekitar Titik Singular
Regular.

BAB IV Membahas tentang Penyelesaian Persamaan Diferensial Yang
Menghasilkan Fungsi — Fungsi Khas. Beberapa persamaan yang diambil
adalah persamaan Airy, Hermite, Bessel, dan persamaan Hipergeometri.
BABYV  Berisi Kesimpulan dan Saran.

DAFTAR PUSTAKA
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BAB 11

BARISAN DAN DERET FUNGSI

Dalam bab ini dibicarakan barisan dan deret fungsi yang didefinisikan
pada suatu subset dari himpunan bilangan real R. Namun lebih dahulu diberikan
ikhtisar singkat tentang barisan dan deret bilangan real.

A. BARISAN DAN DERET BILANGAN REAL
1. Barisan Bilangan Real

Definisi 2.A.1
Barisan {a,} adalah suatu fungsi yang daerah asalnya adalah himpunan

bilangan bulat positif.

Definisi 2.A.2
Barisan {a,} dikatakan konvergen jika terdapat bilangan real L dengan sifat
untuk setiap € > 0 yang diberikan, ada bilangan bulat positif N sehingga

| a, — L| < & untuk setiap n > N. Bilangan L dinamakan limit barisan {a,} dan

ditulis lima, = L. Barisan yang tidak konvergen dinamakan barisan

n—wo

divergen.

Jika untuk setiap bilangan real M ada bilangan bulat positif N sehingga

a,> M untuk semua n > N, sering dituliskan lima, = +o.
n—»o
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Barisan ini termasuk barisan divergen, dan sering dikatakan konvergen tak

sebenarnya ke lima, =+x.
n-yo

Demikian halnya jika untuk setiap bilangan real M ada bilangan bulat positif

N sehingga a, <M untuk semua n > N sering dituliskan lima, = —0 dan

n-ywo

juga merupakan barisan divergen atau konvergen tak sebenarnya ke

lima, = —0
Definisi 2.A.3

Barisan {a,} naik bila VneN berlaku a, <a,,, dan turun bila VneN berlaku

a, > a,,,. Barisan yang naik atau turun dinamakan barisan monoton.
Definisi 2.A.4

Barisan {a,} dikatakan terbatas jika terdapat bilangan real A sehingga

| a, | <A, VneN.

Teorema 2.A.1
Barisan monoton yang terbatas adalah konvergen.

Jika { a, } monoton naik dan terbatas ke atas maka

lima, = supremum {a,:neN }

n—co
Jika barisan { b, } monoton turun dan terbatas ke bawah maka

limb, = infimum {b,:neN}

n—ywo



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Definisi 2.A.5
Barisan bilangan yang memenuhi

(Ve>0)(INeN )} Vn,m =N = |a, —a,, | <€) dinamakan barisan Cauchy.

Teorema 2.A.2

Barisan bilangan { a, } konvergen bila dan hanya bila {a, } barisan Cauchy.

Barisan Bagian

Diberikan barisan {a,} dan dibentuk barisan bilangan asli {ny } dengan n; <
n<n<..<m<..

Barisan {a,,l :k eN } yakni 2 N NN S dinamakan barisan bagian dari
barisan {a,}. Jadi ada tak hingga barisan bagian dari {a,, }.

Barisan {a, } juga merupakan barisan bagian, yakni untuk n, =k, k €N.

Tebrema 2.A3
Barisan {a,} konvergen ke a bila dan hanya bila semua sub barisan juga

konvergenke a
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2. Deret Bilangan Real

Definisi 2.A.6
U U, Uy U, = 2 u, disebut deret tak hingga.
n=|]

Uy Uy, Uy Un , ... disebut suku-suku deret.

Definisi 2.A.7

Barisan { S, } dengan S, =u; + u; + ... + u, dinamakan barisan jumlah parsial

dari deret Zu" . Bila barisan { S, } konvergen maka deret Zun dikatakan

n=l n=1

konvergen.

limS, =S disebut jumlah deret, ditulis S = Z u,
n—yw . n=t

Jika { S, } divergen maka deret Zu,, dikatakan divergen.

n=1

Teorema 2.A.4

Syarat perlu agar > u, konvergen adalah limu, = 0

n=1



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

10

Definisi 2.A.8

Deret Zu,, konvergen mutlak jika deret Zl u, | konvergen. Deret yang

n=1 n=1

konvergen mutlak pasti konvergen.

Deret Zun yang konvergen tetapi Z| u, | divergen disebut konvergen

n=1 n=l

bersyarat.

Teorema 2.A.5

(1) Deret geometri » ar" =a+ar+ar’+.. + ar"~' + . _konvergen

n=l

a

bila |r|<1 dengan jumlah deretnya Zar"'l = dan divergen

) 1-r

bila [r|>1.

L

(2) Deret p, Z—IE p > 0 konvergen bila p > 1 dan divergen bilap < 1
n

n=l

(3) Deret harmonis Z ! merupakan deret yang divergen.
n

n=1

(4) Deret selang seling Z(—l)"+I a, konvergen bila

n=1

aza,2a,>..2a,2..dan lima, =0

n—>+x

© n+l
Bila deret Z(— l} konvergen maka jumlah deretnya In 2.
n

n=l1
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Teorema 2.A.6

Andaikan Zu,, dan Zv,, adalah deret-deret dengan suku-suku positif dan
n=1

n=1

Un < Vp, VNeN

(1). Jika Zv,, konvergen maka Zu,, konvergen.

n=1 n=l

(2). Jika > u, divergen maka > v, juga divergen.
n=1 n=1

Teorema 2.A.7

Andaikan Zun adalah deret dengan suku-suku positif dan o = lim Yner

n—yoo
un

n=1
(1) Deret konvergen jika p <1
(2) Deret divergen jika p >1 atau p =+

(3) Deret dapat konvergen atau divergen jika p=1.

Teorema 2.A.8
Jika Zun deret dengan suku — suku tidak nol dan p = lim Y
izl n—y+<0 un

(1) Deret konvergen mutlak jika p <1
(2) Deret divergen jika p > 1 atau p = +oo

(3) Deret dapat konvergen atau divergen jika p=1.
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Teorema 2.A.9

Andaikan ) u, adalah deret dengan suku — suku positif dan p = lim3/u, ada

n=1
(1) Deret konvergen mutlak jika o <1
(2) Deret divergen jika p > 1 atau p =+

(3) Deret dapat konvergen atau divergen jika p=1.

Teorema 2.A.10
Diberikan fungsi f(x) yang bemnilai positif, kontinu, dan turun untuk semua

nilai x 2N, untuk suatu bilangan bulat positif N.

Maka deret Zu,, dengan u, = f(n) , untuk n 2N konvergen atau divergen
n=1

berturut — turut bila _[ f(x)dx konvergen atau divergen.
N
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B. KEKONVERGENAN SERAGAM

Diberikan barisan fungsi { f, } yang didefinisikan pada suatu himpunan E
subset dari R. Jika untuk semua x €E barisan bilangan {fn(x)} konvergen
maka dikatakan bahwa barisan fungsi { f, } konvergen titik demi titik pada E
atau disingkat konvergen pada E. Jika barisan { f, } konvergen titik demi titik
pada E maka barisan itu menentukan fungsi f(x) yang dinamakan fungsi limit
barisan { f, } pada E.

Jadi, untuk semua x €E,

£x) = lim £,(x)

Barisan { f,} yang konvergen titik demi titik pada E didefinisikan sebagai
berikut :

Definisi 2.B.1

Barisan fungsi { f,} konvergen titik demi titik ke fungsi f pada E bila dan
hanya bila untuk setiap XeE dan untuk setiap € > 0 yang diberikan, terdapat

.bilangan bulat positif N eN sehingga untuk semua n eN, n > N berlaku

| £(x)-f(x)[<e

Barisan {f,} yang konvergen titik demi titik pada E dinyatakan dengan

f,— f konvergen titik demi titik pada E atau disingkat f, — f pada E.
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Jika ditulis dengan lanibang :
(f, > fpada E)o (VxeE )} 3¢ >0 ) INeN }( VneN,n> N =
| fi(x)-f(D)|<e)
Jadi dalam hal ini bilangan asli N adalah fungsi dari x dan €. Jadi, jika e >0
telah diberikan, maka untuk VXeE, N tergantung padax. Jadi masing —
masing x €E bersesuaian dengan nilai N sendiri — sendiri.

Jika diberikan € > 0 dapat dicari bilangan bulat positif NeN yang bisa
bekerja untuk V x €E sehingga untuk VneN, n =N berlaku
| £, (x)=f(x)| <e untuk Vx€E, maka barisan { f,} dikatakan konvergen
seragam ke fungsi f pada E. Barisan { f, } yang konvergen seragam pada E

dinyatakan dengan f, — f konvergen seragam pada E.

Definisi 2.B.2

Barisan fungsi { f,} dikatakan konvergen seragam ke fungsi f pada E bila

dan hanya bila Ve >0 yang diberikan, terdapat bilangan bulat positif NeN

sehingga VneN, n 2N dan VXeE berlaku| f (x)- f(x)|<e

Dengan notasi dapat dituliskan sebagai berikut :

( f, = f konvergen seragam pada E )< (Ve>0)(INeN)(VneN,n2=N,

VXeE = | f,(x)~f(x)|<e )
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Dari kedua definisi di atas jelas bahwa jika f, — f konvergen seragam pada
E maka f, — f konvergen titik demi titik pada E, tetapi sebaliknya tidak
benar.

Dengan lambang dapat dituliskan bahwa barisan { f,} tidak konvergen
seragam ke fungsi f pada E jika

(Fe>0 )} VNeN ) dneNAn2N,IXeEA | f(x)-f(x)|2€ )

Catatan :
Konsep kekonvergenan seragam untuk barisan fungsi adalah pada suatu

himpunan, tidak pernah pada suatu titik.

Contoh 2.B.1

Diketahui f,,(x):-l— xe€[a,l] dan a >0
nx

Buktikan bahwa f (x) konvergen seragam pada [a,1]

Penyelesaian :

Untuk V x €E,
] .1
f(x)=1lim £ (x) = lim—=0
n—w n—w nx
Diberikane >0

Untuk V x € [a,l] berlaku

| £(x)=0]=| fi(x)|=——<-1  sebabO<a<x<1
nx na

Ada bilangan bulat positif NeN sehingga 7\[1— <g
a
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Dan untuk semua n >N, L < L <€
na Na

Jadi, ( Ve >0 )( INeN )( Vn 2 N, Vxe[a,l] = |f,(x)-f(x)]

< <g)

1.1
nx na

= J,(x) konvergen seragam pada [a,1]
Bila interval diganti menjadi 0 < x < 1, f, (x) tidak konvergen seragam.

Adag >0, diambile =1
N sembarang €N

Ada n eN, diambil n = 3N >N dan dapat dicari
x € (0,1) diambil x = e sehingga
, AN 28

|j:,(x)—0|=i= L =12>g, sebabe =1
-~ 1

3N.—
3N

Jadi dapat dicari € > 0, yaitu € = 1, untuk sembarang NeN dapat dicari n

>N, sebut saja n = 3N dan dapat dicari x € (0,1) yakni x= Elﬁ sehingga

fn[#]—O. =] >¢

- [, (x) tidak konvergen seragam pada ( 0,1 )
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Secara geometri, konvergen seragam dapat dilukiskan sebagai berikut :

f-€

a b
A —-)f konvergen seragam pada E
Untuk n 2 N, gambar f, terletak diantara f-¢ dan f+¢
Teorema 2.B.1
Barisan fungsi { f,} konvergen seragam pada E bila dan hanya bila untuk

setiap € > 0 ada bilangan bulat positif N sedemikian sehingga untuk semua n,
m dengan m =N, n 2N dan untuk semua x €E berlaku | £, (x) - f,,(x)| <€
(1) Diketahui f, — f konvergen seragam pada E dan diberikang > 0.

Maka'terdapat NeN sehingga VneN,n>2N =
&£ &£
£ (x) =)< 5 dan|f,(x) - f(x)]< 5

Jadi V x €E, Vm, n 2 N berlaku
| £,(X) = fu) = (£ (x) = f(x)) + (f (%)= f(x)) ]
S|AH@=f(D+H]f(x)- f,(x) |

| £() = fu(®)] < i;- + -g- e (terbukti)
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(2) Diketahui bahwa Ve > 0 terdapat NeN sehingga Vm, n 2 N, VxeE

berlaku | £,(x) - £, (x)]| < %

Jadi V x E barisan bilangan { f,,(x)} barisan Cauchy sehingga { f,(x)}
konvergen. Dimisalkan f,(x) = f(x), VxeE.

V x €E, apabila m — o maka f, (x) = f(x) sehingga Vn 2 N, VxeE

berlaku | £,(x)~ f(x)| < % <e

Jadi f,— f konvergen seragam pada E.

Teorema 2.B.2
Andaikan f(x) = '1'2130 [, (x), x€E dan M, = sup re;num | £, (x) - f(x)]|
maka f,— f konvergen seragam pada E bila dan hanya bila M, — 0
Bukti :
(1) Diketahui f,— f konvergen seragam pada E
Diberi £ > 0, maka terdapat NeN sehingga VneN, n > N, V x €E berlaku

£

| fo(x) - f(x)| < %

Jadi M, = supremum | f,(x)— f(x)| < % <g,Vn>N
xek

Bilan —» 0 maka M, —» 0

S M—0
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(2) Diketahui M, —» 0
Diberi € > 0 harus dibuktikan terdapat N sehingga Vn> N

M, = supremum | f (x)- f(x)|<¢€

xeE

Diberie >0,INeN, Vn>2N=> M, <¢
M, = supremum | £,(x) - £ ()

| ()= f(x)|SMa, VxeE

| £ ()~ f(x)|<e ,Vxe€E,Vn2N

.. f, konvergen seragam.

Contoh 2.B.2 (1)

x2

Diketahui f,(x) = ———
et £ = iy

x€[0,1],n=1,2,3, ...

2

S = i -

Bila x #0, f,,(x)=—11— 2 f,,(lJ=1

1+ —(1-nx}
X
M. =|f,(x)= f(x)|=]|/(x)-0]<1,sebab0< f,(x)<1, Vxel0,1]
Sedangkan f,,(;lz-]=l

Jadi M, =1 untuk Vn € N, sehingga M, tidak konvergen seragam ke 0.

-~ J,(x) tidak konvergen seragam.
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Contoh 2.B.2 (2)

sinnx

Diketahui f (x) = xe[0,x] ,n=1,2,3, ...

Jo(x)—>0

sin nx
=0

f(x)=lim f,(x) = lim

PAOIEE
n

-7 =] fi()-0[=] L <

Jadi M, = supremum | f,(x)-0|= 2
n

xeE

M,—>0

= f,(x) konvergen seragam pada [0,r]

Teorema 2.B.3 (Uji M. Weierstrass)
Andaikan deret fungsi
u(x)+u(x)+ ... +tuy(x)+ ... pada E
M; + M, + ... + M, + ... merupakan deret dengan suku — suku positif yang

konvergen dan | uy(x) |<M; ,VxeE

Maka deret uy(x) + u(x) + ... +u(x) + ... konvergen seragam.
Bukti :
Diandaikan barisan jumlah parsial

Su(x) =u(x) +ux)+ ... +ua(x)



[

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

21

Maka, jikan> mdan x €E

Sa(x) = Sm(x) =um+1(x) + ... +u(x)
Dan |SF(x)—Sm(x)|st+1+ ... tM; (karena ju(x)| < My)
Diberie >0
Karena M, konvergen maka barisan jumlah parsialnya konvergen, jadi
menurut barisan Cauchy maka INeN sehingga Vm, n 2 N berlaku

Mp+1t ... tMy<e
Jadi, diberi € > 0, INeN sehingga Vm, n 2 N dan V x €E berlaku

[Sa(x)—Sm(x)I <8

Menurut kriteria Cauchy (teorema 2.B.2), Zu,, konvergen seragam pada E.

n=1

Contoh 2.B.3

sinx sin2x sin3x sinnx
+ +

Diketahui deret v >3 7 -

2

Berarti M, = 1+?12— +? +..+ L+ ... konvergen ( karena merupakan deret p
n

denganp=2>1).

Jadi Z s1n2nx konvergen seragam untuk semua x.
n=l n
Teorema 2.B.4
Jika { f,} kontinu di x, padaE dan f,—> f konvergen seragam pada E maka

S kontinu di x, padaE.
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Dapat dituliskan :
|f ()= F(x) IS ()= L+ 1u(x) = Sa(xo)l + 1 fa (%) = £ (%))
Jika diberi € > 0 harus dibuktikan bahwa terdapat 6 > 0 sehingga V x €E,

|x - x,| <8 berlaku| f(x)— f(x,)|<¢e

Karena f,— f konvergen seragam pada E dapat dipilih N;eN sehingga
V2N = | £y, ()= F(0)[< % ,VxeE

Karena f,(x,) konvergen ke f(x,) maka terdapat N, sehingga untuk
VnZszerlaku]f,,(xo)—f(xo)|<%

JikaN = max(N 1.N2) berlaku

/M) = [ ()< 5 dan|/n(x) = F (%)< 5, VxeE

Karena fn kontinu di x, maka terdapat 3 > 0 sehingga Vx €E, |x - x| <8
berlaku | fy(x)~ fu ()| < 5

Jadi, untuk | x - x| < & berlaku :

| f ()= fx =] S (%)= (o) + 1 ()~ fu(xo) |+ | S (%) = F (%)

Ll
3 3

Wi,

=€

.~ f kontinudi x,.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Akibat :

23

Jika f, konvergen seragam ke f dan f, kontinu pada E maka f kontinu

pada E.

Teorema 2.B.5

Jika barisan { f,} kontinu pada [a,b] dan konvergen seragam ke limit fungsi

f pada [a,b] maka IIf (¥)dx = lim ifn (x)dx

Bukti :

Karena J, kontinu pada [a,b] maka [ f(x)dx ada

Harus dibuktikan jika diberi € > 0, terdapat NeN sehingga Vn > N berlaku

| (Ao [ £

<€g¢

Terdapat N sehingga Vn > N, V x €[ a,b] berlaku

£
b—a

|0~ f(x)] <

Jadi

b b b
[ £ If(x)dXI < 1,0 = f(o)faz

<f£dx=a

b-a

| [fad- [ f(x)dx| <e

, karena f, - f konvergen seragam pada [a,b]
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Akibat :

Jika f(x)= Z u, (x) konvergen seragam dan kontinu pada [ a, b] maka

n=l

j Fde =y, J ()

n=1 4

Dengan kata lain, deret di atas dapat diintegralkan suku demi suku.

Contoh 2.B.4 (1)

cosnx

Diketahui f(x) = Z

n=l

A
> (D)
Tunjukkan bahwa If (x)dx = HZ_(; Q2n+1)

Penyelesaian :

Jf(x)dx > J ,(x)dx

n=1 4

% .
Tadi Jf(x)dx f/ — cosnx Zf/cosnx

. sin2x sin3x sindx sin nx %
=|sinx+— + + ot —— ..
27 64 n
1 1 -n-
et
27 125 Qn+1)°3

(=D"
Z “ 2n+1)°
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Contoh 2.B.4 (2)

Diberikan barisan { f,} dengan f,(x) = n 2nx x€[0,1]

+ n’x*
Jika f,(x)~> f(x), Vxe[0,1] tentukan [ f(x)dx dan 152j; £ (x)dx

Penyelesaian :

Untuk x =0 maka f,(0)=0, Vn € N. Jadi lim £,(x) =0

Untuk 0 < x < 1, Jim f,(x) = lim- 2”f 7= lim— ZiallV
n—w n—y +nx n—» —+m4
n

Jadi f(x)=limf (x) =0,untuk 0< x <1

dan [ f(x)dx =0

1 2nx 1 du
L .
014 n°x? -[°1+u

[ £ (xydx =

~ ='[tan—‘(nx2)]‘
0
=tan' n—-tan’ 0=tan’ n
. . 4. 1
tan'n—> T jadi [ f, ()dx > 7,
Jadi [ f(@)dx # lim [ £, (x)dx
0 nowd0”

Kekonvergenan tidak seragam dari f, dapat diselidiki dengan menggunakan

teorema 2.B.2

Karena

(g4

M, = supremum | f,(x)— f(x)| = supremum| f,(x) |2 f[—l—] =vJn
[0,1} ‘\/’7

x€[0,1] x€
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Teorema 2.B.6

Diandaikan { f,} barisan fungsi yang terdiferensialkan dan konvergen titik
demi titik ke fungsi f pada [a, b]. Jika {f," } barisan fungsi kontinu dan
konvergen seragam pada [a, b] maka { f,} konvergen seragam pada [a, b]
dan f(x)=limf,'(x) . xela,b]

Bukti :

(1) Diberi € > 0 dan titik tetap x, €[ a, b}
Karena { f (x,)} konvergen maka barisan ini merupakan barisan Cauchy,
sehingga dapat dipilih N sehingga Vn > N berlaku

0] lﬁ(xo)—fm(xo)|<§ dan

£
2(b—a)

(ii)

5O 1,0 <

te[a,b] (karena konvergen seragam)

- Menurut teorema nilai rata — rata hitung diferensial, untuk x, te[a, b] dan
F= f - f, terdapat X diantara x dan t schingga
F(x)-F@®)=(x -t)F (X)
Tadi [(£,() - £,(0) - (£, - £,@0) =[x - ) F'(X)|

=] x -t[ [£'(X)~ ' X))
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Dari ketaksamaan

£, = £, < |[(f,(0) = £,0)= (£, (x0) = frn (o)) +

1.50) = (%)
yang berakibat | f,(x)— fm(x)| < €, untuk @ < x < b,n>N, dan
m > N. Jadi menurut kriteria Cauchy, barisan { f, } konvergen seragam ke
f(x)pada[a,b].

(2) Karena f, terdiferensialkan jadi f, kontinu dan f,— f konvergen
seragam maka f kontinu pada [ a,b].
Akan dibuktikan f'(x) = }'i_lgf,,'(x) , x€la,b]
Bukti :

Karena f,' kontinu pada [ a,b] maka
[£, @t = £,(0) - £,(a) , xela, b]

Diandaikan f,' — g konvergen seragam. Karena f,' kontinu maka g

kontinu pada [ a, b].
L+ A~ £, = [ 14,0t = Ax.f,(X)

fu'(x+Ax) - £,(%)

DL f
TE22TE _im 1,00 = 500

Jika Ax mendekati nol, X mendekati x,

£ = Jim LEE BT _ i g1

Ax—0
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Karena g kontinu maka }xlmo g(X)=lim £ '(x)
s fi@)=lim £,'(x)

Akibat :

Jika f(x)=) u,(x) konvergen dan » u,'(x) konvergen seragam dan

n=] n=1

kontinu maka f'(x) = iu”‘(x)

n=1

Dengan kata lain deret tersebut dapat didiferensialkan suku demi suku.

Contoh 2.B.5

X

Diberikan barisan { f, } dengan f, (x)= 5
14 nx

, xeR

Tunjukkan bahwa barisan { f,} konvergen seragam ke suatu fungsi f dan
bahwa persamaan f"'(x) = lim f,'(x) benar jika x # O tetapi salah jika x =0

Penyelesaian :

=0,xeR

2

f(x)=1lim f,(x) =lim
& n=e ]+ nx

N Y
dan fn (X)-— (1+nx2)2 .

£.'(x)=0 untuk nx*=1= x? _1 atau x=i—1— . Dapat diberikan bahwa
h n

VneN, f (x)mempunyai maksimum di 1 dan minimum di - RS

7 T
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ERIY /- S TP
Sedangkanf(+ n)— el ZJ_ 2‘/_sf(x)< J;VxeR

Dengan demikian M, = sup remuml fo(x) = f(x) =

2J_

Bilan - o maka M, — 0.
~. J,— f konvergen seragam pada R.
Karena f(x) =0Omaka f"(x) =0, untuk Vxe R.

1-nx?

Untuk VheN dan V x e Rnilai dan f,,'(x):—22
1+ nx*)

£,0) =1, jadi lim £,'(0) =1 £'(0)
lim £,'(x) = 0, untuk x 0.

Jadi f'(x) = lim ,'(x) , untuk x # 0.
o f()=limf,)(x), x€ R~ {0}

Catatan :

Akan diselidiki apakah {.f,'} konvergen seragam pada R — {0}

Diambil € > 0 yakni &= % , dan N sembarang bilangan bulat positif, maka

dapat dicarin=N dan x = 2 eR - {0} sehingga

Jn
A AR P2

Jadi f,' tidak konvergen seragam pada R — {0}
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Jadi, untuk £ = % dan sembarang NeN, dapat dicari n > N yakni n = N dan

2
x € R— {0} yakni x = —— sehingga
{0}y NP g8

.. barisan { f,'} tidak konvergen seragam pada R — {0}.
Jadi hipotesis dalam teorema 2.B.6 tidak dipenuhi yakni {f'} tidak
konvergen seragam pada R — {0} tetapi konklusi yakni f'(x) = 'ltl_r’g f'(x), xe

R - {0} benar.
Dengan demikian, hipotesis dalam teorema 2.B.6 adalah cukup tetapi tidak

perlu.
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DERET PANGKAT

Definisi 2.C.1

Deret pangkat dalam x adalah Zanx” , dengan a, koefisien deret.
n=0

> a,(x—x,)" dinamakan deret pangkat dalam (x - x,)

n=0

Teorema 2.C.1

Pada deret pangkat Zanx” tepat satu diantara pernyataan — pernyataan

=0

berikut yang berlaku :

(1) Deret konvergen hanya untuk x = 0.

(2) Deret konvergen mutlak untuk semua nilai x.

(3) Terdapat suatu R > 0 sehingga deret konvergen mutlak untuk semua nilai
x dengan| x | <R dan divergen untuk semuanilai x dengan | x [>R.

Bukti :

(I)AJ ika nol satu — satunya nilai x yang menyebabkan deret konvergen, maka
(1) berlaku. Dengan kata lain, (1) teljédi bila dan hanya bila x = 0. Kita
katakan R radius konvergensi, dimana R = 0 dan interval konvergensinya

tidak ada.

(2) Andaikan deret yang diketahui konvergen untuk x = x, (x, #0), maka

deret konvergen mutlak untuk | x | < | xll
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Jadi, jika tidak ada nilai x yang menyebabkan deret divergen, maka deret
konvergen mutlak untuk semua x. Jadi, deret konvergen di | x |< .
Dalam hal ini interval konvergensi deret adalah di sepanjang sumbu x
dengan radius konvergensi R = co.

(3) Diandaikan deret konvergen di x, (x, #0) maka deret konvergen mutlak
untuk | x | <|x,| dan jika deret divergen di x, maka deret divergen untuk
x> x,l.

Jadi, jika terdapat x, < x, sehingga deret konvergen di x, dan divergen di
x, maka terdapat R diantara x dan x, sehingga deret konvergen untuk
—R < x <R dan divergen untuk | x| >R

Deret dapat konvergen atau divergen di x = + R. Perlu pemeriksaan
khusus pada ujung-ujung interval konvergensi, yaitu di x =-R atau x =R

apakah deret konvergen atau divergen.

Teorema 2.C.2

Radius konvergensi deret Za,,x" adalah

n=0

a

R = lim|—=

n—>w

an+l

asalkan limitnya ada atau bernilai +oo.
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Contoh 2.C.1
© !
Tentukan radius konvergensi deret ZEZ'—’Z)Z'x"
n=0 (7

Penyelesaian :

_ (2n+2)!
2

!
Diketahui a, = (2n)! maka q,, = =
(n!) (n+1)!)

R= lim

ne-w|

a, | _ . lem!(+1)Y|
ya| " (n1)?2n+2)t |

_ i@+ D+ 1)
el ninl(2n+2)! |

(n+1)(n+1) |
n>=|(2n +2)(2n +1)|

(n+1)n+1) |=llim
el An+1)(2n+1)| 27

2n+ll 22 4

Teorema 2.C.3
Andai deret pangkat ) a,x" konvergen dalam |x| <R,R>0dan 0<r<R
n=0

maka deret konvergen seragam pada-r < x < 1.
Bukti :
Deret ¥ | a, | I konvergen (karena deret pangkat konvergen mutlak di x =r).

Vxel[-r1],| ax"|<]|a,| 1"
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Didefinisikan M, =| a,| " sehingga | a,x"|<M,, Vxe[-1,1]

Menurut uji M. Weierstrass a,x” konvergen seragam.

@0
.. > a,x" konvergen seragam pada [ I, 1]
n=0

Teorema 2.C.4

Jika f(x) = ) a,x" dan f'(x)= ) na,x"" konvergen untuk |x| <R,

n=0 n=1

maka kedua deret pangkat tersebut mempunyai radius konvergensi yang sama.

Bukti :
(1) Terlebih dahuls akan dibuktikan deret pangkat: 3 na,x™
nel
konvergen mutlak. Andaikan | x | <R, dapat dipilih x;, sedemikian
sehingga | x | <| x, | <R, akibatnya deret ianx" konvergen di x = x,
=0

sehingga lima,x," = 0. Dipilih bilangan real M > 0 sedemikian sehingga

|a,x,” |< M, untuk setiap n € N. Diperoleh,

n-1
M |x
|na”x"'1 S—n—*
x| |x
; x| x"‘1| x|.. n+l |x
Karenahm(n+l)| |n.| | 1= [—{lim =|l—<1
n—re0| |x1| n|x|” xl n—o n xl
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Maka deret pangkat » n

n=l

n-1
i‘ konvergen, akibatnya deret Y na,x""
x .

n=|

konvergen mutlak.

(2) Diandaikan radius konvergensi deret Zna,,x”'l adalah R,;, akan

n=1
ditunjukkan R; =R.
Karena deret berlaku untuk | x | < R, maka R; 2 R. Akan ditunjukkan
R; <R juga benar.

Andaikan R; > R dan dipilih x, sehingga R < | x> | < R; maka deret

Zna,,x"‘1 konvergen mutlak dan deret Zanxz" divergen. Diperoleh

n=} n=0

)

n

n-1

n
a,x, ’ = lna,,x2

n-}1
< na,x,

Akibatnya deret Za,,xz" harus konvergen (kontradiksi dengan kenyataan
n=0
bahwa ) a,x,” divergen) Jadi haruslah R; < R, yang menghasilkan R, =R.
n=0

Terbukti bahwa radius konvergensi deret Z na,x"" juga adalah R.

n=l]
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Andaikan kita bermaksud mendekati fungsi f dengan polinomial
P(x)=c,+ cpx+...+c,x" (2.1)
Fungsi P(x) mempunyai sifat kontinu dan berturunan dimana-mana untuk
semua x. Diandaikan pula f(x) fungsi kontinu dan berturunan n kali di
sekitar x = 0. Jika P(x) mendekati f(x) di sekitar x = 0 maka keduanya
harus mempunyai sifat yang sama di sekitar x = 0, yaitu
P(0)= f(0), P'(0)=/"(0), P"(0)=7"(0)... , P™(0)=f"(0).
Karena
P(x) =cot+eix + cox?+ ... +cgx®

P'(x) =c;+2cx +3c3x?+ ... +ncyx™

PP x)=n(n-1)(@-2).. 1ca=nlc,

Sehingga diperoleh

P(0) =c, f(0)=c,
P'(0) =c /') =¢

P” (0) =2c, 10)=2c,
P"'(0) =3.2¢; 0y =3,
P®(0) = nlc, F®©0)=nlc,

Jadi (2.1) dapat ditulis dalam bentuk

Pir)= £(0)+ f@u+ LD y2 4 7O s AU
2! 3! n!



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

37

atau f(x)= f(0)+ " (O)x+ f"2('0) x*+ f':;'(O) x +...+___f(n)‘(0) %"
- ! nl

Dengan cara yang sama, untuk mendekati fungsi di sekitar x = a digunakan

f(x)= f(a)+f'(a)(x—a)+/(1—'2(|‘-1-)—(x-—a)2 +...+#(x—a)"

Definisi 2.C.2
Jika f(x) berturunan pada semua tingkat di x = a, didefinisikan deret Taylor

untuk fungsi f(x) di sekitar titik x = @ adalah

o {(n)
=3O ix-ay

n=0

Definisi 2.C.3

Jika f(x) berturunan pada semua tingkat di x = 0, didefinisikan deret

: : = f70) .,
Maclaurin untuk fungsi f(x) adalah f(x)= ZTx

n=0

Definisi 2.C.4.
Fungsi f(x) dikatakan analitik di x, jika fungsi ini dapat dinyatakan dalam

ekspansi deret Taylor disekitar titik x = x¢

o £(n) |
f) =3 L e

n=0
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Beberapa deret Maclaurin yang sering dipakai diberikan dalam tabel berikut :

Deret Maclaurin Interval Konvergensi
) x" x2 x" -0 <X<o
=Z—-—=1+x+—+...+—+...
= n 2! n
n _2n+l 3 _1\" 2+l - <xX<
2. sinx= }:( D> _ —x—+...+L+ OSERS®
- (2n+1) 3 2n+1)!
n 2n 2 C(_1\7 21 - <x <
3. cosx= Z( = —x—+...+(lL+ OSK=®
- (2n)! 2 (2n)!
_1\" 1l 2 n __n+l _1< Sl
4 =y X, LG X
n=0 n+l 2 n+l
_ ( l)n 2n+ % (_l)nx2ﬂ+l -1<x<1
5. g7 (x —x— ST
g ()= Zo 2n+1 3 2n+1
© -l<x<1
6. L=Zx" =l+x+x2 +.otx" +... 5
1-x =0
-0 <X <o
) 2n+l1 - 2n+l
7. sinhx=)" =x+E ..+ +
= @2n+1) 3 @2n+1)!
-0 <X <o
o x2n Ty 2n
8. coshx=>) =1+X—+ ..+ +
= 2n)! 2 (2n)!
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BAB III
PENYELESATAN PERSAMAAN DIFERENSIAL

DENGAN METODE DERET PANGKAT

Diperhatikan suatu persamaan diferensial linear homogen orde dua dengan

koefisien variabel dari bentuk

@ ()Y +a(x)y'+ay(x)y =0 (3.1)
dengan a,(x),a4,(x) dan a,(x) fungsi analitik dalam interval | x — x| <R dan
a,(x) # 0. Persamaan diferensial (3.1) dapat dituliskan dalam bentuk

a(®) |, al)
Vi o]

At jika By =22 gon 2y 2R kel DersamaanPdiferensial
a,(x) a,(x)

berbentuk  y"+F(x)y'+F,(x)y =0, yang merupakan bentuk baku persamaan
diferensial (3.1)

Kita akan mencari deret sebagai penyelesaian persamaan diferensial ( 3.1)
dalam pangkat dari (x — x), dimana x, bilangan real. Akan kita lihat bahwa
bentuk penyelesaian akan sangat tergantung pada macam titik x, terhadap
persamaan diferensial tersebut. Sebuah titik x, dapat merupakan titik biasa atau
titik singular.

Pada kesempatan ini akan dibahas deret sebagai penyelesaian di sekitar

titik biasa dan titik singular regular.
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A. Titik Biasa dan Titik Singular

Definisi 3.A.1
Sebuah titik x disebut titik biasa dari persamaan diferensial ( 3.1 ) jika kedua

fungSI al(x) da.n ao (x)

analitik di titik xo. Jika paling sedikit satu
a,(x) a(x

diantara kedua fungsi di atas tidak analitik di titik x, , maka x¢ disebut titik

singular.

Definisi 3.A.2

Sebuah titik xo disebut titik singular regular dari persamaan diferensial (3.1)

jika titik ini adalah sebuah titik singular dan kedua fungsi

RNCAC)) | 2 G(x)
(x xO)az(x) dan (x—x,) ,(0) (3.2)

analitik di titik x,. Jika paling sedikit satu fungsi dalam ( 3.2 ) tidak analitik

di titik xo, maka x, disebut titik singular tak regular.

Contoh 3.A.1
Tentukan titik-titik biasa, titik-titik singular, dan titik-titik singular tak regular
dari persamaan diferensial
(x*- xDy” +@Qx + 1y’ + x*(x + 1)y=0
Penyelesaian :

Dari persamaan diferensial diketahui bahwa a,(x) = x* ~x* , q(x) = 2x+1

dan g,(x) = x*(x+1).
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a(x)  2x+1  2x+1
a,(x) x*-x* xX*(x*-1)

Dengan demikian ,

ag(x) _ 2 (x+1) _ 1
a(x) x*-x* x-1

dan

. Terlihat bahwa setiap bilangan real kecuali 0,

1, dan —~1 adalah titik biasa dari persamaan diferensial yang diketahui.
Untuk mengetahui jenis dari titik singular, kita gunakan definisi (3.A.2)
e Untuk xo=0, kedua fungsi menjadi

2x+1 _ 2x+1 2 X(x+1)  x°
x=x? x(x-1)(x+1) *-x* x-1

sehingga xo = 0 merupakan titik singular. Akan tetapi fungsi

2x+1 2x+1
S ¥ ]
x'=x* x(x-1(x+1)

tidak analitik di xo = 0. Jadi titik xo =0 adalah

sebuah titik singular tak regular.

e Untuk xo = 1, kedua fungsi menjadi |

2x+1  2x+1 , X (x+1)
5 - dan (x-12 X *D
€ )x4 -x* XP(x+1) (*= PO

-1
yang analitik di x¢=1.Jadi xo=1 adalah titik singular regular.
¢ Dan juga serperti halnya titik xo = 1, tittk x¢ = -1 juga merupakan sebuah

titik singular regular.
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B. Penyelesaian Persamaan Diferensial Di Sekitar Titik Biasa
1. Persamaan Diferensial Linear Dengan Koefisien Variabel

Berikut ini merupakan teorema mendasar dari solusi deret pangkat di

sekitar titik biasa.

Teorema 3.B.1

Jika x¢ adalah sebuah titik biasa dari persamaan diferensial
a,(x)y"+a,(x)y'+a,(x)y =0

maka penyelesaian umum persamaan diferensial itu merupakan suatu

ekspansi deret pangkat di sekitar xo , yaitu y= Za,,(x—xo)" dan
n=0

konvergen dalam | x — xo|<R,R > 0.

Bukti :

Diasumsikan xo = 0 sebagai titik biasa.

Bentuk baku persamaan diferensial y"+£(x)y'+F,(x)y=0 , Pi(x) dan

Py( x) fungsi analitik.

Diandaikan A(x)=) 5" , P(x)=Y cx",dan y=) ax" untuk
n=0 n=0

n=0
| x |<R

Maka

Y= ina"x"'1 = i(n +1)a,, x"
n=1

n=0

Y= n(n-Dax"? =) (n+2)n+1a,,,x"
=2 n=0
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A(x)y'= Zb x Z(n +Da, X" = Z[Zn:(k + l)ak+lbn—k}‘n

n=0 =0] k=0

P(X)y = Zcxnz:ax =i|:2a,‘ }

n=0|_k=0

Disubstitusikan ke persamaan  y"+F(x)y'+P(x)y =0

Z(" +2)(n+Da,,,x" + Z[Z(k +1)a;,.b, k}x il: akcn—k}‘ =0

n=0| k=0

Z[(" +2)(n+1a,,, + Z(k +Dag,b, , + Zakcn k]‘n =0

n=0 k=0

Berdasarkan sifat kesamaan dua deret pangkat diperoleh :

(n+2)(n+1a,,, + z(k +Da, b, , + Zakc”_,‘ =0
k=0 k=0

(n+2)(n+1)a,,+ O [(k+1)ay b, +a,c, =0
k=0

1
Jadi — E k+1 b .+ >0
adiq,,, = (n+2)m+]) |:k=o (( )3 1Dy a0, )} n

Relasi di atas disederhanakan menjadi

a, = ( 1_ 5 [Z((k+ Da,,b, ;2 +aCoss )] nx2 (33)

Selanjutnya relasi (3.3) disebut rumus rekursif.

Dari relasi ini, nilai dari koefisien — koefisien a,,a,,.. a, ,... dapat
ditentukan sebagai kombinasi linear dari a, dan a, yang merupakan

konstanta sembarang.



B
é z’_w_'”},{‘:.
[ S

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

44

Jadi y= Za,,x" merupakan penyelesaian umum persamaan diferensial

n=0

a,(x)y"+a,(x)y'+a,(x)y = 0 di sekitar titik biasa x =0.

Sekarang akan ditunjukkan deret konvergen untuk | x | <R
Diketahui P;(x) dan P,(x) konvergen untuk | x | < R, sehingga untuk
sembarang | x | =Ry < R ada M > 0 sedemikian sehimgga
|b,|R’ <M dan |c|R’ <M ,j=0 (34)
Disubstitusikankan ( 3.4 ) ke ( 3.3 ) sehingga diperoleh :
M & (k+Dja,, a Mia, , R,
ja,] < 2 ,,_!,_'5 1-| + I,._kkl-z + l : (3.5)
n(n-D|i=\ R, R, n(n—1)

Didefinisikan konstanta positif A, dengan Ay=|q,| dan A, =|q,|,

M S (k + l)Ak+l Ak Mn..lRo
A4, = n(n-1) l:Z[ Ron—k-z + Ron—k-z J] w7 n(n-1) n=2 (3.6)

k=0

Dari (3.5) dan (3.6) jelas bahwa |a, | < A, ,n20.

Diganti n dengan (n+1) pada (3.6) sehingga diperoleh

__ M IS kD4, A4 MA,R,
An+l - n(n+1) l:;)( Ron—k-l + Ron—k-l J]+ n(n+1)

Jika kedua ruas dikalikan Ry diperoleh :

_ MR, [S((+D4,+4 )|, MR MAR
ROA"H—”(M)[;[ s ]]+n(n+l)(nAn+An-1)+n(n+D

(3.7)
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Dari (3.6) dan (3.7) diperoleh :
M _|nn-D4, _MR, MA4,R,’
RoA = n(n+ 1)[ M R"A"“] * n(n+1) (nd + 4,.)+ n(n+1)

_(n-D4, nMAR, MAR’
Rota = (n+1) * n(n+1) - n(n+1)

r

RoA. =A"[n(n—1)+n1\ﬂ%+1\xﬂ%] ,

n(n+1)

_ | n(n=1)+nMR, + MR
A'n+l - An[ n(n+1)R0 ]

A,y _ n(n=1)+nMRy+ MR,
A n(n+DR,

sehingga diperoleh

| 4,5 _ n(n=1)+ nR, + MR g

| Ax" n(n+1R,

dan lim -ﬁ—‘Aﬂl":ﬂ )
n—w A"x RO

Dengan uji rasio, deret ZA"x" konvergen untuk | x | < Ro dan dengan uji
n=0 ]

banding, deret Za,,x” konvergen mutlak untuk | x | <Ry,
n=0

Karena R, sembarang konstanta dalam 0 < Ry < R, maka deret pangkat

> a,x" konvergen mutlak untuk | x | <R.
n=0
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Contoh 3.B.1.
Tentukan solusi dalam deret pangkat dari persamaan diferensial
y’ + xy’ + (1 - x)y =0 di sekitar titik biasa xo=0

Penyelesaian :

Diandaikan solusi berbentuk y=>a,x", maka y'=) na,x"" dan
n=0 n=l

y'=Y n(n-1a,x"?. Disubstitusikan y, y’, dan y’ ke persamaan
n=2
diferensial yang diketahui :

in(n ~Da,x"? + xi na,x"" +(1-x) ia,,x" =0
n=2

n=1 n=0

© © © o0
Zn(n ~Da,x"? + Znanx" + Zanx" - Zanx"+l =0
n=2

n=} n=0 n=0

o0 0 ao ©
> oa(n=Da,x"2+ Y (n-2)a, X"+ a, ,x" -y a, ;x"? =0
n=2 n=3 n=2

n=3
2a,+a, + Z[n(n -Da,+(n-a,,—a,_ -2 _ 0
=3
Berdasarkan sifat kesamaan dua deret pangkat diperoleh :
(2a, +a,) + [n(n -Da,+(n-a,_, - a"_3] =0
9

2a,+a,=0, maka a, Y

dan untuk n = 3 diperoleh

[n(n-1a, +(n-1a,_, - a,,]=0
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Jadi g, =2 -4
3

a4 G

a, =—+—
12 8
_a _Ta
715 120

Sulit untuk dicari rumus umum suku ke-n. Jadi penyelesaian umum dari

beberapa suku deret berbentuk :

=a0+a,x—&x2+ S 4 x3+[ﬂ+—q‘3—]x4+...
2 63 3 12 8

= a{l—lx2 LY SN +al(x S JE R I +J
2 6 8 3 12

Contoh 3.B.2

Selesaikan persamaan diferensial (1 — x%)y’’ — 6xy’ — 4y = 0 di sekitar
titik biasa xo=0.

Penyelesaian :

Dengan cara yang sama pada contoh sebelumnya, kita peroleh

(1-x? )i n(n-1ax"? - 6i na,x" —4 ia,,x" =0
n=2

n=l n=0

in(n ~Da,x"? - in(n -1a,x" - 6ina"x" - 4ia"x" =0
n=2 n=2 n=1 n=0
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n=4

Zn(n -Da,x"? - Z (n-2)(n-3)a, ,x">~ 62 (n-2)a, ,x"?
n=2 n=3

a0
n-2 __
- 4Zan_2x =0
n=2

n=2

Berdasarkan sifat kesamaan deret pangkat diperoleh :

n+2

- n=2 dengan g, dan g konstan.
n

Berturut — turut diperoleh

4 6 8 2k+2
a, =—a,,a, = —0,,8, = —a,,.,0y = ———0a,, , k=1

2 4 6 2k
Jika a,,a,,4,....a,, dikalikan maka diperoleh

468.2(k+Daa,a,..a,,_
,a,0,...0,, = (246) "2; A

a,, = (k+1)a, k>1
sehingga a, = 2a,,a, = 3a,,q, = 4a,....
Demikian pula jika kita mengalikan a,,a;,q,....,a,,,, maka diperoleh

5.79..2k +3)aa,a;...a,,_,
3.5.7..Qk+1)

QyQ5Q9..05, 4 =

(2k +3)q,
D = T

. 5 7 9
sehingga a, = -:):a,,aS = ?)’-al,a7 = Ea,,...

i[n(n - l)an - 4an-2 ]xn-Z - 62 (n - 2)an-2xn—2 = i(n - 2)(71 - 3)an_2x”‘2 =0
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Jadi penyelesaian persamaan diferensial (1 — x2)y”> ~ 6xy’ — 4y =0 di

sekitar titik biasa x ¢ = 0 berbentuk

y= aol:l + Z(k + l)xzk:| + al[x + Z%ﬁxzm]
k=1 k=1

Contoh 3.B.3

Selesaikan persamaan diferensial (x — 1)y’ — xy’ +y = 0 di sekitar titik
biasa x¢=0.

Penyelesaian :

Karena xo = 0 merupakan titik biasa maka asumsi solusi berbentuk

¥y = Za,,x" . Dengan langkah yang sama diperoleh :
n=0
(x-1 )Zn(n - l)anx"'2 - Zna”x” + Za"x” =0
n=2 n=l n=0

-] o -] oo
> n(n=Da,x"" = n(n-Dax">*~Y nax" + >ax"=0
n=2 n=2 n=0

n=1

| Dengan menyamakan kedalam pangkat x" ,

in(n +1a,  x" - i(n +2)(n+1a,,,x" - inanx” + ia”x” =0
n=1 n=0 : n=1 n=0 .

(8= 2,)+ 3 [n(n +D)a, = (n+2)(n + 1, + (- ma, " = 0

Berdasarkan sifat kesamaan deret pangkat diperoleh :

a, = % dan .., = n(n+Da,, +(1-n)a,

> 2 1
2 (n+2)n+1)
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) a a a
sehingga a, = —3%,a4 = 29'-,a5 = g‘:-,

9

dan dapat dibuktikan q,,, =
(k+1)!

k=1

Jadi penyelesaian persamaan diferensial (x — 1)y’ - xy’ +y =0 di

sekitar titik biasa x( = 0 berbentuk

y=a,|1+ 3 x| +ax
=t (k+ 1!

Contoh 3.B.4.

Selesaikan persamaan diferensial (1-x?)y"-2xy'+2y =0 di sekitar titik
biasa xo=0

Penyelesaian :

Karena xo = 0 merupakan titik biasa maka asumsi solusi berbentuk
y= ia,,x” . Disubstitusikan y dan turunan — turunannya ke persamaan
n=0
diferensial yang diketahui :
(- )i n(n-1a,x"2 - 2xi na,x"" + 2i ax" =0
n=2 n=l n=0

Dengan melakukan penyederhanaan diperoleh :

2 nn=1a,x"? =% (n=2)(n-3)a, ,x"* -2y (n-2)a, ,x" > +23 a, ,x"* =0
n=2 n=3

n=4

A

v‘ g ot '"-.f o

N\ [ [ MRS S
L)

3 LY 3
B & "Eg I A &
3 PUSTIC <L
L\ P\' )] :1; 2

EYR
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Untuk n = 2, bentuk deret menjadi :

(2612 + 2(10)+ i[n(n ~Da,-2(n-2)a,_, +2a,_, ]x"'z - i(n ~2)(n- B)a”_zxn-z -0

n=3 n=4

sehingga 2a, +2a, =0, jadi a, =—q,

Untuk n =3, bentuk deret menjadi :

6a; + i[n(n ~1a, -2(n-2)a,_, +2a, ,~(n-2)n-3)a, ,x"* =0

n=4

Berdasarkan sifat kesamaan dua deret pangkat diperoleh 6a, =0, a; =0

dan untuk n > 4 diperoleh rumus rekursif a, = Ma

(n _ 1) n-2

Dari rumus rekursif tersebut dapat dicari koefisien — koefisien yang lain,

a a a
seperti @, =——2.a, =——2 g, =—-L
peru a, 3 s 5 a 5
dan dapat dibuktikan a,, = ——2 k>2
(2k-1)
Karena a, = 0 maka pastilah a; =a, =...=0

Jadi penyelesaian persamaan diferensial (1—x?)y"'-2xy'+2y =0 di sekitar

titik biasa xo =0 dapat ditulis dalam bentuk

k=l

= ax+ ao[l -, 2k1-— A xz"]
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2. Persamaan Diferensial Linear Dengan Koefisien Konstan

Bentuk umum persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan

adalah b,y +5,_,y" ™" +...+by'+b,y = f(x), dengan b, # 0,by , by, .

b, adalah konstanta — konstanta real atau imaginer.

Karena persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan tidak
memiliki titik singular, maka menurut teorema (3.B.1). persamaan
diferensial tersebut mempunyai penyelesaian berupa ekspansi deret
pangkat di sekitar titik xo.

Pada pembahasan ini akan dipusatkan penyelesaian deret pangkat di

sekitar titik awal, yaitu titik xo=0.

Contoh 4.B.S.
Selesaikan persamaan diferensial y>* + y = ¢™*

Penyelesaian :

Diasumsikan solusi berbentuk y=) a,x" yang konvergen untuk

n=0

.semua x. Yy’ dan y disubstitusikan ke persamaan diferensial yang

diketahui :

in(n -Dax"2+ ia”x” = i ) x"

n=0 o nl

n

in(n —Da,x"?+ i[a” G :lx” =0

”Z:;[n(n —Da,+a, , - E;-l_)’;;!]x”"z =
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_ (_l)n-—Z _ 0

< n(n-Na,+a,_, e

<

a, = (— l)n_z —_ %2

n 22, dengan g, dan g konstan, diperoleh
n! n(n-1)

1 aq 1 gq
=——— a, = ————
2 2 o3 3
1l _a =l 4
S 6l 6! A ==
1 a -1 4
7100 101 S ETR § T
@y = Q% = gyt = o 81 G5 = 50,05 =585 = T

Dengan induksi matematik dapat dibuktikan rumus — rumus berikut :

1) ‘. = ] oyl n>1
(4n-2)! (4n-2)!
2) a,,=- : — n21
(4n—=1)! (4n-1)
a
3 = 0N nx1
) %=y
4) a 4 n>1

= Gn+ 1))
untuk semua n bilangan bulat positif.

1 q
(4n-2)t (4n-2)!

1) a4n—2 =

~ Dapat dibuktikan rumus benar untukn=1
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- Diasumsikan rumus benar untuk n=k

a _ 1 G
2T (4k-2)0 (4k=2)!

Berdasarkan asumsi tersebut, dibuktikan rumus benar untuk

188 Wi
(4k+2)! (4k+2)!

n=k +1, yaitu a,,, =

4 _ (“1)“1—2 _ G2
2T k1) (k+ Dk

a.. . = D*! %
2T (k41 k(K +1)

_ (= Y N Ay . A% !
(4k+2)! (4k+1D(4k+2) il (4k+2) (4k)\(4k+1)(4k+2)

- _ 1 i
2 (4k-2) (4k-2)!

1 a
2 = I
) Gt = 1 !

- Dapat dibuktikan rumus benar untuk n =1

- Diasumsikan rumus benar untuk n =k

4. = 1 . q
T Bk-1) (4K -1
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Berdasarkan asumsi tersebut, dibuktikan rumus benar untuk

1 q
(4k+3) (4k+3)!

n=k +1,yaitu a,,,=-

(- I)IH |
Qraa = -
(k+1)! k(k+1)

k+1
= (_1)4 i _ Qpp1

(4k+3)!  (4k+2)(4k+3)

1 a
" (4k+3)! - (4k + DI(4k + 2)(4k + 3)

¥ 1 G
W (4k+3) (4k+3)!

)
3) a4n = (4n)‘

: - Dapat dibuktikan rumus benar untuk n = 1

- Diasumsikan rumus benar untuk n=k

all o
* (4!

Berdasarkan asumsi tersebut, dibuktikan rumus benar untuk

. (4}
n= k + 1’ altu a _= — 0
YA Gaees = G 1 a1
(-n* !
Qpsa = -
k+1)! k(k+1)

442
I Gt M - O

(4k+4)! (4 +3)(4k+4)
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- 1 3 1 _q
(4k+4)! \ (4k+4)! (4k+4)

a,. =—2
* (B +4))

=%
D o =
- Dapat dibuktikan rumus benar untuk n= 1

9

a; =—+
st

- Diasumsikan rumus bepar untuk n =k

a =G N
1 Gk + 1)

Berdasarkan asumsi tersebut, dibuktikan rumus benar untuk

a
=k +1, yaitu =—
f YA Sakes = g 5)!
| ¥ G %

WS k+D k(k+1)

k
- CIF _ Qa3

(4k+5)! (4k +4)(4k +5)

1 1 a,
1 (4k +5)! i (4k +3)!(4k + 4) 4k +5) * (4k +3)(4k + 4)(4k +5)

1 1 a
- + +
(4k+5)! 4k+5 (4k+5)!

a =4
3 (b +5)!

Jadi penyelesaian persamaan diferensial y>* + y = ¢™ berbentuk
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-] @w - -] -]
- 4k-2 4k 4k-1 4k +1
y—[a0+Za4k_2x S gy ]+(:a1x+Za4k_1x S Gt ]
k=1 k=1

k=1 k=1

atau dapat ditulis sebagai berikut :

@© x4k—-2 x4k © x4k—l x4k+l
r= a°[1 * ;[— @k (4k)!]] * a‘{x * ;[— @k—1) (Gk+ 1)!]}

) x4k—2 x4k—l
¥ ;[(% - (4k- 1)!]

Sekarang  jika  diambil a, =a, —%— S a,=a, +—;— dan

o Tl 2 x X o 1] 2 X
y=|ag, +=l1l~—+——-——+. . [+|q = | x——+—+...
2 21 41 6l 2 3t 5

Penyelesaian dapat ditulis sebagai y = a, cosx+a, sinx+ %e”
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Contoh 3.B.6.
Selesaikan persamaan diferensial y’’+y’ = x

Penyelesaian :

Diasumsikan solusi berbentuk y = Za,,x" . Dengan mensubstitusikan y

n=0

dan turunan - turunannya ke persamaan diferensial yang diketahui

diperoleh :

- o
> n(n-Da,x"*+ nax"" =x
n=2 =1

Z(n +2)Xn+1a,,,x" + Z(n +Da, x" =x

n=0 n=0
Dengan menuliskan bentuk deret untuk n = 0 dan menggabﬁngkan kedua

deret tersebut diperoleh :

(2a, +a)+ i[(n +2)n+ba,,, +(n+1)a,,, ]x" =X

n=]
Dengan menyamakan koefisien pangkat dari x pada kedua persamaan

diperoleh :
Koefisien x° = 2a,+a, =0 a, = __‘.;1_

1+4q

Koefisien x' = 64, +2a, =1 q, = 3

Dan untuk n > 2, koefisien x" = 0 dan rumus rekursif diberikan oleh

1
n+2

an+2 an+l

1 1 1
Maka a, =_Z|'(1+a1), as =§(l+al), ag =-a'(1+al)
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k+1 (1+a1) kZl

Dan dapat dibuktikan a,,, = (-1) (k+2)

Sehingga solusi dapat ditulis sebagai

2 o _ k+1 w0 _ k+1
=a,+aq x—x—+Z——( D ey +z( D
2! S (k+2) o (k+2)!

2 X X X 2 x* X
=@+ @) Xt L [ -
20 31 41 8] 31 4 5

Jika diambil a,” = a,+a, +1dan a =-a —1sehingga a, =—q," -1 dan

a, =a, +a, +1. Disubstitusikan nilai @, dan a,, sehingga solusi dapat

ditulis sebagai :
* - . .x2 x3 _x4 x3 x4 xS
y= (ao +q +1)+(—al —1) (x—-5+3?—2!—+ .5—?4.;
* * - x2 _x3 x4 x3 x4 x5
=(ay +a )+ (-a -1 (-x"z—!+-:3—!—-‘—1T+... +?—Z!_ §+

— % Ff P>y 1,
=@q, +aq [l-x4+————F———+_ . [—Xx4+—x
20 31 4 sl 2

Solusi di atas dapat ditulis sebagai

—_ " . X 1 2
y =q, +q ¢ +5x —-X.
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C. Penyelesaian Persamaan Diferensial Di Sekitar Titik Singular Regular
Diingatkan kembali persamaan diferensial linear homogen berbentuk
a,(x)y"+a(x)y'+a,(x)y =0, dengan a,(x),q,(x) dan a,(x) merupakan

| fungsi analitik dalam interval | x — xo | <R dan a,(x)# 0. Bila persamaan

diferensial (4.1) ditulis dalam bentuk baku diperoleh y"+P(x)y'+P(x)y =0,

dimana F(x) = 4 dan P (x) = %) juga merupakan fungsi.— fungsi
a,(x a,(x

analiiik. Py(x) dan P2(x) memiliki titik singular regular x, jika titik ini
adalah sebuah titik singular dan fungsi (x — xo)P;(x) dan (x — x0)*Py(x)
analitik di titik x,. Jika salah satu dari kedua fungsi ini tidak analitik di xo
maka xo disebut titik singular tak regular.

Persamaan diferensial linear orde dua dengan titik singular regular xo

mempunyai bentuk

yrpPX) o, 9
(x=%)"  (x=X)

-y=0 (3.8)
dimana p(x) dan q(x) analitik di titik x = x,.
Sebagai ilustrasi, diperhatikan persamaan diferensial Euler berikut :

2x%y” + xy'—y=0 (3.9)
Jelas bahwa titik xo = 0 merupakan titik singular regular dari persamaan
diferensial (3.9) dan penyelesaian umum persamaan diferensial tersebut adalah

y(x)= aix +a2x'”2 (3.10)

Penyelesaian itu ada dalam suatu interval I = ( 0, o ). Tampak bahwa tidak ada

l penyelesaian dari persamaan (3.9) yang dapat diekspansikan dalam deret
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pangkat dengan x, = 0 sebagai titik ekspansinya. Jadi persamaan diferensial
(3.9) tidak analitik di titik xo=0.

Sebab jika

y(x)= Za,,x" ao=0

n=0
merupakan penyelesaian persamaan diferensial (3.9) maka y(x) dan semua
derivatifnya memiliki derivatif kanan di titik xo = 0, padahal tidak ada fungsi
dari persamaan (3.10) dengan sifat seperti itu. Karena itu, penyelesaian
persamaan diferensial di sekitar titik singular regular tidak perlu analitik
(dalam beberapa contoh penyelesaian mungkin analitik).
Walaupun demikian, kita akan menunjukkan bahwa setiap persamaan
diferensial semacam itu memiliki sekurang — kurangnya satu penyelesaian
berbentuk

y(x)=(x - x0) g(x)
dimana g( x) analitik di titik x¢
Untuk persamaan diferensial dengan titik singular regular x¢ = 0 yang

berbentuk
x x
kita mulai mencoba mencari sebuah penyelesaian berbentuk

y(x) = x’Za,,x” ap#0

n=0
Karena p(x) dan q(x) analitik di titik xo = 0 maka p(x) dan q(x) dapat

dinyatakan dalam deret pangkat dalam x.
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Disubstitusikan y(x) dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial

(3.11) sehingga diperoleh :

n=0

x"zi(n +r)(n+r-ax" + l(i px" J[x’_li (n+ryax "]
X\ n=0 n=0

+ ——lz{i: q,,x"][x’ia"x"] =0
X n=0

n=0

n=0 n=0 n=0

i n+r)(n+r-Dax™"?+ (i (n+r)ax"™" ](i an"J

+ (Sar)Sar) o

n=0

Persamaan dapat disederhanakan menjadi :

el

z[(n+r)(n+r—1)a" + Y (k+Pp.y +q"-k)ak}x"+"2 =0 (3.12)

=0
Koefisien x™ dalam persamaan (3. 12) adalah a(F(r), dimana
F(r)= r(t— 1)+ por + qo
Karena koefisien x"~2 harus nol dan a, = 0, maka
Fr)=rr—1)+por+qo=0
Persamaan F(r) = 0 dinamakan persamaan indisial , dimana F(r) diperoleh
dari koefisien x dari pangkat yang paling rendah. Persamaan indisial ini akan
menghasilkan nilai r tertentu, kita sebut dengan r; dan ry. Akar — akar r; dan r,
dinamakan eksponen dari titik singular regular xo=10

Sedangkan untuk n yang lain memberikan rumus rekursif

n-1
m+n@+r-Dan+ Y [(k+r)p, , +q,. =0 n>1
k=0
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(m+n@+r-1as +((n+rpo+qoan+ "z_i[(kﬂ)}?n-k +4,.J =0

[(n+)(n+r-1)+(Mm+r)pe+qolan+ i[(k +7r)D, ""In-k}’k =0

k=0

Persamaan terakhir dapat dinyatakan sebagai

n—1

Fr+n)an+ Y [(k+7)p,  +4, . =0
k=0

n—1
Fe+n)an=-Y [(k+r)p, ,+q, . n=1 (3.13)
k=0

Persamaan (3.13) merupakan fungsi yang bergantung pada nilai r dan
koefisien sebelumnya. Begitu nilai r telah ditentukan, relasi (3.13) akan
menentukan nilai a, berturut — turut sebagai perkalian dari a,. Sebagai

contoh untuk n=1, 2, ... persamaan (3.13) menjadi :

4]
Fe+Da1=-) (k+r)p,., +4,.)a, =—(rp, +q,)a,

k=0

(rp +4q)

' F@r+D
F(e+2)az= — Yk + Py +4, 1)
k=0 X

= - [(@p2+ @)ao + (1 +1)p1 + Q1)@

== [@p2+ g a0 + (1 +0p1 + 1) %—Tl))”

(rpy +9,) a + ((1 +r)p, +‘I1XrP1 +‘I1)a
F(r+2) ° Fr+2)F(r+l) °
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Karena r; dan r; akar —akar persamaan indisial F(r) =0 danr, + o =1 - po
maka
Fo+n=m+n)n+n-1)+O0+r)po+qo
=n’ +2nr; —n+ 1> — 1+ npo + I2po + Go
=n2r; +po+ n—1)+r(r2— 1) + por2 + qo
=n(2r2 + po+ n— 1) + F(ry)
Karena r, merupakan akar persamaan indisial maka F(r;) = 0 sehingga
F(r+n)=n(n+r;—11)
Dapat dilihat bahwa F(r, + n) = 0 bila dan hanya bilan=r; ~r;

Sekarang, apabila F(r, + n) menjadi nol, metode ini akan berhenti karena

n-1

F(; +n)an,= - Z[(k +)Ppi + qn-k}'k

n-1

O. an = —Z[(k+r)pn-k +qn—k}1k
k=0

Ada tiga kasus yang dapat terjadi, yaitu

(]) rn—-rnN
(2) r;—r2=0
(3) n-n=N

untuk N bilangan bulat positif.

Untuk kasus (1) akan diperoleh dua penyelesaian yang bebas linear,

sedangkan untuk kasus (2) dan (3) akan diperoleh sekurang — kurangnya satu
penyelesaian berbentuk y, = x" Za,,x" . Metode untuk menyelesaikan
=0

persamaan diferensial semacam ini disebut metode pengembangan deret
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pangkat. Penyelesaian kedua yang bebas linear akan dibicarakan dalam

teorema.

Teorema 4.C.1
Suatu persamaan diferensial dengan titik singular regular x ¢ berbentuk

P px) .. 49
(x—x,) (x—xp)

7y=0

p(x) dan q(x) analitik di x = x, , dengan r; dan r, akar — akar persamaan
indisial F(r) = 0 sedemikian sehingga r; — r # N dan r; > r, , maka dua

penyelesaian bebas linearnya berbentuk

7= (=5 S, (e x)" (3.14)

n=0

dany, = (x —xo)” iA"(x—xo)"

Kedua penyelesaian ini analitik dalam selang 0<| x — xo|<R
Bukti :
Diasumsikan x¢ = 0 sebagai titik singular regular.

Persamaan diferensial dengan titik singular regular x ¢ = 0 berbentuk :

y"+p_(xly'+ﬂ
X

Zy=0 (3.15)
X

Karena xo = 0 titik singular regular maka kedua fungsi p(x) dan q(x) analitik

di titik xo = 0 sehingga kedua fungsi ini dapat dinyatakan sebagai deret

pangkat, xB(x)=) bx" dan x*Py(x)=) c,x"
n=0

n=0
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Penyelesaian pertama

Diandaikan penyelesaian berbentuk y=> ax"™"

n=0

y'= Z(n +r)a,x™"™" dan y"=) (n+r)n+r-Dax™2.
n=0

n=0

Disubstitusikan y’ dan y'* ke persamaan (3.15) :

x i(n +r)(n+r-1ax"+ l[i px" )[x"l i (n+ r)anx")

n=0 X\ n

i (n+r)(n+r—-Dax"*+ (i (n+ryax"? ]{i p,,x”]

n=0 n=0

+ [ia”xrnr—ZJ(iq”xn] — 0
n=0 n=0

«©

Zl:(” +r)(n+r~-ha,+ i((k +7) Py + i )ak}x'm-z =0

n=0

Berdasarkan sifat kesamaan dua deret pangkat diperoleh :
n—t

@+D@+r—Dant 3 [k+r)p,  +q,,J =0
k=0

Untuk n = 0 diperoleh :
r(r— 1)+por+qo=0
Atau dituliskan F(r) =r(r— 1) + por +qo=0

Diingatkan kembali bahwa persamaan F(r) = 0 disebut persamaan indisial.

66

maka
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Kemudian untukn > 1,
(m+nm+r—Day+ Y [(k+7r)p,  +q,. ] =0
k=0
n—-1
(n + r)(n +r- l)an + Z[(k + r)akpn—k + akqn—k]+ [(n + r)pn—-n + qn-n] =0
k=0
n-1
[(n+Nm+r-)+m+r)p,+a)a, =D [k+r)p,, +4,. (3.16)
k=0

Sekarang, diketahui r; dan r, adalah akar — akar dari persamaan indisial
F(r)=0.

F@)=r(r—1)+por+qo =( -1)(r—rz2)
Sehingga

Fri+n)=(@m+n-rn)m+n-r)=n(n+r —r)

nn-jr—r])< |P(r;+n)| ‘ (3.17)
Sama seperti pembuktian dalam teorema 2.B.1, untuk sembarang | x| = Ro <R

ada konstanta M > 0 sedemikian sehingga |b _,|R"“<M dan

| e, | Ro""‘ < M ,j 20. Dengan menggunakan (3.16) dan (3.17) diperoleh
n—1
n(n -l —r2l) la, [ MY (k+| 7| +DR' ™" | a, |
k=0

Dipilih bilangan bulat positif N sehingga
N-1<|n—-r<N
dan didefinisikan konstanta positif A;j yang memenuhi A;=| q, |

j=0,1,..,N-1,maka

j-1 )
iG-In—e)A =M Y (k+| R | +DR 4, (3.18)
k=0
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maka diperoleh bahwa | a, | < A, n=0,1,2, ...
Dengan mengganti j dengan n dan n — 1, pada (3.18) diperoleh
n—1 n-2
MY (k+|r | +DR™ 4, MY (k+|n | +DR ™4,
A" = £=0 dan A"_ = k=0
n(n-\r,—n) ' (=Dl 5 -1
sehingga
n-1
MY (k+|n | +DR "4
4 |MEEIRIDRTAL iy
& n-2
An—l n(n-\n-n)) MZ“‘* |7 |+1)R0k—"+lAk
k=0
_m-Dn-1-lrn-r)+M@t+{s)
n(n—|n—n| Ry
dan
lim| 4| _ pi =D L[R5 )+ Mut 1] [ x] x|
e A, x| e n(n=| 51| R, R,

Berdasarkan uji rasio, deret ZA,,x" konvergen mutlak untuk | x | < Rg dan

n=0

dengan uji banding deret Za,,x" konvergen mutlak untuk | x | < Ro. Karena

n=0

Ry konstanta sembarang, deret Zanx" konvergen mutlak untuk | x | < R
n=0

Akhirnya karena | x|" juga konvergen dalam | x | < R, maka | x|" Zanx"
n=0

juga konvergen dalam | x | <R.
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~. Salah satu penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik singular

regular xo = 0 berbentuk y, = (x)' Za,,x" dan analitik untuk 0 <| x | <R

n=0

Penyelesaian Kedua

Dapat dilihat kembali penyelesaian pertama (yi), selanjutnya diketahui bahwa

r — 12 # N dan penyelesaian pertama berbentuk y, = (x)’l Za,,x", . Jika kita

n=0

mengganti nilai r; dengan r; pada pembuktian penyelesaian pertama sehingga

diperoleh y, = x* (4, + Ax+ Ax* +..)= ZA,,x""’2 sebagai penyelesaian

kedua yang juga akan analitik dalam 0 <| x | <R.

(Untuk lebih jelasnya dapat dilihat dalam Essentials Of Ordinary Differential

Equations, Ravi — Gupta, hal.292)

Teorema 3.C.2

Suatu persamaan diferensial dengan titik singular regular x¢ dengan r; dan r;
akar — akar persamaan indisial F(r) = 0 sedemikian sehingga r; = r; maka dua

penyelesaian bebas linearnya berbentuk (3.14) dan

V=0 ln(x '—xo)"' (x - xo)rI iA,,(x oy xo)"

n=0

Kedua penyelesaian ini analitik dalam selang 0 <| x — xo| <R
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Bukti ;
Sama seperti teorema 3.C.1 akan dibuktikan untuk titik singular regular xo =0
Diketahui bahwa r; = r» = r dan penyelesaian pertama berbentuk
¥, =x (@, +ax+ax*+..). Kita gunakan metode yang banyak digunakan
untuk mencari penyelesaian kedua dalam persamaan diferensial jika
penyelesaian pertama diketahui, yaitu metode penyederhanaan tingkat.
dengan memisalkan y; sedemikian sehingga y, = uy; merupakan penyelesaian-
persamaan diferensial yang diketahui. Dengan pendiferensialan diperoleh
y'=u'y +w,' dan y,"=u"y +2u'y, +uy"
Bentuk baku persamaan diferensial a,(x)y"+a,(x)y+a,(x)y =0 adalah
y'+B(x)y'+P,(x)y =0, dengan Py(x) dan Pz(x) fungsi - fuhgsi analitik
sehingga xPy(x) dan x?P5(x) juga analitik. |
Disubstitusikan y, dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial
X’y "+ x(xR (%) y+(x" By (x))y = 0.
Untuk memudahkan, kita tulis xPy(x) = b dan x%Py(x) = ¢ sehingga
diperoleh
_ X"y, +2u' y,"+uy,") + xb(u' y, +uy,") + cuy, =0
Karena y; merupakan penyelesaian persamaan diferensial, maka jumlah suku
yang mengandung u adalah nol, sehingga persamaan menjadi

X’ yut'+2x* y,'u'+xbyu'=0
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Jika kedua ruas dibagi oleh x2y; dan dengan memasukkan deret pangkat ke b

akan diperoleh u"+[zi + L} + ...]u': 0
h X

r-1
Sekarang N _X [" ‘r’o +(r+ax+ ] _1fra,+(r+ax+..
% xlay +apx+ . x| atax+..

sehingga persamaan sebelumnya dapat ditulis menjadi

2r + b,
Ut —+ ..o
x

"Dari persamaan indisial diperoleh r» =%(l—bo) sehingga persamaan

0.

i}

disederhanakan menjadi u"+(—1- +...]u'= 0ol = 1 +...

x u' x

Dengan mengintegralkan diperoleh Inz'= —Inx +... karenanya u'= le"")
X

Dengan memperluas fungsi eksponen dalam pangkat x dan
mengintegralkannya sekali lagi diperoleh u=Inx+kx+kx +..
Masukkan persamaan ini ke persamaan y, = uy; sehingga diperoleh
)= (lnx +hx+kx* + ...)x’(ao +ax+a,x’ + )

= x"(a, + ax+..)Inx+ x"kx(a, + ax+..)+ xkx*(a, + ax +..)

= yInx+x"(a, +ax+ )(ka +kx" + )

= ynx+x (4x+ 4,5 +..)

Jadi penyelesaian kedua berbentuk y, = y, lnx+x’ZA,,x" , x>0 ,yang

n=0

juga akan konvergen dalam 0 <| x | <R
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Teorema 3.C.3

Jika persamaan diferensial a,(x)y'+a,(x)y+a,(x)y =0 memiliki titik
singular regular xo dengan r; dan r; akar — akar persamaan indisial F(r) = 0
sedemikian sehingga r; — r = N (N bilangan bulat positif) dan r; > r, maka dua

penyelesaian bebas linearnya berbentuk (3.14) dan

y, = ky, ln(x—x0)+(x—xo)'ziA,,(x—xo)”

=0
Kedua penyelesaian ini analitik dalam selang 0 <| x — x¢| <R

Bukdi :

Sama seperti kedua teorema sebelumnya, akan dibuktikan untuk titik singular
regular xo=0.

Serupa dengan langkah pada teorema 3.C.2 sehingga menghasilkan persamaan

u"+[M+...]u'=0. (3.19)
X

Diandaikan r; = rdan r, = r—p, p bilangan bulat positif.

Dari persamaan indisial F(r) = rr—1) + rbp + ¢ = 0 diperoleh

n +r,=1- by. Dengan mensubstitusikan r; = r dan r, = r — p diperoleh
2r-p=1-by & 2r+by=p+1 |

Sehingga (3.19) dapat ditulis sebagai

u"+[p—+1+ ...Ju'= 0 u—' = {‘D id +J
X u X

Dengan mengintegralkan diperoleh

Inu'=—(p+1DInx+...

u'= x (P
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Dengan memperluas fungsi eksponen dalam pangkat x diperoleh suatu deret

k

k k
1 p-1 p
st +——x +kp+,+kp+2x+...

berbentuk #'=

xP o xP x

Dengan mengintegralkan sekali lagi diperoleh

=k 1 1 ke k 20
U= » nx-+ —p—xp-—...——'x—'!' p~1x+... (3. )

Selanjutnya persamaan (3.20) disubstitusikan ke persamaan y, = uy,

1 -
Y, =k, yInx+ [——;—...—”—'+kp_lx+... (a0+alx+a2x2+...) B
px x
1
— n-p 71 2
=k, y;Inx+x" (——p——...—kp_lx +... (a0+a1x+a2x +)

Karenarn ~p=r,dank=kp,
¥y, =k, ynx+x" (AO +Ax+ Ax +)
atau ¥, =kplnx+x?) A4x"
n=0

yang juga akan analitik dalam 0 < | x |<R

Contoh 3.C.1
Selesaikan persamaan diferensial 4xy'+2y'+y =0
Penyelesaian :

Titik xo = 0 merupakan titik singular regular, jadi asumsi solusi berbentuk
y=2a,,x”+’. Asumsi solusi dan turunan — turunannya disubstitusikan ke
=0

persamaan diferensial yang diketahui sehingga menghasilkan :
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4y (n+r)n+r-Dax"""+2) (n+rax""" + Y ax™ =0

n=0 n=0 P
>afdm+ryn+r-D+2m+r)" 4> a, @ =0
n=0 n=1
Ditulis bentuk dari deret pertama yaitu untuk n = 0, kemudian digabungkan :

a[ar(r -1+ 27 b + 3 [, (4 + P+ P = 1)+ 2+ 1))+ @, T =0

n=1

Dengan menyamakan jumlah koefisien x™' dengan nol diperoleh persamaan

indisial 4r(r —1) +2r=0 sehinggar, =0dan ;= —;—

Ini merupakan bentuk kasus I. Sekarang koefsen x"*'~! disamakan
dengan nol

[4(n +r)Yn+r-D+2(n+ r)]a,, +a, ;=0

a

n—1

Jadi a, = -
An+r)(n+r-D+2n+r)

Penyelesaian pertama

. - a
Untukr=r; =0 rumus rekursif menjadi q, = ——==

2n(2n-1)

Dari sini berturut — turut diperoleh

..................
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a,,

2k(2k—1)

a, =

k>1

Jika a,,a,,qa;,...,a, dikalikan maka diperoleh

a,a,a,a;..4q;_,

aa,a,..qa, = —[ ]
(1.2)(3.4)(5.6)...(2k —1)(2k)

D"

a, = (2k)!a° k>1

Sehingga berturut — turut diperoleh :

4q, 4y 4y
a=—aqa, =—
ST R T BT e

Jadi penyelesaian pertama berbentuk

) 3
N PO
(2k)' 20 4 6!

Penyelesaian kedua

Untukr=r, = —;— rumus menjadi 4, = A

2n(2n+1)

Dari rumus tersebut, berturut — turut diperoleh

A
2k(2k +1)

=

Jika Ay, Az, As, ..., Ay dikalikan maka diperoleh

75
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A1A2A; ... Ag = —[ 44444, ]
(2.3)(4.5X(6.7)...2k)(2k +1)

= D A k>1
Qk+1)!
sehingga berturut — turut diperoleh
_h oA, A
ATy A A T

Dengan demikian penyelesaian kedua-berbentuk

P S
yz—A";(zkn)!x

= AOJ;LI——I—x+—1—x2 —lx3 +J

3 7

Contoh 3.C.2.
Selesaikan persamaan diferensial yang berbentuk :
2x(1-2x)y"+(12x* —4x+1)y'~(8x* +2)y =0 di sekitar titik singular
regular xo=0

Penyelesaian :

Karena x¢ merupakan titik singular regular jadi asumsi solusi berbentuk

y=)Y ax"" . Disubstitusikan asumsi solusi dan turunan — turunannya ke

n=0

persamaan diferensial yang diketahui sehingga menghasilkan :

2) (n+r)(n+r-Dax™" -4 (n+r)n+r—Dax™ +12> (n+r)ax"™
n=0

n=0 n=0
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@ @ «© «©
—4Y (n+r)ax™ +y (n+r)ax"" -8 ax™"?-2% ax"" =0
n=0 n=0 n=0

n=0"

Disederhanakan menjadi :

i Rr+r@m+r-D+@+rla "+ 12i (n+r)ax
n=0 n=0

=S [ar+ Pt r =1+ 4t )+ 2ax™ -8 @ =0

n=0 n=0

Pangkat terkecil adalah x™' dan dengan menyamakan koefisiennya dengan

nol untuk n = 0 diperoleh persamaan indisial rfQr—1)=0. Jadi r; =0 dan

n= % . Sekarang diseragamkan deret dalam bentuk pangkat yang sama yaitu

x"**= diperoleh :

i [2(n +r)n+r-1+(n+ r)]a,,x""’”l + 122 (n+r-2)a,_x"""
n=1 nez

- i[4(n +r-1)n+r-2)+4(n+r-1)+ 2](1,,_175"“_l - Si a, x"""=0
n=1

n=3

Penyelesaian pertama :

Untuk n = 1 diperoleh hubungan

R+ ryn+r-0+(m+n)a, —[dn+r-Dm+r-2) +4m+r-1+2k, , =0
sedemikian sehingga jika kita substitusikan r; = 0 dan n = l1diperoleh g, = 24,

Untuk n =2 diperoleh hubungan
R+ rm+r-)+ @+, +12(n+r~2)a, ,
~lr+r-Dm+r-2)+4@n+r-+2Ja,, =0 , Jadi jika disubstitusikan

r; = 0 dan n = 2 diperoleh a, = 2a,
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Untuk n > 3 diperoleh hubungan :
R@n+ryn+r-0)+@m+nla, +12(n+r-2)a,,
~[an+r-Dn+r-2)+4(m+r-1+2,  —8a, ,=0

sehinggajika kita substitusikan r; = 0 diperoleh persamaan :

(2n(n-1+n)a, +12(n-2)a,_, - (@n-1)(n—-2)+ 4n-1)+2)a,_,—8a, , =0

.4
Jadi a, =§a0,a4 =—dy,...

21

Sulit untuk dicari rumus umum suku ke-n dari bentuk di atas.

Penyelesaian pertama dari beberapa deret berbentuk y, = Za,,x"" yaitu
n=0

% = a({l +2x+2x% + §x3 + )

Penyelesaian kedua

Untuk n = 1 diperoleh hubungan

R+ ryn+r-10)+@n+n4, ~[4@+r-Dm+r-2)+4@m+r-1)+2]4,, =0

sedemikian sehingga jika kita substitusikan r, = L dan n = 1 diperoleh

&}

4, = A4, . Untuk n=2 diperoleh hubungan
Rr+rn+r-0)+m+r))4, +12(n+r-2)4, ,

—[4(n+r-D)m+r-2)+4@n+r-1)+2]4,_, =0 , Jadijika kita substitusikan

= % dan n = 2 diperoleh 4, =—;—A0
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Untuk n > 3 diperoleh hubungan :
R+ )+ r-D)+@+n)4, +12(n+r-2)4,,

—f4n+r-Dm+r-2)+4(m+r-1+2J4, ,~84, ,=0

sehingga jika kita substitusikan r; = % diperoleh persamaan :
1 1 1 3
2ln+—||n—— +— +12 n——
|: (n 2)('1 2) + (n 2)]4, (n 2JA,,_2
1 3 1
= [4[” = —2—)()1 —EJ + 4['1 = EJ + 2]A"_l -84 3= 0

Dapat dibuktikan bahwa untuk setiap k > 1 maka 4,,, = ZI-CAO—Z)'
_ +2)!

Sehingga diperoleh 4, = %"’-,A4 = %,As = %,

Sehingga penyelesaian kedua berbentuk

1 2 3 4
2 .
Y, =X A0[1+x+ 2!+3!+4!+...]

1
Atau Y, =x24e”
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Contoh 3.C.3
Selesaikan persamaan diferensial (x> —1)x*y"—(x* + D' +(x* +1)y = 0

Penyelesaian :

Titik xo = 0 merupakan titik singular regular, jadi asumsi solusi berbentuk

y= Za,,x"*’ . Disubstitusikan asumsi solusi dan turunan — turunannya ke

n=0

persamaan diferensial yang diketahui :

(=D (n+r)(n+r-Dax"" —(x* +D)Y (n+r)ax"" + (& +1)Y ax™ =0
n=0 n=0

n=0
Dengan melakukan perkalian dan penyederhanaan diperoleh :

Z (n+r-1)’ax""** - Z(n +r+)(n+r-Dax"" =0
n=0

n=0
Pangkat terkecil adalah x™ dan dengan menyamakan koefisiennya dengan
nol diperoleh persamaan indisial (r — 1)(r + 1) =0, sehinggar; = 1 danr, =-1
Ini merupakan bentuk kasus 3.

Sekarang  bentuk  deret pangkat  disederhanakan menjadi

Z(n +r-3)a, x"" - Z(n +r+l)(n+r-Dax"" =0
' n=1

n=2
Dengan menyamakan koefisien x™" dengan nol untuk deret kedua diperoleh

a, =0.Kemudian (n +r—3)’a,_, = (n+r+)(n+r-1a,

(n+r-3)

Jadi a, = o
(n+r+Hn+r-1)

n

Penyelesaian pertama

Untukr=r=1, (n-2)*a, ,=n(n+2) a,.
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Karena g, =0 maka g, =0,a, =0,... Untukn =2, 4, 6, ... juga diperoleh
a, =0 sehingga a, =0,q, =0,...

Jadi penyelesaian pertama berbentuk y, = g x

Penyelesaian kedua

Untukr=1=-1, (n—-4)’4,_,=n(n-2)A, n>2

Bila kita pilih n =2 mengakibatkan 4, = 0, bertentangan dengan 4, # 0.
Untuk memperoleh penyelesaian kedua, substitusikan y, = ux dan turunan —
turunannya ke persamaan diferensial yang diketahui sehingga diperoleh
persamaan (x° —x)u"+(x* ~3)u'=0.

Dengan pengandaian u'= w dan pengintegralan biasa diperoleh

2

u =lnx+-—2
X

. 2
sehingga penyelesaian kedua berbentuk y, = £ln x+ —zjx =xlnx+ r
x x
Contoh 3.C4
Selesaikan persamaan diferensial
(2x*+ xz)y”+(6x2+4x )y +2y=0
Penyelesaian :

Titik xo = 0 merupakan titik singular regular, jadi asumsi solusi berbentuk

y= Za,,x"*’. Asumsi solusi dan turunan — turunannya disubstitusikan ke

n=0

persamaan diferensial yang diketahui :
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2x +1)Z(n +r)n+r—-Dax"" +(6x+ 4)2 (n+ryax"™" + 22 ax"™" =0

n=0 n=0 n=0

Dengan melakukan perkalian dan penyederhanaan diperoleh

i(Z(-n +P)(n+r=1)+6(n+r)ax""* + i((n +r)(n+r-)+4n+r)+2)ax"" =0

n=0

sehingga persamaan indisialnya (r + 1)(r + 2) = 0 dengan akar — akar
persamaan indisial r; = -1 danr, =-2

Bentuk deret terakhir dapat ditulis dalam bentuk

i[(2(n+r —D(n+r-2)+6(n+r-Na,_ +({(n+r)n+r-)+d4n+r)+2)a k™ =0

n=1

i(2(n +r—1)(n+r+Da, +@+r+)(n+r+2)a Jx™ =0

n=1

Berdasarkan sifat kesamaan deret pangkat diperoleh
2m+r-Dn+r+1a,, +(+r+1)n+r+2)a, =0 nx1

Penyelesaian pertama

Untuk r=r; =-1 diperoleh rumus rekursif

aﬂ:_z_(n_—z)an_l nZl
(n+1)
Karena a=aq, ,=0;=q,=..=qa,, =0

Jadi penyelesaian pertama berbentuk

= a(,(x‘1 + 1)
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Penyelesaian kedua

Untuk r = r, = -2, diperoleh rumus rekursif

= .__2_(_'1__3)67"_1 n>1
n
Sehingga diperoleh a, = 4a,,a, =a,a;, =a,=...=a,,, =0

Jadi penyelesaian kedua berbentuk

VY, = ao(x'2 W2, 4}
x

Contoh 3.C.5
Selesaikan persamaan diferensial x(x —1)y"+(3x—~1)y'+y =0
Penyelesaian :

Titik xo = 0 merupakan titik singular regular, jadi asumsi solusi berbentuk

y= Za,,x”“ (teorema 3.C.1). Disubstitusikan asumsi solusi dan turunan —

n=0

turunannya ke persamaan diferensial yang diketahui :

Y (n+r)n+r-Dax" =Y (n+r)n+r-Dax""" +3) (n+r)ax""
n=0 n=0 =0

=Y (n+nax" "+ ax" =0.
n=0 =0
Disederhanakan menjadi

i (2 + P+ r=1)+ 301+ 7) + g, ™" - i [((,, +P)(n+r-Da =0

n=0 n=0
Pangkat terkecil adalah x™™' dan dengan menyamakan jumlah koefisiennya

dengan nol diperoleh - r(r — 1) + r =0 atau r* = 0 sehingga r; =, = 0.
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Ini adalah bentuk kasus 2.
Bentuk deret terakhir dapat ditulis sebagai
Y ln+r-Dn+r-2)+3m+r-n+1a, k"
n=1
- i[((n +rXn+r- 1)a,,)]>c"""l =0
n=}
Koefisien x™"' disamakan dengan nol dan disederhanakan

(n+rla,_ —(n+r)a,=0atau a,_,=a,. Jadig,=a,=aqa, =..

Dengan mengambil a, =1 menyebabkan a, =1, n>0

Jadi penyelesaian pertama berbentuk y, = Zx" = IL
- X

n=0

Penyelesaian kedua

Disubstitusikan y, = uy; dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial

yang diketahui : |

x(x=D@" y, +2u' y"+uy," )+ Gx - D'y, +wy,") +uy, = 0

Karena y; merupakan penyelesaian persamaan diferensial yang diketahui,

l;oeﬁsien u adalah nol sehingga persamaan dapat disederhanakan menjadi
(x—-D@"y,+2u'y,")+(3x-Du'y, =0

]+(3x—1)L=o

1-x

< x(x— 1)(% g i";)z

@x(x—l)[ u" 2u' ]_(3x—1)u'=0

+
1-x  (1-x)* 1-x
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< xu''+ ul—xu =0 & x(1-x)u"—xu'+u'=0
~-Xx

& xu'+u'= 0. Dengan pengandaian u'= w diperolehu=1In x

> |
Jadi penyelesaian kedua berbentuk y, =In xZ x" = ln_x
n=0 —X

! Contoh 3.C.6

Selesaikan persamaan diferensial (1+ x)x’y"—(1 +2x)xy"+(1+2x)y = 0

Penyelesaian :

Titik xo = 0 merupakan titik singular regular, jadi asumsi solusi berbentuk

o
j y =) a,x"" . Disubstitusikan asumsi solusi dan turunan — turunannya ke .
' n=0

persamaan diferensial yang diketahui :

Z(n +r)n+r-Dax"™" + Z(n +r)(n+r-1ax™"" — Z(n +ryax"™"
n=0 =0 n=0

L] © )
=2) (n+1r)a x4y ax™ +2Y ax" ™ =0

n=0 : n=0 n=0

ia"[(n+r)(n+ r=)—(n+ry+1p™

n=0
+ ian_,[(n+r—l)(n+r—2)—2(n+r —1)+2]xn+, -0
n=1
diperoleh persamaan indisial r(r — 1) —r + 1 = 0 atau F-2r+1=0 sehingga

akar — akar persamaan indisial ry =, = 1.

Dengan menyamakan koefisien x™* dengan nol diperoleh




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

86

[(n+Pm+r-0)-m+r)+1la, +[r+r-D@n+r-2)-200+r-1)+2Ja, , =0

Penyelesaian pertama

Untuk r = 1 persamaan menjadi
(n+)—@m+1)+1)a, +(n(n-1)~2n+2)a,_, =0
o nta, +|[(n-)(n-2)a,, = 0] nx1
Berturut — turut diperoleh 4, =0,a, =0,...

Dengan mengambil g, = 1 penyelesaian pertama berbentuk y; = x .

Penyelesaian kedua

Disubstitusikan y, = uy; dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial
yang.diketahui :

1+ x)x* (" x +2u") — (1+ 2x) x(u' x + u) + (1 + 2x)ux = 0

Persamaan tersebut dapat disederhanakan menjadi

X (u"+x*u"+u') =0 © x(1+x)u"+u'=0. Dengan pengandaian u'=w dan

pengintegralan biasa diperoleh Inw = —I (11+ )dx =— f(-l— - ;]dx
x(1+x

hw=lh(l+x)-Inx= ln[”—xJ ,sehinggau=1In x + x
x

Jadi penyelesaian kedua berbentuk y, = (Inx +x)x atau y, = xInx +x’.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB 1V
| IE’ENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL

YANG MENGHASILKAN FUNGSI — FUNGSI KHAS

Persamaan difernsial linear orde dua sering muncul dalam matematika
terapan. Persamaan diferensial tersebut sering muncul dalam kajian ilmu fisika
maupun teknik, karena itu lahirlah berbagai macam persamaan diferensial yang
khas sesuai dengan orang yang menemukan/meneliti persamaan diferensial itu.
Berikut ini beberapa persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien
variabel yang paling penting yang terdapat dalam penerapan. Adalah umum untuk

menyebut persamaan — persamaan berikut dengan nama yang ada di sebelah kiri

persamaan diferensial :

Persamaan Airy Y'-=xy=0

Persamaan Bessel 2y xy+(x* - pP)y =0

Persamaan Chebyshev A-x")y"—xy'+p’y =0

Persamaan Hipergeometri x(1—x)y"+Hc—(a+b+1)x]y'—aby =0
dari Gauss 3

Persamaan Hermite y'2xy'+2py =0

Persamaan Laguerre '+ -x)y+py=0

Persamaan Legendre (1-x)y"2xy'+n(n+1)y =0
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Semua persamaan diferensial itu dapat diselesaikan dengan metode deret
pangkat maupun metode pengembangan deret pangkat, yaitu dengan menyatakan

fungsi penyelesaian dan koefisien penyelesaian kedalam deret pangkat.

A. Persamaan Airy
Persamaan diferensial |
y'-xy=0 (4.1)
disebut persamaan Airy . Persamaan ini dikenalkan oleh Sir George Airy
(1801 — 1892), seorang ahli astronomi dan matematikawan Inggris.
Penyelesaian persamaan Airy di sekitar titik biasa x ¢ = 0 disebut fungsi Airy
dan penerapannya ada dalam teorema difraksi. Fungsi Airy mula — mula

dipelajari oleh Airy dalam hubungannya dengan perhitungan intensitas sinar

di lingkungan suatu permukaan austik.

Karena semua titik merupakan titik biasa, khususnya x = 0 maka asumsi

solusi berbentuk y = Za,,x" dan konvergen untuk semua x.

n=0
Disubstitusikan y dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial (4.1) dan

dengan melakukan penyederhanaan diperoleh

Z(n +2)(n+Da,,,x" — Za,,_lx" =0
n=0

n=1 :

2a, + f:[(n +2)(n+Da,,,—a,_ K" =0
n=1

Berdasarkan sifat kesamaan dua deret pangkat diperoleh :

a, =0 dan untuk n > 1 berlaku (n+2)(n+1)a,,, —a,_, =0 atau
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a
n—-1 n>1

G2 = )t )

=% -4
32 443
03 a,
a =23 =Y
¢ 6.5 776
= &' dan alO = sy
9.8 10.9
a, = s A = e
3n(3n-1) (Bn+1)(3n)

Sedangkan a;=0, ¢;=0,..., a;,,,=0
Apabila a,,q;,a,,..q,, dikalikan maka diperoleh

ay34g-- a5, _3
2.3.5.6...3n~1)(3n)

a3a6a9"'a3n =

| . a, _ 14.7..(3n~2)a,
M 23.56..3n-1)(3n)  12.3.4..(3n~1)(3n)

14.7...3n-2)
a,, =—————=q,
(3n)!

Demikian halnya jika a,,a,,a,y,...a,,,, dikalikan maka diperoleh

aa,a;...4;,_, .
3.4.6.7.9.10...3n(3n+1)

I

a,
a3n+l =
3.4.6.7..3n(3n+1)

_25..(3n-1)
Ganst Bn+D!

1
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Sehingga diperoleh nilai koefisien — koefisien deret sebagai berikut :
A o2 _ba  25a 474,
BE BT STy T Ty BT Ty
Jadi penyelesaian umum persamaan Airy berbentuk
°°473n2,, 25..3n-1 ;..
pma 145 1ATGn=D) ][ 525601
pou (3n)! 1 (Br+D!
B. Persamaan Hermite
Persamaan diferensial
Y2y 2py=0 (4.2)

dengan p konstanta disebut persamaan Hermite. Charles Hermite (1822 —
1901) adalah seorang analis dan ahli aljabar Perancis yang berpengaruh.
Namanya juga dipakai sebagai nama sebuah matriks (matriks Hermite).
Persamaan ini sangat penting dalam banyak cabang matematika dan fisika,
sebagai contoh dalam mekanika kuantum persamaan Hermite muncul dalam
penyelidikan persamaan Schrédinger (1887 — 1961) untuk osilator harmonik.

Jelas bahwa titik x o = 0 merupakan titik biasa dari persamaan diferensial (4.2)

sehingga solusi berbentuk y = Za,,x” dan konvergen untuk semua x.
n=0

Dengan substitusi y dan turunan — turunannya serta beberapa penyederhanaan

diperoleh persamaan :

(2a, +2pa)+ > [(n+2)n+a,,, +2pa, - 2na, " =0

n=1
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Berdasarkan sifat kesamaan deret pangkat diperoleh
(2a,+2pa,)=0dan (n+2)n+1)a,, + 2(p—n)a, =0

n+2_-ﬂia n20

n+2)(n+1) "

Sehingga
2 2(p-D
2(p-2 2(p-3
- i.3 a %g ” 15).4 a
Ap—-4 2p-5)
TR w=ToE
2(p-2n+2) 2(p-2n+1)
o = T T A v Qan-2 D) =~ oy
2n(2n+1) (2n+1)2n

Apabila a,,a;,a,,..a,,,, dikalikan, maka diperoleh :

a,a,a,..4a, ., = (-2 -DY-2p -3~ 2Ap~2n+D)aaa,..a,
i =T 23.4.5.2n(2n+1)

2'(p=1P=3)-Ap=2n+1)

aZn+1 = (—1) (2n + 1)!

n=>1

Demikian halnya apabila a,,aq,,4,...,a,, dikalikan, maka akan diperoleh

rumus umaum :

2"p(p-2)..(p—2n+2) .
(2n)! 0

a,, = (=1’

Sehingga diperoleh nilai koefisien — koefisien deret sebagai berikut :

_2p-1)

a, =—paq, a = 3 |
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32 -9 32 _ _
g, =2PP=2) g, =2 2=p=3
4! St
3 — —
oo TPR-DE-8,
6!
Jadi penyelesaian umum persamaan Hermite berbentuk
&, w2 P(p—2).(p—2n+2) ,,
=a, 1+ -1 x|+
y [ 2( ) o
al x+2(-—1)" 2 '(p - 1)(p . 3)---(17 - 2n+ 1) x2n+l
o 2n+1)!
C. Persamaan Bessel
Persamaan diferensial
2y xy'+(x* = pP)y =0 (43)

disebut persamaan Bessel, dimana parameter p merupakan bilangan yang
diberikan. Friedrich Wilhelm Bessel (1784 — 1846) adalah seorang
matematikawan dan astronom Jerman. Ia pernah menjadi asisten di sebuah
observatori swasta dan akhirnya menjadi dAirekt_ur observatori Konigsberg
yang baru didirikan. Makalahnya tentang fungsi — fungsi Bessel (1824)
diterbitkan tahun 1826.

Persamaan Bessel timbul dalam soal — soal tentang getaran (vibrasi), medan
elektrostatik, rambatan (konduksi) panas, dan sebagainya. Penyelesaian
persamaan Bessel disebut fungsi Bessel.

Sekarang akan diselesaikan persamaan ini untuk p = 0 sehingga persamaan

menjadi  x*y"+xp+x’y =0
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Kita dapat melihat bahwa xo = 0 adalah titik singular yang regular. Jadi

persamaan Bessel mempunyai penyelesaian berbentuk y= Za,,x""
n=0

sehingga persamaan menjadi :

Z(n +r)n+r-ax™" + Z(n +r)a,x™" — Za"x’”“’+2 =0

n=0 n=0 n=0

i[(n +r)n+r=D)+m+r)a " + ia,,x'”’+2 =0

n=0 n=0
Diperoleh persamaan indisial ?=0 dan akar—akar persamaan indisial
n=rp=0.

Sekarang bentuk deret disederhanakan menjadi :

i [(n+r)n+r-1)+@+r)la,x™" + 2“’: a,_,x"™" =0

n=1 n=2

[(T+Dr+(1+nlq + i[((n+r)(n+r—l)+(n+r))a"+a L] x™ =0
n=2

" Untuk r =0 diperoleh a; =0 dan untuk n 2 2 berlaku

; a"—z —_ an—2
(n+r)(n+r=D+(n+r)  (n+r)

n

Karena @, =0maka a, =a; =...=a,,,, =...=0

Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan rumus umum untuk ,, yaitu

n a,

—_—— n21
22n(n!)2

4, = (—1)

sehingga berturut — turut diperoleh

a,=-2 g =—%__, - %
272 2t 2532




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

94

Jadi penyelesaian pertama persamaan Bessel berbentuk
SR
=a, x>0
ol: Zl: 22n ( n')

Fungsi dalam kurung dikenal sebagai fungsi Bessel jenis pertama orde nol dan

dinotasikan oleh Jo( x ) dan deret konvergen untuk semua nilai x.

Penyelesaian kedua
- Persamaan Bessel untuk p = 0 dapat ditulis dalam bentuk
xy99+y9+ xy:O (4.4)

dan penyelesaian pertama berbentuk y; = Jo(x) , dimana

Jo(x)—[1+222" )y ] x>0

Berdasarkan teorema 3.C.2 , penyelesaian kedua berbentuk

y2=yilnx + Y 4x"

n=}

atau y2=Jo(x)Inx + ZA,,x"
n=1

sehingga y,'=J,'Inx+ Jo g > ndx"
X

n=]

dan »'=J"Inx+—— 2/, —+ Zn(n A x"
X n=l1

Disubstitusikan y, dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial (4.4)

sehingga diperoleh :
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x[J0 20y _ o - "2]+J lnx+—-—+ZnAx"‘l
x X

n=1 X

+ l{Jo Inx+ ZA,,x") =
n=1

xS, Inx+2J, '——J—+ Zn(n DA X" +J, 'lnx+J—+ZnA,,x"‘
x

n=1 n=1

+ xJoln x + > 4x™ =0

n=1

Suku — suku logaritma-hilang karena J, merupakan penyelesaian persamaan

diferensial (4.4) sehingga

2Jo' + in(n I)A"x" 1+ZnAnx" 1 ZA"an

n=1 n=1
2]’ + i(n(n ~D)+n)dx"" + iA,,x"” =0 ' (4.5)
n=1 n=1

sedangkan Jo' = Z;an) ‘2)n X
n=1

Disubstitusikan Jo' ke persamaan (4.5) :

ey D4t + 34" =0

n=1 n=1

n— n+l = (—1)"4n n—
En Ax™ + ZAnx ) ;(22"2n!)’:x2 !

o 8 824 16(24)

Zn Ax" + ZA,,_Zx [ x+x_3__x5_+_x7__m]
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Koefisien x° : A;=0

x2 1 9A3+A; =0, jadiAs=0

x* 1 25As+A3=0,jadi As=0

Jadi, karena A; =0 | maka secara berurutan diperoleh A; = As = A; = ...

A2n+1=0

Koefisien x! : 4A,=1,

x> 16A4+ Az = —%

s 1

x° 1 36As+ A= —,
Aot As 8.24
1
7
P 64A5+ Ag= ———,
¥ g 16.24*
Atau dapat kita tuliskan :
4y =——()
1 1
A =————14+—
\ 2‘(2.1)2( 2]
1 e 1
=——— I+ —+—=
4 26(3.2.1)2[ 2 3]
1 L * |
= |+ —+ =+ —
4 2*‘(4.3.2.1)2[ 2 3 4]
(=D e 1]
= l+—+—+—+. +—
Ao 27\ 2 3 4 n

untukn=1,2, ...

96
A2=%
a2
168 2°4
_1 11
As 13824 27633
Ao 25 25
5 T 1769472 T 2192473
(4.6)
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Didefinisikan nilai dalam kurung sebagai Hy

H—-1+1+1+ +L+l
2 3 n-1 n

Sehingga persamaan (4.6) menjadi

(-D’a
a2n=—. n ~2n g
22" (n!)

Dengan mensubstitusikan A; = A3 = As = ... = Az = 0 kedalam bentuk

penyelesaian kedua (y7) diperoleh hasil :

y2=Jo(x)ln x + Z Az,,xz”

n=]

_1y*-!
y2=Jo(x)In x + Z( D" H, % x2" x>0

n=l 22" )

Penyelesaian kedua dikenal sebagai fungsi Bessel jenis kedua orde nol.

. Persamaan Hipergeometri
Persamaan diferensial
x(1—-x)y"+c - (@+b+Dx]y'-aby =0 (4.7)
dengan a,b, dan ¢ parameter — parameter yang ditentukan disebut persamaan
diferensial hipergeometri dari Gauss.

Titikk xo = 0 merupakan titik singular regular dan kita andaikan ¢ bukan

bilangan bulat, maka salah satu penyelesaian berbentuk y= Za,,x"”
n=0

Dengan mensubstitusikan y dan turunan — turunannya ke persamaan

diferensial yang diketahui diperoleh :
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Z(n +r)n+r-Dax™ " - Z(n +r)(n+r-Dax"" + cz (n+rax"!

n=0 n=0 n=0

—(a+b+ I)Z(n +r)ax"" — abz ax"" =0

n=0 n=0
Persamaan indisialnyar(r— 1) +cr=0ataur’ + (c— Dr =0 sehingga akar —
akar persamaan indisialnyar; =0 danr,=1-¢

(1) Untuk akar — akar persamaan indisial r; = 0

Solusi berbentuk y =Za,,x" ..Dengan mensubstitusikan solusi ini ke

n=0

persamaan (5.7) diperoleh persamaan :

i n(n—1a x"" - i n(n-1ax" + ci (n+Da,,x"~(a+b+ l)i na x"
n=]

n=2 n=2 n=1

- abf:a,,x" =0

n=0

Deret dapat disederhanakan menjadi

L

Z n(n+1)a,,x" - Z n(n-1)a,x" + cZ (n+a, x"—(a+b+ DZ na,x"
n=2 n=0 n=1

n=1
- abZa”x" =0
n=0
. ab
Untuk n =0, cq, —aba, = 0 sehingga a, =—aq,
c

i {[(n +Dn+c(n+ 1)]a"+l - [(a +b+Dn+ ab]a,, }x"

- Z n(n—ax" =0
n=2



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

99

_ a(a+1b(b +1)

Untukn=1, aq, 2o+ 1) a,
clc+

_ a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2) 2

Untukn=2, a A
32¢c(c+1)(c+2)

_ a(a+1)(a+2)a+3)bb+1)b+2)b+3)

Untukn=3, a, a,
4.3.2¢c(c+1)(c +2)(c+3)

_ a(a+1)a+2).(a+k-Dbb+1)(b+2).{b+k~-1) a

k=21 aq, o
kle(c+1)(c+2)..c+k-1)

atau dapat disederhanakan menjadi :

i (a)k(b)k .
k),

k

Dengan memilih a, =1 diperoleh penyelesaian pertama dari persamaan

hipergeometrik yaitu :

2 (a), (B }
= |1+) ——x
l [ ; k¥(c),

dengan (a), =a(a+1)a+2)..(a+k-1)
() =bb+1)(b+2)...(b+k-1)
)k =clc+1)(c+2)...(c+k-1)
Bentuk penyelesaian khusus diatas dinamakan .fungsi hipergeometri dan

dinyatakan oleh F(a, b;c; x).
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(2) Untuk akar — akar persamaan indisial r = 1 — ¢ , maka solusi berbentuk

y=Y Ax"™™ (teorema 3.C.1). Dengan mensubstitusikannya ke

n=0

persamaan diferensial (4.7) diperoleh :

@K @K

> (n+1-cln-c)dx" = (n+1-c)(n-c)d,x""

n=0 n=0

+ ci (n+l1-c)4x"°—(a+b+ l)i (n+1-c)4,x " - abi Ax" =0

n=0 n=0 n=0

Dengan menyamakan kedalam pangkat x™° diperoleh :

i (n+l-c)n—c)Ax"° - i (n-c)n—c-NH4, x"°
n=0 n=1

+ ci (n+1-c)4x"°—(a+b+ l)i(n —c)4, x"° abi‘An—lxn_c ~0

n=0 n=1 n=1

Kita mulai untuk n = 1, persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi

i[(" +1-c)n-c)+c(n+1 —c)]A"x"“

n=1

-i[(n—c)(n“c—1)+(a+b+1)(n——c)+ab]A"_1x"-c =0

Berdasarkan sifat kesamaan deret pangkat diperoleh

n(n—-2c+a+b)+c(c—a-b)
n(n—c+1)

4, = 4,, n2l

_(a+1-0)b+1-0)

4 2-9)

A4,

_ (a+1-c)a+2-c)b+1-c)b+2-c¢)

4 (2-c)3—c)2!

A4,
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_ (a+l-c)a+2—-ca+3-c)b+1-c)b+2-c)b+3-¢c)

4 2-o)(3-c)4-c)3

4,

(a+1-c¢),(b+1-c), 4,
(£ —~C) k!

A(-= k=1

Jadi penvyelesaian kedua berbentuk

y,= Ao[x"‘ + g (a+l —(;)i (i’)+ 1-c), xk+l—c]

dengan (a+1-¢), =(a+1-c)a+2-c).{a+(k-1)—-c¢)
h+T—ch=(h+1-c¥h+2—0) (h+k—1-c)
2-ck =2-¢c)3-0)...((k—-1)-¢)

Dalam notasi hipergeometri, penyelesaian kedua ditulis dalam bentuk

v =x'"Fla+l-c. b+1-c:2—-c x)
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BAB V

PENUTUP

A. KESIMPULAN

Metode deret pangkat dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial linear orde dua, baik itu persamaan diferensial dengan koefisien
konstan maupun variabel. Metode deret pangkat menghasilkan penyelesaian
umum berbentuk deret pangkat. Bentuk penyelesaian tergantung pada jenis titik
yang dimiliki persamaan diferensial itu, apakah titik biasa atau titik singular.
Sebuah titik x ¢ disebut titik biasa dari persamaan diferensial

a,(x)y"+a,(x)y'+a,(x)y =0

jika kedua fungsi

B(x) =A%) gan p(x) = 2

a,(x) a,(x)
analitik pada titik x . Jika paling sedikit satu fungsi di atas tidak analitik pada x,
maka x, disebut titik singular. Titik singular dibagi menjadi dua yaitu titik
singular regular dan titik singular tak regular.
Sebuabh titik x o disebut titik singular regular dari persamaan diferensial
a,(x)y"+a,(x)y'+a,(x)y =0 jika titik ini adalah sebuah titik singular dan
kedua fungsi

_a_l(_x)_ dan (x—x0)2 ay(x)

G5 @ a,(x)
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analitik pada titik xo. Jika paling sedikit satu fungsi di atas tidak analitik pada
x 0, maka x o disebut titik singular tak regular.

Penyelesaian persamaan diferensial disekitar titik biasa berbentuk

y= Za,,(x —x,)" yang konvergen dalam | x — xo | <R, R> 0 sedangkan salah

n=0

satu penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik singular regular berbentuk

y=G-n)" S a,(x-x)".

n=0
Bentuk penyelesaian kedua akan ditunjukkan oleh persamaan indisial, bergantung
pada akar — akar persamaan indisial tersebut.
Langkah — langkah penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik

biasa dapat dirumuskan sebagai berikut :

1. Diasumsikan penyelesaian berbentuk y = > a,(x —x,)" .

n=0

2. Disubstitusikan y dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial
yang diketahui.

3. Pangkat — pangkat x yang sama dikelompokkan dan koefisien — koefisien
dari setiap pangkat x disamakan dengan nol (untuk persamaan diferensial
homogen). Ini memberikan hubungan yang dapat digunakan untuk
menentukan koefisien — koefisien lain secara berurutan.

4. Nilai — nilai dari koefisien tersebut disubstitusikan ke asumsi penyelesaian.

Untuk menemukan penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik singular

regular, harus ditentukan nilai r; dan r, , dengan langkah — langkah :
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1. Diasumsikan penyelesaian berbentuk y = (x —x, )’Za,, (x—x,)"

=0

2. Disubstitusikan y dan turunan — turunannya ke persamaan diferensial
yang diketahui dan disederhanakan.

3. Koefisien pangkat terendah dari (x - xo) disamakan dengan nol. Ini
bertujuan untuk mencari akar — akar persamaan indisial (r; dan r,).

4. Apabila nilai r telah ditentukan, selanjutnya adalah menggunakan nilai r
tersebut pada persamaan deret pangkat untuk menentukan hubungan antara

koefisien — koefisien dari pangkat x.

Kasus 1, r; —r; # N ( N bilangan bulat ).

Basis penyelesaian :

n=(x—x)" Zan(x ~xp)"
n=0

¥y = (x—x,)* iAn(x —Xo)"

1
Kasus 2, r; =1, =r, dengan r = E(l— b,)
Basis penyelesaian :

N=x-x) Zan(x = Xo)"
n=0

Y=y Inx+(x —xo)'ZA”(x - %)
-1



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

105

Kasus 3, r; — r = N ( N bilangan bulat positif ).

Basis penyelesaian :

wry Dil Y =(x—x0)"2a,,(x—x0)" )
n=0
ngan Y2 =kyllnx+(x—x0)’2§)A,,(x—xo)"
Edisi Penyelesaaian persamaan diferensial Airy, Hermite, Bessel, dan
Hipergeometri disebut fungsi Airy, fungsi Hermite, fungsi Bessel, dan fungsi
tis Jil Hipergeometri.

Salah satu keunggulan metode deret pangkat adalah metode deret pangkat
liffere dapat dipakai untuk mencari penyelesaian tertentu atau untuk menghampiri
Tac. . penyelesaian dari persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan.

\Yia maupun variabel.

B. SARAN

L Metode deret pangkat tidak hanya dapat dipakai untuk menyelesaikan
‘- persémaan diferensial linear, tetapi juga untuk persamaan diferensial tak linear.
|

J’ Untuk itu kajian tersebut dapat diteliti oleh pembaca yang berminat sebagai

khasanah ilmu pengetahuan.
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