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ABSTRAK

Dalam skripsi ini akan dibahas tentang metode Sylvester dan Cayley
untuk menghitung resultan dua suku banyak f dan g yang dilambangkan dengan
R( s g). Misalkan F adalah suatu lapangan dan suku banyak f (x) serta g(x)
dalam F [x] yang berderajat berturut-turut » dan m. Perhitungan resultan dua
buah suku banyak dengan metode Sylvester menggunakan matriks Sylvester yang
berukuran (n+m)x(n+m), sedangkan perhitungan resultan dengan metode-
Cayley menggunakan matriks Cayley yang berukuran maks(n, m)x maks(n,m).
Perhitungan resultan dengan menggunakan metode Sylvester digunakan jika
m > n, sedangkan perhitungan resultan dengan menggunakan metode Cayley
digunakan jika m < n.
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4‘ ABSTRACT

This thesis will discuss about Sylvester and Cayley method for counting
the two polynomials resultant that is symbolized by R(f,g).Let F be any field,
: polynomials f(x) and g(x) in F [x], where degree f(x) is n and degree g(x)
, is m. To compute the resultant two polynomial by the Sylvester method use
_ Sylvester matrix which size is (n+ m)x (n+m) and it use Cayley method with
] Cayley matrix which size is maks(n,m)x maks(n,m). Sylvester method used if
' m > n and Cayley method used if m < n

vil
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BAB1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah
" Dalam aljabar kita mengenal istilah suku banyak. Suku banyak yang di
maksud di sini adalah suku banyak atas lapangan F . Misalkan F adalah
suatu lapangan, f (x) dan g(x) adalah dua suku banyak dalam F [x] yang
berturut-turut berderajat » dan m dengan n+m > 1.
fX)=ax"+a, ,x"" +...+a,x+a,
gx)=b,x" +b, x"" +...+bx+b,

Resultan f dan g didefinisikan sebagai berikut :

fqlita " ol BRIV IANOLY ... 0T
O a, a,, a,, a, 0
0 0 a a a a
R , — d t n n-1 n—2 0
(fo8) =deti )y h . b 0 0
0 bm bm-l bm-2 bO 0
\0 0 bm bm—l bm—2 bO J

Matriks yang berukuran ( n+m)x ( n+m ) di atas disebut dengan matriks

Sylvester!.

! Sylvester diambil dari nama seorang ilmuwan yaitu James Joseph Sylvester ( English, 1814-1897
) dan Cayley diambil dari nama seorang ilmuwan yaitu Arthur Cayley ( English, 1821-1895)

1
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Ide dasar pengertian resultan dua suku banyak adalah sebagai berikut :
Misalkan £ adalah suatu lapangan, f(x) dan g(x) adalah dua suku

banyak dalam F [x] yang berturut-turut berderajat n dan m dengan n+m2 1.

Misal : f(x)=a,x"+a, x"" +...+ax+a,, a,=0 dan

glx)=bx" +b, x"" +...+bx+b,
Suku banyak f(x) dan g(x) mempunyai pembagi persekutuan yang tidak
konstan jika dan hanya jika terdapat suku banyak tak konstan h(x) dan k(x)

didalam F [x] sedemikian sehingga :

h(x)f(x)=k(x)g(x) ........................... (1)

dengan derajat h(x) < m-1 dan derajat k(x) < n-1.
| Misalkan:  A(x)=c, x"" +c, ,x" 2+ ... +¢,
k(x)=d, x="+d, x""+ ... +d,

Persamaan ( 1 ) dapat dinyatakan dalam bentuk sistem persamaan linear berikut :

c,aa,=d._b, }

Cpi@pq+Cpaa,=d, b, . +d, b

n—-1""m n-2""m > ‘(2)

Coay = d,b,

/

yang terdiri atas n+m persamaan linear dengan variabel-veriabel ¢, dan d,,
dengan i=0,1, 2,...,m-1 dan ;j=0,1,2,...,n—1. Suku banyak f(x) dan
g(x) memiliki pembagi persekutuan yang tidak konstan jika sistem persamaan ( 2

) memiliki penyelasaian yang tidak nol.
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Apabila sistem persamaan ( 2 ) disusun dalam bentuk matriks maka diperoleh :

_a,. 0 ... 0 ~-b, 0 .0 "‘cm_l- o]
a, a, .. 0 -b_ -b .. 0 |lc,, 0
a,, 4., 0 - bm_2 — bm_l 0 0
; c, :

a, a .. a, =—b, —b, 0 d_, = ol (3)

0 4 - Gy 0 -5, ... O - :
: : . . : . ; .

| 0 0 a, 0 0 _ bo_ i d, | lo]

Menunjukkan bahwa sistem persamaan ( 3 ) mempunyai penyelesaian
non trivial ekuivalen dengan menyatakan determinan matriks bujur sahgkar dalam
persamaan ( 3 ) adalah nol. Determinan dari matriks bujﬁr sangkar pada
persamaan ( 3 ) bila diubah dengan menggunakan operasi baris elementer dan

operasi transpose kita dapatkan

/an an—l an—2 ao 0 0 \
O 7 g L ey ) a, 0
0 .. |V S, S S— s a,
m bm—l brn—2 b bO 0 0
0 bm bm—l bm—z bO 0
LO 0 bm bm—l bm—2 bO /

Determinan dari matriks diatas disebut dengan Resultan dari suku
banyak f(x) dan g(x), ditulis dengan R(f , g).

Sylvester mendefinisikan R (f ,g) dengan mengubah matriks bujur
sangkar pada persamaan ( 3 ) melalui operasi baris elementer dan operasi

transpose. Dari definisi R (f,g), yang diberikan Sylvester, ukuran matriks yang
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berkaitan dengan R(f,g) adalah (n+m )x(n+m ). Ukuran matriks yang
lebih kecil dalam perhitungan resultan dua suku banyak diberikan oleh Cayley

yaitu maks (n,m) x maks (n,m) yang disebut dengan metode Cayley.

B. Perumusan Masalah
Pokok permasalahan yang akan di bahas adalah :
a. Bagaimana metode Sylvester digunakan dalam menyelesaikan resultan
| dua suku banyak ?
b. Bagaimana metode Cayley digunakan dalam menyelesaikan resultan

dua suku banyak ?

C. Tujuan Penulisan
Penulisan ini bertujuan untuk :
a. Memahami metode Sylvester dalam penyelesaian resultan dua buah
suku banyak.
b. Memahami metode Cayley dalam penyelesaian resultan dua buah suku

banyak.

D. Pembatasan Masalah
Dalam Slaipsi ini penulis membatasi permasalahan pada resultan dua
suku banyak dengan menggunakan metode Sylvester dan Cayley serta
landasan teori yang mendukungnya. Matriks dan sistem persamaan linear

tidak akan dibahas karena dianggap sudah tahu.
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‘E. Metode Penulisan
Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah metode studi

pustaka.
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BAB 11

SUKU BANYAK

Pada bab ini akan dibahas suku banyak atas lapangan F , khususnya
lapangan bilangan real R , yang meliputi definisi, operasi-operasi yang berlaku
serta sifat-sifatnya. Tapi sebelumnya akan dibahas terlebih dulu pengertian daerah

integral dan lapangan dengan dua operasi penjumlahan dan perkahan.

A. Pengertian Daerah Integral
Definisi 2.1
Himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan 2 operasi penjumlahan ( + )
dan perkalian ( . ) disebut Ring apabila memenuhi aksioma-aksioma berikut :
1.(Wva,b € R) (a+b) e R dan (a.b) € R
2.(Va,b € R) a+b = b+a
3.(Vab € R) (a+b)+c=a+(b+c)
4.(30eR)(Y aeR)0+a=a+0=a
5.(¥ aeR) (3 -aeR)a+(-a)=(-a)+a=0
6.(Vab,c € R) (a.b).c=a.b.c)

7. Vab,ec e R) afb+c)=a.b+a.c dan (a+b)c=a.c+b.c
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Definisi 2.2
Ring R disebut ring komutatif jika operasi perkalian bersifat komutatif di R yaitu

(Vab e R) ab = b.a.

Definisi 2.3

Elemen e e R disebut elemen satuanting R bila (Yae R) a.e = e.a=a.

Contoh 2.1

Bilangan 1 merupakan elemen satuan dalam ring bilangan-bilangan bulat ( Z ).

Definisi 2. 4
Suatu elemen a#0 dalam ring komutatif R disebut pembagi nol di dalam R

bila dan hanyabila 3 b € R, b = 0) a.b=0.

Jadi ring R memuat pembagi nol bila dan hanya bila
@abeR)a=0, b=0)a.b=0.
Ring R tidak memuat pembagi mnol bila dan hanya bila

(Va,beR)a.b=0 - a=0 v b=0.

Definisi 2.5
Suatu ring komutatif D yang memuat elemen satuan ¢ dan tidak memuat
pembagi nol disebut daerah integral. Jadi D daerah integral bila dan hanya bila

D ring yang memenuhi :
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1.(Vvab e D) a.b = b.a,

2.(3eeD)(VaeD)ae=ea=a,

3.(VabeD)ab=0 — a=0 v b=0.

Contoh 2.2

Ring bilangan bulat Z merupakan daerah integral dan ring bilangan genap bukan

merupakan daerah integral karena tidak memuat elemen satuan.

B. Pengertian Lapangan

Definisi 2.6

Himpunan F disebut lapangan, jikka F memuat lebih dari dua elemen,

dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian, dan memenuhi

aksioma-aksioma berikut :

1.

2.

Untuk semua a,b € F maka a+b € F

Untuk semua a,b € F berlaku a+b=b+a

Untuk semua a,b,c € F berlaku a+(b+c)=(a+b)+c

Adaelemen 0 € F sedemikian sehingga a+0=a Va € F

Untuk settap a € F ada elemen —-a € F sedemikian sehingga
a+(-a)=0

Untuk semua a,b € F makaab € F

Untuk semua a,b € F maka ab=ba

Untuk semua a, b, ¢ € F berlaku a (b c)=(a b)c
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, 9. Adaelemen 1 € F sedemikian sehingga al=a Va € F

1

10. Untuk setiap elemen @ =0 € F, ada elemen ¢~ € F( yang disebut

invers dari a ) sedemikian sehingga aa™' =1

11. Untuk semua a,b,c € F berlaku alp+c)=ab+ac dan

(a+b)c=ac+bc.

Contoh 2.3

Himpunan semua bilangan rasional @ dan bilangan real R terhadap operasi

penjumlahan dan operasi perkalian masing-masing membentuk lapangan.

Teorema 2.1

Setiap lapangan pasti merupakan daerah integral.

Bukfi :

Andaikan (F , +. . ) adalah suatu lapangan, maka (F , +, . ) merupakan ting
komutatif dan memuat elemen satuan e.

Ambil dua elemen a,b € F sedemikian sehingga a.6 =0 dan a # 0, maka

a'.(ab)=a'.0

(a“ .a).b =0
e . b=0
b=0.

Jadi F' merupakan daerah integral. R
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2. Untuk n>m

f(x)+g(x) = (a() +b0)+ b +(am +bn|)xm +am+1xm+] +...+a xn

n

= i(a,. +b X+ zn:a,.x"
=0

i=m+1

3. Untuk n<m

f(x)+g(x) = (au +b0)+ +(a,1 +b,,)x" +b, " + L+ b, X"

m

= Zn:(a,. +b, )\’" + Zm:b,.x'
i=0

i=n+1

Definisi 2.9

Andaikan f(x) dan g(x) € F[x] dengan f(x)=) g, x' dan g(x)= zm: b, x',
i=0 =0
dimana a, # 0 dan b, #0. Hasil kali f(x)g(x) didefinisikan sebagai :

fre® =S, _ab v

r=0

Di bawah ini akan ditunjukkan bahwa (F[x],+,x), operasi penjumlahan dan
operasi perkalian pada #[x] membentuk daerah integral.
Terhadap operasi penjumlahan (F[x],+ )

Selanjutnya, misal f(x), g(x), #(x) € F[x] dengan

) =Yax; g = b dn hx) = Yo,
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1. Bersifat komutatif

Untuk n=m

f(x)+gx) = ia,.xi + Zm:b,.x' = Z":(a,. +b)x'
i=0 i=0

i=0

=3 +a)=Sbx + Yax = g+ f(x)

Untuk n>m

f(x)+g(x) —Zax + th' T Z(a +b)x + Zax

i=m+1

—Z(b +a)x Zax —be +Zax + Zax

i=m+l i=0 i=m+1

= be +ax = g@)+ 1)

=0

Karena untuk setiap a, ,b, € F berlaku a, + b, = b, +aq,

Untuk n<m

f(x)+g(x) = Zax + be = Z(a +b I+ be

i=n+l

_Z(b +a )+ be—be +Zax +be

i=n+l i=n+1

—be + be +Zax —be +Zax = g(x)+ f(x).

=0 i=n+l1 =0
Karena untuk setiap g, ,b, € F' berlaku q, + b, = b, + a,

Jadi operasi penjumlahan bersifat komutatif.
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2. Bersifat asosiatif . Bukti untuk sifat asosiatif ini terdapat banyak
kemungkinan, tetapi  di sini hanya akan dibuktikan untuk beberapa saja.
Sedangkan kemungkinan-kemungkinan yang lain buktinya analog.

untuk n=m=¢s

=0

1 " () + g(0)+ h(x) = (Zax +be J ; ZS:c,-.xi

= Z(a +b)x' + Zcx = Z((a +b)+c)x

i=0

= i(ai +(b, +¢)x = iaixi + i(b,. +c,)x'
=0 i=0 =0

= ia,.x" + (ib,.xi +ic,.xi]
i=0 =0 i=0

= f(x)+(g(x)+h(x))

Karena untuk setiap a,, b,, ¢, € F berlaku (a, +5,)+¢, =a, +(b, +c,)

i Vi

Untuk n>m>s

(f(x)+g(x))+h(x) = { ) ax' +ibfx’) + ic,.x"

i((a +b)+c,)x' + Z(a,+b)x‘]+ iaixi

i=0 i=s+1} i=m+1]
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= Z(a +(b, +¢, )x" + Zax + be + Zax

i=s+] i=s+1 i=m+1

1 ‘Za'c +:Zar+Zax +Z(b +c)r+be

i=0 i=m+] i= i=s+1

= gaix’+[2(b +c,)x' + beJ

i=s+]

= ia,.xi + [ib,xi +ic,.x’j

= f(x)+(g(x) + h(x))

i T

Karena untuk setiap a,, b,, ¢, € F berlaku (a, +5,)+c, =a, +(b, +c,)

Untuk n=m>s

(f(x)+ g(x)+ h(x)= (ia,xi +;V_:b,.xij ik Zc x'= Z(a +b)x" + Zc x'

=0 i=0

= Z((a +b)+c)x + Z(a +b)x

i=s+1

Z(a +(5, +c))x + Zax + be

i=3+1 i=s+1

"Zax +Zar +Z(b +c)x +be

I=s+1 i=g+]

i=s+1

~Soax +(Z(b e sz]

= 7(x)+{g(x) + h(x))

Karena untuk setiap a,, b,, ¢, € F berlaku (g, +4,)+c, =a, +(b, +c,)
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Untuk n<m< s

n

() +g@)+hx)=| T ax +ib,-x'] + Ve

i=0

>

(@, +5)x" + Zm:b,.xij+ic,xi

i=0 =n+l i=0

=1 (a, +b,)x +ic,x’)+ ib,.x"

=0 i=0 i=n+1

3

[l}

X

= ((a, +b)+c )x’ + ic,. x‘]+ ib,xi

i=0 i=n+1 i=n+)

n

= (a,. +(b,. +c,.))x" + ic,xi + ib,.x"

i i=n+l i=n+l

]
<o

i=n+l i=n+l

=% gx' +L§":(b, +c )x' + i bx' + zs:c,.x")
' i=0

=Yax + (i(bi +c,.)x" + icixi]
j =0

i=m+l

=

=Yax + ( 3 bx' +ic,.x")= Fx)+(g(x)+h(x))

=0 i=0 =0
Karena untuk setiap a,, b,, ¢, € F berlaku (g, +5,)+c, =a, +(b, +c;)

1

Jadi operasi penjumlahan bersifat asosiatif.

3. Ada elemen identitas, yaitu 0= 0x' didalam F[x], sedemikian sehingga

i=0

untuk setiap f(x)= ia,.x’ e F[x] berlaku :

i=0
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f(x)+0=ia,.x"+i()x" = Z(a,.+0)x’ = ia,.x"
i=0 i=0 i=0

i=0

4. Untuk setiap suku banyak f(x)= Za,.x’ € F[x] terdapat suku banyak

i=0

~f(x)= Z": (-a)x" e Flx], sedemikian sehingga

i=0

fx)+(fx)= Z": ax’' +i (~a,)x’ =i(a,. +(-a,))x =Zn; 0x'=0

i=

Terhadap operasi perkalian (F[x], x)

Diambil sembarang f(x), g(x), #(x) € F[x], dengan

f(x)= ia,xi ; g(x)= zm:bjxj dan h(x)=) c.x*
=0 =0 k=0

5. f(x)g(x) = iz;:a,.xi .gbjx" = g'(ij:ra,.bj)x’ = ’:Zj::(zjﬂ=rbj.a, )x’

=Y Yax = g(x)/(x)
=0 -0

Jadi operasi perkalian bersifat komutatif.

6. (()gCh(x) = (ia.-x" ib,—x’]ickxk

i=0 j=0

r=0\J+j=r r+k=l \i+j=r

- z"'[ Za,.bj]x’ kz;;ckx" - i[ 3 [ Za,.bj)ck}t'
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<5z zane)e =S [ Zaselr

i=0 r+k=l i+j=r 1=0 1+1+kl

, n+m+s n m+s

: — | - i t
| = 2 | Xa| Lhal||r =Xax 2| Ybe|x
| 1=0 i+t=1 j+k=t i=0 t=0 \ j+k=t

! n

m S
a,x [z bx' Y cx ]
J=0 k=0

i=0

= f(x)g(x)h(x))

Jadi opersi perkalian bersifat asosiatif.

2. Terdapat elemen satuan 1 di F[x], yaitu 1x° =1 sedemikian sehingga untuk

setiap f(x)= Zax berlaku 1 f(x) = Zlax =Zax = f(x).

i=0

4. Tidak memuat pembagi nol.
Misalkan f(x)=) ax'dan g(x)=) b x’, dengan f(x),g(x) € Fx]
i=0 =0

sedemikian sehingga f(x)g(x) = 0. Selanjutnya misalkan f(x) =0 dengan

a,#0dan a,, = ... =g, =0. Kita dapatkan

F@e0) = 2T, ab = e

r=n r=n

Untuk 7 = n kita dapatkan

c, = Z ab, =zn: ab,, =ab, =0

i+f=n i=0

karena a, # 0, maka 5, =0. Untuk r =n+1 kita dapatkan
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n+l

Conn = Z aibj =Z ab,, , =ab =0

i+ j=n+1 i=0
karena a, # 0, maka b, =0. Dengan cara yang sama misalkan kita dapatkan

by, =b, =...=b, =0.Untuk r =2n+1 kita dapatkan

2n+1

Con = Z aibj = Z aib2n+1—i = anbn+l =0

i+f=2n+1 i=0
karena a, # 0, maka 5,,, =0. Jadi b,=0 untuk semua j=0,1, ..., dengan

kata lain g(x)=0. Dengan demikian F[x] tidak memuat pembagi nol.

5. Memenuhi sifat distributif.

( n m 5 n .- 5
(fx)+g@)h(x) =D ax +Zb,.x‘) Ddx =3 (a,+b)x' ) dx*

\ /=0
ns ( n+s
= Z(a,.+b,.)dk xr=z Za,.dk+b,.dk x|
r=0 \itk=r r=0 \i+k=r

=3 ( > a,.kox' +Z( Zb,.dk]x’

r=0 \i+k=r r=0 \i+k=r

= Zn:aixi Zs:dkxk + ib,x‘ idkx"
i=0 i=0 k=0

k=0
= f(0h(x)+g(x)h(x)
Jadi operasi perkalian bersifat distributif.

Jadi (F [x1,+ ,x) membentuk suatu daerah integral.
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Teorema 2.2

Misalkan suku banyak f(x),g(x) dalam F[x], maka

der (f(x)g(x)) = der f(x) +der g(x)

Bukti :

n

Andaikan f(x)=a,+ax+a,x’+ ... +a,x", dan
g(x)=b, +bx+b,x" +...+b,x"
Dengan a, ¢. O dan b, #0, dengan definisi ( 2.9 ) kita lihat bahwa :
fx)gx)=ab, +...+ab x"", ab, +0

Karena der (f(x)g(x))=nr+m,maka

der (f(x)g(x)) = der f(x) +der g(x)

Definisi 2, 10

Andaikan suku banyak f(x) dan g(x) dalam F[x]. Suku banyak g(x) disebut
membagi f(x),]jika f(x) = g(x)h(x) untuk suatu suku banyak 4(x) dalam F[x],

sedangkan g(x) dan A(x) discbut faktorfaktor dari f(x).

Contoh 2.4

Atas lapangan riil R, x +1 dan x — 1 keduanya membagi x* — 1. Begitu juga 3x +

3 membagi x* —1 karenax’ -1 =(3x+3)( %x- % ).
2
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Definisi 2.11
Jika suku banyak h(x) membagi f(x) dan g(x) maka h(x) disebut pembagi

persekutuan dari f(x) dan g(x).

Teorema 2.3

Misalkan F suatu lapangan, dan misalkan suku banyak f(x) dan g(x) dalam
F|x], dengan f(x)=a,x" +a, x" +.. . +ax+a,, a,#0 dan
gx)=b, x" +b, x"" +...+bx+b,, b,#0. Suku banyak f(x) dan g(x)

memiliki pembagi persekutuan yang tidak konstan ¢(x) jika dan hanya jika ada

suku banyak #(x) dan k(x) dengan derajat 4(x)<m—1 dan derajat k(x)<n-1
| sedemikian sehingga

R(x) £ ()= k()gle) oo (4)
Bukti :
(<) lika ( 4 ) dipenuhi dan a, 0, maka f(x) mempunyai n faktor yang

mana paling banyak n—1 faktor tadi dapat difaktorkan dari k(x) sebab

flx)= —ﬁ% k(x). Oleh karena itu sedikitnya salah satu faktor ini adalah
X

faktor dari g(x).

(:> ) Sebalﬂcnya, jika f(x) dan g(x) mempunyai faktor persekutuan yang tidak

konstan q)(x), maka dapat ditu]ﬁ:
f=)=p&)k(x),
g(x)= () ),
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dengan subtitusi kita dapatkan :

F&)= o) k()

f("‘)—h(x)k():

hix)f (x)=k(x)glx)

Sehingga kondisi ( 4 ) dipenuhi o

Definisi 2.12

Suatu suku banyak f(x) bukan konstanta atas / di sebut tak tereduksi atas F
jika satu-satunya faktorisasinya adalah trivial. ( yaitu, jika f(x)= g(x)%(x) maka

g(x) atau A(x) adalah suku banyak konstan ).

Contoh 2.5

Atas lapangan rasional Q, x> - 2 tak tereduksi; atas lapangan mil R, X -2
tereduksi karena dapat faktorkan sebagai ( x - V2 ) (x+ 2 ). Atas lapangan
riil R dan atas lapangan rasional Q, x* + 4 tak tereduksi; atas lapangan komplek

C tereduksi, karena dapat difaktorkan sebagai ( x +2i ) (x —2i).

Teorema 2.4
Untuk setiap suku banyak f(x) dan g(x) di F[x], dengan g(x) #0 terdapat
dengan tunggal suku banyak ¢q(x) dan ~(x) di F[x] yang memenuhi

f(x)=q(x)g(x)+r(x), dengan r(x) =0 atau der r(x) < der g(x).
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Bukti
Misalkan f(x)=a, +ax+a,x*+ ... +a,x", dan
g(x)=by +bx+bx*+...+b x"
Jka f(x)=0 , pilih ¢g(x)=0 dan r(x)=0. Kita dapatkan

f(x)=q(x)g(x)+r(x), dengan r(x)=0.

Dalam hal f(x)#0, misalkan der f(x)=n dan der g(x)=m . Kita bedakan dua

kasus :

1. Untuk 7<m. Dalam hal ini pilih g(x)=0 dan r(x)= f(x). Kita dapatkan
F(x)=q(x)g(x)+r(x), dengan der r(x) < der g{x).

2. Untuk n>m

Dalam hal ini kita bentuk

f(x)—-%’—x"""g(x)= £,(x) , dengan derajat. £,(x)< derajat 7 (x)

Jika derajat f,(x)= p >m dan jika koefisien utama dari f,(x) adalah c,

maka kita dapatkan

f(x)—gl X" g(x) —bi """ g(x) = £,(x) , dengan derajat £,(x) < f,(x)

Jika derajat f,(x)>m maka proses diulang. Karena dalam setiap langkah,
derajat suku banyak diruas kanan ( anggap # 0 ) direduksi, akhirnya kita
mencapai suatu sisa #(x) = f, (x) yang berupa suku banyak nol atau berderajat

kurang dari derajat g(x).
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Untuk ketﬁnggalan
Andaikan f(x)=g,(x)g(x)+r(x) dan
f(x)=¢q,(x)g(x)+r,(x), dengan r(x)=r(x)=0 atau
der r,(x) = der r,(x) < der g(x). Maka
q,(x) g(x) +7,(x) = q,(x) g(x)+r,(x)
[4,(0) - 4,(®)]gx) = r,(x) -1 (x)
Karena derajat dari r,(x)—r,(x) kurang dari derajat g(x), sedangkan derajat
[0.)-4,(0)]g(x) > derajat g(x), maka g,(x)~g,(x)=0 dan r,(x)-7(x)

= 0 kita dapatkan q,(x) = q,(x) dan r,(x)=#r(x) W

Definisi 2.13

Misalkan F  suatu lapangan, suku banyak f(x)e F[x] dengan
f(x)=a,+ax+a,x*+ ... +ax". Jka keF sedemikian sehingga
f(k)=0, dimana

fB)=a, +ak+ak’+..+a k"

maka k disebut akar dari suku banyak f(x) atau akar dari persamaan f(x) =0.

Teorema 2.5

Misalkan f(x)e F[x] dan « € F. Maka « adalah akar suku banyak f(x) jika

dan hanya jika x —a faktor f(x).
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Bukti:
Misalkan o akar dari suku banyak f(x) maka f(a)=0. Kita pandang suku
banyak x —a € F[x]. Dari teorema ( 2.4 ), untuk setiap suku banyak f(x) dan
g(x) di F[x] dengan g(x)=0, terdapat suku banyak g(x) dan r(x) yang
memenuhi f(x)=q(x)(x—a)+r(x), dengan der r(x)< der(x —a) = 1. Karena
der r(x)=1 berarti r(x)=c untuk suatu ¢ € Fsehingga f(x)=q(x)(x—a)+c
akibatnya f(a)=q(a)0+c schingga di dapat ¢=0. Dengan demikian kita
dapatkan f(x) =q(x)(x — ) atau x ~ o merupakan faktor dari f(x).
Sebaliknya, misalkan x—« adalah faktor dani f(x) berarti f(x)=q(x)(x-a)
untuk suatu g(x) e F[x]. Kita dapatkan f(a)=0, yaitu a akar suku banyak

f(x). |

Teorema 2.6
Misalkan F suatu lapangan, suku banyak f(x)e F[x] yang berderajat n>1.

Maka suku banyak f(x) mempunyai paling banyak » akar.

Bukti

Dengan menggunakan induksi matematika atas » .

Untuk » = 1, misalkan f(x)=a, +a,x. Maka ~a,/a, adalah akar dari f(x).
Jadi f(x) mempunyai paling banyak satu akar ( Dalam hal ini f (x) mempunyai
satu akar ). Misalkan untuk semua g(r) dengan derajat g(x)=n-1, dengan

n 2 2 mempunyai paling banyak »n—1 akar.
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Kita pandang suku banyak f(x), dengan derajat f(x)=n. Y

Misalkan « suatu akar dari f(x). Menurut teorema ( 2.5 ) kita dapatkan
f(x)=q(x)(x—a), untuk suatu g(x)e F[x]. Sehingga kita peroleh derajat dari
q(x) adalah n-1. Menurut pemisalan induksi, suku banyak q(x) mempunyai
paling banyak »—1 akar. Dengan demikian suku banyak f(x) mempunyai paling

banyak » akar. u

Teorema 2.7
Misalkan suku banyak f(x)e F[x] berderajat n>0 dan a adalah koefisien

utama. Jika elemen-elemen yang berbeda @,,@,,..., @, € F adalah akar-akar

n

yang berbeda dari f(x), maka suku banyak f(x) dapat dituliskan sebagai hasil

kali suku banyak berderajat satu, yaitu :

f@=alx-a)x-a,) ... (x-a,)

Bukti:

Andaikan n =1, sehingga f(x)=ax+ a,, mempunyai akar namakan «, .

Selanjutnya  f(a,)=aa, +4, =0, kita dapatkan g, =-aa,, dan
f(x)=ax+a, =ax—aa, =a(x—-al)

Dengan demikian untuk 7 =1 teorema benar.

Andaikan teorema benar untuk » =k

Akan dibuktikan bahwa teorema benar untuk n=k+1.

Suku banyak f(x) yang berderajat & +1 mempunyai akar-akar @,, @,, ..

.,(Zk_,,l.
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Karena o, akar dari f(x), maka dengan teorema ( 2.5 ) kita dapatkan
fx)={x-a,)alx)
di mana suku banyak g(x) berderajat & dengan koefisien utama a.
Karena f(af) = (aj —a,)q(aj)= 0, untuk j=2,3..,k+1 dan Kkarena
a; —a, #0 untuk semua j #1. Ini berarti bahwa «,, a,, ..., @,,, adalah k akar
yang berbeda dari q(x). Menurut pengandaian teorema benar untuk n=*k,
sehingga kita dapatkan
qg(x) = a(x—aZXx—aJ)... (x—am)
Dengan demikian kita peroleh

f(x)=a(x"ax)(x_azxx"a:s)---(x"akn) |

Definisi 2.14

Misalkan F suatu lapangan, x, y dua variabel . Bentuk

Za,.j.xiyj, dengan i+ j=r

r=0
dengan koefisien g, dalam F' disebut suku banyak dalam variabel x,y atas F .
Jika a; #0 untuk i+ j=m, dan a; =0 untuk /+j>m, maka m disebut
derajat dari suku banyak dalam variabel x, y. Himpunan suku banyak dalam
variabel x, y dinotasikan dengan F[x, y].

Kita dapat menuliskan suku banyak dalam variabel x, y ke bentuk suku banyak

dalam variabe! y dengan koefisien dalam F[x] atau suku banyak dalam variabel

x dengan koefisien dalam F[y].
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Contoh 2.6
1+ y+xy+y?+xty? ( suku banyak dalam variabel x, y )
=1+(+x)y+({+x*)*  ( suku banyak dalam variabel y dengan
koefisien dalam £x] )
= (1+ y+y2)+(y)x+(y2)x2 ( suku banyak dalam variabel x dengan

koefisien dalam F[y].
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BAB III
MENGHITUNG RESULTAN DUA SUKU BANYAK DENGAN

MENGGUNAKAN METODE SYLVESTER DAN CAYLEY

Pada bab ini kita akan membahas metode Sylvester dan Cayley yang

dapat digunakan untuk mencari resultan dua suku banyak.

A. Menghitung Resultan dengan Metode Sylvester

Definisi 3.1
Misalkan F suatu lapangan, suku banyak f(x) dan g(x) dalam F [x],

dengan

fM=ax"+a _x"" +..+ax+a,, a,#0

n
dan

m-1

g(x)=b,x" +b, x"" +...+bx+b,, b, #0
Resultan f dan g ditulis dengan R(f,g) adalah determinan matriks

S(f,g) berukuran ( n+m )x (n+m ) yang didefinisikan sebagai berikut :

Gy B0l 10, % g, 0 0

0 an anl an—2 aO 0

O .. 0 a a a a

R(f.g) =det S(f,g)=det = a2 0
/>8) (f:2) b Wi 0
0 b, b, b, b, 0

0 O bm bm—l bm—Z bO

Matriks di atas disebut dengan matriks Sylvester.

28
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Teorema 3.1
Misalkan f(x)=a,x" +a, x™" +...+ax+a, dan

g(x)=bx" +b _x"" +...+bx+b, ,dimana n,m >0
R(f,g)=0jika a, =b, =0 atau f(x) dan g(x) mempunyai faktor persekutuan
yang berderajat positif dalam F[x].
Bukti:
Jika a, =b, =0 maka kolom pertama dari matriks Sylvesternya adalah nol, jadi
R(f.8)=0.
Andaikan f(x) dan g(x) mempunyai faktor persekutuan k(x) yang berderajat
positif dan a,#0 atau b, #0. Selanjumya f(x)=f(x)A(x) dan
g(x)=g,(x)h(x) dengan f(x)#0 dan g (x)=0. Jika der h(x)=r maka
der fi(x)=n-r.
selain itu kita dapatkan hubungan f(x)g,(x)=g(x)f,(x) memberikan

der g((x)Sm—r.

Misalkan
fi(x)=—c, x"" ~ cn_r_lx"”"1 ..k,
P ] DA G SV
kita peroleh hubungan

n m-r m —r
(a,,x +---+a0)(d,,,_,x +-~-+d0)+(bmx +---+bo)(c,,_,x" +---+c0)=0
mtn-r m+n—r—

kita samakan koefisien-koefisien dari x™"", x ', ... ,1 kita dapatkan sistem

persamaan linear sebagai berikut :
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ad, +b,.c,, =0

n m-1

ad, ,+a,d, ,+b.c,,+b, ., =0 (iv)

n-t

a,d, +byc, =0
yang merupakan sistem persamaan linear dengan variabel-variabel ¢, dan 4,

i=0,1,2,...,n-1, j=0,1,2,...,m-2.

Apabila sistem persamaan ( iv ) disusun dalam bentuk matriks maka diperoleh :

a0 - 0 b 0 - 07[d,] [0
a, a, - 0 b, b, - O m—2 0
a,_, xal 0 b,, b, 0 : 0
g ] g ° d, .
a, G a,, by b, b, Cr B 0 ¥
0 aq, gir™ .. b, b,ol | €y ]
5 : ] ’ : : ] 0
| 0 0 - a, 0 O W1y 1 L% | 0]

dapat kita lihat bahwa determinan dari matriks bujur sangkar dalam persamaan
( v ) adalah nol karena mempunyai penyelasaian non trivial {c, , #0, d,_, #0).
Matriks bujur sangkar dalam persamaan ( v ) kita ubah dengan menggunakan

operasi transpose kita dapatkan :

[a, a,, a 0 0
0 a, a, a, 0 0
0 0 a, a, a,
b, b, - b, 0 0
0 b, b, b, 0 - 0

| 0 0 b, b, by |
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yang mana determinan matriks diatas sama dengan R(f,g), schingga kita

dapatkan R(f,g)=0. H

Teorema 3.2
Jika f(x)=a,(x-a,)x-a,) ... (x-a,), dan
gx)=b,(x-B)x-5,) .- -5.)

Maka

n m

R(f.g)=a,"b, T [{e - 5,)

=1 j=t

Bukti:

” m n m

Misalkan R = a,,"'b,,,”HH(a,- —,Bﬂ,-) dan R = Hn(ai —.3,-)

f(x)=a, (x“al)(x"az) (x'“an)a

=a, (x" ~(oy +.r a2 o, 4 v 2,)) X+ (1) ...a,,)

=ax"—afo,+..4a, )x +...+(-1a, a,a,...a,
g(x)=bm(x_ﬂl)(x—ﬂ2) Ol (x—ﬂm)'

=b,,,(x"' ~(B +. .+ B )2 (BB +.H BB )X+ (1) BB, ...ﬂm)

= bmxm -bm(ﬂl +...+ ﬂn)xm_l +... +(_—1)mbm ﬂlﬂl "'ﬂm
. Misalkan S adalah determinan yang mana diperoleh dengan menggantikan

Apys@y gseeasy,b, 1,0, ,,..., b, dalam matriks Sylvester dengan:
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an—l =an(a1+"'+anl bm-1=bm(ﬁ1+---+ﬁm)

a,, =4, (axaz +...+ an—lanl bm—2 = bm (ﬁxﬁz +...+ ﬁm—lﬂm)

a0=an(ala2"'an b0=bm(ﬁlﬁ2"'ﬁm)
dalam hal ini @, , disebut suku banyak berorde ke- £ dalam «; dan b,_, disebut
suku banyak berorde ke- £ dalam B, .

Kita akan menunjukkan bahwa R =S
Pertama, catat bahwa, dalam setiap baris dari matriks Sylvester, setiap elemen

dikalikan dengan a, atau b,. Dengan menggunakan sifat determinan, kita dapat
mengeluarkan semua faktor a, atau b, keluar dari determinan. Karena setiap m

baris memuat a, dan setiap # baris memuat b,, , kita dapatkan :

1 (g+.+a) (gg+.+0.0) ... (@g..q) 0 .. 0
OF Xl (a;+...+0;,) (qog,..q,) .. 0

1 (g+.+a) - (ag--q)

0 .. 0
"N (B+-48) (B8+.48.8) ... (BB..B) O .. 0

............................................................................................................

S=a,b," S
Catat bahwa, faktor-faktor ini sama untuk pangkat dari g, dan 4, dalam
pernyataan dari R. Sehingga untuk menunjukkan R =S, berarti kita tinggal

menunjukkan R =S, dimana
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Kedua, catat bahwa derajat dari S tidak melebihi derajat dari R . Karena

R =Hn(a,. -pB j.), berarti jelas bahwa R berderajat m»n. Dengan mengingat

=1 21
bahwa a, , dan b, , adalah berderajat k, ini tidak sulit melihat bahwa derajat
dari S’ tidak dapat melebihi mn.

Ketiga, kita akan menunjukkan bahwa R membagi S .

Berdasarkan teorema ( 3.1 ), dapat kita lihat bahwa, jika a, =g, untuk
(i=1,...,n dan j=1,...,m) maka Resultan R =0, dan oleh sebab itu R =0.

Satu-satunya cara agar resultan menjadi nol adalah ¢, = 8, untuk a, ~ B, faktor

dari resultan. Karena S adalah resultan yang tidak sama dengan nol, dan oleh

sebab itu ¢, — B, harus merupakan faktor dari S'. Ini berarti bahwa setiap faktor

dari R juga merupakan faktor dari S'. Sehingga R’ membagi S, dapat kita tulis
S’ =cR’ dengan ¢ adalah suatu konstanta.

Untuk menentukan nilai ¢ kita perlu melakukan perbandingan nilai-nilai dari dua
resultan untuk satu set nilai dari variabel yang mana resultannya tidak nol.

Dimana, untuk o, =a, =...=¢, =1 dan B, =, =...= B, =0. Kita dapatkan

R =S8 =1, sehingga c=1 , kita dapatkan R = S . -
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Teorema 3.3
Jika f(x)=a,(x~a, )(x-a,) ... (x—a,),dan
g0 =b,(x-4)x~5,) ... (x~5,)
dengan «,, ... ,a, adalah akar-akar dari f(x) dan g,, ... , £, adalah akar-akar

dari g(x), maka

R(f’g)=anmbmnﬁl_ml(ai _ﬂj)= ar'r" ﬁg(ai)::(-l)nm bmnﬁf(ﬁj)

i=l j=1

Bukti :
Pertama R(/g)=a,"6, TT[ (e~ 5,)
Dan
gx)=b,(x-B8)x-8,) ... x-8,)
Kita subtitusikan x = ¢,, sehingga kita dapatkan :
g(al)z b,,, (al - ﬂl)( a, - ﬂz) (al = ﬂm)
g(a,))=b, (ay- BX ay - B,) ... (ay- fm)

gla,)=b, (a,- BN a, - B)... (a,- fm)

Sehingga diperoleh :

g(en)g(@) . g(@,)=5," T[T -5,

i=1 j=1

sehingga kita dapatkan resultan :
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R(f.g)=ay Hg(a.-)

Kedua, kita buktikan R(f,g)= (-1)" b,n"flf (ﬂ,-)
j=1

Dari

f@)=a,lc-a)x-a,) ... (x-a,)
6= a, T]-a)= 17 a,T]( )
Kita subt@tusikan x= B, didapat :

f(B)=(Da,(a ~-B)a,-B) - (a,- )
f(B.)= (_1)"an(al -8~ f;) ... (¢,-5,)

f(B)=(D" a,(e-,)(a,-B,) ... (@,-5,)

Sehingga diperoleh :
BB, £(8.)= =)™ o, T1T (e - ;)
i=l j=1
Dengan demikian kita dapatkan

R(7.8)= D" 6, 1(B)/(8,) - £(Ba)

R(f9)=0"5,T176) m
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Contoh 3.1
Diketahui f(x)=a,x* +a,x+a, dan g(x)=bx+b,, jika a,,a, adalah akar-
akar dari persamaan f(x) = 0 dan g, adalah akar dari persamaan g(x) = 0.
Carilah resultan dari suku banyak f(x) dan g(x).
Penyelesaian :
f(x)=ax*+ax+a, = a,(x—a, Xx-a,)

= az(x2 (e, + az)x+ala2)

_ 2
= a,x’ —a,(a, +a,)x +a,a,0,

dengan —a,(o, +a,)=gq, dan a2, =a,
[} a,

) o

—(a1+az)=_“ o, = —

a, a,

gx)=bx+b, = b\(x_ﬁx) = bx~bf

dengan —b,fB, = b, dan kita dapatkan S, = —Z—"

1

Dengan menggunakan definisi dari resultan kita dapatkan

R(f.g) = azblz(al—ﬂl)(aZ_ﬁl)= aszz( aa,-( o +a,) B+ ﬁlz)

a, a
3 azb12 ( . +_1_:81 +1612)
a,

a,
Sy 2
= b, (ao +a,p +azﬂ12)

b b?
= b,z(ao -aq, —bi+a2 b—‘;]

1 1

= a,b} — a,b b, +a,b? .
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Teorema 3.4
Jka: f(x)=ax"+a,_x"" +..+ax+a,,g(x)=b,x" +b, x"" +...+bx+h
dan R(f,g)=0 maka R(f,g)=A(x)f(x)+B(x)g(x)

dimana A(x)=A, x"" +...+4, dan B(x)=B,_ x""'+...+B,

Bukfti :
ax"" " va, x"" +apx™! =x"" f(x)
ax™"t+ . 4ax"? =x""2f(x)
ax"+ +a, = f(x)
b x" " +b, x4 L+ bx™ =x""'g(x)
b,x™" P+ . +bhyx"? =x""*g(x)

bx"+ ... +by=g(x)

Persamaan diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut :

3, a7 @ Fp 0 OR-- 0 o fwgR (x™ f(x))
0 4, 4y Gyp .- G - 0 254 x"2 f(x)
........................................................................ xS :
6 .. 0 a a4, a., ... q | )
b, b,, b, ... b, 0 .. 0 S R e P )
0 b, b,, b,y ... b ... 0 x"?g(x)
........................................................................ x :
0 0 by by by o b )LL) | e )

Andaikan C adalah vektor kolom pada ruas kanan, maka persamaan diatas dapat

dituliskan sebagai berikut :
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C=x""'C,+..+1-C,,,
dengan C,, ... ,C,,, adalah vektor-vektor kolom dari matriks koefisien dari ruas

>~ mtn

kiri. Dengan menerapkan aturan Cramer, dimana koefisien C,,,, adalah 1 kita

peroleh
a, a,, a,, ... a, 0 .. x"f(x)
a, a,, a,, .. 4a ve X" f(x)
0 O an an—l an—Z f(X)
bm bm-—l bm -2 b bO 0 x"_l g ('x)
0 bm bm—l bm—Z bO xn—l g(‘x)
xO = 1 = O 0 bm bm-l bm-z - g(.X')
a, dpy 9,2 a 0 0
0 a, a, a,, a4, 0
0 a, a, a,_ a,
o ol T Y LA 0 0
bm bm—l b m—2 bO O
0 0 b, b,, b,, b,
Sehingga
a, a,, a,, g &0 0 a, a,, a,, a 0 X" (x)
O an an—l an—Z aO O an an—l an-—z aD x""zf (x)
O O an an—l an—z aO O O an an—-l an—2 f (X)
b, buy bp2 ... By O 0 Dy Do b, 0 X" g(x)
0 bm bm-l bm-2 bO 0 0 bm bm—l bm—2 b(} . X »2 g(x)
0 0 b, b, b,, h | o 0 b, b, b, g(®)
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Dengan demikian kita dapatkan
R(f,g)=det(C,,...,C,,,) =det(C,, ...,C,,,1,C)
dengan melakukan penguraian laplace menurut kolom terakhir dapat kita lihat
bahwa ada suku banyak 4 (x) dan B(x). Sedemikian sehingga :
R(f.g)= A(x)(x)+ B(x)g(x)

Dimana A(x)=A, x" "' +...+ A, dan B(x)=B,_x"" +...+B,.

Centoh 3.2

Diketahui : f(x)=x>+2x+1 dan g(x)=x+2
1 21

Kitaperoleh:{S(f,g)‘=1 2 0=4+0+1-0-0-4=1
01 2

Selanjutnya, f(x)=x*+2x+1
xg(x) =x*+2x
g(x)=x+2
Dengan menggantikan kolom yang terakhir kita dapatkan

1 2 f(x)
[S(f.8) =]l 2 xg(x)|=2g(x)+0+ f(x)~0—xg(x)-2g(x)
0 1 g(x)

= flx)-xg(x)=x*+2x+1-x* -2x =1
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Teorema 3.5

Misalkan f(x)=a,x" +a, x"" +...+a,x+a, dan
g(x)=bx" +b _x"'+...+bx+b,

S(f,g) adalah matriks yang berukuran (2 + m)x (n + m)

a

a, a aa 0 ... 0 )

n n-1 n-2
0 a, a, a,, a, 0
A 0 g a %% a,
m bm—l bm—Z iy bO 0 0
0 o, b,, b,, b, 0
0 0 bm bm—l bm—2 b() )

Buktikan bahwa : |S ((x-a ) f.g ) [=g(@)| S (f.2)|
Bukti :
(x—a)f(x)=(x—a)(a,,x” +a, x™ +...+alx+ao)

2 =
=ax™ +a,_x"+..+ax’+ax-aa,x"~aa, x"" —...—aax-aa,

n n-1

=ax"+(a _ -aa, )x" +(a,,~«a a,, )x"‘1 +...+(a, —aq, )x +(-a ao)

a, a,,—-aa, a,,—oa,, —aa, 0 0 0
0 a, a,,—aa, —oa, 0 0
0 0 e, 0 a, a,, —oa, a,—-aa, -oq,
IS(c-a)f.g) =, b b, 0 0 e 0 0
0 b, b, b, 0 0 0
0 0 b, b, o b, 0
0 0 0 b, b, b, b,
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Tambahkan a kali kolom 1 ke kolom ke 2

an an—l _aan +a(an) an—2 —aan—l
0 a, +a{0) a,, —oa,
0 0+2{0) 0
3S((x_a)f ? g) = bm bm—-l +a(bm) bm—-2
0 b,+d0) By
0 0+{0) 0
0 0+A0) 0
kita dapatkan
a, a. a,.,—-aa,, 4,—a
0 an an—] e aa,,
0 0 0
‘S((x — (Z)_f, } = bm bma + bm—-l bm-2
0 b, b,
0 0 0
0 0 0

Tambahkan « kali kolom 2 yang baru ke kolom ke 3

n-1 n

41

. ay—om,
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1S((x-a)f. g) =

0
|S(x~a)f.g)=p,

a,,—aa,, +da,,) ...

a, an—l
0 a, a,,—aa,+ a(an )
0 0 0+c{0)
bm bma+bm—l bm—2 +a(bma+bm—l)
0 bm bm—l + a(bm )
0 0 0+af0)
0 0 0+(0)
an an—l aml
0 an n1
0 0
ba+b, ba’+b, a+b,,
0 b, b,a+b,
0 0 0
0 0 0

42

0 0
0 0
by 0
bl bO
0 0
0 0

. ay—oa, —aq,

0 0
0 0
b, 0
b, b

tambahkan « kali kolom 3 yang baru ke kolom ke 4 dan seterusnya sampai kita

dapatkan

S(x-alf.e) =

Selanjutnya

an—-l an—2 . q)

an an-—l

0 0 Beon ]
ba+b,, ba+b a+b, , ...

b, bo+b,

0 0 .. b

0 0 .. O

o

boa+b , ...

b +.. 4"
b+ +ba™

b +.. +bx
ba+..+b,
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|S—alf.g)=

(- a)f.g)=| b b

(x-aifg)=

oS o o

o -

a, a,, ..q 0 ...0
0 a, 4, ... @ ...0
0 . 0 g g, ...q
b—d0) bo+h,,—db)
0 b,
0 0 b,
0 0 0 b5,
(a, a,, a, O
0 a, a, a()
0 0 a, a,
0 b,
0 0 b,
0 0 0 b,
a,, q 0 ...0
a, . g% .- 0
0 a a, ... G
b, 0
b~d0) botb ,—db) ...
0 b,
0 0 5

43
0 )
0
0
b o™ +.. A —a(b,,pl'”“ +...+lq,d’*‘)
o™ +. +ha
b +.. +ha
ba'+.. 44 )
0 0
0 0
a, 0
0 0

m-1

b,a™ " +...+b,a

b,a™ +...+byx
b,a” +...+b,

0
0
boP™ +. 4o A o+ b

ho™ + .Aha
bal'+..+4 )
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(a" an—l al’) 0 O O 3
0 an an—l at) 0 O
| 0 e 0 an an—l - ao 0
ISx~a)f.g)=|b, b 0 0
0 bm bm—l O
0 0 .. b, b,a™ +... + by
0 0 0 bm bma"’+_“+b0 )
(an an—-l af) 0 0 0 \
0 a, a4, a, . 0 0
0o ... 0 a, a, ...a, 0
|S(x-alf.g}={bn bm 0 0
0 bm bm—l ’ 0
0 0 .. b-d0) .. ba™+.+ba-dbe"+.+h,)
0 0 aLaio] b +..+8,
(an an—l a() 0 0 \
0 a, a,, .. a, 0 0
0 0 a, a, LA 75, 0
IS@x-2)f.8)=|bn b 0 0
O bm bm—l O 0
N —— ! ba™+...+b,)




&
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an an—l
0 a,
0 0
IS((x~a)f.g)=b,a™ +...+b,
bm bm—l
0 b,
0 0

S(x-a)f.g)=gle)lS(r.g) W

Conteh 3.3

an—2

n—1

m-2

m-1

a,
aO
an an—l
b, 0
bO
bm bm—l

Misalkan : f(x)=a,x’ +a,x+a, dan g(x)=b,x* +bx+b,

(x-a)f(x)=(x-aXa,x* +a,x +a,)

=a,x’ +ax’ +ayx~aa,x* —aax—aa,

a, a -—-aa, a,—da,

0 a, a, -aa,
S(x-a)f.e)=p, & by

0 b, b,

0 0 b,

a, —aa,

b()
by

a, al—-aaz+a(a2) a, —aa,

0 a, +a(0)
|S((x—a)f,g){ = |b, b +af(b,)

0 b, +a(0)

0 0+ (0)

b,

-aa,

a,-aa, -aa,

0
b,
b,

45

0

0
0
by
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IS(x-a)f.g) =

S(x-a)f.g) =

S(x-a)f.g) =

IS(x-a)f. g} =

S(x-a)f.g) =

0
|S(x-a)f. g} =|b,

o o o,R

$%. S

o o &

Q
w2

o o & o p o o

)

o o o B
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a a,—aa, —ad, 0
a, a,—-aa, a,—-aa, -aa,
b,a+b, b, 0 0
b, b, b, 0
0 b, b, b,
a, a,—aa, + a(al) -aa, 0
a, a —-aa, +a(az) a,—aa, -—aa,
bya+b, by+alb,a+b) 0 0
b, b, +a(b,) b, 0
0 b, +a/(0) b, by
a, a, —aa, 0
a, a, a,—aa, —aa,
b,a+b, b,a’+ba+b, 0 0
b, b,a +b, b, 0
0 b, b, b,
a, a, —aa, + a(ao) 0
a, a, a,-aa +ala) -aqg,
bya+b, ba*+ba+b, O+alb,a*+ba+h) 0
b, b,a+b, b, +a(b,a+b,) 0
0 b, b, +alb,) b,
a, a, 0 0
a, a; a, —aa,
bya+b, ba’+ba+b, b,a*+ba’+ba 0
b, b,a+b, b,a’ +ba+b, 0
0 b, b,a+b, b,
a, a, 0 0+c(0)
a, a, a, —aa, +a(a°)

bya+h bya’+ba+b, b,a’+ba’ +bya 0+alb,a’ +ba’ +byal)

b,
0

b,a+b,
b2

b,a* +ba+b,  O+alb,a’ +ha+b,)
b,a+b, b, +alb,a+b,)
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a, a a, 0 0
0 a, a, a, 0
IS(x-a)f.g)=lp, ba+b, ba*+ba+b, ba’+ba’+ba ba'+ba’+ba’
0 b, b,a+b, by’ +ba+b, b,a’+ba’+ba
0 0 b, by +b, b’ +ba+b,
a, a, a, 0 0
0 a, q, a, 0
' e b, a+b, b2a2 +ha+b, b +ba’ +bya bt +bo’ +ha’
IS((x —a)f,g] = —a(bz) —alb,a+b,) "a(bzaz +b1a+bo) "a(bza3 +ha’ +b
0-cl0) b, ~al0) ba+b, hat +ha+h, b’ +ba’ +ha
—afb,) —alb,a+b,) —olb,a? +ba+b,)
0 0 b, b,a+b, b’ +ba+b,
a, a, a, 0 0
0 a, aq a, 0
S(x-a)f.g)=6, b &, 0 0
0 b, b b, 0
0 0 b, ba+b b,a*+ba+b,

o _ 2 a, a da,
S(x-a)f.g)=ba* +ba+b, b, 5 b 0
0 b, b b

S((x - a)f. g} = gl@)|S(f.2)

B. Cara Untuk Mereduksi Ukuran Matriks Sylvester

Dalam perhitungan determinan Sylvester yang menggunakan matriks

yang berukuran (n+m)x(n+m) mungkin akan tidak menyenangkan

karena
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ukuran matriks yang terlalu besar. Ada dua cara yang bisa digunakan untuk
mereduksi ukuran matriks Sylvester yaitu:
1.a. Untuk m2n
Misalkan f(x)=a,x"+a, x"" +...+a,x+a,,
dan
g(x)=b x"+b, x" " +...+bx+b,
Maka ada suku banyak :
4(*) = Gppon®™ "+ Qg X" H L H G

dan

_ n-1 n-2
rx)=r_x" +r_x""+...+r

sedemikian sehingga

g(x) = f(x)q(x)+r(x)
Persamaan diatas dapat dinyatakan dalam sistem persamaan linear berikut :
b,=q,a,+qa,, +..+q, .4, X

bm—l = qoam—l + qlam—Z +...+ qm—nan—l + qm—n—lan ?

bn=q0an+qlan—l+"'+qn00a > (3113)
bn—-l = qun-l + qlan—Z +...+ qn—lao + rn—l’

by =qya, + 1,

dimana @, =0 untuk i > n
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Diberikan matriks

S(f.g)=

a, a,, 4,, 4 0 0

0 a, a,, a,, a, 0
0 0 a, a,, 20
bm bm—l bm—Z bo 0 0
0 b, b, b,, b, 0
0 0 bm bm-l m=2 bo

Apabila elemen dari matriks S(f,g) vaitu b_, b

b, 15 ..., b, diganti sesuai

dengan sistem persamaan ( 3.1.1e ), kita dapatkan

a, a., g aq 0 O
0 an an—l aO 0
0 O an an—l
0 0 0 a a,
qm-nan qm—nan—l +qm—n—lan % q()% +’6
0 qm—nan qm—nan—l + qm—n—lan
\ 0 0 qm—nan

maka dengan operasi baris berikut, yaitu :

Kurangkan g,,_, kali baris t, g,_, kali baris t + 1, ¢, kali baris t + m — n dari

baris m + t, dengan 7=1,2,...,n. Sehingga hasil dari operasi tersebut adalah

matriks berikut :

0

9%+l -

o O

S o o -

9% 1
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an an-l
an an—l
0 0 a,a, a, 0O
A= 0 0 0 a, a, a,
0 0 0 r, r, O 0
0 0 0: 0 r r, 0
o ... 0O 0: O 0 0 r, ... 1r)

Determinan dari matriks diatas sama dengan determinan dari S (f R g). Andaikan

bahwa :

r,=r,=..=r_ =0, r #0,

n-1 n—j-1
Dengan begitu bahwa derajat dari 7(x) adalah »— j —1. Dengan ekspansi laplace
yaitu dengan menggunakan minor-minor dari m—-n+ j+1 kolom pertama, kita

dapatkan determinan dari matriks 4 yaitu :

a, a,, . a,
an an—l aO
7, a0
40 a, a,, ..
|4 =(~1) 0 r, .. r, ... 0
O gEs. 0 a '
0 0 r, 7,

dengan s =1+...+(m—n+j+D)+1+...+(m—n+ j+1).
Sehingga kita dapatkan
|4 =a," """ |S(f, r] ’
Jadi, jika m > n dan »(x) adalah sisa pembagian g(x) oleh f(x), dimana r(x)
berderajat £ maka :

R(f.g)=IS(f. )| =a," " |S(f.7)
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Contoh 3.4

Diketahui : g(x)=x*+3Hx+G dan f(x)=3x>+3H
Carilah resultan R(f,g) dari suku banyak f(x) dan g(x)
Penyelesaian :

Dari proses pembagian g(x) oleh f(x) didapat q(x) = %x dan r(x)=2Hx+G

Dengan demikian,
x* +3Hx +G = (35 + 3H%x] +(2Hx + G)

Sehingga kita dapatkan matriks S(f,7) sebagai berikut

3 0 3H
2H G O

o 2t G

determinan dari mairiks diatas adalah

cif T
IS(f,7)=P2H G 0|=3G*+0+12H*-0-0-0
0 2H G
= 3G* +12H°
Sehingga kita dapatkan

R(f.g)=|S(f.8)=a,"*|S(f.7)

R(f,g)=3"3G* +12H*)=9(3G> +12H°).



| PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

52

b. Untuk kasus tertentu yaitu untuk » =m = 3. Kita kalikan matriks S(f,g) dari

| sebelah kiri dengan matriks sehingga tiga

baris terakhir dari matriks S(f,g) berbentuk blok (0 C), dimana C adalah 3 x 3.
Metode ini disebut dengan metode bezout.

Determinan dari matriks diatas adalah a,’

Misalkan S(f,g)=

=) o
Al ~
Kol
RS
S o 8
o o &K

\ 0

o)
=
w
o
Y
o
<
5
.

Kita kalikan matriks diatas dengan matriks S(f,g) seperti berikut :

(1 0 0 0 0 0)(a a a a 0 0)
0 1 0 0 0 0{{0 a a, a a, O
0 0 1 0 0 0|0 0 a a, a a,
~b, ~b, -b a, a, a||b, b, b b, 0 O
0 -~-b, -b, 0 a, a,||0 b, b, b b, 0
0

(0 0 -5 0 0 a) 0 b, b, b b)

\

Sehingga kita dapatkan matriks dibawah ini,
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(a, a, a a, 0 0 )
0 a, aq, a, a, 0
0 0 aq a, a a,
0 0 0 -ba,+ab, —-b,a, +a,b, -ba, +ab,
0 0 0 -ba,+ab —ba,-ba +ab,+ab, -b,a,+a,b,
L0 0 0 -ba,+ab, —b,a, +a,b, —~bya, +asb, )
Dan
—b,a, + ab, ~b,a, +a,b, -ba, +ab,
R(fa g)=|S(f,g)|= —bya, +ab, ~bia,—b,a +ab,+ab, —ba,+ab,
—b,a, +a,b, —-bya, +a,b, ~bya, +ab,

Determinan pada ruas kanan disebut disebut bezoutian dari f(x) dan g(x).

Contoh 3.5
Diketahui f(x)=x"—2x*+x~1 dan g(x)=x* ~3x* +2x +1

Carilah determinan dari matriks S(f,g).

Jawab:
(1 0 0 0 0 0)1 -2 1 -1 0 0)
0 1 0 0 0 O0Jl0 1 -2 1 -1 0
0 0 1 0 0 0f{0 0 1 -2 1 -1
~1 Bl oy a1l Bh ST PSNEG o
0 -1 3 0 1 -2{|]o 1 -3 21 0
0 0o -10 0 1J)lo o 1 -3 2 1)
Mgt 1 0.~400)
01 -2 1 -1 0
0 0 1 -2 1 -1
lo o 0o 2 -5 3
00 0 1 1 -5
o 0 0 -1 1 2)
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Jadi

2 -5 3

R(f,g)=|S(f’g)|= 1 1 -5/=5
-1 1 2

2. Untuk n>m

Kita kalikan matriks S(f,g) dari sebelah kiri dengan matriks elementer,
sedemikian sehingga dalam  setiap m elemen pertama dari # baris terakhir

semuanya nol.

Sebagai contoh, untuk »=4 dan m =2, Kita kalikan matriks S(f,g) dar

sebelah kiri dengan matriks elementer berikut

A 0 0 0 0 O}
0 1 0 0 0O
Bt e B o 0 %0
0 -5, 0 a 00
0 6 0 0 10
.0 0 0 0 0 1)

Determinan matriks diatas sama dengan a,’. Selanjutnya kita kalikan dengan

matriks S(f,g) seperti berikut :

(10 0 0 0 0)(a, a a, a a, O0)
0 1 0 0 00|{0 a, a; a, a aqa,
~-b, -b a, a 0 0||b, b, B, 0 0 O
0 -b, 0 a 0 O0||0 b b b 0 0
0o 0 o0 o 10llo o0 b b b O
Lo 0 0 00 Jlo o 0 s 8 &)
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kita dapatkan matriks berikut :
(a, a, a, a, a, 0 )
0 a, a, a, a, a,
0 0 -bya,+ab, -ba -ba,+ab, —-ba,—ba -ba,
0 0 -b,a,+ab -b,a,+a,b, -b,a, -b,a,
0 0 b, b, b, 0
L0 0 0 b, b, by, )
Sehingga
’-—bza2 +ab, —ba -ba,+ab, -ba,-ba -ba,
—b,a, +a,b, —b,a, +a,b, -b,a, -b,a,
R(f.g)=lSrol=| ) b, .
( 0 b, b, b,

Determinan pada ruas kanan disebut disebut bezoutian dari f(x) dan g(x).

C. Menghitung Resultan dengan Metode Cayley

Dalam menghitung resultan dua suku banyak dengan menggunakan

metode Cayley menggunakan matriks yang berukuran lebih kecil , yaitu

maksimum dari derajat suku banyak f(x) dan g(x).

Definisi 3.2

Misalkan F adalah suatu lapangan, £, himpunan suku banyak di dalam F[x]

dengan derajat kurang dari atau sama dengan n-1 dan M, (F) adalah

himpunan matriks berukuran nxn atas F . Andaikan f (x) suku banyak

berderajat # di dalam F(x). Fungsi y: 7, — M, disebut f —map apabila

memenuhi :



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

56

1. (1) matriks yang mempunyai invers.
2. y(g(x)+o)=w(gx)+cw (), Vglx)e B, ,Vce F
3. Jika g(x) memiliki faktor non trivial maka matriks w(g(x)) tidak

mempunyai invers.

Teorema 3.6

Jika f(x) memiliki n akar yang berbeda yaitu a,, a,, ... , @,, maka untuk
setiap | f —map vk ->M,, berlaku
det(y(g(x))) = detlw)Nglen)gla)... gla,)).

Bukti

Karena y merupakan f —map, berarti w(1)" ada. Jika e, akar dari f(x), maka

sebarang suku banyak g(x)— g(a;) memiliki akar «;,. Andaikan :
fx)=ax"+a,_x"" +..+ax+a,,

dan

gx)=b,x" +b, _x"" +...+bx+b,,

maka diperoleh :

g(x)~ gla,)=(b,x" +b, x™ + ..+ bx+by )~ (b ol +b,a +...+ bar, + b, )

= (bmx’" +b, x" .+ blx)— (bma,’" +ba +.. . +ba, )

Karena f(x) dan g(x)— g(,) memiliki faktor non trivial maka :

det(y(g(x)-gla, ))=0,

detl(g(x))- gl @) =0,
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Dengan demikian :

det{y )" W(elx)- gl WD)=0,
detlp () wig(x)) - gl )1, ) =0,

Sehingga :

det{(p () detlp () 'y (2(x)) - glex, )1, )= 0.
Karena det(y/(1))= 0, maka didapat :
detly 1)y (g(x)- gle )1, )=o,
Atau dapat ditulis :
det(y - g(@,)1,)= 0, dengan ¥ = (1) 'y (g())

Dimana g(e, ) merupakan nilai eigen dari ¥ .

Diandaikan  f(x) mempunyai » akar yang berbeda yaitu «,, a,, ...

berarti terdapat g(a,.), i=1,2,..., n, yang merupakan nilai eigen dari V',
Sehingga nilai determinan V' adalah ;
det(V)= glen Jg(,)-.. gla,)
Karena ¥ = (1) yw(g(x)), sehingga nilai determinan dari ¥ adalah :
det(t7) = detly (1) (g (x))
~ ety 0)* M (g())

Sehingga

det{p ()= — )

det‘w(l)'1 )

57
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= det((//(l))det(V)

= detlp1))ele, )glas) .- £@,))
|

Definisi 3.3
Andaikan £ suatu lapangan, f(x) dan g(x) adalah dua suku banyak dalam F[x]

dengan f(x)=a,x"+a, x"" +...+ax+a,,dan
gx)=b,x" + b, x""+.. . +bx+b,
dimanam < n- 1. Didefinisikan :

H(x,y)= f(x)g(y)- F(¥)g(x),

by = H52) )=S0

n-1{ n-1
=55
=0\ i=0
1 n-1 .
= Y BO)x’ , dengan B ()= Y c,'
= i=0

Jika f(x) dan g(x) mempunyai akar ze C, maka H(x,z)=0, juga
untuk setiap nilai x, selanjutnya h(x,z)=0. Sehingga kita dapatkan

n-1

P(z)=) c,z’=0 untuk j=0,1,2,...,n-1
=0
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Andaikan persamaan (5) yang terdiri dari » persamaan dipandang
sebagai sistem persamaan linear homogen mempunyai penyelesaian non trivial

2 n-1

Lz 2z%,..,2"", syaratnya detlc,.j J=0. Determinan [c,.j J disebut determinan

Cayley, dan matriks [c,.j J disebut matriks Cayley.

Contoh 3.6
Diketahui ' = R dengan f(x) =2x*—4x* +x+1 dan g(x) =x? -2x+1.
Dari definisi dapat diperoleh :

(2x° —4x? + x+1)p2 ~2y+1)
X

h(x,y) = —(2y -4y + y+1)fa® —2x+1)
-~y
_208%y7 - 2x?y’ —4x’y+4xp +2x° — 2% + 7"y~ Txy® ~5x? +5y% +3x -3y

Xy

_ (x—yX2x2y2 —4x*y —4xy® +2x* +2y° +2xy+7xy—-5x—5y+3)
x=y

= (3—5y+2y2)+(—-5+9y—4y2)x+(2—4y+2y2)x2.

Definisi 3.4

Andaikan F suatu lapangan, f(x) dan g(x) adalah dua suku banyak dalam F[x],
dengan f(x)=a,x"+a,_x"" +...+a,x+a,,dan

g(x)' =b x"+b _x" +.. . +bx+b,
Didefinisikan pemetaan K, : P, - M, dengan aturan K .(g) = [cg. J ; dengan c,

adalah koefisien-koefisien k(x,y).
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Contoh 3.7

Dari contoh 3.6 diperoleh

h(x,y) = (3—5y+2y2)+(—-5+9y—4y2)’c+(2—4y+2y2)3c2

3 -5 2
Jadi K (g)=|c,|=|-5 9 -4
12 -4 2

Teorema 3.7
Pemetaan K, dalam definisi 3.4 merupakan f - map
Bukti :

S(x)-f ()
x—y

1. Ahx,y) =

n n-1 n n-1
_ (anx +aHx +...+alx+ao)—(any +a”_1y +...+aly+ao)
y .

x—

n-1

n n n—-1
— a"x —a"y a,,_lx —a,,_ly ax—ay

+ + .+
x—y ==y xX—-y

= (a,,x”‘1 +a,x"ty+. +axy" +a,y" )+
(a,,_,x”"2 +a, xy+..+a,_xy" +a, y )+ . +(a2x +a, y)+ a,

= (a1 +ay+..+a,_ y " +ay )+
(02 +ay+..+a,_y T+ a,,y””z)x+

(a3 +a,y+..+a,_y* +a,,y”'3)ac2 +

(@)

Matriks Cayley yang berhubungan dengan pemetaan K f(l) adalah :
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i a a, - a,, anT
a, ay, -~ a, 0
kM= i . 0 0
a, a, .. 0 :

(a, 0 0 - 0]

Untuk mencari determinan dari X (1), kita misalkan :

1. Untuk n = 2, maka matriks yang berhubungan dengan pemetaan X (1),

a a, .
yaitu [a‘ O’] determinannya = —(a, )*
2

2. Untuk n = 3, maka matriks yang berhubungan dengan pemetaan X (1),

yaitu
a a, a
a, a, 0 |determinannya= —(a,)’
a, 0 0

n{n-1}

2 (a,)'#0

Secara analog maka determinan dari K (1) = —(a,)'= (~1

Karena determinan dari X (1) # 0 maka X (1) matriks yang mempunyai

invers.

h(x,y) = fx) g+ cj:)j:(y)(g(x) +c)

_ f(x)g»)+ f(x)e—f()g(x) - f(¥)e
x-y

- e - el | f(x)e—f(y)e
S x-y x-y
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_ J@g») -/ (g +c[f(x)—f(y)]

x-y

xX=Yy

Jadi K, (g+c)=K (g)+cK (1)

3. hlx,y)= fi (f’ ;’)- _f (x)g(,vx):i ()g)

j=0\i=0

Xt

n=1/ n-1 - .
= ! J
PAPIRAY
J=0\i=0
-1

= 5703’ denemn £,09)= icy

Karera f(x) dan g(x) memiliki akar z, maka untuk xeC,
H(x,z)=0. Dengan begitu A(x,z) = 0, kecuali untuk x =z. Agar sistem
persamaan (5) memiliki penyelesaian tak trivial 1, z, z%, ..., 2", syaratnya
adalah determinan lc‘.j] sama dengan nol. Dengan kata lain X (g) tidak
mempunyai invers.

Matriks Cayley |Lc“| adalah matriks representasi pemetaan K ,(g)
yang memenuhi definisi f —map. Dengan melihat definisi dan sifat dari
f —map dapat diperoleh hubungan antara matriks Cayley dengan resultan dua

suku banyak yang tertuang teorema 3.9 berikut.
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Teorema 3.8

Jika diketahui F suatu lapangan, f(x)=a,x" +a, x"" +...+a,x+a,, dan
g(x)=b x"+b_ _x"" +...+bx+b, dengan m < n-1, f(x) memiliki akar-akar
yang berbeda «,,q,,..a, dan  g(x) memiliki akar-akar yang berbeda

n(n-1)

Pi> Bars By maka detle, |= (175 (a, ) (gle Je(ers). - (e, ).

Bukti
Dari definisi diketahui : K (g) =, ]
det(K p (g))= detlc,.j J
Telah dibuktikan bahwa K, merupakan f —~map ( Teorema 3.7 ), schingga

teorema ( 3.6 ) berlaku, dengan demikian nilai determinan K ,(g) adalah :

det(X ;(g))= detlk , (D)eler, Jele, )-- g(e,))
= ()5 (q, Y (gl (e, )...(e,))
||

Teorema 3.9

Jika diketahui F suatu lapangan, suku banyak
f(x)=a,x"+a,_x"" +...+ax+a,, dang(x)=b x" +b, _ x""+. . . +bx+b,
yang memiliki akar-akar berturut-turut ¢, dan B,, dengann +m > 1. Maka

n{n-1)

R(f,8)=(-1) * a""deilc,]




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

| Bukti
| Suku banyak f(x) dan g(x) memiliki akar-akar berturut-turut o, dan 4, dari

teorema ( 3.3 ) kita punyai :

R(.8)= a," [ ]e(e)

i=1

’ Kita dapatkan :
R(f.8)= a,"(g(a))g(a,)...g(a,))

det{X
=a M (teorema 3.8 )

n n(n-1)

- 2 (@)

” detlc,.]. J
n n(n-1)

-1 ? (a,)

n(n-1

= (- l)—z_) a,”" detfc,)

D. PENERAPAN RESULTAN DUA SUKU BANYAK
1. Diketahui F =R dengan f(x)=x? —2x+2 dan g(x)=3x* —5x% +2x+1.
Carilah resultan dari suku banyak f (x) dan g(x).

Penyelesaian :

Berdasarkan (B. 1.a), untuk m > » kita dapat gunakan metode Sylvester

kita dapatkan matriks
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1 -2 2 0
0 1 -2 2
s(f.g)=lo0 0o 1 =2
3 -5 2 1
0 3 -5 2 1

Sehingga R(f,g)= lS(f,g) |= an'"“"[S(f,r)[

S NN O O

Dengan k adalah derajat dari sisa pembagian g(x) oleh £(x).

3x+1
x? —2x+2)3x3 —5x2+2x+1

3x® —6x% +6x

xP—4x+1
x? —2x+2
-2x-1

Kita dapatkan r(x) =-2x -1, jadi r(x) berderajat 1.

R(7,2)=|5(7.8)|=a,""|S (f.r)]

1 -2 2
=1%9_-2 -1 o
0 -2 -1

=1*(1+0+8-0-0+4) =13.

2. Diketahui F = R dengan f(x)=x*-2x?-x+2 dan
glx)=x*-2x*—5x+6
Carilah resultan dari suku banyak f(x) dan g(x).

Penyelesaian :
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1 -2 -1 2 0 O

01 -2 -1 2 0

‘ . 0 0 1 -2 -1 2
Kita dapatkan matriks S(f,g)=1 -2 -5 6 0 0
0 1 -2 -5 6 0

0 0 1 -2-56

Berdasarkan ( B. 1.b ), untuk.m = n, untuk mencari determinan dari S(f,g)

kita gunakan matriks
1 0 0 0 0 O0Y(1 0 O0 0 O O
0 1 0 0 0 O 01 0 0 0 O
o 0 1 0 0 0, |0 0 1 0 0 O
— -0, b a, allap@i-1 2 5 1 —2R-1
0 -b, -b, 0 a, a, 0 -1 2 0 1 -2
(0 0 -5 0 0 a) (0 0 -10 0 1)

selanjutnya kita kalikan matriks diatas dari sebelah kiri matriks S(f, g)

o of oyl BtEm PRI a0 8] [1 248 2iflo o]
0 1 000 olfJo t =2 -1 20|01 -2-12 o0
o 0 100 o0f0 0 1 —2-12|]00 1 -2 <1 2
1 2 51 -2-1{||1 =2 -5 6 0 0/ 0 0 0 4 -8 4
0 -t 201 -2{l0o 1 =2-5 6 0[ |0 0 0 -4 12 -8
0 0 -10 0 10 0 1 -1 -56/[00 0 0 —4 4]
4 -8 4
R(f.g)=|S(f.g)=|-4 12 -8
0 -4 4

=192+0+64-0-128-128

=0.
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3. Diketahui F=R  dengan  flx)=x*-3x-3x*-1lx+6  dan

glx)=x*-2x*-2x-3.
Carilah resultan dari suku banyak f(x) dan g(x).

Penyelesaian :

Karena n>m, untuk lebih mudahnya kita gunakan metode Cayley, karena
metode Cayley hanya bisa digunakan untuk »>m.

F(x)g(y) - f(¥)gx)

h(x,y) =
x-y
wdl (e =x?=3x* 11x46)(P 2y ~2y-3)
J (x,y e,
(y* —y* =3y? —11y +6)x* - 25 - 2x - 3)
x-y

_x'y =Xyt -2xty? 4 207yt - 2xty 4 20yt —3x* 4+ 3y N
x=y

5x°y? —5x2y°+13x°y - 13xy° —3x* +33° —16x*y + 161° N
x=y

21x% - 21y* + 45x - 45y
x—=y

_ (x—yXx:’y3 -2x%y? —2x%y ~ 22y —2xpy® - 2x7y? ~3x° —3y3)+
x=y

(x-yX—3x2y—3xy2 +5x2y? +13x%y +13xy? ~3x% -3y —3xy)+
xX=y

(x— yX~16xy +21x + 21y +45)
x-y

= (45+ 21y -3y -3y° )+ (21-19y +10y* —2y° e +
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(—3+10y+3y2 —2y3)x2 +(—3—2y~2y2 +y3)x3

45
K, (=l ]=| %)

-3
Selanjutnya kita cari .
45 21 -3 -3

21 =19 10 -2
-3 10 3 -2
-3 -2 -2 1

21 -3 -3

-19 10 -2

10 3 =2
-2 =2 1

45+3(=3) 21+3(=2)

21+2(=3) -19+2(=2)

-3+2(-3) 10+2(-2)
S -2

36 15 -9
15 -23 6

0

0_..
—9 G NF o
1

36-9(-9) ~9-9(~1
=115+6(-9) —~23+6(6) 6+6(~1)=

=) ’

g gl 5
15-9(6)
~9 6

[ SR 3
-39 13

=(-1) (1521 — 1521)

=(-1)0)
0

: (1)
R(f.8)= C1)7 ar" det[e,]

43)

=(-1)7 159 (o)

=0.

~3+3(-2)
10+2(=2)

3+2(-2)

~2

15
-23
6

-1

-9
6
=1i

-3+3(1)
—242(1)
-2+2(1)

-9

1

13

6

68

117 -39 0
—39

0
-1
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4. Diketahui F = R dengan f(x)=x>-4x+5x-2 dan g(x)=x?+2x-1.
Carilah resultan dari suku banyak f(x) dan g(x).
Penyelesaian :

Karena »n > m, untuk lebih mudahnya kita gunakan metode Cayley

Hx,y) =L (x)g(yz:f(y)g(x)

h{x, y)= (-4 +5x“2)(ﬁ+2y—i):(;v3 —4y* +5y-2)(x* +2x-1)

3.2 2.3 3) N 3 1242 2 )3 3
=(x y -x"y J+[2x y—2xy J+( 13x°y +13xy J+( x+y J+
x-y xX-y x—y x=y
6x% —6y° + -x+y
x—-y xX—y

=x?y* +2x%y +2xp* ~13xy — x> ~xy - y* +6x+ 6y -1

=(—1+6y—y2)+(6—14y+2y2)x+(—1+2y+y2)x2

-1 6 -1
K (f-2)=[c,]=| 6 -14 2
-1 2 1
Selanjutnya kita cari
-1 6 -1
6 -14 2|=14-12-12+14+4-36=-28
-1 2 1

R(f.,8) = (—1)"—‘"? a;™ det[c;] =(—1)%2’ 1@ .(~28)

=28
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BAB IV
PENUTUP

Berdasarkan hasil uraian sebelumnya dapat kita sinipulkan bahwa :

Misalkan F suatu lapangan, suku banyak f(x) dan g(x) dalam F [x], dengan
f(x)=ax"+a,_x"" +..+ax+a,

dan

g(x)=b x"+b x"" +...+bx+b,

adalah dua suku banyak yang berturut-turut berderajat » dan m atas F.

Dalam menghitung resultan dua suku banyak dengan menggunakan metode

Sylvester, sebaiknya digunakan jika m >n dan jika m = n. Setelah itu kita cari

matriks Sylvesternya, yang mempunyai bentuk seperti :

fere ) [ o B, a, O 0 W
0 an an—l an—2 aO 0
0 ... 0 a a a a
S i = ”n n-1 n-2 1}
(f g) bm bln—l bm—2 b bo 0 0
0 b, b,, b,, b, 0

\0 0 bm bm-l bm—Z bO J

Sehingga kita dapatkan resultan R(f, g) yaitu determinan dari matriks S (f , g).
Dalam menghitung resultan mungkin akan sedikit mengalami kesulitan karena
ukuran matriksnya yang terlalu besar, ada dua cara yang bisa digunakan untuk

mereduksi ukuran matriks yaitu : |
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Jika m>n

Langkah pertama kita cari sisa pembagian g(x) oleh f(x), misalkan r(x)
mempunyai derajat &, maka R(f,g)=|S(f.g)=a,"" |S(f.7)|.

Jika m=n

Langkah pertama kita cari matriks Sylvesternya, setelah itu kita terapkan
operasi baris ke S(f,g). Misal m=n=3

Operasi baris yang sesuai adalah yang mengalikan dari sebelah kiri S(f, g)
dengan matriks berkut:

(Sl 0 0
0 1 0
0 0 1 0 0 O
-b, -b, -b a, a, aq
0 -5 -b, 0 a a,
Y O iy . UR0 a4, )

0 0
0 0

Metode Cayley digunakan dalam menghitung resultan jika »>m.
Langkah pertama kita cari matriks Cayley lc,.j] ; dengan ¢, adalah koefisien-

koefisien A(x,y), dimana

h(x,y) = f(x)g(yx):i(ﬁg(x) ;

Kemudian kita cari determinan dari matriks Cayley lc,.jl, Selanjutnya

n(n-1)

kita cari resultannya dengan rumus : R(f,g)=(-1) 2 a,”" det[c,.j ]
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