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ABSTRAK

Pada skripsi ini masalah yang akan dibahas adalah ukuran pada sembarang
subhimpunan dalam R karena pada umumnya orang hanya mengenal ukuran pada
interval yaitu panjang interval. Ukuran yang kita bicarakan adalah ukuran
Lebesgue. Pada dasarnya ukuran Lebesgue didefinisikan dengan menggunakan
ukuran untuk interval yaitu panjang interval.

Sebelum mempelajari ukuran Lebesgue lebih dulu dibahas ukuran luar
Lebesgue. Untuk setiap 4 — R maka ukuran luar Lebesgue dari 4 adalah m*4 = inf
> U(I,), di mana {/,} adalah keluarga terbilang interval terbuka yang menyelimuti
A; yaitu A < w1,. Untuk sembarang himpunan 4, B c R berlaku:

1. m*4>0,

2. m*¢=0;

3. m*4A<m*Bjikadc B,

4. m*{x} =0 untuk sembarang x € R.

Ukuran luar Lebesgue terdefinisikan untuk semua subhimpunan dari garis
real R tetapi tidak mempunyai sifat terjumlah terbilang. Dalam skripsi ini dicari
keluarga subhimpunan dari R sehingga dalam keluarga himpunan ini ukuran luar
Lebesgue menjadi bersifat terjumlah terbilang, yang selanjutnya dinamakan
ukuran Lebesgue. Jadi ukuran Lebesgue adalah ukuran luar Lebesgue yang
didefinisikan relatif terhadap keluarga subhimpunan ini, yang ternyata suatu
aljabar-o. Himpunan £ dalam aljabar-o ini dikatakan terukur Lebesgue, yakni bila
untuk setiap himpunan 4 R maka m*4 = m*(4 N E) + m*(4 N E°).

Fungsi f dikatakan terukur Lebesgue jika daerah definisinya suatu
himpunan terukur Lebesgue dan untuk setiap o< R berlaku {x: Ax) > a} terukur.

Pada umumnya subhimpunan dari R dan fungsi bernilai real yang kita
hadapi adalah terukur Lebesgue. Dalam skripsi ini dibuktikan asas Littlewood
bahwa setiap himpunan hampir merupakan gabungan berhingga dari interval-
interval; setiap fungsi hampir kontinu; dan setiap barisan fungsi yang konvergen

hampir konvergen seragam.
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ABSTRACT

In this thesis, the problem to be discussed is the measure of any subsets in
R since generally people merely know the measure on interval that is the length of
interval. The measure being discussed is the Lebesgue measure. Basically,
Lebesgue measure is defined by using the measure for interval namely the length

of interval.

Before studying the Lebesgue measure, Lebesgue outer measure will be
discussed first. For each set A R, the Lebesgue outer measure of 4 is m*4 = inf
2l(I,), in which {/,}is the countably collections of open intervals that covered 4;
such that 4 U1, Forany set A, Bc R we have:

1. m*4>0.

2. m*(g)=0.

3. m*A<m*BifAcB.

4. m*{x}=0foranyxe R.

The Lebesgue outer measure is defined for all subsets from real line R but
it is not countably additive. In this thesis, collection of subsets of R in order that in
this collection of sets the Lebesgue outer measure has countable additive, which is
then called Lebesgue measure. Therefore, Lebesgue measure is Lebesgue outer
measure that is defined relative toward the collection of subsets, which in fact is
an o-algebra. A set F in this o-algebra is said to be Lebesgue measurable if for
each set 4 we have m*4 = m*(4 N E) + m*(4 N E°).

A function f'1s said to be Lebesgue measurable if its domain is Lebesgue
measurable sets and for each real number ae R the set {x: f{x) > a}is measurable.

Generally, subsets of R and real-valued function that we meet is Lebesgue
measurable. In this thesis, the Littlewood’s principles is being proved that is every
set is nearly finite union of intervals, every function is nearly continuous, and

every convergent sequence of function is nearly uniformly convergent.
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BABI

PENDAHULUAN

A. LATAR BELAKANG
Himpunan adalah suatu konsep yang abstrak, yang hanya ada dalam

pikiran kita. Kita tidak dapat mengamati himpunan dengan alat indera kita,
tetapi kita dapat memahaminya dengan pikiran kita. Secara simbolik,
himpunan dapat dipresentasikan dengan dua cara, yaitu:
1. Dengan cara daftar
Himpunan dinyatakan dengan dua tanda kyrung akolade yang diantaranya
ditulis lambang atau nama dari anggota himpunan tersebut. Misalnya
{1,2,3,4,5,6}, {1,2,3, ... ,120}, {1,2,3, ...}.
2. Dengan aturan pembentuk himpunan
Kalau dengan cara daftar nama-nama anggota dituliskan di antara kurung
akolade, maka dengan aturan pembentuk hjmpunan, lambang anggota
sembarang dan aturan yang harus dipenuhi anggeta himpunan yang
dituliskan di antara tanda kurung akolade. Misalnya N = {x | x bilangan
asli}, R = {x| x bilangan real}.
Pada pembahasan selanjutnya, huruf “N” dipakai sebagai nama himpunan dari
semua bilangan asli, “R” scbagai nama himpunan dari semua bilangan real.
Di dalam garis real R terdapat beberapa tipe interval, yaitu interval
tertutup, interval terbuka, interval terbuka-tertutup, dan interval tertutup-

terbuka. Untuk sembarang a, bR berlaku bahwa panjang interval tertutup
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[a, b], interval terbuka (a, b), interval terbuka-tertutup (a, 4], dan interval
tertutup-terbuka (a, b) adalah sama, yaitu b — a. Panjang interval adalah suatu
ukuran untuk interval.

Pada umumnya orang hanya mengenal ukuran pada interval, yaitu
panjang interval. Padahal subhimpunan dari garis real R tidak hanya berupa
interval. Subhimpunan dari garis real R yang bukan berupa interval, misalnya
himpunan terbuka dan himpunan tertutup.

Masalah yang akan dibahas pada skripsi ini adalah membuat ukuran
pada sembarang subhimpunan dalam R. Ukuran tersebut menjadi panjang
interval apabila digunakan untuk mengukur panjang interval. Selain itu, akan
dibahas juga mengenai fungsi terukur yang didefinisikan pada himpunan
terukur. Untuk membuat ukuran tersebut diperlukan dasar yang baik tentang
teori ukuran. Oleh karena itu, kita akan lebih jauh mempelajari tentang teori

ukuran, yaitu teori ukuran pada garis real R.

PEMBATASAN MASALAH
Dalam skripsi ini, permasalahan yang dibahas dibatasi pada masalah

ukuran Lebesgue untuk hinipunan—himpunan pada garis real R.

PERUMUSAN MASALAH
Masalah-masalah yang akan dibahas dapat dirumuskan sebagai berikut:

- Apa yang dimaksud dengan aljabar himpunan, dan aljabar-o?
- Bagaimana definisi ukuran luar Lebesgue?

- Bagaimana definisi himpunan terukur dan ukuran Lebesgue?
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- Bagaimana definisi fungsi terukur?

D. TUJUAN PENULISAN
Adapun tujuan penulisan ini adalah untuk membuat ukuran pada
himpunan-himpunan di dalam garis real sebagai perluasan dari panjang

interval untuk ukuran interval.

E. METODE PENULISAN
Metode yang akan digunakan pada penulisan ini adalah metode studi

pustaka.

F. SISTEMATIKA PENULISAN
BABL PENDAHULUAN
A. Latar Belakang Masalah
B. Pembatasan Masalah
C. Perumusan Masalah
D. Tujuan Penulisan
E. Metode Penulisan
F. Sistematika Penulisan
BAB II. TEORI PENDUKUNG
A. Himpunan Terbuka dan Himpunan Tertutup
B. Barisan Bilangan
C. Himpunan Cantor

D. Himpunan Kompak
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E. Barisan Fungsi
BAB III. UKURAN PADA GARIS REAL
A. Aljabar Himpunan
B. Ukuran Pada Garis Real
1. Ukuran Luar Lebesgue
2. Himpunan Terukur dan Ukuran Lebesgue
3. Himpunan Tak Terukur
A. Relasi Ekuivalensi
B. Himpunan Tak terukur
4. Fungsi Terukur
5. Tiga Asas Littlewood

BAB IV. PENUTUP
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BABII

TEORI PENDUKUNG

Pada bab ini kita akan membahas tentang topologi pada garis real R.
Topologi (t) pada garis real R adalah keluarga dari subhimpunan dari R, yang
dinamakan himpunan terbuka yang memenuhi syarat:

1. ¢dan R anggota 1.

2. Gabungan berhingga atau tak hingga himpunan-himpunan anggota 7 juga
anggota 1.

3. Irisan berhingga dari anggota T merupakan anggota T.

Jadi dalam topologi pada garis real R kita mempelajari tentang himpunan-

himpunan dalam R.

Pembahasan topologi pada garis real R akan dibagi dalam lima subbab.
Subbab yang pertama akan membahas tentang himpunan terbuka dan himpunan
tertutup, subbab kedua membahas tentang barisan bilangan, subbab ketiga
membahas tentang himpunan Cantor, subbab keempat membahas tentang
himpunan Kompak, dan subbab kelima membahas tentang barisan fungsi. Pada
seluruh pembahasan, R kita sepakati sebagai nama himpunan dari semua bilangan

real, dan N sebagai nama himpunan dari semua bilangan asli.

A. Himpunan Terbuka dan Himpunan Tertutup
Diberikan himpunan R yang disebut himpunan semesta pembicaraan. Pada

definisi berikut, himpunan yang dimaksud adalah himpunan bagian dari R.
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Definisi 2.1.

Kitar N(p, r) adalah suatu interval terbuka dengan pusat p dan radius r.

Definisi 2.2.
Titik p dinamakan titik interior himpunan £ jika terdapat r > 0 sehingga

N(p,r)cE.

Definisi 2.3.
Himpunan G dikatakan terbuka dalam R jika semua anggotanya adalah titik

interior G.

Definisi 2.4.
Suatu himpunan disebut dari jenis &sjika himpunan itu merupakan irisan dari

keluarga terbilang himpunan-himpunan terbuka.

Definisi 2.5.
Titik p dinamakan titik limit himpunan £, jika setiap kitar titik p memuat titik

geEdang#p.

Definisi 2.6.

Himpunan £ dikatakan tertutup dalam R jika semua titik limitnya anggota

dari F.
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Definisi 2.7.

Suatu himpunan disebut #, jika himpunan itu merupakan gabungan dari

keluarga terbilang himpunan-himpunan tertutup.

Definisi 2.8.

Untuk £ c R, notasi £° dimaksud {xeR|x¢E}.

Teorema 2.1.

Himpunan £cR adalah térbuka jika dan hanya jika E£° tertutup. Jadi £
tertutup jika dan hanya jika £° terbuka.

Bukti:

= Diketahui £ terbuka.

Diandaikan p titik limit £°. Jadi setiap kitar titik p memuat suatu g £E€ dan ¢
# p. Dengan demikian setiap kitar dari p bukan subhimpunan £, jadi p bukan
titik interior dari £. Karena £ himpunan terbuka, maka p bukan anggota £.
Jadi peE°. Kita telah membuktikan pernyataan: “p = titik limit £° =
peE°”. Ini berarti £° tertutup.

< Diketahui £° tertutup.

Diandaikan peE. Jadi pg £¢. Karena E£° tertutup, maka p bukan titik limit
E°. Maka terdapat r > 0 sehingga untuk semua x dengan |x — p| < r berlaku
xg¢ E° atau xeE. Jadi N(p, r) E. Kita peroleh pernyataan:

“pe E = (3r>0 dan N(p, r) E)”. Jadi E terbuka.
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Teorema 2.2.

(a) Gabungan dari sembarang keluarga (berhingga atau tak hingga) dari
himpunan-himpunan terbuka dalam R adalah terbuka.

(b) Irisan dari keluarga berhingga himpunan-himpunan terbuka dalam R
adalah terbuka.

Bukti:

(a). Diberikan 4 sembarang himpunan (berhingga atau tak hingga) dan

keluarga himpunan terbuka {G,: aeA4}. Akan dibuktikan himpunan § =

UGa adalah terbuka. Diandaikan pe S, makadea, dan o, €A schingga

aed

pe G, terbuka. Karena G, terbuka, maka I7 > 0 schingga N(p, 7)
c G, < 8. Jadi jika pe S maka p titik interior S. Terbukti S terbuka.

(b). Diberikan keluarga berhingga himpunan terbuka {G,, G, ... , G»}.
Akan dibuktikan 7= (V;_; G, terbuka. Diandaikan p € T, maka p e G; untuk
j=1,2,..., n. Karena G; terbuka maka terdapat r; > 0 sehingga N(p, r;) <
G;untuk semua j = 1, 2, ... , n. Jika diambil r =min{r;: j =1, 2, ... , n}
makar>0dan N(p,r) c Gyuntuk semuaj=1,2, ... ,n. JadiN(p,r) = T

dan p titik interior 7. Terbukti 7 terbuka.

Teorema 2.3.
(a). Irisan dari sembarang keluarga (berhingga atau tak hingga) himpunan-
himpunan tetutup dalam R adalah tertutup.

(b). Gabungan keluarga berhingga dari himpunan-himpunan tertutup
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dalam R adalah tertutup.
Bukti:

(a). Menurut Hukum De Morgan, untuk sembarang himpunan indeks A,

berlaku [UEaJC = (&,) dan (ﬂEaJc = UE.r

aeAd aeA aeA acA

9

Jika F, tertutup dalam R untuk Va €4, maka menurut teorema 2.1.

himpunan (F,)° terbuka dalam R. Menurut hukum De Morgan dan

teorema 2.1. , diperoleh

NF, = [U(Fa)“J adalah tertutup.

aeA aeA

(b) Diberikan keluarga berhingga himpunan tertutup {F1, F>, ... , Fu}.

Akan dibuktikan W = U;F,. tertutup. Jika F; tertutup dalam R untuk i =

1,2, ... , n, maka menurut teorema 2.1. himpunan (F;)° terbuka dalam R.

Menurut hukum De Morgan dan teorema 2.1. , diperoleh

U e h;(F,. )”) adalah tertutup.

Teorema 2.4.

Jika G suatu himpunan terbuka dalam R maka G merupakan gabungan dari

keluarga berhingga atau terbilang interval-interval terbuka yang saling asing.

Bukti:

Untuk setiap xe G dikawankan dengan interval terbuka /. ¢ G dengan cara

sebagai berikut:
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Dimisalkan /, gabungan semua interval terbuka 7, = (a,, b,), dengan ae A4,
sedemikian hingga xe/, dan I/, c G. Jadi I, adalah gabungan semua interval

terbuka yang memuat x dan termuat dalam G. Akan dibuktikan bahwa I,

interval terbuka.

Dimisalkan a = inf{a,; aeA4} dan b = sup{b,: e 4}. Untuk VaeA, jika n <
a atau n 2 b maka ne(a,, by), jadi nel,. Jika a < n < b maka ada tiga
kemungkinan, yakni a < n<x, n=x, x < n< b. Dalam keadaan yang pertama,
karena a = inf{a,. ae A}, terdapat suatu ae A4 sehingga a < a, < n < b,, jadi
ne(aq b,) sehingga nel,. Dengan cara yang sama, mengingat b = sup{b,:
ac A}, dapat ditunjukkan bahwa nel,; jika x < 77 < b. Jelas bahwa nel, jika
n = x. Jadi telah ditunjukkan bahwa 7e/, jika dan hanya jika a < 7 < b.
Terbukti .= (a, b) suatu interval terbuka.

S.elanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk xe G dan ye G maka I, = [, atau I,
N I, = ¢. Diandaikan I, N I, # ¢, maka 3C sehingga (eI, N I,. Karena I, U I,
selang terbuka yang memuat x dan termuat dalam G, maka (/, U 1,) < I, sebab
I, gabungan semua interval terbuka yang memuat x dan termuat dalam G; hal
im berakibat bahwa I, U [, = I,. Dengan cara yang sama akan diperoleh I U
I,=1,. Jadi jika I, " I, # ¢ maka I, = [,. Dengan demikian I, = [, atau I, N [, =

#. Jadi sudah dibuktikan bahwa G = U] . » yakni gabungan interval-interval

xeG
terbuka yang saling asing.
Untuk setiap /, dikawankan dengan tepat satu bilangan rasional r,€ /.. Karena

dengan pengawanan secara ini interval-interval terbuka yang saling asing
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berkawankan dengan bilangan rasional yang berlainan, maka terdapat
korespondensi satu-satu antara {/,} dan {r.}. Dengan demikian keluarga {/.}
ekuivalen dengan suatu subhimpunan dari himpunan semua bilangan rasional,

maka keluarga {/.} dalam gabungan di atas berhingga atau terbilang.

Definisi 2.9.

Pemampat (closure) dari himpunan E yang dinotasikan dengan E adalah

gabungan himpunan £ dan E', dengan £ adalah himpunan semua titik limit

dari himpunan E.

Teorema 2.5.

Jika £ himpunan dalam R, maka berlaku:

1. pe Ejika dan hanya jika setiap kitar dari p memuat paling sedikit satu titik

qgek.
2. E tertutup.

3. E himpunan tertutup terkecil yang memuat E.

Definisi 2.10.

Diberikan keluarga dari himpunan-himpunan tidak kosong C. Maka dapat
dibuat himpunan baru dengan mengambil tepat satu elemen dari masing-
masing himpunan. Pernyataan ini dikenal dengan Aksioma Pilih yang secara

matematis dapat dibuat pernyataan sebagai berikut: Misal ¢ sembarang
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keluarga himpunan tak kosong. Maka ada fungsi /" yang didefinisikan pada C

yang menunjukkan untuk setiap himpunan 4 € C elemen F(A4) dalam 4.

B. Barisan Bilangan Real
Barisan bilangan real adalah suatu fungsi dari N ke dalam R. Jadi fungsi
/- N>R atau f(n) dengan neN adalah barisan bilangan real. Biasanya f{n)

dinyatakan dengan s, atau x, yakni suatu huruf dengan indeks n, dan
dinamakan elemen atau suku ke-rn dari barisan. Barisan dengan s, sebagai

suku ke-n akan ditulis dengan <s,>.

Definisi 2.11.
Bilangan real / disebut limit dari barisan <x,> jika untuk sembarang & > 0
terdapat bilangan Ne N sedemikian hingga untuk semua ne N dengan n > N

beraku |x,~ 1| <&

Definisi 2.12.

Barisan <s,> dikatakan konvergen jika terdapat s R dengan sifat, untuk
sembarang £ > 0 yang diberikan, terdapat Ne N sehingga untuk semua neN
dengan n > N berlaku |s-s,l<e

Barisan <s,> yang mempunyai limit s ini juga dikatakan konvergen ke limit s

yang sering dinyatakan dengan s,—>s.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 13

Definisi 2.13.
Jika <x,> suatu barisan, maka limit superiornya didefinisikan sebagai berikut:

limx, = inf supx, .

L >3
Jadi bilangan real / adalah limit superior dari barisan <x,> jika dan hanya jika
(i) untuk sembarang £> 0, In sedemikian hingga x; </ + guntuk semua k> n
(ii) untuk sembarang £ > 0, dan untuk » yang diberikan, 3k > n sedemikian
hingga x; > 1 - &
Bilangan real diperluas oo adalah limit superior dari <x,> jika dan hanya jika,
untuk sembarang A dan n, terdapat £ 2 n sedemikian hingga x; > A. Bilangan
real diperluas —co adalah limit superior dari <x,> jika dan hanya jika

—o0 = lim x,.

Definisi 2.14.

Jika <x,> suatu barisan, maka limit inferior didefinisikan sebagai berikut:
lim x, = sgpiggxk.

Kita juga perlu mengetahui bahwa lim—x, = —limx,, dan limx, < limx,.
Barisan <x,> konvergen ke bilangan real / jika dan hanya jika / = limx, =
limx,. Jika <x,> dan <y,> adalah dua barisan, maka

limx, + limy, < lim (x, + y») < limx, + limy, < lim(x, + y,) < limx, +

lim .
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Teorema 2.6.

(i) Jika <[> barisan selang tertutup dengan I, o I,+; untuk VneN maka

(\, =¢.
n=1

(i) Jika pada (i) diketahui juga bahwa lim|/,|= 0 dengan |1,| panjang selang

tertutup /, maka ﬂ],, adalah himpunan satu elemen, yakni JxeR

n=1

sehingga[ )/, = {x}.

n=1

Bukti:

(i) Dimisalkan 7, = [a,, b,]. Tentu saja untuk VrneN berlaku a, < b,. Karena
diketahui /,, > [,;+; untuk Ve Nmaka a;< @< ... <a,< a1 < ... dan b, >
by2 .. Z2b,Z2bp= ...

Untuk VpeN dan VgeN berlaku a, < ap+y < bpig < by,. Jadi untuk Vre N
dan sembarang g yang diberikan berlaku a, < 4,. Dengan demikian semua
b, merupakan batas atas himpunan {a,: ne N}. Maka dx<R sehingga x =
sup {a,: neN} dan x < b, untuk VgqeN. Jadi untuk VneN berlaku a,< x <

b, atau xe/, untuk VreN. Kita telah membuktikan bahwa 3xeR dan

xe ()1, , yang berarti bahwa ()7, tidak kosong.
n=1

n=1

(ii) Diketahui syarat tambahan lim

Nn—r0

/,|= 0. Jika diberi £ > 0, maka INeN

sehingga | Iy| < & Diandaikan ada x dan y di dalam ()7, . Maka x< Iy dan

n=}
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ye Iy sehingga |x -y |< & Karena £> 0 sembarang ini berarti x = y, jadi

(1, = {x} yakni himpunan satu elemen.

n=1

Definisi 2.15.
Diberikan fungsi fE—5R, £ — R dan ce E. Dikatakan bahwa f kontinu di ¢,
jika untuk setiap £ > 0 yang diberikan, dapat dicari 6 > 0, sehingga untuk

semua xe £ dan |x — ¢| < dmaka |[f{x) — flc)| < &

Definisi 2.16.
Diberikan fungsi /' dari £ < R ke dalam R dan D — £. Fungsi f dikatakan

kontinu pada D jika f'kontinu pada setiap titik anggota D.

Definisi 2.17.

Diberikan himpunan £ < R dan fungsi f{ E—R. Fungsi f dikatakan kontinu
seragam pada himpunan £, jika untuk setiap £ > 0 yang diberikan terdapat
6 > 0 sehingga untuk semua x dan y di dalam £ dengan [x — y| < § maka

fx) - fy) <&

C. Himpunan Cantor

Pembahasan himpunan Cantor dibatasi pada selang tertutup [0, 1].
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Apabila interval tertutup [0, 1] dihapuskan sepertiga selang terbuka

tengahnya, (%, %), himpunan yang tertinggal kita namakan £, = [0, %] v

[%, 1]. Kemudian masing-masing selang tertutup [0, %] dan [-§—, 1] dibuang

selang terbuka tengahnya, dan himpunan yang tertinggal dinamakan £, =

27 ]u[i 1]. Masing-masing selang tertutup dalam £,

1 2 1
0,_ | PN | Ty s
[ 32] [32 3] [3 327 73?2

juga dihapus sepertiga selang terbuka tengahnya dan himpunan yang
tertinggal dinamakan F; yang merupakan gabungan dari 2° selang tertutup

yang masing-masing panjangnya 3% . Jika proses ini dikerjakan terus-menerus

akan diperoleh barisan himpunan <E,> dengan sifat untuk VneN:

a. E,tidak kosong,

b. E,> Ep,

c. E,terdiri atas 2" selang tertutup yang masing-masing panjangnya 3™".

Proses di atas dapat digambarkan sebagai berikut:

0 1

Karena FE, merupakan gabungan berhingga banyak himpunan tertutup
(2" selang tertutup) maka menurut teorema 2.3.(b) £, merupakan himpunan

tertutup untuk VneN.
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Dibentuk himpunan Cantor C = nEn . Himpunan C merupakan himpunan

n=l1
titik yang tertinggal dalam proses penghapusan sepertiga selang terbuka
tengah yang dilakukan terus-menerus sehingga menurut teorema 2.3.(a) C
merupakan himpunan tertutup. Karena C adalah subhimpunan [0, 1], jadi
himpunan Cantor adalah himpunan yang tertutup dan terbatas.
Sekarang akan diselidiki tentang “panjang” himpunan Cantor. Kita telah
mengetahui bahwa panjang selang [a, 5], [a, ), (a, 5], dan (a, b) adalah 5 — a.

Panjang selang [0, 1] kita nyatakan dengan /([0, 1]) = 1, maka “panjang”

himpunan Cantor adalah

1 2 22 2 2" :
00=1---——=-—=-—- T —...=0. Jadi (C)=0.
( ) 3 32 33 34 3n+l ( )

Teorema 2.7.

Himpunan Cantor merupakan himpunan tak terbilang.

Bukti:

Sifat tak terbilang dari himpunan Cantor dapat dibuktikan dengan menyajikan
bilangan-bilangan anggota himpunan Cantor dalam sistem basis tiga. Setiap

bilangan xeC disajikan dalam ckspansi sistem basis tiga yang tak berakhir.

Sebagai contoh: 0 = 0,000.... ; 1 =1,000... ; 0,1000... =0,0222... ;

W N

.
3

0,2000... =0,1222...
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Untuk xe (%, %], maka 0,1000 ... <x<0,1222 .... Jadi untuk x dalam selang

ini disajikan dengan angka 1 pada posisi pertama di belakang koma (dan

sekurang-kurangnya satu tempat pada posisi yang lain ditempati oleh angka 1

atau 2). Untuk xe[g, -g—) , maka 0,21000 ... <.x < 0,22000.... Jadi dalam

ekspansi ini x selalu mempunyai angka 1 di posisi kedua di belakang koma.
Demikian seterusnya. Jadi semua ekspansi yang memuat angka 1 di posisi
pertama, angka 1 di posisi kedua, dan seterusnya, adalah bilangan-bilangan
yang terhapuskan dalam proses konstruksi himpunan Cantor.

Jadi setiap bilangan x dalam himpunan Cantor, dalam sistem basis tiga,
disajikan secara tunggal dalam bentuk ekspansi tak berakhir yang hanya terdiri
atas angka 0 atau 2.

Karena semua barisan dengan elemen 0 atau 2 adalah himpunan tak terbilang
maka himpunan Cantor merupakan himpunan tak terbilang.

Sehingga himpunan Cantor dapat didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.18.

Himpunan Cantor adalah himpunan yang tertutup dan terbatas, tak terbilang,

dan “panjangnya” nol.

Contoh 2.1.

Selidikilah apakah bilangan % anggota himpunan Cantor C atau tidak.
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Penyelesaian:
Jika ditulis dalam sistem basis tiga yang tak berakhir, maka

l=0,02020202... = —2——= EL
4 =9 9. 1
9

1-

Karena dalam ekspansi ini tidak terdapat angka 1, maka % e C.

D. Himpunan Kompak
Sebelum mendefinisikan himpunan kompak lebih dahulu diperkenalkan

pengertian selimut terbuka suatu himpunan yang akan dibicarakan berikut ini.

Definisi 2.19.
Diberikan himpunan £cR. Suatu selimut terbuka dari himpunan £ adalah

suatu keluarga &= {G,. a € 4} dari himpunan-himpunan terbuka dalam R

yang gabungannya memuat % jadi £c UGa :

aed

Jika 71 subkeluarga dari & sechingga gabungan semua himpunan di dalam #
juga memuat E, maka # dinamakan subselimut dari & Jika 7 subkeluarga

berhingga dari §, maka # dinamakan subselimut berhingga dari &

Contoh 2.2.

Diberikan himpunan £ = [1, ). Buatlah selimut terbuka untuk %.
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Penyelesaian:

Selimut tebuka untuk himpunan £ ada banyak sekali, di antaranya adalah
sebagai berikut:

0= {(0, )};

G = {N(x, ¢): xeE} dengan £> 0 yang diberikan;

S={r—1,r+1:reQ dan r > 0}; Q merupakan himpunan bilangan rasional.
G={n-1,n+1):neN},

G = {(0, n): ne N}.

Dari penyelesaian contoh 2.2. tampak bahwa hanya & yang memuat

subselimut berhingga.

Definisi 2.20.
Himpunan KcR dikatakan kompak jika setiap selimut terbuka untuk K

mempunyai subselimut berhingga.

Jadi untuk membuktikan suatu himpunan K adalah kompak dengan
menggunakan definisi, kita harus mulai dengan sembarang keluarga himpunan
terbuka yang gabungannya memuat K, selanjutnya ditunjukkan bahwa dapat
dipilih sejumlah berhingga keluarga itu yang gabungannya masih memuat X.
Sedangkan untuk membuktikan bahwa himpunan £ tidak kompak dengan cara
mengkonstruksi suatu selimut terbuka untuk £ yang tidak memuat subselimut

berhingga.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 21

Contoh 2.3.
Jika A himpunan berhingga dalam R maka A kompak.
Penyelesaian:

Dimisalkan H = {x;, x3, ..., X, dan &= {G, «a €4} sembarang selimut

terbuka untuk H. Karena Hc UGa , maka untuk setiap j (1 < j < n), terdapat

acd
a €4, sehingga x;€ G, Untuk setiap j kita ambil satu ¢, namakan ¢, sehingga

x€G, . Maka {G,, G, ., ... , G, } subkeluarga berhingga dari & dan

He|JG,, . Terbukti H kompak.

A

Contoh 2.4,
T en At A -
n

Penyelesaian:

Akan dikonstruksi selimut terbuka §dari £ yang tidak mempunyai subselimut

berhingga. Kita usahakan setiap himpunan terbuka dalam ¢ hanya memuat

tepat satu elemen dari £. Selang terbuka (%, 2) hanya memuat satu titik dari

E, yakni 1. Selanjutnya untuk V» dengan n > 2, dibuat selang terbuka

[L, —1—} yang memuat tepat satu satu titik 1 dari E. Dengan demikian
n+l n-1 n
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keluarga §= {G,: neN} dengan G, = (l, 2) dan G, = (L, LJ untuk
2 n+l n-1

n > 2 adalah selimut terbuka untuk .
Dari konstruksi di atas tampak bahwa jika satu himpunan, G, misalnya

dihapuskan dan §maka U G, tidak memuat £. Jelas bahwa & selimut terbuka

untuk E tetapi tidak mempunyai subselimut Berhingga untuk E. Jadi F tidak

kompak.

Teorema 2.8.

Jika K suatu himpunan kompak dalam R, maka X tertutup dan terbatas.

Bukti:

Untuk setiap xe K dibuat kitar N(x, 1) = (x — 1, x + 1). Maka keluarga

&= {N(x, 1): xeK} adalah suatu selimut terbuka dan K. Karena X kompak

maka terdapat xi, Xy, ... , X, di dalam K sehingga K< | JN(x,, 1). Jika @ =min
j=1

{x: 1 <j<n} dan b = maks {x;: 1 <; < n} maka K subhimpunan dari selang

[a—1, b+ 1]. Jadi X terbatas.

Sekarang akan dibuktikan X tertutup dengan membuktikan bahwa K° terbuka.

Diandaikan pe K°, jadi p¢ K. Untuk setiap ne N himpunan G, = {x: | x -p |>

l} adalah komplemen dari himpunan (interval) tertutup [p — l p+ -1—], jadi
n n n
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G, terbuka. Karena R - {p} = UG,, dan p¢K, maka Kc UG,,. Karena K

n=l n=l

kompak, maka terdapat Gy, G, ... , G, sehingga K UG ,=G,.

|

Jadi [p— %,p-i- %] = (G,)° dan karena K c G,, maka N(p, %)r\K= ]

sehingga N(p, l) c K"
r

Karena jika pe K° maka p titik interior K°, jadi K* terbuka dan K tertutup.

Teorema 2.8. mengatakan bahwa himpunan yang tak tertutup atau tak terbatas
pasti tidak kompak. Himpunan R, Q, N, (-, 1), dan (1, ) tidak kompak
sebab mereka tak terbatas. Himpunan (1, 5), [0, 7), (0, 5] juga tidak kompak

karena mereka tidak tertutup.

Teorema 2.9.
Jika K subhimpunan kompak dalam R, dan /" subhimpunan tertutup K, maka ¥’
kompak.

Bukti:

Dimisalkan &= {G,. o€ 4} sembarang selimut terbuka untuk £ Jika kepada
& ditambahkan satu selimut terbuka untuk G = F* maka keluarga 3= $U{G}

adalah suatu selimut terbuka untuk X, karena bagian himpunan X yang belum

terselimuti oleh $akan tertutup oleh G.
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Karena K kompak maka 7 harus memuat subselimut berhingga untuk X.
Subselimut berhingga ini tentu saja harus memuat G. Jadi, terdapat a;, o, ... ,
o di dalam 4, sehingga {G, G, ,...,G, }yakni subselimut berhingga dari %
akan menyelimuti K. Karena G = F° saling asing dengan F, maka

{G,,,->G, } subkeluarga berhingga dari & dan merupakan selimut berhingga

untuk 7, dan terbuktilah teorema di atas.

Teorema 2.10.

Suatu interval tertutup dan terbatas [a, 5] adalah kompak.
Bukti:

Andaikan [q, b] tidak kompak.

Jadi terdapat selimut terbuka & yang menyelimuti [a, b] tetapi tidak memuat

subselimut berhingga.

Interval tertutup [a, 5] dibagi menjadi dua bagian, yaitu [a, c] dan [c, 5]. Jadi
ada paling sedikit satu dari [a, c¢] dan [c, ] tidak dapat diselimuti oleh
subkeluarga berhingga dari & Interval yang tidak dapat diselimuti misalkan
[@1, b1]. Interval [a;, b;] dibagi menjadi dua bagian misalkan menjadi [a;, ¢]
dan [c;, b;]. Demikian juga paling sedikit satu dan [a), ¢;] dan [c;, b;] tidak
dapat diselimuti oleh keluarga berhingga dari &, misalkan [a,, 5,]. Demikian

seterusnya sehingga terbentuk barisan monoton turun yang semuanya tidak

dapat diselimuti oleh subkeluarga berhingga dari & Menurut teorema 2.6. (ii)
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a0

(\[a,.5,]1={x} x pasti di dalam salah satu selimut misalkan G, . G, terbuka

n=1

dan xe G, schingga ada satu interval terbuka yang memuat x, misalkan (x - 7,

x + r) dengan r > 0. Karena x€ [a,, b,] sehingga ada n cukup besar dengan

[y, by]l © (x —r,x+ 1) © G, . Jadi ada [a,, b,] yang dapat diselimuti oleh &

Terjadi kontradiksi. Jadi [a,, b,] kompak.

Teorema 2.11.

Jika K himpunan tertutup dan terbatas maka X kompak.

Bukti:

Diandaikan X tidak kompak, jadi terdapatlah suatu selimut terbuka & untuk K

yang tidak mempunyai subselimut berhingga. Terdapat selang tertutup /o =
[~a, a] sehingga K — [~a, a], karena K terbatas dalam R. Maka paling sedikit
satu dari dua selang tertutup [—a, 0] dan [0, a], irisannnya dengan K tidak
termuat di dalam gabungan sejumlah berhingga dari himpunan-himpunan
anggota & sebab jika tidak demikian, berarti § mempunyai subselimut
berhingga untuk K. Selang yang mempunyai sifat ini, misalnya [0, a], kita

namakan /. Jadi /; N K tidak termuat dalam gabungan sejumlah berhingga

himpunan tersebut. Demikian juga paling sedikit satu di antara [0, %] dan
[%, a], irisannya dengan X tidak termuat dalam gabungan sejumlah berhingga

dari § Selang ini, misalnya [—g—, a], kita namakan [, sehingga I, N K tidak
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termuat dalam gabungan sejumlah berhingga himpunan anggota & Demikian

seterusnya kita membentuk barisan selang tertutup </,> sedemikian hingga

untuk Vre N berlaku;

(1) I, n K tidak termuat dalam gabungan sejumlah berhingga himpunan-

himpunan angota &,
(i1) > Ln1,
ew » = a
(iii)panjang I, yakni | I,| = St

Dengan demikian menurut teorema 2.6. (ii) ﬂl _={p}, karena lim |I,|=0.

n=1

Untuk sembarang £ > 0, maka ada m sehingga % < % Titik pe [, dan |L,)|

< %, jadi jika xe I, maka [x —p| s§< €. Dengan demikian 7,, < N(p, €), dan

N(p, £) memuat tak hingga banyak titik anggota K. Jadi p adalah titik limit K.
Karena K tertutup, maka pe K. Jadi haruslah ada suatu himpunan terbuka

Ge §dan pe G. Karena G terbuka maka terdapat £> 0 sehingga (p — ¢, p + &)
< G. Dapat dicari m sehingga b F3 % Karena pel,,, maka I,, ¢ (p — ¢,

p + €) < G. Terdapat kontradiksi, karena menurut (i) /,, N K tidak termuat

dalam sejumlah berhingga gabungan himpunan-himpunan anggota &

Dari teorema 2.8. dan teorema 2.11. maka dapat disimpulkan bahwa himpunan

K c R kompak jika dan hanya jika X tertutup dan terbatas.
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Definisi 2.21.

Subhimpunan £ dari R dikatakan mempunyai sifat Heine-Borel jika setiap
selimut terbuka himpunan £ mempunyai subselimut berhingga.

Jadi suatu himpunan adalah kompak jika dan hanya jika himpunan itu

mempunyai sifat Heine-Borel.

Setelah mempelajari himpunan kompak, kita akan membahas sifat-sifat dari

fungsi kontinu. Namun, sifat-sifat fungsi kontinu tidak dibuktikan.

Teorema 2.12.
Jika f* fungsi kontinu dari X ke dalam R, dan X subhimpunan kompak dalam

R, maka f'kontinu seragam pada K dan f{K) kompak dalam R.

Teorema 2.13.

Jika f fungsi kontinu pada himpunan kompak K — R ke dalam R, maka f
memiliki minimum absolut m dan maksimum absolut M, yakni, terdapat x; € X
dan x; €K schingga f(x;) = m dan f(x,;) = M dengan f{x;) < f{x) < f{x,) untuk

setiap xe XK.

Teorema 2.14.
Jika f fungsi yang didefinisikan dan kontinu pada interval (a, b) maka f{(a, b))

juga interval.
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Teorema 2.15.
Diberikan fungsi kontinu f pada himpunan tertutup £ — R. Maka terdapat
fungsi g yang kontinu pada R sedemikian hingga g(x) = f{x) untuk xe F.

Fungsi g dinamakan perluasan fungsi kontinu pada R.

. Barisan Fungsi

Diberikan barisan fungsi <f,> yang didefinisikan pada himpunan £ < R. Jika
untuk setiap xe £ barisan fungsi f,(x) konvergen maka dikatakan bahwa
barisan fungsi <f,> konvergen titik demi tittk pada E, yang sering juga
disingkat <f,> konvergen pada E. Jika barisan fungsi <f,> konvergen pada £
maka barisan itu menentukan fungsi f sehingga f,(x)—>f(x) untuk setiap xe E.
Fungsi fini dinamakan fungsi limit dari barisan fungsi <f,>.

Pada pembahasan selanjutnya kata konvergen titik demi titik disingkat

menjadi konvergen.

Definisi 2.22.
Barisan fungsi <f,> yang didefinisikan pada £ dikatakan konvergen seragam
ke f'pada E jika, untuk sembarang &> 0, terdapat NV sedemikian hingga untuk

semua x € £ dan untuk semua » > N maka |f,,(x) - fx) <&

Teorema 2.16.
Diberikan barisan fungsi <f,> yang konvergen seragam ke f'pada E dan p titik

limit E.
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Jika lim £, (x) = 4, untuk ne N,
x>p
maka barisan bilangan <4,> konvergen, dan lim f(x) =lim 4, .
x-»p n—>w

Jadi, limlim £, (x) = limlim £, (x).
X—»p R—> BRIRXIPD

Teorema 2.17.
Jika <f,> barisan fungsi kontinu pada £, dan f,—»/ seragam pada £, maka f

kontinu pada E.
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BAB I

UKURAN PADA GARIS REAL

Sebelum membicarakan ukuran pada garis real, lebih dulu dibahas
konsep aljabar himpunan.
A. Aljabar Himpunan
Diberikan himpunan semesta X.
Definisi 3.1.
Keluarga tak kosong A4 dari subhimpunan dari X dinamakan aljadar
himpunan jika dipenuhi:
1. JikaAeﬁmakalA"'=(X~A)eﬁ
2. Jika 4, Be Amaka (4 U B)e A
Dari definisi 3.1. maka setiap aljabar himpunan memuat ¢ dan X
Buktinya sebagai berikut:
Diberikan aljabar himpunan 4. Akan dibuktikan ¢, X € 4.
A keluarga tak kosong dari subhimpunan dari X. Andaikan Ae_ 2 maka
Ae A Jadi 4 U A° = Xe A Karena Xe Amaka X°= ge 4 Jadi ¢ X 4.
Dari definisi 3.1. diketahui bahwa A< 4 dan Be 4 maka A°c 4 dan B°e 4.
Jadi 4° U B°e A Menurut hukum De Morgan 4° U B° = (4 n B)° maka
(4 N B¥e dan (4 N B)e A. Jadi aljabar himpunan 4 adalah keluarga
subhimpunan dari X yang- tertutup terhadap operasi komplemen dan
;)perasi gabungan dan operasi irisan untuk setiap dua anggota dari 4.

Dengan menggunakan prinsip induksi matematika, aljabar himpunan 4

30
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dapat didefinisikan sebagai keluarga tak kosong subhimpunan dari X yang
tertutup terhadap operasi komplemen dan operasi gabungan berhingga dan
irisan berhingga.

Pada pembahasan selanjutnya aljabar himpunan disingkat aljabar.

Contoh 3.1,

Untuk X = {a, b, c} buatlah aljabar 2yang memuat {a} dan {b}!
Penyelesaian:

A > {g, X, {a}, {b}}. Untuk memenuhi sifat (1) dalam definisi 3.1., 2

harus memuat {c}, {b, ¢} dan {a, c}. Untuk memenuhi sifat (2) dalam
l definisi 3.1. | 4 harus memuat {a, b}. Maka 2 = {¢, X, {a}, {b}, {c},
\ {a, b}, {a, c}, {b, c}}. Jadi A adalah himpunan dari semua himpunan

bagian X.

Teorema 3.1.

Diberikan keluarga C dari subhimpunan dari X, ada aljabar 4 terkecil yang
memuat C; yaitu ada aljabar 4 yang memuat C dan sedemikian hingga jika
@ sembarang aljabar yang memuat C, maka @ memuat 4.

Bukti:

Diberikan keluarga  dari semua aljabar yang memuat C. Diberikan
A=nN{B: Be F}. Karena Ce 4 akan dibuktikan bahwa 1 suatu aljabar.
Andaikan A€ 4, Be 4 maka 4 dan B di dalam 8 untuk semua @ dalam F

sehingga A U Be B dan A°c @ untuk semua @ di dalam & Jadi 4 U Be A4
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dan A°e A Dapat disimpulkan A adalah suatu aljabar. Jadi 4 aljabar

terkecil yang memuat C.

Teorema 3.2.
Diberikan aljabar 4 dan <4,> barisan himpunan dengan 4;€ 4. Maka

terdapat <B> dengan B;e.4 sehingga B, N B, = ¢ untuk n # m dan

U -U4.

Bukti:

Karena teorema 3.2. berlaku jika <4,> barisan berhingga, maka
diasumsikan <4;> merupakan barisan tak hingga. Himpunan B; = 4;, dan
untuk setiap bilangan asli n > 1 didefinisikan

By=Ap-[AinArn ... N4y q]=4,nA]NA; N .. .NA;

Karena 4 adalah aljabar maka komplemen dan irisan himpunan dalam 2
juga dalam 4, sehingga B,e 4 untuk setiap n. Diberikan B, dan B,, dua
himpunan, dan misalkan m < n. Karena B, c 4, maka B,, € 4, dan

(Bw N By) € (A N By)

=AnNA, N ...0A4A;, N...NA,
=@mNA4 )N ... N4,

=¢N..NA4A,,=¢

Karena B; — 4;, maka OB, c OA, )

i=1 i=1
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Diberikan xe UA,. . Maka x harus merupakan anggota dari salah satu A;.

i=l

Diberikan # nilai terkecil i sedemikian hingga x € 4;. Maka x e B,, dan juga

xe OB,, . Maka OB,, ) OA,,.
n=l

n=l n=1
Jadi | JB, =4,
n=1 n=1
Definisi 3.2.

Keluarga 4 dari himpunan bagian X disebut aljabar-o jika 4 suatu aljabar

dan jika <4,> barisan himpunan dalam 2 maka UA, eA

i=1

Definisi 3.3.
Keluarga @ dari himpunan Borel adalah aljabar-o terkecil yang memuat

semua himpunan terbuka.

Akibat 3.3.1.

Keluarga Borel ® adalah aljabar-o terkecil yang memuat semua himpunan
tertutup dan aljabar-o terkecil yang memuat semua interval terbuka.
Bukti:

Diberikan B adalah himpunan semua aljabar-c yang memuat semua
himpunan terbuka dan @ merupakan aljabar-o terkecil yang memuat semua

himpunan terbuka sehingga 8 = N{B: PeB}. Diberikan F adalah



&

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 34

himpunan semua aljabar-o yang memuat semua himpunan tertutup dan F
merupakan aljabar-o terkecil yang memuat semua himpunan tertutup
sehingga ¥= N{y:yeF}. Dibuktikan 8=F

Andaikan keluarga G, dari himpunan terbuka maka G,€ untuk semua
B e B. Karena B aljabar-o maka UG,e 3 dan UG, € untuk semua e B.
Jadi UG! e®. |
Dibentuk G¢ = F, untuk semua neN, maka F,, merupakan kelurga dari
himpunan tertutup. Oleh karena itu /,ev untuk semua ye F. Karena y
aljabar-omaka UF,ey dan UF; ey untuk semuayeF. Jadi UF; e F.
Karena untuk sembarang F,e & berlaku F, = G, tertutup maka UF, =
UG, €3 Makau F,e® Jadi Fc B

Karena untuk sembarang G, @ berlaku G, = F, terbuka maka UG, =
UF; € F. Maka UG,€ ¥ Jadi 8 . Terbukti bahwa #= @ Jadi Keluarga

Borel B adalah aljabar-o terkecil yang memuat semua himpunan tertutup
Menurut tcorema 2.4. maka terbukti bahwa keluarga Borel @ adalah

aljabar-o terkecil yang memuat semua interval terbuka.

. Ukuran Pada Garis Real

Masalah yang akan dibahas adalah ukuran pada sembarang
subhimpunan dalam R. Ukuran tersebut menjadi panjang interval apabila

digunakan untuk mengukur panjang interval.
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Ukuran untuk £ < R dinyatakan dengan mFE, di mana m adalah
fungsi himpunan dari setiap himpunan £ pada keluarga himpunan M ke
himpunan bilangan real yang diperluas dan non-negatif. Sehingga untuk
suatu interval / maka ml = /), dengan /(/) adalah panjang interval I.
Untuk sembarang a, b € R maka {(a, 5)) = [([a, b]) = K(a, b]) = {[a, b)) =
b — a. Ukuran yang diinginkan mempunyai sifat:

1. mE didefinisikan untuk setiap himpunan bilangan real E; yaitu
M = @@R), dengan @(R) merupakan keluarga dari semua
subhimpunan dari R.

2. Untuk suatu interval I, ml = I(]),

3. Jika <F,> barisan himpunan yang saling asing (di mana m didefinisi

kan) maka m(DE,,) = imE,, i
n=1

n=1
4. m invarian terhadap translasi; yaitu, jika £ suatu himpunan di mana m
didefinisikan dan j‘ika E + y adalah himpunan {x + y: x € E}, yang
diperoleh dengan mengganti setiap titik £ dengan titik x + y, maka
m(E +y) = mE.

Tetapi tidak mungkin bisa dibuat fungsi himpunan m yang
memenuhi empat sifat di atas, sehingga syarat pertama harus diperlemah
dan m cukup didefinisikan pada keluarga # subhimpunan dari R yang
mempunyai sifat aljabar-o. Ukuran m bersifat terjumlah terbilang jika

merupakan suatu fungsi bernilai real yang diperluas dan non-negatif yang
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didefinisikan pada aljabar-o M dan mU E, = ZmEn untuk setiap barisan

n=1 n=l
himpunan yang saling asing <FE,> dalam M Pembahasan selanjutnya
adalah menciptakan suatu ukuran terjumlah terbilang yang invarian

terhadap translasi dan mempunyai sifat m/ = /() untuk setiap interval /.

Teorema 3.3.

Diberikan m suatu ukuran terjumlah terbilang yang didefinisikan pada

aljabar-o M, maka

1. Jikad c M B c Mdengan A — B maka mA < mB. Sifat ini disebut
monoton.

2. Jika <FE,> sembarang barisan himpunan dalam %, maka

m(| JE,) <Y mE, . Sifat ini disebut subterjumlah terbilang.
n=1

n=l

3. Jika terdapat suatu himpunan 4 dalam M sedemikian hingga m4 < o
maka m¢g=0.

Bukti:

1. Ac Bmaka B=A4 U (B - 4)

B=EiUE,dengan Ey=Adan FEr=B-AdanE\NE; = ¢.

Diketahui m ukuran terjumlah terbilang, maka mU E,= ZmEn untuk

n=1 n=1

himpunan £, yang saling asing. Maka mB =3 mE, =mA + m(B— A) +

ZmEn dengan £, = ¢, V n > 3. Jadi mB > mA.

n=3
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2. Dengan menggunakan teorema 3.2. maka terdapat barisan himpunan

yang saling asing <B;> dengan B, € #dan | JB, = JE, .

=1 =1
Misal B1= Ey; B, = E, — Ey;, By = E3 - E» — E;. Maka B, c E, sehingga
mB, < mk,.
B,=E,—E1—-Ey— .. - E,;
m(U E,) = m(UB,) = 2 m(B,) £ 2. m(Ey).
Jadi m(UE,) <2 m(E,).

3. Diberikan himpunan 4 dan m(4) < .

A=\JE,, E1 =4, E,= $untuk n > 2, dan E barisan himpunan yang

n=1

saling asing. Maka m(A4) = im(E,,) = m(A4) + imqﬁ .

n=1 n=2

Jadi ngﬁ = 0. Karena mA4 < « dan m > 0 maka m(g) = 0.
=2

1. Ukuran Luar Lebesgue

Definisi 3.4.

Untuk setiap 4cR maka ukuran luar Lebesgue dari 4 adalah
m*4 = inf 2KZ,), di mana {/,} adalah keluarga terbilang interval
terbuka yang menyelimuti 4; yaitu 4 < U .

Pada pembahasan selanjutnya ukuran luar Lebesgue disingkat ukuran

luar.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 38

Teorema 3.4.

Untuk sembarang himpunan 4, B < R berlaku:

L.

2.

3.

4.

m*4 > 0;
m*¢=0;
m*4A <m*Bjikad c B;

m*{x} = 0 untuk sembarang x € R.

Bukti:

1.

m*4>0.

Karena panjang interval [, selalu non negatif maka infimum dart
semua jumlah panjang interval juga non negatif. Jadi m*A4 > 0.
m*¢=0.

Ambil sembarang £ > 0 maka terdapat suatu interval terbuka /
dengan /(/) < gdan / memuat ¢. Jadi inf 2/([,) < &
gcImakal(l)<e

m*¢=inf XI([,) < & Maka m*¢ < guntuk Ve> 0.

Jadi m*¢=0.

m*A<m*BjikaAcB

m*A4 = inf Y.I(I,) dan m*B = inf XI(J,).

Bukti dengan kontradiksi.

Andaikan m*B < m*A. Maka terdapat keluarga interval terbuka

<J,»> yang menutup B dan m*B < Y I(J,,) < m*A. Tetapi A < B maka
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A = UK(Jy). Jadi tidak mungkin Y/(J,,) < m*4 = inf Y/(/,,) di mana
A < ZKIy).
Jadi m*4 < m*B.

4. m*{x}=0.
Ambil sembarang £ > 0 maka terdapat suatu interval terbuka /
dengan /(]) < edan {x}c I Jadi inf 2 /() < &

Maka m*{x} < guntuk V&> 0. Jadi m{x} = 0.

Teorema 3.5.

Ukuran luar interval sama dengan panjang interval.

Bukti:

a. Jika I sembarang interval tertutup, misalkan [a, b]. Karena interval
terbuka (a - ¢, b + &) memuat [a, b] untuk setiap £ positif, maka
m*[a, bl <la-& b+ ¢ =b—a+2s Karena m*[a, b]<b—a+2¢
untuk setiap ¢ positif, maka m*[a, b] < b — a. Langkah selanjutnya
yaitu membuktikan bahwa m*[a, 8] > b — a. Hal ini ekuivalen
dengan menunjukkan bahwa jika {/,} adalah sembarang keluarga
interval terbuka yang menyelimuti [a, ], maka X {(7,,) > b —a.
Menurut teorema Heine-Borel, sembarang keluarga interval
terbuka yang menyelimuti [a, 6] memuat subkeluarga berhingga
yang juga menyelimuti [a, b], dan jumlah panjang subkeluarga
berhingga tidak lebih besar dari jumlah panjang keluarga asal. Oleh

karena itu >/([,) = b — a cukup dibuktikan dengan keluarga
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berhingga {/,} yang menyelimuti [a, b]. Karena a termuat dalam
wl,, maka harus ada satu interval dari /, yang memuat a.
Misalkanlah interval (a;, 61). Jadi a; < a < b;. Jika b; < b maka
by€[a, b}, dan karena b, ¢ (a1, b1), maka harus ada interval (a3, b,)
dalam keluarga {/,} sedemikian hingga b, (a, b>); yaitu a; < b,
< b,. Hal ini terjadi terus menerus sampai pada interval tertentu
(ay, by) di mana be (ay, by). Maka
2i(ln) 2 X Kai, by)

=br—ap) t (bga—ary) + ... + (b1 —ay)

=br—(ar—bra1)— (@ bp2) — ... —(@—b1)—a1> b —ay,
Karena a; < b, ;. Tetapi by > b dan a; < a, maka by —a; > b — a,
sehingga > /(I,) > (b — a). Maka m*[a, b] = b — a. Jadi terbukti
bahwa m*[a, b]=b —a.

b. Jika / sembarang interval berhingga, maka diberikan ¢ > 0, ada

interval tertutup J — I sedemikian hingga (/) > /(I) — & Karenanya

D-e<ly=m*J<m*I<m*1=1I1)=IJ)
Lalu untuk setiap £> 0,
D) - e<m*I < I(]). Jadi m*] = I(]).

c. Jika [/ interval tak hingga, maka diberikan sembarang bilangan real
A, ada interval tertutup J < / dengan (/) = A. Oleh karena itu,
m*] =2 m*J = [(J) = A. Karena m*] > A untuk setiap A, maka

m*[ = oo = [(]).
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Teorema 3.6.

Diberikan {4,} keluarga terbilang himpunan bilangan real. Maka
m*(U A4,) < Xm*4,.

Bukti:

Jika satu dari himpunan 4, mempunyai ukuran luar tak hingga, maka

teorema 3.6. berlaku. Jika m*4, berhingga, maka diberikan £> 0, ada

keluarga terbilang interval terbuka {/,;}; sedemikian hingga 4,

Uz, dan D IU,,)< m*4, + 27" Sekarang keluarga {I,}n; =

i=l i=l

0 {[ y }i terbilang dan menyelimuti UA4,,. Lalu

n=1

m )< SII) =3, < Som* 4, +627)

n=l, i=1 n=1 i=l n=1

=Y m*4,+ ¢

Karena £ sembarang bilangan positif, maka m*(U 4,) < Xm*A4,.

Akibat 3.6.1.

Jika A terbilang maka m*4 = 0.

Bukti:

Misalkan 4 = { x}, X2, ... , X, ... }

A= {x1} @2 m*A) =0, 4= {x2} 2>2m*(4)=0; ... ; 4, = {x,} =
m*(4,)=0; ...

m*(A) = m*(4y) + m*(Ay) + ... + m¥Ap)+..=0+0+ ... +0+...=0,
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Akibat 3.6.2.

Himpunan [0,1] tidak terbilang.

Bukti:

m*[0, 1] = inf X/(1,) 2 1. Jadi m*[0, 1] 21. Karena m*[0, 1] # 0 maka

[0, 1] tidak terbilang.

Teorema 3.7,

Diberikan sembarang himpunan 4 dan sembarang £ > 0, terdapat

himpunan terbuka O sedemikian hingga 4 — O dan m*O < m*4 + ¢

- Terdapat Ge 5 sedemikian hingga 4 — G dan m*4 = m*G.

Bukti:

Diberikan 4 — R dan £> 0, terdapatlah {/,} sehingga >/(I,,) <m*4 + ¢.
Dibentuk himpunan O=wvu [, dan 4 < U I, maka 4 — O.

m*0=m* (VL) < Xm*, =3 I(I,)<m*4 + &

Jadi m*O <m*4 + ¢

Diberikan A — R dan £ > 0, terdapatlah Ge g5 artinya G merupakan

irisan terbilang dari himpunan-himpunan terbuka.

Untuk setiap ne N kita ambil £= l Terdapatlah himpunan terbuka U,
n

dan 4 c U,dan m*U, < m*4 + l
n

Karena 4 — U, maka m*4 < m*U,.

Dibentuk G =n Uy;
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G < U, untuk setiap n, maka m*G < m*U, < m*4 + l untuk setiap n.
n

Jadi m*G < m*4.
A < U, untuk setiap n dan G = N U,. Akan dibuktikan 4 = G.
Jika xe A maka xe U, untuk semua »n. Jadi xeG. Terbukti 4 < G.

Maka m*4 < m*G. Jadi m*4 = m*G.

Teorema 3.8.

m* invarian terhadap tran\slasi.

Bukti:

m*4 = inf XI/(I,) dengan [, adalah keluarga interval terbuka yang
menyelimuti 4. m*(4 + x) = inf }>/(J,) dengan J, adalah keluarga
interval terbuka yang menyelimuti 4 + x sehingga 4 + x={a + x;a €
A} dan 1, = J,, — x, maka [(1,,)) = I(J,,). Setiap J, selimut terbuka untuk 4
+ x maka J, — x = [, akan menjadi selimut terbuka untuk 4 dan
sebaliknya setiap 7, selimut terbuka untuk 4 maka /,+ x = J, akan
menjadi selimut terbuka untuk 4 + x.

Jadi inf 2/(1,)) = inf XU(J,).

Terbukti bahwa m*4 = m* (4 + x).

Teorema 3.9.
Jika m*4 = 0 maka m*(4 U B) = m*B.

Bukti:
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Berdasarkan teorema 3.6. maka m*(4 U B) < m*4 + m*B = m*B. Jadi
m*(4 LU B) <m*B.
B c A u B maka m*B <m*(4 U B).

Jadi m*(4 U B) = m*B.

Contoh 3.2.

Diberikan A himpunan bilangan rasional antara 0 dan 1, dan diberikan
{I,} keluarga berhingga interval terbuka yang menyelimuti 4. Maka
tunjukkan bahwa /(1) = 1.

Penyelesaian:

A = {x|x = rasional, 0 < x < 1} dan {I1, L, ... , I,} adalah keluarga

interval terbuka dan 4 — UI L[+
k=1

Diminta untuk membuktikan » /(Z,)=1.

k=1
Suatu interval terbuka mempunyai closure berupa interval tertutup.
Jadi A adalah [0, 1]. Demikian juga gabungan dari closure I, atau

ditulis| )7, adalah | JJ, dengan J; merupakan, . Oleh karena it 4c
k=1

k=1

UZL= UJ,- Tadi [0, 1lc|JJ,. Maka m*[0, 1] < m*|JJ, <
k=1 k=1 k=1 k=1

S I)= Y Id,). Tadi YII,) 2 m*[0, 1] Jadi 3 I(1,)2 1

k=1
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2. Himpunan Terukur dan Ukuran Lebesgue

Definisi 3.5.

Himpunan £ dinamakan terukur Lebesgue jika untuk setiap himpunan
A maka m*4 = m*(4 N E) + m*(4 N E°).

Berdasarkan teorema 3.6. maka m*4 < m*(4 N E) + m*(4 N E°),
sehingga FE dikatakan terukur jika dan hanya jika untuk setiap 4 maka
m*4 > m*(4 N E) + m*(4 N E°). Dari definisi 3.5. dapat disimpulkan
bahwa keterukuran bersifat simetri sehingga jika £ terukur maka E°
juga terukur.

Pada pembahasan selanjutnya himpunan terukur Lebesgue disingkat

himpunan terukur.

Teorema 3.10.

Jika m*E = 0 maka E terukur.

Bukti:

Diberikan 4 sembarang himpunan. Maka 4 N E c E dan m*(4 N E)
<m*E = 0. Demikian juga 4 > 4 N F° sehingga

m*4 > m*A4 A E)=m*A4 A E)+ m*A4 A E). Jadi E terukur.

Teorema 3.11.
Jika F} dan F; terukur maka £} U E; juga terukur.
Bukti:

Diberikan 4 sembarang himpunan. Karena £, terukur, maka
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m*(4 N Ef) =m*4d N E] N Ey)) + m*4 N E] N EY), dan karena
AN(E1VE)=[ANE]Y[AnE;NE]], maka m*(4 N [E; U E3])
< m¥(4 N Ey) + m¥(4 N Ex N ET). Sehingga m*(4 N [E1 U E3))
+ m*Ad N Ef N Ej) £ m*d4d N E) + m*4d n E; N EY)
+m*ANE; NES)=m*4NE)+ m*(4 N E])=m*4, dengan sifat
terukur dari E;. Karena (£, U E»)° = E] N E7 , hal ini menunjukkan

bahwa E; U E, terukur,

Akibat 3.11.1

Keluarga ¢ dari himpunan terukur adalah aljabar.

Bukti:

Jika E terukur maka £° terukur. Ambil sembarang himpunan 4 maka
m*4 = m*(4 N E) + m*(d N E°) = m*(4 N (E)°) + m* 4 N E)
= m*(4 N E°) + m*(4 N (E°)°). Jadi m*(4 N E°) + m*(4d N (E°)°) =
m*4. Maka E* terukur.

Menurut teorema 3.11. jika E; dan E, terukur maka E; U E; juga
terukur. Jadi terbukti bahwa keluarga M dari himpunan terukur adalah

aljabar.

Teorema 3.12.
Diberikan 4 sembarang himpunan, dan F, ... , E, barisan berhingga

dari himpunan terukur yang saling asing. Maka
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s*T)Emﬁ = Ms*i NE,).

i=1 i=1

Bukti:
Teorema 3.12. akan dibuktikan dengan induksi matematika pada 7.

Teorema 3.12. tersebut berlaku untuk » = 1 karena

1 1
S*ﬁm 8 ﬁcmk@ =Y m*(ANE,)). Andaikan teorema 3.12. benar
i=l

i=1

k k
untuk 7 = k maka S*hmDﬁCm..anS*EDML. Dibuktikan

i=1 i=]

teorema 3.12. bepar untuk » = k£ + 1 maka

k+1 k+l
m* ﬁm D#HC@H: = MUS *(ANE,). Karena E; adalah himpunan yang
i=1

i=1

saling asing maka

k+l k
\A \JﬁHCNNH_ M m\«i = Mﬁk \Jcmwuc A;A N Nwwtvu \Jm\ni
i=1 i=]

- ?a&&ag@c?a?? F) = 60 (4 O Ei)

i=1
”\A N m\ﬂ+~.

Dan

k+1 k
An T&m@ NE;, = Qm DCRWC (4 mr;vu NE;,

i=1 i=1
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= [[Amgﬂ]nE:+1]U((AnEk+1)nE:+1) - [AnLkJE,-j U ¢

i=1

[AOQE,.J.

Karena sifat terukur dari £;+; maka

m*[Am{ijiD = m*(AmEk+l)+m*[AmLkJE,.].

i=1 i=1

k k+l
=m*(ANE,,)+ Y m*(ANE) =Y m*(ANE).

i=1 i=1

Jadi m*[Am[ij,.ngm*(AmEi).

i=1 i=1

Teorema 3.13.

Keluarga M dari himpunan terukur adalah aljabar-o;, yaitu, komplemen
dari himpunan terukur adalah terukur dan gabungan (dan irisan) dari
keluarga terbilang dari himpunan terukur adalah terukur. Selain itu,
setiap himpunan dengan ukuran luar nol adalah terukur.

Bukti: .

Karena % merupakan aljabar maka hanya perlu dibuktikan bahwa jika
E gabungan terbilang keluarga himpunan terukur maka ¥ terukur.
Berdasarkan teorema 3.2., E harus merupakan gabungan barisan

<E,>, dari pasangan himpunan terukur yang saling asing. Diberikan
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A sembarang himpunan, dan diberikan F, = UE,. . Maka F, terukur,

i=1
dan F°> E°. Oleh karena itu

m*4 =m*(A N\ F,) + m* (A N FF)2m*(4 N F,) + m*4 N EY)

Dengan teorema 3.12. berlaku m*(4 N F,)= > m*(ANE,).

i=]
Maka m*4 > Zm*(Ar\E,) +m*(A N E°)
i=1
Karena pada sisi kiri dari pertidaksamaan tidak tergantung pada #,

maka m*A > 3 m* (A E,)+ m*A A E) 2 m*A N E) + m*d A E°)

i=1

Jadi m*4 > m*(4 N E) + m*(A N E°). Maka terbukti bahwa keluarga

M dari himpunan terukur adalah aljabar-o.

Teorema 3.14.

Interval (a, «) terukur.

Diberikan 4 sembarang himpunan, 4; = 4 N (a, ©), 42 = A N (-x, 4].
Maka harus ditunjukkan bahwa m*4; + m*4, < m*4. Jika m*4 = «
maka tidak perlu dibuktikan. Jika m*4 < oo, maka diberikan £ > 0,

terdapat keluarga terbilang {/,} dari interval terbuka yang menyelimuti

A dan di mana Zl([n)s m*4+ ¢

n=1
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Diberikan I,= I,n(a, ©) dan I,= I,N (-, a]. Makal, dan I,

interval (atau kosong) dan I(Z,) = i1, )+ K1) =m* I +m*I,

Karena 4; c | J7,, , maka m*4, Sm*(UI;] < Y m*I,, dankarena

n=] n=1 n=1

4, c|JI,, , maka m*4, < m*[UI;js > m*1, . Jadi m*4; + m*4; <

n=1 n=1 n=1

D (m*1,+m*1,)<>I(I,) < m*4 + & Tetapi & merupakan

n=l n=1

sembarang bilangan positif, jadi m*4; + m*4, < m*A.

U2 e B o6
péf?fusw <& 4

Teorema 3.15. Sy

Setiap himpunan Borel terukur. Terutama setiap himpunan terbuka dan
himpunan tertutup terukur.
Bukti:

Karena keluarga # dari himpunan terukur merupakan aljabar-o, dan

(—0, a] terukur untuk setiap a karena (-0, a] = (a, ©)°. Karena (—o, b)

= |J(—0.b-1/n], maka (—o, b) terukur. Oleh karena itu setiap

nl
interval terbuka (a, b) = (-, b) N (a, x) terukur. Tetapi setiap
himpunan terbuka adalah gabungan berhingga atau gabungan terbilang
interval terbuka, maka himpunan terbuka pasti terukur. Jadi M
merupakan aljabar-o yang memuat himpunan terbuka dan oleh karena

itu memuat keluarga himpunan Borel @, karena @ adalah aljabar-o
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terkecil yang memuat himpunan terbuka. Jadi keluarga Borel @
terukur. Setiap himpunan tertutup juga terukur karena himpunan

terbuka terukur.

Jika £ himpunan terukur, kita mendefinisikan ukuran Lebesgue mE
menjadi ukuran luar dari £. Maka m adalah fungsi himpunan yang
diperoleh dengan membatasi fungsi himpunan m* ke keluarga
himpunan terukur 4 Dua sifat penting dari ukuran Lebesgue diringkas
dengan teorema berikut:

Teorema 3.16.

Diberikan <E;> barisan himpunan terukur. Maka m(UE;) < 2, mE;. Jika
himpunan £; adalah pasangan yang saling asing, maka m(UE;) = > mkE;.
Bukti:

Pertidaksamaan m(UE;) < YmE; merupakan bentuk pemyz_m;m baru.
dari subterjumlah terbilng m* yang diberikan oleh teorema 36
‘Untuk membuktikan m(UE;) = 2mkE; adalah sebagai berikut:

Jika <FE;> barisan berhingga dari himpunan terukur yang saling asing,

maka menurut teorema 3.12. dengan 4 = R mengakibatkan

m(UE,] => mE,. Jadi m merupakan terjumlah berhingga.

=1 =1

leeﬁkan <E?> barisan-tak hingga dari pasangan himpunan terukur
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‘ yang saling asing. Maka O E > L"J E, dan jadi
i=1 i=]
m[CJE,.] P m[LnJE,.] = Zn:mE,. .
i=1 i=] i=1

Karena sisi kiri pertidaksamaan tidak tergantung pada », maka

e

i=1

> ZmEi. Tetapi menurut sifat subterjumiah terbilang

i=1

\
/

] \ ® 0 -]
m(UlE/ < Zl:mE , maka m( E,.] => mE, .

i=] i=1

Teorema 3.17.
! Diberikan <Z,> barisan turun tak hingga dari himpunan terukur, yaitu

barisan dengan F,+1 < E, untuk setiap n. Diberikan mFE; berhingga.
Maka m[nE,.J = limmkE,,.
i=1 n—>o00

Bukti:

Diberikan £ = nE,. , dan diberikan F; = E; — Ei+1.

i=1

Maka E; — E = UF} , dan himpunan F adalah pasangan himpunan

i=1

yang saling asing. Oleh karena itu

mE-E)="Y mF,= 3 m(E, - E,,,).

i=1
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Tetapl mE] =mFE + m(E1 - E), dan mE,- = mE,-+ 1+ m(Ei—E,'+ 1), karena
E < Ey dan E;y < E;. Karena mE; < mE; < o, maka m(E; — F)

=mkE, —mE dan m(E; — mE; 1) =mE;— mE;. .

Jadi mE\ —mE =Y (mE, - mE,,,)
i=1
= lim )" (mE,~mkE,,,)
noe .

= lim (mE; — mE,)

=mkE, —lim mE,,.

n—rwo

Karena mE,| < «, maka mE = lim mE,,.
n—ywo

Teorema 3.18.

Diberikan £ suatu himpunan. Maka lima pernyataan berikut ekuivalen:

1. E terukur;

il. Diberikan £ > 0, terdapatlah himpunan terbuka O o £ dengan
m¥(0-E)<¢g;

iii. Diberikan ¢ > 0, terdapatlah himpunan tertutup 7 — E dengan
m¥E-F)<g;

iv. Terdapatlah G dalam sdengan E < G, m*(G - E)=0;

v. Terdapatlah 7 dalam Z,dengan F < E, m*(E - F) =0,

Jika m*E berhingga, pernyataan di atas ekuivalen dengan
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vi. Diberikan ¢ > 0, terdapatlah gabungan berhingga U dari interval

terbuka yang saling asing sehingga mY (U A E)<¢&.

Contoh 3.3.

Buktikan teorema 3.18. dengan cara:
a). Tunjukkan bahwa untuk m*E < oo, (i) = (i) = (vi) = (ii)!
b). Gunakan (a) untuk menunjukkan bahwa untuk sembarang
himpunan E, (i) = (ii) = (iv) = (ii). |
¢). Gunakan (b) untuk menunjukkan bahwa (i) = (iii) = (v) = (i).
Penyelesaian:
~a). m*E <o,
(@) = (ii)
Diketahui £ terukur dan m*E < 0.
Menurut teorema 3.7. terdapat himpunan terbuka O yang memuat £
dan m*O <m*E + ¢.
O himpunan terbuka jadi O terukur. O =(0 - E) U E.
Karena m* = m, maka menurut teorema 3.12. mO = m(O — E) + mE
<mE + & Makam(O-E)<g
(i) = (vi)
Diberikan £ — R dan £ > 0, maka menurut (ii) terdapat himpunan

terbuka O sehingga m™*(0 - E) < g O himpunan terbuka maka O
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merupakan gabungan terbilang dari interval terbuka yang saling asing,

sehingga 0= | JI,, . Jadi mO= Y I(1,).

n=1 n=1

N o
Terdapat N sehingga U= | }1, dan ) I(I,) < %

n=1 n=N+1

UAE=U-E)U(E—-U)c(0O-E)u(0-1).

m*(U A E) < m*(O — E) + m¥O — U) = % 4 ,,gj(’“ % +§ — g
Jadi m(UA E)< &

i) = (i)

Diberikan £ c R dan £> 0

N
Menurut (vi) terdapat V = UI , dan I, merupakan interval terbuka

n=1
yang saling asing dan m*(V A E) < % .
Menurut teorema 3.7. terdapat himpunan terbuka O schingga

m*O < m*E + g

N
Dibentuk U=0n V= J(ON1,).

n=l

Dapat dibuktikan bahwa untuk VA4, B, C — R berlaku (4 A B)
c(AACQ)VU(CAB)Jadi (OAE)c(OAU)yV(UAE)dan
m¥OAEYSsm¥(OAU)+m¥(UAE) 3.1

Diketahui OAE= 0 —E,karena OD E.
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UcVmakaU-EcV-Edankarena EcOmakaE - U=E—-V.

Sehingga U A E < V A E dan m*(U A E) < m*(V A E) < % Jadi
m (U A E) < % Tetapi £ ¢ U u (U A E) schingga
m*E < m*U+ m¥ (U A E) <m*U + % Jadi m*E — m*U< %

m*(O A,U)= m*(0 — U)=m*0 — m*U< m*E + % —m*U.

Jadi m*(O A U)< m*E + % —m*U.
Sehingga (3.1) menjadi m*(O A E) £ m*(O A U) + m*(U A E)

<mE+ & _mrU+ E<E 48408 o ndimMOAE)<s
3 3 3% 3

b). m*E = w.
) = (1)

Misalkan R = U] . » di mana /, interval terbatas dan saling asing. Jika

n=1

E, = E n I,, maka m*E, < o sehingga terdapat himpunan terbuka O, >

E, sedemikian hingga m*(O, — E,) < 2i" Tulis himpunan terbuka O =

U)o, . Maka

n=l
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(=] (=]

0 - E = |Jo,-lJE, <|J©,-E,). Schingga m* (O — E) <

n
n=1 n=l1 n=1

Zm*(On —En)<8221—n=8. Jadi m¥(O-E)< e
n=1

(i) = (iv)

Untuk setiap #, diberikan himpunan terbuka O, > E dan m*(O, — E)

G merupakan himpunan &s maka £ < G dan -

n?2

<L JkaG=()O
n

n=}
m¥G—E)<m*(0,-E)< 1 untuk setiap ». Jadi m*(G - E) = 0.
n

(iv) = (i)

Diberikan £ — R dan terdapat Ge §5 dan G > £ dan m*(G — E) = 0.

E = G- (G- E), himpunan G terukur dan menurut teorema 3.10. maka
(G — E) terukur. Jadi E terukur.

¢). (1) = (iii)

Karena F terukur maka £° terukur dan terdapatlah himpunan terbuka
O > E dan m¥O - E°)< g Tetapi O — EF° =FE - O° dan F = O
sehingga m*(O - E)=m*(E-F)<g¢ Jadim*(E-F)<e¢

(iii) = (v)

Untuk setiap », diberikan himpunan tertutup F, ¢ £ dan m*(E - F),) <

1 Jika F = \UF,, F merupakan himpunan ¥, maka F < E dan
n=1

n

m¥E-F)<m¥E-F,) < 1 untuk setiap ». Jadi m*(E — F)=0.
n



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 58

W)=
Diberikan £ ¢ R dan terdapat Fe #, dan £ > Fdan m*(E - F)=0.

Karena £ = F U (E — F) , himpunan F terukur dan menurut teorema

3.10. maka (E — F) terukur. Jadi £ terukur.

Contoh 3.4.

Tunjukkan bahwa jika £ himpunan terukur, maka setiap translasi £ + y
dari £ juga terukur.

Penyelesaian:

Diberikan sembarang himpunan 4 < R. Harus dibuktikan
m*A N(E+ y) 2mN A N (E +y) + m* A N\ (E + y)).

- Ambil sembarang xe 4 N (£ + y).
MakaAN(E+y)={x|xedrxe(E +y)} 3.2)
xe(F + y) = terdapat te E dan x = ¢ + y sehingga (xe 4) = (x — y)e
(4—-y). Maka (3.2) menjadiAd N (E + y)={x | xed Axe(E + y)} =
fx—y|lx-yeld-yArx-yeE}={t|t=x~-ye(d—-y) AteE}
=(A-y)NE.

Ambil sembarang xe 4 N (E + ).
Maka AN (E +y)'={x|xed rxg(E + y)} (3.3)
xe(E + y)° = tidak terdapat e £ dan x = ¢ + y sehingga (xe 4) = (x —

y)ed-y).
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Maka (3.3) menjadi A N (E + y)° = {x | xe A A xe(E + )}={x—y | x
—ye(@+y)nx—yeE}={t|t=x—ye(d-y)nteE}={r|te(d-))
AteE}=(A-y)NnE"

JadidAN(E+y)=A-y)NEdan4 N (E +y) =(4-y) N E’ Jadi
m¥4 N (E + y)) = m¥(4 - y) N E) dan m*4d n (E + y))
= m*((4 - y) N E°). Sehingga m*A N (E + y)) + m*(4 N (E + y)")
= mf“((A —3) N E)+ m*({(4 - y) N E°). Karena E terukur, maka untuk
himpunan (4 — y), m*(4 - y) N E) + m*(4 - y) N E) = m¥(4 - y).
Karena m* bersifat invarian terhadap translasi maka m*(4 — y) = m*4.

Jadi E + y terukur.

Contoh 3.5.

Tunjukkan bahwa jika £ dan E; terukur, maka

m(E, U Ey) + m(Ey N Ey) = mEy + mE),.

Penyelesaian:

Jika salah satu dari mFE, atau mE, tak hingga.

(a). Misalkan mE, = o maka m(E; U E,) = . Sehingga m(E, U E,)
+ m(Ey N Ey) =0+ m(Ey N E>) = oo dan mEy + mE, = © + mE, =
0. Jadi m(Ey U Ey) + m(Ey N Ey)=mE| + mE;,

(b). Jika mE; < oo dan mE, < oo,

E]UE2=E1U(E2f'\ Elc)

m(Ey U Ey) = mEy + m(E; N EY)
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Ey=(En ES)U(EynEY)

mE; = m(E; N E]) + m(Ey N EY).

m(E; N E]) = mE, — m(E> N E) sehingga m(E1 U E) = mEy +
m(Ey AES)= mEy + mEy — m(Ey A mEy).

Jadi m(E; U Ey) + m(Ey N E>) = mE) + mE,.

Contoh 3.6.

Tunjukkan bahwa syarat mE; < o diperlukan pada teorema 3.17.
dengan memberikan barisan turun <E,> dari himpunan terukur dengan
¢= N E, dan mE,, = o untuk setiap 7.

Penyelesaian:

Dibentuk barisan E, dengan mE, = « untuk VneN dan [)E,= ¢

n=l1

Misalkan £, =[1, o0); £, =[2, ®); ... ; E, = [n, ©); .... Maka nEn =

n=|
NE NE; N ... " E, N ... Diberikan E = [|E, . Akan dibuktikan
n=1

NE,= ¢

n=1

Andaikan dxe E maka xe E, untuk VneN. Menurut sifat Archimedes

maka terdapat Ne N dan N> x sehingga x¢ Ey.
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Terdapat kontradiksi dengan xe E, untuk VneN, sehingga F = ¢ dan

mE = 0. Maka mE = m(ﬂE,,] = m¢ =0 dan limmE = . Sehingga

n=1

m[ﬁEn ] #* }gngn .

n=1

Jadi syarat mE,, < o dipertukan pada teorema 3.17.

Contoh 3.7.

Diberikan <FE> barisan himpunan terukur yang saling asing dan
sembarang himpunan A c R. Maka barisan

m*[AmOEi]=im*(AnEi).

i=1 i=1

Penyelesaian:

n

Berdasarkan teorema 3.12., maka m*[A m[UE,D =Y m*(ANE).
i=1

i=1

Karena DE, DOE, , maka AmDE, DAnLnJE,
i=1

i=l i=1 i=1

Jadi m*(AmOE,.}Zm*(AnL"JEiJ=im*(AmEi)

i=l i=1

Karena pada sisi kiri dari pertidaksamaan tidak tergantung pada n,

makam*(AmOEi]Zim*(AﬁEi)
i=1

i=l

i=1 i=1

Berdasarkan teorema 3.6., maka m* (A 8 UE,] <> m*(ANE,).
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Jadi m*(AmDE,.]=im*(AmEi).
i=l

i=1

Contoh 3.8.

a). Tunjukkan bahwa himpunan Cantor temer mempunyai ukuran nol.

b). Diberikan / himpunan bagian dari [0, 1] dikonstruksi dengan cara
yang sama dengan himpunan Cantor terner kecuali pada setiap
interval dihilangkan sepanjang a3™" dengan 0 < a < 1 untuk setiap
langkah ke-n. Maka F” himpunan tertutup, 7° rapat dalam [0, 1] dan

mF =1 — a. Sehingga himpunan F disebut himpunan Cantor rapat.

Penyelesaian:

a).C= 23—1"— . Himpunan Cantor P = ﬂEn . Menurut konstruksi dari
n=0

n=1

himpunan Cantor P maka P = (E,; di mana E, =|J2"

n=0 n=0
merupakan interval tertutup yang masing-masing panjangnya 3—1,;

dan En =) En+ 1-

Menurut teorema 3.17. mP = limmE .

mE, = 2" yang masing-masing panjangnya 51; Maka mFE, = i—n
. . . 2"
Jadi mP = limmE, = 11m3—n =

'b). F merupakan himpunan yang dikonstruksi dengan cara yang sama

dengan himpunan Cantor terner tetapi yang dihilangkan sebesar
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2c g -1-Z 2a

(04 . (04 (04
— JadiEy=1- = E=1—-—— - —; ... ; E,
3" ! 3772 3 32 3 32

2"

n -

2
SecatraumummE,,=1—Z 1+2+—27+... )
3 3 3

Menurut teorema 3.17. mF = limmkFE, = 1-2 % =1-a.
HHx 1__
3

JadimF =1-q.

3. Himpunan Tak Terukur

Sebelum membicarakan himpunan tak terukur, akan dibahas lebih dulu

konsep relasi ekuivalensi.

A. Relasi Ekuivalensi
Diberikan himpunan X.
Relasi R pada himpunan X adalah subhimpunan dari X x X. Jika
(x, ¥)e X x X maka dikatakan x berelasi ke y, dan ditulis (x, y)eR.
Relasi ekuivalensi R pada himpunan X adalah relasi yang
memenuhi sifat:
1. (x,x)eR.
2. (x,y)eR=>(y,x)eR.
3. (x,y)eRA(@y,2)eR=>(x,2z)eR.
Jika (x, y) dinyatakan dengan x ~ y maka ketiga sifat relasi
ekuivalensi dapat dinyatakan sebagai berikut:

1. x~x.
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2. x~y>Dy~x.

3. xX~YyAYy~zDX~2Z.

Didefinisikan [x] adalah {rex | ~ x}. Akan ditunjukkan jika xe X
dan ye X maka [x] = [y] atau [x] N [y] = ¢.

Andaikan [x] N [y] # ¢.

Jadi terdapat z€ [x] dan z€ [y].

Jika ¢€ [x] maka ¢ ~ z (sifat 3)

Karena ze [y] dan ¢t ~ z maka te [y]. Jadi [x] < [y].

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan [y] < [x]. Jadi
kesimpulannya bila [x] N [y] # ¢ maka [x] = [y]. Sehingga untuk
setiap x, ye X maka [x] dan [y] saling asing atau identik.

Dengan demikian kita peroleh pernyataan berikut:

Oleh karena relasi ekuivalensi pada X tejadilah partisi pada X atas
himpunan-himpunan yang saling asing. Himpunan itu disebut kelas

ekuivalensi.

. Himpunan Tak Terukur

Dalam subbab ini akan ditunjukkan adanya himpunan tak terukur.
Jika x dan y adalah bilangan real dalam interval [0, 1), maka kita
mendefinisikan jumlahan modulo 1 dari x dan y menjadi x + y jika
x +y<1,danmenjadix + y—1jikax + y > 1. Jumlahan modulo 1
dari x dan y dilambangkan dengan x & y. Maka x @ y operasi yang

bersifat komutatif dan asosiatif dari pasangan bilangan real dalam
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interval [0, 1) dengan bilangan real dalam interval [0, 1). Jika
untuk setiap xe[0, 1) kita kawankan dengan sudut 2mx, maka
jumlahan modulo 1 berkorespondensi dengan jumlahan sudut. Jika
E himpunan bagian dari [0, 1), kita mendefinisikan translasi
modulo 1 dari himpunan E menjadi himpunan £ @ y
={z:z=x @ yuntuk suatu x F}. Jika kita menganggap jumlahan
modulo 1 sebagai jumlahan sudut, translasi modulo 1 dengan y
berkorespondensi dengan rotasi sudut 2my. Teorema berikut

menunjukkan bahwa ukuran Lebesgue invarian terhadap translasi

modulo 1.

Teorema 3.19.

Diberikan £ < [0, 1) himpunan terukur. Maka untuk setiap
ye [0, 1) himpunan £ @ y terukur dan m(& @ y) = mE.

Bukti:

Diberikan £, =EN[0,1 -y)dan F, =E N[l -y, 1). Maka F,
dan £, merupakan hinpunan terukur yang saling asing dan
gabungannya adalah £. Maka menurut teorema 3.16.
mkE = mE, + mE,.

Berdasarkan definisi jumlahan modulo 1 dari x dan y maka £, @ y
= Ey + y. Jadi E; © y terukur dan m(F, © y) = mE; karena m
bersifat invarian terhadap translasi. Demikian juga £, ®@ y = E; +

(v — 1) jadi E; @ y terukur dan m(E, ® y) = mkE,. Tetapi E® y =
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(B, ® y) U (F, @ y) dan himpunan (£; @ y) dengan himpunan
i (E> ® y) merupakan himpunan yang saling asing. Oleh karena itu
|

‘ E® yterukur dan

| mE®y)=m(E, @ y)+ (E29y)

=mL) + mEy,=mkE.

Sekarang kita akan mendefinisikan himpunan tak terukur. Pada

[0, 1) didefinisikan relasi ekuivalensi. Untuk sembarang

x, ye[0, 1), jika x — y merupakan bilangan rasional maka kita
katakan x dan y ekuivalen dan ditulis x ~ y. Dalam hal ini x ~ y
merupakan relasi ekuivalensi. Bukti:

1. x~x=0. Karena 0 merupakan bilangan rasional maka x ~ x.

2. Jika x — y bilangan rasional maka y — x juga merupakan
bilangan rasional. Sehinggax ~y =y ~ x.

3. Jika x — y bilangan rasional dan y — z bilangan rasional maka
(x —y)+ (y — 2) = x — z juga bilangan rasional. Sehingga x ~ y A
y~ZDX~Z.

Jadi pada [0, 1) didefinisikan relasi ekuivalensi.

Oleh karena itu [0, 1) dibagi menjadi kelas-kelas ekuivalensi, yaitu

kelas-kelas di mana untuk sembarang dua unsur dari satu kelas
berselisihkan bilangan rasional dan untuk sembarang dua unsur
dari dua kelas yang berbeda berselisihkan bilangan irrasional.

/ Dengan Aksioma Pilih terdapat himpunan P yang memuat tepat
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satu unsur dari setiap kelas ekuivalensi. Diberikan (r,)

merupakan bilangan-bilangan rasional dalam interval [0, 1) dengan

7o = 0, dan mendefinisikan P; = P @ r; sehingga Py = P. Diberikan

xe€P; N P;. Maka x = p; + r; = p; + r; dengan p; dan p; di dalam P.
Tetapi p; — p; = r; — r; merupakan bilangan rasional sehingga p; ~ p;.
Karena P mempunyai tepat satu unsur dari setiap kelas ekuivalensi,
maka / =j. Hal ini mengakibatkan jika i # j, P; N\ P; = ¢ maka <P>
merupakan barisan himpunan yang saling asing. Di lain pihak,
! untuk setiap bilangan real x dalam interval [0, 1) pasti berada
dalam suatu kelas ekuivalensi dan juga ekuivalen dengan suatu
unsur dalam P. Tetapi jika x dan suatu unsur di P berselisihkan
bilangan rasional #;, maka xe P;. Jadi UP,. = [0, 1). Karena setiap
P; merupakan translasi modulo 1 dari P maka setiap P; terukur jika
P terukur dan akan mempunyai ukuran yang sama. Tetapi jika

kasusnya demikian

m01) = mP, =Y mP
i=0 i=0
Jika P terukur maka nilai mP sama dengan nol atau positif. Jika

demikian maka ) mP sama dengan nol atau tak hingga. Terjadi
i=0

kontradiksi sebab m[0, 1) = 1. Jadi P tak terukur.

Bukti di atas menggunakan kontradiksi dan sifat m yang digunakan

| hanyalah sifat invarian terhadap translasi dan sifat terjumlah
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terbilang. Sehingga argumen di atas memberikan bukti langsung
dari teorema berikut:

Teorema 3.20.

Jika m ukuran yang bersifat terjumlah terbilang, dan invarian
terhadap translast dan didefinisikan pada aljabar-o yang memuat

P, maka m[0, 1) nol atau tak hingga.

Contoh 3.9.

Tunjukkan bahwa jika £ terukur dan £ — P, maka mE = 0.
Penyelesaian:

Diberikan £; = £ @ r;. Karena £ terukur maka £; juga terukur dan
mE,-= mE @ r,-=mE.

Diketahui EcP maka E @ ricP @ r;= P;. Jadi E;c P;.

Tetapi UP,. = [0, 1) sehingga E;cP; = UE,. c UP,. = [0, 1). Jad:
JE < [0, 1) dan m| JE, < m[0, 1) = 1. Karena P; N P; = ¢ maka
E; N E; = ¢ sehingga menurut teorema 3.16. berlaku mUE .=

2mkE; =Y>mkE < 1. Karena m selalu tak negatif sehingga jika mE =0
maka >mE =0 < ldan jika mE > 0 maka YmE =00 > 1.

Jadi mE = 0.

Contoh 3.10.

Buktikan bahwa, jika 4 sembarang himpunan dengan m*4 > 0,
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maka terdapat himpunan tak terukur £c 4.

Penyelesaian:

Bukti dengan menggunakan kontradiksi.

Andaikan 4 (0, 1).

Misalkan £ c A maka £ c (0, 1) dan E terukur.
Ac©0,)clo,H=|JF.

A=\ JE, di mana E; = A "~ P; maka E;c 4. Jadi E; terukur. Karena
A= UEi maka m*4 = m*UE,. < Xm*E;. Karena FE; terukur dan
E; c Pymaka | JE, c|JP,= [0, 1). Jadi m*(JE,) < Tm*E; < 1.
Hal imi mungkin terjadi hanya jika m*FE; = 0. Karena 4 =
| JE, maka m*4 < ¥m*E; = 0. Jadi m*4 = 0. Hal ini kontradiksi
dengan m*4 > 0.

Andaikan B & (0, 1).

Jika B tidak termuat dalam (0, 1) maka dapat dicari yeR
sedemikian hingga (B + y) memuat himpunan bagian yang berada
di dalam (0, 1). Maka menurut bukti sebelumnya terdapat
himpunan tak terukur £ dan £ merupakan himpunan bagian dari
himpunan bagian (B + y) yang berada di dalam (0, 1). Oleh karena
itu (E — y) merupakan himpunan tak terukur di dalam B.

Jadi terbukti bahwa jika 4 sembarang himpunan dengan m*4 > 0,

maka terdapat himpunan tak terukur £ C 4.
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Contoh 3.11.

Berilah sebuah contoh di mana <E;> merupakan barisan himpunan
yang saling asing dan m* (UE, )< > m*E, .

Penyelesaian:
Hal ini hanya terjadi jika setiap himpunan di dalam gabungan

himpunan tersebut tidak terukur karema jika semuanya terukur
maka m*(UE,.)S Zm*Ei .

Misalkan ambil himpunan tak terukur E; di mana | JE, = [0, 1).
Karena E; tak terukur maka m*E; > 0 sebab jika m*E; = 0 maka
menurut teorema 3.10. E; terukur. Padahal E; N E; = ¢ dan | JE, =
[0, 1) maka m*| JE, = m*{0, 1) = 1. Tetapi m*E; > O sehingga

>m*E; = 0. Jadi terbukti bahwa m * (UEi)< Zm* E, .

Contoh 3.12.

Berilah satu contoh barisan himpunan <E,-> dengan E; D Ei,
m*E; < o0, dan m*(ﬂE,.)< limm*E,.

Penyelesaian:

Hal ini terjadi jika barisan himpunan <£> merupakan barisan

himpunan tak terukur. Misalkan £; = [0, 1) = | JP,; E; = UP,.;
i=t i=2
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E=P;..;E~JP; ... . Misalkan E=E1 N E2 N Es... N E,
i=3

i=n

N ... =(E, . Akan dibuktikan £ = ¢.

i=1
Andaikan dxeFE maka xcE; untuk VieN dan misalkan m > n.

Maka:

l.xeEp= UP,. sehingga 3i = k£ > m sedemikian hingga x e Py,

=m

2. xek,= UP,. sehingga 3i = s > n sedemikian hingga x € P,

i=n

~ Tetapi P; n P; = ¢ jika 7 # j maka pengandaian di atas salah. Jadi

terbukti bahwa E = (") E, = ¢ sehingga m*E = 0.

i=1

Karena m*E; < oo dan £; merupakan himpunan tak terukur maka

VreN berlaku m*(£,) = m*UP,. > m*P > 0. Sehingga VneN

i=n

berlaku m*(E,) > m*(P) > 0. Jadi lim m*E; > 0. Jadi terbukti

bahwa m* ({]E,. )< lim m*E;.

. Fungsi Terukur

Fungsi yang akan kita bahas pada subbab ini merupakan fungsi

yang didefinisikan pada suatu himpunan terukur.
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Teorema 3.21.

Diberikan f fungsi bernilai real yang diperluas. Maka pernyataan-

pernyataan berikut ekuivalen:

i. untuk setiap bilangan real o himpunan {x: f{x) > o} terukur.

ii. untuk setiap bilangan real a himpunan {x: f{x) > o} terukur.

iii. untuk setiap bilangan real o himpunan {x: f{x) < a} terukur.

iv. untuk setiap bilangan real o himpunan {x: f{x) < a.} terukur.

Pernyataan-pernyataan di atas mengakibatkan

v. untuk setiap bilangan real yang diperluas o himpunan {x: fx) =
o} terukur.

Bukti:

Dimisalkan daerah definisi / adalah D dan diberikan sembarang

acR.

a. Akan dibuktikan (1)=>(iv).
Diketahui (i) di mana {x: f{x) > o} untuk setiap aeR. Jadi {x:
fx) £ a} =D — {x: fix) > a} terukur karena selisih dari dua
himpunan terukur adalah terukur. Jadi (iv) terbukti.

b. Akan dibuktikan (iv)=(i)
Diketahui (iv) di mana {x: f{x) < a} untuk setiap aeR. Jadi {x:
fix) > a} = D - {x: ix) < a} terukur karena selisih dari dua

himpunan terukur adalah terukur. Jadi (i) terbukti.
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¢. Akan dibuktikan (i1)=>(iii)
Diketahui (ii) di mana {x: f{x) > o} untuk setiap aeR. Jadi {x:
Ax) < a} =D - {x: fx) 2 o} terukur karena selisih dari dua
himpunan terukur adalah terukur. Jadi (iii) terbukti.
d. Akan dibuktikan (iii)=>(ii)
Diketahui (iii) di mana {x: f{x) <o} untuk setiap aeR. Jadi {x:
fx) 2 a} = D - {x: fix) < a} terukur karena selisih dari dua
himpunan terukur adalah terukur. Jadi (ii) terbukti.
e. Akan dibuktikan (i)=>(ii)

Diketahui (i) di mana {x: f{x) > o} untuk setiap aeR. Jadi {x:

fx) 2 o} = ﬁ{x:f(x)>a—1/n}, dan irisan dari barisan

n=l

himpunan terukur adalah terukur. Jadi (i1) terbukti.
f. Akan dibuktikan (ii)=>(1)

Diketahui (ii) di mana {x: f{x) > a} untuk setiap aeR. Jadi {x:

Ax) > oy = O{x:f(x)2a+1/n}, dan gabungan barisan

n=l

himpunan terukur adalah terukur. Jadi (i) terbukti.
Bukti di atas (a — f) menunjukkan bahwa empat pernyataan di atas

ekuivalen.

g. Akan dibuktikan (v) benar.
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Jika a bilangan real, {x: fix) = a} = { x: Ax) 2 a} N {x: fx) <
a} dan irisan himpunan terukur adalah terukur. Jadi (v)

terbukti.

Jika a = o maka {x: fix) = o} = n{x:f(x)Zn} dan irisan
n=l

barisan himpunan terukur adalah terukur maka (v) terbukti.

Jika ¢ = oo, maka {x: f{x) =—w} = ﬁ{x : f(x) < n} dan insan

n=1

barisan himpunan terukur adalah terukur maka (v) teri)ukti.

Jadi terbukti bahwa (v) benar.

Definisi 3.6.
Fungsi bernilai real yang diperluas f dikatakan terukur (Lebesgue)
jika daerah definisinya terukur dan jika memenuhi salah satu dari

empat pernyataan pertama pada teorema 3.21.

Teorema 3.22.
Diberikan ¢ konstanta dan f dan g dua fungsi bernilai real yang
diperluas dan terukur yang didefinisikan pada daerah definisi yang
sama. Maka fungsi f + ¢, cf, f + g, g — f, dan fg juga terukur.
Bukti:
a. Berdasarkan kondisi (iii) pada teorema 3.20. maka

{x: x) + c< o} = {x: ix) < @ — ¢}. Jadi f + c terukur jika f

terukur.
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b Dengan cara yang sama pada pembuktlan f +c aka {x: cflx) <
o) = {x: fx) < £}, Jadi of terukur jika £ terukur.
C

c. Jika flx) + g(x) < a, maka f{x) < o — g(x) dan menurut akibat
aksioma Archimedes maka terdapatlah bilangan rasional ~

sedemikian hingga f{x) < r < a — g(x). Oleh karena itu

e fo) + g <y = Y D) <rnfxgx) <a-r}).
Karena bilangan rasional terbilang maka U({x f(x)<r} N

{x: g(x) < @~ r }) terukur. Jadi f+ g terukur.
d. Karena —g = (~1)g terukur jika g terukur, maka f— g terukur.
e. Fungsi #* terukur, karena

{x: P> @) = {x: fx) > Ja } U {x fix) <—Ja } untuk >0

dan {x: £(x)> &} = D jika @ <0, di mana D merupakan daerah

definisi dari £, Jadi fg = % [(F+ g —f — 2] terukur.

Teorema 3.23.
Diberikan <f,> barisan fungsi terukur (dengan daerah definisi yang
sama). Maka fungsi sup{fi,..., fu}, inf{fi,.... fu},

sup f,,inf f,,,li_mf,,, dan limf, semuanya terukur.

Bukti:
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Jika £ didefinisikan sebagai A(x) = sup{fi(x), ... , fi(x)}, maka

{x: h(x) > a} = | J{x: f,(x) > a}. Karena f; terukur maka & juga
i=1

terukur. Dengan cara yang sama, jika g didefinisikan dengan g(x) =

sup f,, maka {x: g(x)> a} = D{x : £, (x) >} . Karena f, terukur

n=1

maka g terukur. Jika p didefinisikan sebagai p(x) = inf{fi(x), ... ,

fA(x)}, maka {x: p(x) < a} = LnJ{x: f:(x) < a}. Karena f; terukur

=1

maka p juga terukur. Dengan cara yang sama, jika g didefinisikan

dengan g(x) = ix:f f,, maka {x: g(x) < o} = D{x: [ (x)<a}.

n=1

Karena f, terukur maka g terukur.

Karena limf, = infsup f, maka limf, terukur karena supremum
% ken

barisan fungsi terbukti terukur dan infimum sembarang fungsi juga

terukur. Demikian juga, limf, juga terukur karena limf =

supinf f;.

Definisi 3.7.
Suatu sifat dikatakan berlaku hampir di mana-mana (atau disingkat
h.d) jika himpunan titik-titik di mana sifat itu tidak berlaku adalah

himpunan yang berukuran nol.
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Maka secara khusus kita katakan /= g A.d jika fdan g mempunyai
daerah definisi yang sama dan m{x;f(x) # g(x)} = 0. Dengan cara
yang sama, kita katakan bahwa f, konvergen A.d ke g jika terdapat
himpunan £ berukuran nol sedemikian hingga f,(x) konvergen ke

g(x) untuk setiap titik x¢ E.

Teorema 3.24.

Jika f fungsi terukur dan /= g A.d, maka g terukur.

Bukti:

Diberikan £ himpunan {x: f{x) # g(x)} dengan mE = 0. Sekarang
| xg)>a={xfx)>aul{xeEk:gk)>a}—{xe E: gx)<
atl.

‘ {x: Ax) > «} terukur karena f fungsi terukur, dan {x € E: g(x) > «}
— {x € E: g(x) £ a} terukur karena merupakan himpunan bagian
dari £ dan mE = 0. Maka {x: g(x) > o} terukur untuk setiap «, jadi

g terukur.

Definisi 3.8.

Fungsi himpunan ¢ bernilai real diperluas disebut fungsi sederhana

(simple function) bila ¢ terukur dan jangkauannya suatu himpunan

berhingga.
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Definisi 3.9.

Suatu fungsi g bernilai real yang didefinisikan pada interval
tertutup [a, b] disebut fungsi tangga (step function) bila terdapat
partisi a = xp < x; < ... <x, = b dari interval sedemikian hingga
dalam setiap subinterval 7; = (xz-1, xz) fungsi g konstan, yaitu g(x) =

agountuk xeldank=1,2, ... ,n

Teorema 3.25.

Diberikan f fungsi terukur yang didefinisikan pada [a, 4], dan
diasumsikan bahwa f bernilai + oo hanya pada himpunan berukuran
nol. Maka diberikan £ > 0, kita dapat menemukan fungsi tangga g
dan fungsi kontinu / sehingga

|f~gl< edan|f-H <&

Kecuali pada himpunan berukuran kurang dari £ yaitu m{x: |f{x)—
g(x) > &} < gdan mix: If(x)— h(x) |> £ <&

Bukti:

Untuk membuktikan teorema 3.25. diperlukan empat lemma
berikut:

Lemma 3.1.

Diberikan fungsi terukur f pada [a, 5] yang bemilai +oo hanya pada

himpunan berukuran nol, dan diberikan £ > 0 maka terdapat M
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sehingga | /| < M kecuali pada himpunan yang ukurannya kurang
dari £,

3
Bukti:
Untuk setiap neN dibentuk himpunan E, = {x: | fx)|> n}, dan
mudah dibuktikan bahwa E, terukur, karena diketahui f terukur.
Jika x € E,+y jadi |ﬂx)| > n + 1 maka | fx)| > n. Jadi E, > En+ untuk
semua neN. Karena semua £, < [a, b], maka kita mempunyai
barisan fungsi terukur <E,> dengan mE< oo dan E1 D E; D ... ,

schingga menurut teorema 3.17., diperoleh mE = limmE, dengan £

nox

= ﬂEn . Akan tetapi, E = {x: |ﬂx)|> n untuk semua ne N} = {x:

n=1

fx) = +oo}. Karena diketahui mE = 0, jadi lim £, = 0. Jadi, pada
&> 0 yang ditentukan, terdapat Me N sehingga mEy, < % Karena

Ev= {x: | fx) > M, jadi {x: [Ax)l < M= [a, b] — Ey yang berarti

bahwa |f(x)| < M kecuali pada Ej, yaitu suatu himpunan yang
berukuran kurang dari %

Lemma 3.2.

Diberikan fungsi terukur f'pada [a, b}, £> 0, dan M. Maka terdapat
fungsi sederhana ¢ sehingga |f{x) — ¢(x)| < £ kecuali pada x di mana
Ax)| > M. Jika m < ¢ < M maka ¢ dapat dipilih sehingga m < ¢ <

M.
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Bukti:

Ditinjau himpunan 4 = {x: [f{x) | < Af}. Diambil bilangan bulat

positif N schingga s>%. Jadi 4 c [a, b] sehingga f(4) < [-M, M].
: i i+1 |
Dibentuk 4,={x: —< f(x)<—, i=-MN,...,MN -2}
N N
1
Ay = {x:M-NS f(x)SM}

MN-1
Jadi, 4 = U A, dengan 4;NA4,=¢ untuk i#/ dan A4; terukur.

1=—MN

Dibentuk fungsi @ yang didefinisikan pada 4 dengan ¢(x) =
#untuk xed; dan i = -MN, ... , MN-1. Karena 4 terukur dan

jangkauan ¢ berhingga, maka ¢ fungsi sederhana. Untuk xe A4,

maka terdapat tepat satu i dengan —MN < i < MN-1 sehingga xe€ 4;

dan ¢(x) = Karena Y:I_S fx) <(l—;g, maka berlaku

i
e
| Axy-a(x) < -]z—,< & Jika didefinisikan ¢(x) = M untuk | fx)l > M,
maka terdapat fungsi sederhana ¢ yang didefinisikan pada [a, 4]
dengan | f{x)-¢(x)l < & kecuali untuk x di mana | fx)| >M.

Lemma 3.3.

Diberikan fungsi sederhana ¢ pada interval [a, 5], maka terdapat

fungsi tangga g pada [a, b] sehingga g(x) = ¢(x) kecuali pada suatu
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himpunan berukuran kurang dari % Jika m < @ < M dapat diplih g

sehinggam<g< M.
Bukti:

Dimisalkan jangkauan ¢ adalah {ci, ¢, ... , ca} dan @(x) = ¢; untuk

xed;, i=1,2, ... ,ndan[a, b] = | J4,, 4 terukur, 4 " 4=¢ jika

=1
i#. Menurut teorema 3.18. (vi), untuk setiap i/ terdapat himpunan S;

gabungan berhingga selang terbuka dan m*(S; A 4;) = m(S; A 4;) <

2
3i. S; dapat dinyatakan U] + gabungan berhingga dengan jumlah
n

k=l

minimal selang terbuka yang saling asing, yang berarti bahwa jika
dihilangkan satu selang J;; dalam S, maka m(S; A 4;) > gg- .
n
4;= (A,m S;) U (A,— S,) (ot (A, M S,) U (S,A A;)
md;= m(A, M S,) + m(A,-— S,) < m(A, [ S,) + m(S, A A,) < m(A, M

S)+ 2. Tadi m(4;n ) > md;—=-.
3n 3n

@, 1= ) 4,=U )4, a8y ol )4 -8,)=J(4, n 8, )u

i=l i=l1 i=1
UG.a4).

Jika H = | J(S,A4,)maka mH < g Jika xe(4; N ), maka xg(S; A

i=l

A4;). Diketahui bahwa nilai ¢(x) = ¢; untuk 1< i < n. Karena S;
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k&
=U I, , maka untuk setiap xe (4; " I) untuk sembarang k dengan
k=1

1 £k <k; dan x¢(S; A 4;) nilai ¢{x) = c;. Jadi, kecuali xe(4;A S))

maka untuk semua xe [, (1 <k < k) nilai ¢(x) = c;.

Karena [a, 5] = | 4, maka untuk xe[a, 5] kecuali xe H dengan

i=l
mH < g, diperoleh fungsi tangga g sehingga g(x) = ¢(x).
Lemma 3.4.
Diberikan fungsi tangga g pada interval [a, 5], maka terdapat

fungsi kontinu # sedemikian hingga A(x) = g(x) kecuali pada suatu

himpunan berukuran kurang dari g Jika m < g < M maka 4 dapat

dipilih sechinggam < g < M.
Bukti:
Fungsi tangga g pada [a, b] adalah fungsi sehingga g(x) = ¢; untuk

xel; dengan J; suatu selang dalam keluarga berhinga {Z, ... , I}
dari selang-selang yang' saling asing sehingga [a, 6] = UI,..
i=1

Selang /; dimisalkan berujungkan ag; dan b; dengan a; < b; yang
dapat diurutkan dalam urutan [, [;, ... , I, sedemikian hingga
a=a<bi=ay<by=az<by=.. =a,<b,=b.

Di setiap titik ; dengan i = 1, 2, ... , (n—1) dibuat selang terbuka

(pi, qi) yang memuat b; dengan p;el;, q;€[i+;, dan q,—p,-<(Ll).
n._
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Dibentuk fungsi 4 pada [a, 5] sehingga A(x) = ¢; jika a £ x < py,

h(x) = ¢, jika gu-1 £ x < b, h(x) = ¢; jika ¢; < x £ p;1y, dan A(x)

— Cin - ¢ (x—p,)+c,~jikapi<x<qi lmtu.klz 1: 2: cen g (n_l)njadi
q;— D

linear pada selang terbuka (p;, ¢;). Dengan mudah dimengerti

bahwa / kontinu pada [a, 5] dan A(x) = g(x) pada [a, 4] kecuali

xeG= U(pi,q,.) dan m(G) < &

i=1

Bukti teorema 3.25.

Diberikan f terukur pada [a, 5], m{x: fx)|= «}= 0, dan ¢ > 0.

Menurut lemma 3.1. terdapat M > 0 sehingga | fx)l < g—untuk

xe[a, b] -E dengan E = {x:| Ax)l >M}dan mE < %

Menurut lemma 3.2. terdapat fungsi sederhana ¢ yang
didefinisikan pada [a, 4] sehingga | f{x) —p(x)| < £ untuk x€[a, b] -
i

Menurut lemma 3.3. terdapat fungsi tangga g yang didefinisikan

pada [a, b] sehingga g(x) = ¢(x) untuk x€la, b] — F dengan mF' <

£
T
Jadi, menurut lemma 3.1. , 3.2. , dan 3.3. terdapat fungsi tangga g
pada [a, 4] schingga | fx) —p(x)l = | Ax) —g(x) < & untuk xe([a, b]

~(EUF) dengan m(EUF) < mE + mF < % + §=23—€< £



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI ¢4

Menurut lemma 3.4. terdapat fungsi kontinu 4 sehingga A(x) = g(x)

untuk xela, b} — G dengan mG <§. Jadi untuk xefa, b - (E U F

U G) berlaku | fix) — gx)l = | fx) - A(x)l < £ dengan m(E U F U G)
<&

Tentu saja jika m < f< Mdapat dipilihm<g<Mdanm<h <M.

5. Tiga Asas Littlewood

Berbicara tentang teori fungsi variabel real, J.E. Littlewood

mengatakan bahwa ada tiga asas yang secara mudahnya dapat

diungkapkan sebagai berikut:

a. Setiap himpunan (terukur) hampir merupakan gabungan
berhingga dari interval-interval.
Asas ini muncul dalam pernyataan yang diberikan oleh teorema
3.17., karena teorema tersebut menunjukkan bahwa suatu
himpunan terukur “hampir” merupakan gabungan dari interval-
interval, kecuali pada himpunan yang berukuran kecil
sekehendak kita. Jadi himpunan terukur dapat didekati oleh
gabungan interval-interval dengan kedekatan yang sangat dekat
sekehendak kita.

b. Setiap fungsi (terukur) hampir kontinu.
Asas ini muncul dalam pernyataan yang diberikan oleh teorema

3.25., karena teorema tersebut menunjukan bahwa suatu fungsi
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terukur “hampir” merupakan fungsi kontinu, kecuali pada
himpunan yang berukuran kecil sekehendak kita. Jadi fungsi
terukur dapat didekati oleh fungsi kontinu dengan kedekatan
yang sangat dekat sekehendak kita.

c. Setiap barisan fungsi (terukur) yang konvergen hampir
konvergen seragam.
Asas ini muncul dalam pernyataan yang diberikan oleh teorema

3.26.

Teorema 3.26.

Diberikan £ himpunan terukur dengan ukuran berhingga, dan <f,>
suatu barisan fungsi terukur yang didefinisikan pada himpunan E.
Diberikan f fungsi terukur bernilai real sedemikian hingga berlaku
Jo(x)—>f(x) pada E. Maka, diberikan ¢ > 0 dan & > O, terdapatiah
himpunan terukur 4 < £ dengan mA < 6 dan terdapat bilangan
bulat N sedemikian hingga untuk semua x¢ 4 dan untuk semua n >
N, maka

) Ao < &

Bukti:

Diberikan G, = {xeFE: | Jx) — f(x) |> £} untuk setiap neN, dan

himpunan Ey = DG,, ={xekE: |j§,(x) —fAx) | >£ untuk suatu n 2 N}.

=N
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Karena untuk setiap n fungsi f, terukur, maka f, — f dan
| Ja— ff terukur. Jadi himpunan G, terukur untuk setiap » dan
demikian juga Ey untuk setiap N. Tampak bahwa Ey.,  Ey, dan
Ey ¢ E untuk setiap NeN. Jadi, kita memperoleh barisan
himpunan terukur <E»> dengan:

mEi<mE <o,

EioEo ... oEy DENnD ...,

Jadi menurut teorema 3.17.
mQE N = %}_}g mkE,.

Karena f(x)—f(x) untuk setiap xe £, maka jika diberikan pe %
terdapat N, sehingga untuk semua n > N, berlaku | £,(p) — fp) <g,

sehingga pe G, untuk n > N, dan p¢ E v, - Jadi, untuk setiap xe £

terdapat suatu N, di mana x¢ E,, . Jadi, jika xe £ maka x tidak

mungkin dalam nE v - Oleh karena G, < E untuk setiap », maka

N=1

Ey c F untuk setiap N, schingga nE ~ =@, dan dengan teorema

N=1

3.17, },im mE,=m*¢=0.

Jadi jika diberikan & > 0, 3IN schingga mEy < &, yaitu,
mixeE: |fy(x) — £x)|> £ untuk suatu n > N} < & Jika kita tulis 4
untuk himpunan Ey, maka mA < §dan A° = {xeE: |f}(x)-fx)|< &

untuk semua n > N}.
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Teorema 3.26. memenuhi asas ketiga Littlewood karena teorema
tersebut menunjukkan bahwa suatu barisan fungsi terukur <f,>
yang konvergen “hampir” konvergen seragam ke f pada F, kecuali
pada himpunan yang berukuran kecil sekehendak kita; yaitu pada
himpunan £ — 4 dengan m4 < 6 untuk sembarang 5> 0 yang kita
pilih.

Hipotesis teorema 3.26 yang menyatakan bahwa f,—f pada E,
dapat diperlemah menjadi f,—f h.d pada E. Maksudnya, <f,>
konvergen ke f pada £ kecuali pada titik-titik dalam B< £ dengan
mB = 0. Teorema 3.26. menjadi sebagai berikut:

Teorema 3.27.

Diberikan £ himpunan terukur dengan ukuran berhingga, dan <f,>
barisan fungsi terukur yang konvergen ke fungsi bernilai real f
hampir di mana-mana pada £ (f,—f hd pada E). Maka, jika
diberikan £ > 0 dan § > 0, terdapatlah himpunan terukur 4 < F
dengan mA < § dan terdapat bilangan bulat N sedemikian hingga

untuk semua x¢ 4 dan untuk semua » > N, maka

) —fol<e

Teorema 3.28.

Jika <f,> barisan fungsi terukur yang konvergen A.d ke fsuatu
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fungsi bernilai real pada himpunan terukur £ dengan mE < oo,
' maka untuk sembarang 77 > 0, terdapatlah himpunan 4 c £ dengan
: mA < n sedemikian hingga £, —>fpada £ — 4.

Teorema ini disebut teorema Egoroff.

Bukti:

Menurut teorema 3.27. untuk sembarang £ > 0 dan & > 0O

terdapatlah himpunan terukur 4 — E dengan md < J dan

terdapatlah Ne N sedemikian hingga untuk semua x¢ 4 dann > N,
) —fx) < &

Misalkan diberi &, = ldan & = 277 dapat kita cari himpunan 4, c
n

i E dengan m4,, < 2”7 dan N, e N sedemikian hingga untuk semua x

( ¢ A, dan k > N, berlaku

i) - <

Bila 4 = [ J4,, maka dari sifat terjumlah terbilang pada m

n=1

diperoleh, m4 = ZmA,, < 22'"17 <n. Untuk &, yang diberikan

n=1 n=1
dapat dicari m sedemikian hingga -1— < g Bila x¢ 4, untuk £ > N,
m
maka dipenuhi

/ /i) Aoyl < L<e
m
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Bila x¢ 4 maka untuk semua neN, x¢4,, jadi x¢A4,, schingga
terdapat N,, sedemikian hingga berlaku (V& > N,,), l Jx) —fx) |<e

yang berarti f,, konvergen seragam ke 1.

Teorema 3.29.

Diberikan f fungsi terukur bernilai real pada interval [a, 5]. Maka
jika diberikan 8> 0 terdapat fungsi kontinu ¢ pada [a, 5] sehingga
mi{x: fix) # h(x)} <.

Teorema ini disebut teorema Lusin.

Bukti:

Diberikan § > 0. Dalam hal ini m{x: xe[a, 5], Ax) = +w0}=0.

Menurut teorema 3.25., untuk setiap neN terdapat fungsi kontinu

h, pada [a, b] schingga | A, — Ai <—1— kecuali pada 4, c [a, 5] dan
n

niA,, <™ Jikad = DA" maka mA < imA,, < 52'122“" = g
n=1

n=1 n=1

Ditinjau barisan fungsi kontinu <h,> pada [a, 5], maka untuk setiap
xe[a, b] — A dan setiap neN berlaku | 4,(x)Ax) <%. Jadi h,—f
pada [a, b] — A. Menurut teorema Egoroff terdapat B = ([a, b] — 4)
dengan mB < % sehingga h,—f seragam pada [a, 5] — (AUB). Jadi

menurut teorema 2.6. <#,> konvergen ke fungsi kontinu f'pada D =

[a, b] — (4UB). Menurut teorema 3.18. terdapat himpunan tertutup
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g ﬂ):“
&

F < D sehingga m(D-F) <—i—. Jika £ = [AUBUD-F)] maka

mE < &. Jadi fungsi f kontinu pada himpunan tertutup 7. Menurut
teorema 2.15. fungsi f yang kontinu pada himpunan tertutup F ini
dapat diperluas sehingga menjadi fungsi ¢ kontinu pada R dengan
¢ox) = fx) untuk xeF yang tentu saja kontinu pada [a, b].
Himpunan {x: ¢(x) # f{x)} adalah subhimpunan dari £ dengan mE

<é.
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BAB IV

PENUTUP

Pada umumnya orang hanya mengenal ukuran pada interval yaitu panjang
interval. Tetapi sesungguhnya masih banyak subhimpunan dari garis real yang bukan
interval. Pada skripsi ini masalah yang dibahas adalah ukuran pada sembarang
subhi.mpunan dalam R. Ukuran tersebut menjadi panjang interval apabila digunakan
untuk mengukur panjang interval. Ukuran yang kita bicarakan adalah ukuran
Lebesgue. Pada dasarnya ukuran Lebesgue didefinisikan dengan . menggunakan
ukuran untuk interval yaitu panjang interval.

Sebelum mempelajari ukuran Lebesgue lebih dulu dibahas ukuran luar
Lebesgue. Kelebihan dari ukuran luar Lebesgue adalah terdefinisikan untuk semua
subhimpunan dari garis real R tetapi mempunyai kelemahan yaitu tidak mempunyai
sifat tejumlah terbilang. Namun jika daerah definisi ukuran luar Lebesgue dikurangi
akan diperoleh ukuran yang mempunyai sifat terjumlah terbilang sehingga kita
peroleh ukuran Lebesgue. Tetapi sayangnya, tidak semua subhimpunan dalam R
mempunyai ukuran Lebesgue. Meskipun demikian, keluarga himpunan-himpunan
yang terukur Lebesgue sudah cukup luas dan keluarga himpunan tersebut mempunyai
struktur matematika yang disebut aljabar-o.

Fungsi f disebut terukur jika daerah definisinya himpunan terukur dan untuk

setiap aeR berlaku {x: fx) > a} terukur.

91



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

92

Menurut Littlewood, masalah yang dihadapi dalam analisis tidak begitu besar
seperti yang dibayangkan. Boleh dikatakan hanya ada tiga asas, yaitu:
a. Setiap himpunan hampir merupakan gabﬁngan berhingga dari initerval-interval.
b. Setiap fungsi hampir kontinu.

¢. Setiap barisan fungsi yang konvergen hampir konvergen seragam.
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