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ABSTRAK

TRANSFORMASI-Z DAN PENGGUNAANNYA UNTUK
MENYELESAIKAN PERSAMAAN BEDA LINEAR
KOEFISIEN KONSTAN ORDE-1 DAN ORDE-2

Penulisan skripsi ini bertujuan untuk memahami kegunaan transformasi-Z,
untuk menyelesaikan persamaan beda linear orde-1 dan orde-2 dengan koefisien
konstan yang memenuhi nilai awal yang diberikan. Metode yang dipakai dalam
penulisan skripsi adalah metode studi pustaka.

Ada beberapa metode yang dapat digunakan untuk menentukan
penyelesaian suatu persamaan beda. Salah satunya adalah metode transformasi-Z.

Transformasi-Z, dari suatu fungsi diskret y(k) didefinisikan sebagai
Y(z)=z y(k)z* untuk k>0. Jika y(k) dikenai transformasi-Z, akan
k=0

dihasilkan suatu fungsi Y(z). Sebaliknya, jika Y(z) dikenai invers transformasi-
7, maka akan dihasilkan y(k). |

Dengan menggunakan metode transformasi-Z, dapat dihasilkan suatu
penyelesaian khusus secara langsung dari suatu persamaan beda tanpa perlu
mencari penyelesaian umumnya dan penyelesaian tersebut memenuhi nilai awal
yang diberikan. Dengan menggunakan metode transformasi-Z, persamaan beda
linear dengan koefisien konstan dapat diselesaikan dengan langkah-langkah yang
cukup mudabh.

vi
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J ABSTRACT

Z-TRANSFORM AND ITS APLICATION FOR SOLVING DIFFERENCE
LINEAR EQUATION CONSTANT COEFFICIENT
FIRST ORDER AND SECOND ORDER

The purpose of this paper is to understand the function of Z-transform to
solve difference linear equation initial order and second order with constant
coefficients that fulfil first value given. The writing of this paper is prepared by
literature study method.

There are several methods that can be used to decide the solution of

difference equation. One of them is Z-transform. Z-transform from the discrete

function y(k) is defined as Y(z) = Z y(k)z™* for k=0.If y(k) is Z-transform,
k=0

| then will resulted the function Y(z). Vice versa, if Y(z) is invers Z-transform,

; then will resulted y(k).

Using Z-transform method, then can be resulted particular solution directly
from difference equation without searching for general solution and that solution
fulfil initial value given. By using Z-transform, difference linear equation with

constant coefficients can be solved with steps that easy enough.

| vii
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BAB1I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Salah satu topik dalam matematika yang biasa digunakan dalam
penyusunan model untuk masalah dalam dunia nyata, yaitu masalah-masalah
yang mengandung laju perubahan adalah persamaan diferensial. Akan tetapi
dalam beberapa kasus, misalnya perhitungan pendapatan nasional, sensus
penduduk, bunga Bank (yang akan dijelaskan pada Bab 3) di mana fungsi
yang terlibat adalah fungsi diskret maka persamaan diferensial kurang tepat
jika digunakan untuk menyusun model tersebut. Untuk itu digunakanlah
persamaan beda di dalam penyusunan modelnya.

Dalam menentukan penyelesaian khusus persamaan beda, kita
dihadapkan pada nilai awal yang harus dipenuhi. Untuk mencari penyelesaian
umum persamaan beda linear non homogen orde-1 dan orde-2, terlebih dahulu
harus dicari penyelesaiah umum persamaan beda linear homogen yang
bersesuaian dengan persamaan beda linear non homogen tersebut. Kemudian,
dicari sebarang penyelesaian dari persamaan beda linear non homogen.
Penyelesaian umum persamaan beda linear non homogen adalah gabungan
dari penyelesaian umum persamaan beda linear homogen yang bersesuain
terscbut dengan sebarang penyelesaian dari persamaan beda linear non
homogen. Ada beberapa metode yang digunakan untuk mencari sebarang

penyelesaian dari persamaan beda linear non homogen, misalnya, metode
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koefisien tak tentu dan metode variasi parameter. Ada suatu metode yang
memberikan kemudahan didalam menentukan penyelesaian persamaan beda
linear homogen dan non homogen dengan koefisien konstan. Metode tersebut
adalah metode transformasi-Z. Metode transformasi-Z memberikan Iangkah—
langkah penyelesaian yang cukup mudah dan akan diperoleh penyelesaian
umum suatu persamaan beda secara langsung tanpa harus mencari sebarang
penyelesaian non homogennya. Tetapi dalam skripsi ini tidak dibahas
kelemahan dan kelebihan transformasi-Z. Transformasi-Z dalam hal ini hanya
memberikan alternatif lain cara penyelesaian persamaan beda.

Karena alasan itulah penulis tertarik untuk mengkaji lebih jauh
tentang bagaimana transformasi-Z dapat membantu dalam mencari
penyelesaian persamaan beda linear homogen dan non homogen orde-1 dan

orde-2 dengan koefisien konstan.

. Rumusan Masalah

Masalah-masalah yang akan dibahas dalam penulisan ini adalah:
a. Apakah yang dimaksud dengan persamaan beda linear homogen dan non
homogen dan bagaimana cara menyelesaikannya?
1. Apakah yang dimaksud persamaan beda linear homogen dan non
homogen orde-1 dengan koefisien konstah dan bagaimana cara

menyelesaikannya?
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2. Apakah yang dimaksud persamaan beda linear homogen dan non
homogen orde-2 dengan koefisien konstan dan bagaimana cara
menyelesaikannya?

b. Apakah yang dimaksud transformasi-Z?

1. Apa definisi dan konvergensi transformasi-Z?

2. Sifat-sifat apakah yang dimiliki transformasi-Z?

3. Metode apa yang digunakan dalam mencari invers transformasi-Z?

c. Bagaimana penggunaan metode transformasi-Z dalam menyelesaikan
persamaan beda linear homogen dan non homogen orde-1 dan orde-2

dengan koefisien konstan?

C. Tujuan Penulisan

Secara umum, penulisan ini bertujuan untuk memahami persamaan
beda linear homogen dan non homogen orde-1 dan orde-2 dengan koefisien
konstan dan penyelesainnya. Juga untuk mempelajari konvergensi, invers,
sifat-sifat transformasi-Z dan penggunaannya dalam menyelesaikan
persamaan beda linear homogen dan non homogen orde-1 dan orde-2 dengan
koefisien konstan. Tujuan skripsi ini hanya memberikan alternatif lain atau
penyelesaian lain dari persamaan beda hingga. Persamaan beda hingga yang
biasanya diselesaikan menggunakan koefisien taktentu bisa juga diselesaikan
dengan transformasi-Z. Oleh karena itu, dalam skripsi ini dibahas metode

pembagian panjang dan metode pecahan parsial.
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D. Manfaat Penulisan
Manfaat dari penulisan ini adalah :
a. Semakin memahami persamaan beda secara teoritik.
b. Semakin memahami transformasi-Z secara teoritik.
c. Semakin memahami kegunaan Transformasi-Z dalam menyelesaikan

persamaan beda linear homogen dan non homogen orde-1 dan orde-2

dengan koefisien konstan.

E. Batasan Masalah

Dalam penulisan ini, permasalahan yang akan dibahas dibatasi pada
masalah persamaan beda linear homogen dan non homogen orde-1 dan orde-2
dengan koefisien konstan. Metode penyelesaian untuk persamaan beda linear
non homogen dengan koefisien konstan dibatasi pada metode koefisien tak
tentu. Sedangkan metode invers transformasi-Z juga dibatasi pada metode

pembagian panjang dan metode pecahan parsial. -

F. Metode Penulisan

Metode yang akan digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi

pustaka.

G. Sistematika Penulisan
BABIL. PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah
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BAB IL

BAB III.

BAB IIL

BAB V.

B. Rumusan Masalah

C. Tujuan Penulisan

D. Manfaat Penulisan

E. Batasan Masalah

F. Metode Penulisan

G. Sistematika Penulisan

LANDASAN TEORI

A. Barisan

B. Deret

PERSAMAAN BEDA

A. Pendahuluan

B. Persamaan Beda Linear (PBL)

C. Persamaan Beda Linear Orde-1 dengan Koefisien Konstan
D. Persamaan Beda Linear Orde-2 dengan Koefisien Konstan
TRANSFORMASI-Z

A. Pendahuluan

B. Definisi dan Konvergensi Transformasi-Z

B. Sifat-sifat Dasar Transformasi-Z

C. Invers Transformasi-Z

5

D. Penggunaan Transformasi-Z untuk Menyelesaikan Persamaan

Beda Linear Orde-1 dan Orde-2 dengan Koefisien Konstan.

PENUTUP
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BAB 11

LANDASAN TEORI

. BARISAN
Definisi 2.1

Suatu barisan (atau barisan tak hingga) adalah suatu fungsi yang daerah

asalnya adalah himpunan bilangan bulat positif.

Untuk menulis suatu barisan digunakan notasi {a,} ", .

Contoh 2.1

Tulislah lima suku pertama dari barisan {2"} 7!

Jawab:

Substitusikan nilai n=1, 2, 3, 4, 5 ke dalam {2"}’7 , menghasilkan

n=1°
21, 2% 23 2% 2° atau

2, 4, 8, 16, 32 |

Definisi 2.2
Suatu barisan {a,} disebut konvergen menuju L atau mempunyai limit L dan
ditulis sebagai

lima, =L

n—>+0

apabila untuk tiap bilangan positif ¢, ada bilangan bulat positif N sehingga
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nzN=|a,-L|<¢

- Suatu barisan yang tidak mempunyai limit disebut divergen.

Contoh 2.2

Apakah barisan { } konvergen, jika demikian berapakah limitnya?

n=1

2n+1

Jawab:
n
a, =
2n+1
) . ; 1
lim a, = lim = lim
n—>+o n—>+o Vg 4 1 n—>+o D 4 (l/n)
Cm BEROT e
lim 2+ (1/n)) 2
Maka n 1" konvergen ke l
2n+1],, 8 2| =
Contoh 2.3

Apakah barisan {(—1)"*1 ZL]} konvergen, jika demikian berapakah
n+l n=1

limitnya?



e
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Jawab:

Dari contoh 2.2 diperoleh bahwa lim " =l. Dan karena (-1)""
0 dp+l 2

n+l n

nilainya berganti-ganti antara +1 dan -1 maka hasilkali (-1) S juga
n+

nilainya berubah-ubah tandanya positif dan negatif sesuai dengan » genap

positif dan » ganjil negatif yaitu berarti mendekati +% dan —%. Jadi

{(—l)""1 2—”—1} tidak mempunyai limit dan barisan tersebut divergen. [
n+

. Deret
Dalam sub bab ini, akan dibahas jumlah

2 Kt e i R A 7 s

yang memuat tak hingga banyak suku.

Definisi 2.3
Suatu deret tak hingga ditulis sebagai

wtu, tu, oo tu, o 2.1)

atau dengan notasi sigma ditulis sebagai Zuk , dengan u,, u,, u,, ... disebut
k=1

suku-suku deret. Secara informal, bentuk Z u, menyatakan jumlah dari suku-

k=1

suku u,, u,, u, ...

Untuk memperoleh jumlah ini kita lakukan langkah-langkah berikut.
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Andaikan S, menyatakan jumlah » suku pertama dari deret. Dengan
demikian,

S, =u,

S, =u, +u,

Sy =u, +u, +u,

....................................

n
S,=u +u, +..+u, =Zuk
k=1

Bilangan S, disebut jumlah bagian ke-» dari deret dan barisan {S,} = disebut

barisan jumlah bagian.
Contoh 2.4
Pada deret tak hingga
2.2 + 3 + 3 +
10 10 10° 10*
jumlah parsialnya adalah:
5,3
10
3 3 33
S, =—+ =—
10 10> 100
S, = 3.3 3 333

10 10 10° 1000

3 3 3 3 3333
=
10 10° 10° 10° 10000
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jika n naik, maka jumlah parsial S, =u, +u, +u, +...+u, memuat makin

banyak suku deret. Jadi, jika » -+, S, mendekati suatu limit yaitu %

—
maka limit ini adalah jumlah semua suku deret itu.

Definisi 2.4

{ S, } adalah barisan jumlah bagian deret Z u, . Jika barisan { S, } konvergen

pa
ke limit S, maka deret itu disebut konvergen dan S disebut jumlah deret, yang
ditulis
S= iu 2 (2.2)
=1
Jika barisan jumlah bagian dari deret adalah divergen, maka deret disebut

divergen. Suatu deret yang divergen tak mempunyai jumlah.

Contoh 2.5
Tentukan apakah deret
I-1+1-1+1-1+..

konvergen atau divergen. Jika konvergen, tentukan jumlahnya!

Jawab:
Jumlah parsialnya adalah
S, =1

S,=1-1=0
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S;=1-1+1=1
S, =1-1+1-1=0
dan seterusnya. Jadi barisan jumlah bagian adalah
1,0,1,0, ..

Karena barisan ini divergen, maka deretnya juga divergen dan akibatnya tidak

mempunyai jumlah. -

Salah satu deret yang penting yang akan digunakan di dalam bab 4
adalah deret geometri. Di bawah ini akan diuraikan deret geometri, dan

kekonvergenannya.

Secara umum bentuk deret geometri adalah
2 3 k-1
at+ar+ar +ar +..+ar” +... ,(@=#0)

di mana setiap suku diperoleh dengan mengalikan suku di depannya dengan

konstanta r» dengan r € R . Pengganda r disebut rasio untuk deret.

Contoh 2.6

Beberapa contoh deret geometri adalah:

1+2+4+8+...+ 2 + | a=1, r=2

1 1 1 1 1 1 1 1
———t———+..+ (D" —+ =—,Fr=——
L I TR Y: R R S ==
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Teorema 2.1
Suatu deret geometri

a+ar+ar’+ar’+..+ar'+.. , (az0) (2.3)
konvergen jika | 7| < 1 dan divergenjika || > 1.
Jika deret konvergen, jumlah deret itu adalah

1L=a+ar+ar2 Fotart +.. 24
—r

Bukti:

» Andaikan 7| =1.

~ Jika r =1, maka deret itu adalah
atatat..ta+t..

sehingga jumlah parsial ke-n adalah S, =na dan lim S, = lim na=1

n—»+oo n—>+w

(tanda bergantung pada apakah tanda dari a positif atau negatif). Jadi

deret ini divergen.

~ Jika r = -1, deretnya adalah

a-at+ta—a+..

Jadi barisan jumlah bagian adalah

a,0,a,0,..

barisan di atas adalah divergen.

Andaikan |r|#1

Jumlah parsial ke-n dari deret adalah
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S =a+ar+ar’+..+ar™ (2.5)
Gandakan kedua ruas dengan r , didapat
rS =ar+ar’+ar’+..+ar" (2.6)

dan kurangkan (2.5) oleh (2.6) di dapat
S,—-rS,=a-ar”

(1-r)S,=a—ar”

n
a—ar
S =

' s karena r #1
1-r
a ar"
S =—~ 2.7
" 1l-r 1-r < L
lim S, = lim -2 — lim 2~
n—+0 n—>+col_r n>+0] —p
. i a ] n
limS, =lim——-—— limr (2.8)
n—+w n—>+oo1__r l_r n—+oo

~ Jika |r| < 1, maka lim r" =0, sehingga dari persamaan (2.8) diperoleh

lim S, =2

n—y+0 —_ r
maka barisan { S, } konvergen.

~ Jika |r|> 1, maka r > 1 atau r < -1.

Dalam kasus » > 1, maka lim r”

n—r+o

o sehingga persamaan (2.8) tidak

dapat ditentukan nilainya, sehingga { S, } divergen.

Dalam kasus r < -1, maka r" berosilasi antara bernilai positif dan negatif,
jadi { S, } divergen.
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Contoh 2.7

Tentukan apakah deret

1 e 2.9)
S22 4 8 16

konvergen atau divergen. Jika konvergen, tentukan jumlahnya!

Jawab:

S"=2Lk=l+l+l+...+ 2
= 2 2 4 8 2%

Deret (2.9) adalah deret geometri dan karena r = 1 <1, maka deret (2.9)

konvergen. Jumlahnya adalah

lims, = a_ _ 1/2 |
e " 1r  1-(1/2)
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BAB 111

Persamaan Beda

A. Pendahuluan
Salah satu topik dalam matematika yang biasa digunakan dalam
penyusunan model untuk masalah dalam dunia nyata, yaitu masalah-masalah
yang mengandung laju perubahan adalah persamaan diferensial. Akan tetapi
dalam beberapa kasus, misalnya perhitungan pendapatan nasional, sensus

penduduk, bunga Bank, di mana fungsi yang terlibat didefinisikan pada

himpunan bilangan bulat, maka persamaan diferensial kurang tepat jika
digunakan untuk menyusun model tersebut. Untuk itu digunakanlah
persamaan beda di dalam penyusunan modelnya. Di bawah ini akan diberikan

beberapa contoh untuk menjelaskan uraian di atas.

Contoh 3.1
Dimisalkan, uang yang ditabung di Bank pada awal periode adalah

Rp. 1000.000,00 dengan bunga majemuk (p) selama satu tahun sebesar 6% .

Jumlah tabungan pada tahun pertama dapat dihitung seperti di bawah ini yaitu
1000.000 + (0.06)1000.000 =1.060.000
Jumlah tabungan pada tahun kedua yaitu
1.060.000 + (0.06)1060.000 =1.123.600
Jumlah tabungan pada tahun ketiga yaitu

1.123.600 + (0.06)1.123.600 =1.191.016

15
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Secara umum, jumlah tabungan pada saat tahun ke- £ untuk bunga majemuk

dapat ditulis dalam bentuk

— (k-1 + -2k -
() = yle =1+ o y(k =1) +7(k)

= (1+%J y(k—1) +r(k) 3.1
dengan y(k) adalah jumlah tabungan pada tahun ke-k, y(k —1) adalah uang
tabungan pada waktu perhitungan sebelumnya, p adalah persen bunga yang
dibayarkan Bank dalam jangka waktu k&, dan r(k) adalah jumlah uang yang
ditabungkan atau yang diambil pada saat k. Fungsi y(k) pada persamaan
(3.1) didefinisikan untuk £ = 0,1,2..... Jika tidak ada uang yang ditabung atau
ditarik, maka »(k) =0 dan persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai

y(k)=a y(k-1) (3-2)
dengan a = ((1+ p)/100).

Persamaan (3.1) dan (3.2) adalah suatu persamaan beda. L]

Contoh 3.2

Seseorang membeli rumah dengan harga Rp.800.000.000,00 dan akan
diangsur selama 20 tahun. Pembayaran setiap bulan sebesar Rp.8.800.000,00
dengan bunga setiap bulan sebesar 1%. Jumlah sisa hutang setiap bulan dapat
ditulis sebagai berikut:

Dimisalkan y(1) adalah jumlah sisa hutang pada bulan ke-1 yaitu

(1) = 800.000.000 + 0.01(800.000.000) — 8.800.000 = 799.200.000
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¥(2) adalah jumlah sisa hutang pada bulan ke-2 yaitu

¥(2) =799.200.000 + 0.01(799.200.000) — 8.800.000 = 798.392.000

¥(3) adalah jumlah sisa hutang pada bulan ke-3 yaitu

¥(3) =798.392.000 + 0.01(798.392.000) — 8.800.000 = 797.575.920

Maka jumlah sisa hutang pada bulan ke- £ dapat ditulis
y(k)=y(k-1)+0.01y(k —1)-8.800.000 3.3)

di mana y(k) adalah jumlah sisa hutang pada bulan ke-k, y(k-1)

menggambarkan jumlah sisa hutang pada bulan sebelumnya.

Persamaan (3.3) merupakan suatu bentuk persamaan beda. [

Di bawah ini akan dibahas tentang persamaan beda linear dengan

lebih seksama.

Definisi 3.1

Misalkan diambil himpunan semesta berupa himpunan semua bilangan real

R. Diberikan himpunan E cR. Titikk pe EF dinamakan titik terasing

himpunan E jika terdapat suatu selang terbuka / yang memuat p sehingga

InE={p}.
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Contoh 3.3

Diberikan himpunan E = {i,%,%,l} dan titik p= % € E. Terdapat selang

terbuka I = (1%,?72—} yang memuat p seperti yang diperlihatkan pada

gambar di bawah ini,

-

ENg e Jl
W —
jonr
N |~ CF
[~
L
»

—

N
—
N

roe-{;}-t)

Jadi berdasarkan definisi 3.1, titik p = % merupakan titik terasing.

Definisi 3.2

Himpunan E c R dinamakan himpunan diskret jika semua anggota E

adalah titik terasing.

Contoh 3.4

Berdasarkan contoh 3.3, dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa

titik %,%,l juga merupakan titik terasing. Sehingga, himpunan

E= {%,%,%,l} merupakan himpunan diskret. ]
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Definisi 3.3

Fungsi f dikatakan diskret jika daerah asal fungsi merupakan himpunan

diskret.

Contoh 3.5

Fungsi f(k)= %, untuk k£ =1,2,... merupakan fungsi diskret karena daerah

asal fungsi merupakan himpunan diskret. (.

Definisi 3.4
Misalkan y suatu fungsi diskret dalam variabel £ dan % suatu konstanta
positif sedemikian sehingga y(k + /) ada, maka A y(k) adalah beda pertama
dari fungsi y didefinisikan dengan

A y(k) = y(k + h) — y(k) (CR))

Simbol A dinotasikan sebagai operator beda, sedangkan # disebut interval

beda.

Contoh 3.6

Jika diberikan fungsi y(k) = k£, maka tentukan beda pertamanya!

Jawab:
Dengan menggunakan (3.4) diperoleh

Ay(k) = Ak = y(k+h)— y(k)=(k+h)—k=h. -
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Dari gambar 3.1 terlihat perpindahan k¥ ke £+ 4 dan nilai y berubah

dari y(k) ke y(k+h).

Beda pertama dari y diinterpretasikan sebagai fungsi y yang mengalami

pertambahan atau perubahan dalam k yaitu sama dengan pertambahan 4.

Ay(k)

(k)

k k+h

gambar 3.1

Definisi 3.5
Andaikan diberikan suatu fungsi diskret y dan beda pertama yang ditulis

A y(k), maka beda kedua dari y dinotasikan dengan A’ y(k), yang
merupakan beda dari beda pertama dari y, ditulis:

A y(k) = A(A p(k))= Ay(k +h) - Ay(k) (3.5
Beda ketiga dari y dinotasikan dengan A’ y(k) yang merupakan beda dari

beda kedua dari y, ditulis:
N y(k) = AN y(k))
Secara umum, beda ke-n dari y, dinotasikan dengan A" y(k) yang

merupakan beda dari beda ke-(n—1) dari y, ditulis:

Ay = AN pR)),  n=234,. (3.6)
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’ Sedangkan untuk » =1, dibuat perjanjian A" y(k) ditulis sebagai A y(k). Satu
/ lagi perjanjian untuk n=1, jika A y(k)= A(AO y(k)), maka A’y(k) = y(k),

" yang berarti A’ adalah operator identitas yang jika dikenakan pada fungsi y
‘ maka tidak mengalami perubahan yaitu tetap 1.
i

Contoh 3.7

Andaikan diberikan fungsi y dengan y(k)=k’, maka tentukan beda

pertamanyal

Jawab:

Dengan menggunakan persamaan (3.4) diperoleh

Ay(k) = AK® = y(k + h) — y(k) = (k + h)® — k>

Dengan menggunakan teorema binomial, (k+#4)> dijabarkan menjadi
(k+h)® =k +3k>h+3kh’ + i’ schingga
A =K +3k°h+3k0 + B’ -k

=3k’h+3kW° + 1’ (I

Berdasarkan contoh 3.7, dengan membandingkan fungsi y(k) dan
Ay(k), terlihat bahwa pangkat dari & pada A y(k) berkurang 1. Fungsi y
adalah fungsi kubik dalam k& (karena pangkat tertinggi dari k& adalah 3),

sedangkan Ay adalah fungsi kuadrat dalam k (karena pangkat tertinggi dari

k adalah 2).



——

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 2,

Sekarang akan dicari nilai ﬁmgsi dari A’y(k), yaitu
N y(k) = Ay(k + h) ~ Ay(k)
= Bk + 1)’ B+ 3(k + WyR? + 1 |- 3k A+ 30> + 1° |
=3k>h+6kh> +3h° +3kh® +3h* + h* —3k> —3kh* -1’
= 6kh> + 61’

Operator A digunakan untuk menurunkan derajat dari suatu fungsi,
sehingga A’y(k) merupakan fungsi linear dalam k (sebab pangkat tertinggi
dari k adalah 1).

Untuk A’y(k) diperoleh
N y(k) = & y(k +h) - A y(k)
=[6(k + h)h* + 6K’ |~ [6kh® + 6k’ ]
= 6kh® + 6K° + 61° — 6kH* — 61°
=6k’
dengan demikian,
A y(k) = K y(k +h) - £ y(k)
= 6> —6h’°

=0

Untuk selanjutnya, beda yang lebih tinggi darinya bernilai 0. Contoh di

atas dapat diringkas dalam tabel 3.1:



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

23

Tabel 3.1
(k) Ay(k) Nyk) | Nytk) | Ayk), n=4
1 0 0 0 0
k h 0 0 0
k? 2kh + '’ 2h* 0 0
k| 3k*h+3kK + K | 6kR: +6R° 6h° 0
Definisi 3.6

Persamaan yang memuat nilai dari fungsi diskret y dan satu atau lebih beda

(Ay,A’y,A’y,.) untuk setiap nilai

k dari

sebarang himpunan FE

( E merupakan himpunan diskret) disebut persamaan beda pada himpunan E,

dan ditulis

Flo y), y e +1), y (e +2),..., y(k + )] = 0

dengan y(k) adalah fungsi diskret y dengan variabel k.

Definisi 3.7

(3.7)

Orde persamaan beda adalah tingkat dari fungsi y yang memiliki variabel

tertinggi pada persamaan tersebut. Sedangkan derajat dari persamaan beda

adalah pangkat fungsi y yang memiliki variabel yang tertinggi pada

persamaan beda tersebut.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 24

Contoh 3.8

a. y(k+1)+2y(k)=0 adalah persamaan beda orde 1, derajat 1.

b. [y(k+2)]* —Sy(k+1)+2y(k) =8 adalah persamaan beda orde 2,
derajat 2.

c. [y(k+3)]* +3y(k+2)-3y(k) = k+1 adalah persamaan beda orde 3,

derajat 2. ]

. Persamaan Beda Linear (PBL)

Definisi 3.8
Suatu persamaan beda pada himpunan E adalah linear orde-n jika dapat

ditulis dalam bentuk
b, (k) yk+n)+b, (k) y(k+n—-1)+...+b,(k) y(k+1)
+ b, (k) y(k) = 6(k) (3.8)
dengan by,b,,...,b, ,,b, dan & masing-masing merupakan fungsi dari k
(tetapi bukan dari y(k)) yang didefinisikan untuk setiap nilai & dalam suatu

himpunan F, dengan b, dan b, keduanya tidak sama dengan nol.

Contoh 3.9
a. y(k+1)+2y(k)=0,dengan b,(k)=2, b,(k)=1, 6(k)=0.
b. k y(k+2)+2y(k+1)-6y(k)=0, dengan by (k)=-6, b(k)=2,

b,(k)=k, 6(k)=0.
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c. 4 y(k+3)-3k y(k+2)+2k y(k+1)—y(k)=1, dengan b,(k)=-1,

b, (k) =2k, b,(k) =3k, b,(k) =4*, 5(k)=1. -

Definisi 3.9
Fungsi y merupakan penyelesaian dari persamaan beda pada himpunan E

jika fungsi y memenuhi persamaan beda tersebut.

Contoh 3.10

Perlihatkan bahwa
y(k)=1-(2/k), k=123... (3.9
merupakan penyelesaian dari persamaan beda orde-1:

(k+1) yk+D)+k y(k)=2k—-3, k=123,.. (3.10)

Jawab:
Untuk memperlihatkannya, substitusikan y ke dalam persamaan (3.10),
diperoleh
(k+1) [1-Q2/k+1)] +k[1-(2/k)| =2k -3
k+1)-2+k-2=2k-3

Dapat dilihat bahwa persamaan (3.9) memenuhi persamaan beda (3.10). [J
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Definisi 3.10
Suatu penyelesaian persamaan beda dikatakan penyelesaian umum jika

penyelesaian tersebut memuat sebarang konstanta c.

Contoh 3.11
Penyelesaian persamaan y(k+1)—2y(k) =0, k=0,1,2,... adalah y(k)=2*.
Jika y(k) =2* dikalikan dengan sebarang konstanta yaitu ¢, diperoleh

y(k)=c 2", k=0,172,.. (3.11)
Persamaan (3.11) adalah penyelesaian dari persamaan y(k+1)—-2y(k)=0,
karena

yk+D)-2yk)=c 2 =2 ¢ 2F =c(2*"' -2 =0

Fungsi y dalam persamaan (3.11), dengan sebarang konstanta ¢, merupakan

penyelesaian umum dari persamaan beda y(k +1)—2y(k) =0. ]

Definisi 3.11
Suatu penyelesaian persamaan beda yang diperoleh dari penyelesaian umum
dengan menentukan nilai untuk satu atau beberapa konstanta sebarang c

disebut penyelesaian partikular.

Contoh 3.12
Diketahui persamaan beda yaitu

y(k+1)-2y(k)=0 , k=0,2,...
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dan diberikan fungsi y yaitu

vy =2, y(ky=32", y(k)y=42", yk)=(/5)2" (3.12)
Ternyata persamaan (3.12) memenuhi persamaan beda y(k+1)—2y(k)=0.
Oleh karena itu, fungsi y yang diberikan dalam persamaan (3.12) disebut

penyelesaian partikular dari persamaan beda y(k +1)~2y(k)=0. .

Suatu penyelesaian persamaan beda dikatakan penyelesaian partikular
yang memenuhi nilai awal jika penyelesaian tersebut juga memenuhi nilai

awal itu.

Contoh 3.13

Perlihatkan bahwa

y(k)=32* ,k=012,.. (3.13)
merupakan penyelesaian dari persamaan beda:

yk+1)-2y(k)=0 , k=0]12,.. (3.14)

dengan nilai awal y(0)=3.

Jawab:
Substitusikan (3.13) ke dalam (3.14), diperoleh
32M1-232¢ =32 32" =9
dari hasil di atas, dapat dilihat bahwa (3.13) merupakan penyelesaian dari

(3.14) dengan nilai awal y(0)=3. (-
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Definisi 3.12

Persamaan Beda dikatakan linear orde ke-n dengan koefisien konstan, jika
mempunyai bentuk

b, yk+n)+b,, y(k+n-1)+..+b, y(k+1)+b, y(k)=6(k),

k=012,..  (3.15)
dengan b,,b,,...,b, merupakan konstanta dan & sebarang fungsi dari k£ tapi

tidak perlu konstan, di mana b, #0.

Contoh 3.14

a. 2y(k+1)—y(k) =06, merupakan PBL dengan koefisien konstan orde-1.

b. 3y(k+2)+2y(k+1)+ y(k)=3*, merupakan PBL dengan koefisien
konstan orde-2.

C.

y(k +3) — y(k) = k , merupakan PBL dengan koefisien konstan orde-3.

d. 4" y(k+3)-3k y(k+2)+2k y(k+1)— y(k) =1, merupakan PBL dengan

koefisien tidak konstan orde-3.

(I

Persamaan (3.15) dapat dibagi dengan b,, karena b, # 0 schingga
diperoleh bentuk,

yk+n)+a,, yk+n-1)+...4+a y(k+)+a, y(k)=r(k) (3.16)

b _
dengan a,_; = "1 5 o @
n

b
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Persamaan (3.16) disebut persamaan beda linear baku orde-» dengan koefisien
konstan.

Contoh 3.15

Berdasarkan contoh 3.14, maka persamaan beda linear bakunya yaitu

a. y(k+1)—%y(k) =%

b. y(k+2)+%y(k +1)+%y(k) — B

c. yk+3)—y(k)=k

Definisi 3.13

Persamaan Beda linear orde-n dengan koefisien konstan dikatakan homogen
(PBLH) jika ruas kanan dari persamaan (3.16) sama dengan nol, yang berarti,

Wk+n)+a,, yk+n-)+..+a y(k+)+a, y(k)=0

(3.17)
sedangkan persamaan (3.16) adalah persamaan beda linear non homogen

(PBLNH) orde-n dengan koefisien konstan (atau disebut juga persamaan
lengkap) jika r(k) #0.

Contoh 3.16

a. y(k+1)- % y(k) =0 (PBLH orde-1)

b. y(k+2)+ % y(k+1)+ % y(k)=3*" (PBLNH orde-2)
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c. y(k+3)—y(k)=+k

(PBLNH orde-3)

C. Persamaan Beda Linear Orde-1 dengan Koefisien Konstan
Definisi 3.14

Persamaan beda dikatakan linear orde-1 dengan koefisien konstan jika
mempunyai bentuk,

b, y(k+1)+b, y(k) = 5(k), k=01.2,..

(3.18)
dengan b, adalah konstanta yang tidak nol. Persamaan (3.18) dapat dibagi

oleh b, karena b, # 0, sehingga diperoleh bentuk

b
) =6+ 51(;‘)

y(k+1)=a, y(k)+r(k)

dengan q, =

(3.19)
b _ oK)
o ==

Contoh 3.17

a. y(k+1)-3y(k)=8

(PBL orde-1)
b. y(k+1)—y(k) =2*

(PBL orde-1)
Definisi 3.15

a. Persamaan Beda Linear Homogen Orde-1 dengan Koefisien Konstan

Persamaan beda linear orde-1 dengan koefisien konstan dikatakan
homogen jika mempunyai bentuk
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yk+)=a, y(k), k=0.12,.. (3.20)

dengan a, adalah konstanta sebarang (a, # 0).

Contoh 3.18

y(k+1)—y(k)=0 (PBLH orde-1) -

Di bawabh ini akan dijelaskan tentang penyelesaian persamaan beda

linear homogen orde-1 dengan koefisien konstan.

Teorema 3.1
Persamaan beda linear homogen orde-1 dengan koefisien konstan ditulis

sebagai
y(k+1) =aO y(k)a k=051525---

mempunyai penyelesaian umum

(ao)ky(o) ,jika a, =1
L8 »(0) k=012,...  (321)
,jika a, =1

Bukti:
Jika diberikan nilai awal yaitu y(0) pada persamaan (3.20), maka
untuk £ =0 diperoleh

y() =a, y(0)

untuk k =1, diperoleh
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¥(2)=a, yO)=a, [a, ¥(0)] = (a,)* ¥(0) (3.22)
untuk £ = 2, diperoleh

¥(3) = a, ¥(2)=a, [(a,)" ¥(0)] = (a,)’ ¥(0) (3.23)
demikian seterusnya, sehingga akhirnya diperoleh

yk)=(a,)* y(0) ,k=12,. (3.24)

maka di dapat

k(0 ,jika a, #1
y(k)={(a°) 70 ’ k=012,

¥(0) .
,jika a; =1
Selanjutnya jika y(k) disubstitusikan ke dalam persamaan (3.20) ternyata

y(k) memenuhi persamaan (3.20). Jadi persamaan (3.21) adalah

penyelesaian umum dari persamaan beda (3.20). |

Contoh 3.19
Cari penyelesaian persamaan beda jika diberikan
yk+1)-3 y(k)=0, £k=0]12,..

dengan nilai awal y(0)=5!

Jawab:

Dari soal diketahui bahwa a, = 3, maka penyelesaian umumnya adalah
yky=(3)"5=503)" , k=012,

Jadi y(k)=5 (3)° adalah penyelesaian dari persamaan beda yang

diberikan dan memenuhi nilai awal y(0)=5. —d
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Di bawah ini akan dijelaskan tentang teorema ketunggalan dari

suatu penyelesaian persamaan beda.

Teorema 3.2

Fungsi diskret y pada persamaan (3.21) merupakan satu-satunya

penyelesaian dari persamaan beda (3.20) dengan nilai awal y(0).

Bukti:

Andaikan z(k) adalah penyelesaian lain dari persamaan beda (3.20) yaitu

z(k) # y(k) dengan nilai awal y(0) yang berarti z(0) = y, = y(0).
Dengan menggunakan induksi matematika,

(i) Untuk aq, =1
1) Akan dibuktikan z(k) benar untuk £ =0.

2(0)=2z, =y,

Jadi z(k) benar untuk k=0.

2) Akan dibuktikan pula bahwa jika z(k) benar untuk k£ =#» maka

z(k) juga benar untuk £ =n+1.
Misalkan z(k) benar untuk k& = »n, maka
z(n) = (a,)" z(0) = (a,)" ¥(0)

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa z(k) juga benar untuk

k = n+1. Jadi harus dibuktikan

z(n+1)=(a,)"™" z(0) = (a,)"" ¥(0)
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Untuk membuktikannya, akan ditunjukkan bahwa z(n+1)
memenuhi persamaan beda (3.20), yang berarti z(n+1) = q, z(n),
diperoleh
(@)™ ¥(0) = a, |(a,)" y(0)|=a, z(n), untuk k=012,
Terbukti bahwa z(k) juga benar untuk £k =n+1.
Dari (1) dan (2), menurut Aksioma Induksi Matematika, z(k)
merupakan penyelesaian persamaan beda (3.20) untuk & =0,1,2,...
(ii)) Untuk a, =1, nilai z(k)=2z(0) = ¥(0) = y, untuk nilai setiap nilai & .
Dari (i) dan (ii) dapat dilihat bahwa z(k) = y(k) schingga pengandaian di
atas salah. Jadi y(k) pada persamaan (3.21) merupakan satu-satunya

penyelesaian persamaan beda (3.20) dengan nilai awal y(0). -

Teorema 3.3
Jika fungsi y yang diberikan pada persamaan (3.21) adalah penyelesaian
dari persamaan beda (3.20), maka terdapat suatu konstanta ¢ dengan

LA jika a, #1
(k) = {C (3.25)

,jika g, =1

Bukti:
Dengan menyamakan konstanta ¢ dengan nilai awal yp(0) dan dengan

memakai teorema 3.1, maka persamaan (3.25) dapat dibuktikan. Jadi
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persamaan (3.25) merupakan penyelesaian persamaan beda (3.20) di mana
terdapat satu penyelesaian untuk masing-masing nilai konstanta c. |
Contoh 3.20

Cari penyelesaian persamaan beda jika diberikan

yk+1) =2 y(k),

k=0,1.2,.
dengan nilai awal y(0) =8!

Jawab:

Dengan memakai persamaan (3.25), dengan a, = 2, diperoleh

y(k) =c 2* , k=0,12....

karena y(0) =8, dan dengan mengambil k =0, diperoleh
y(0)=c2°
8

c=8

schingga penyelesaiannya menjadi

y(k)=82F =2%2" =2 , k=012,...
Jadi y(k)=2*" adalah penyelesaian tunggal dari persamaan beda yang

diberikan dan memenubhi nilai awal y(0)=8.

(|
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b. Persamaan Beda Linear Non Homogen Orde-1 dengan Koefisien

Konstan
Definisi 3.16

Persamaan beda linear non homogen orde-1 dengan koefisien konstan

mempunyai bentuk umum
y(k+1)=a, y(k)+r(k) (3.26)

di mana q, adalah konstanta sebarang (a, # 0 dan r(k) = 0).

Contoh 3.21

a. y(k+1)—-2 y(k)=5 adalah persamaan beda linear mon homogen
orde-1 dengan a, =2, r(k)=5. L]

b. WwWk+1)—-2y(k)=k+1 adalah persamaan beda linear non homogen

orde-1 dengan a, =2, r(k) =k +1. —

Di bawah ini akan dijelaskan tentang penyelesaian persamaan beda
linear non homogen orde-1 dengan koefisien konstan.
Ada dua kasus untuk persamaan beda linear non homogen orde-1 dengan
koefisien konstan, yaitu

1. Fungsi r pada ruas kanan persamaan (3.26) merupakan sebarang

fungsi dalam £, ditulis

y(k+1) = a, y(k)+r(k)
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Teorema 3.4
Persamaan beda linear non homogen orde-1 dengan koefisien konstan
yang memiliki bentuk

y(kE+1)=a, y(k)+r(k) (3.27)
dengan r merupakan sebarang fungsi dalam %, mempunyai

penyelesaian umum

Y(K) = (@) y(O)+ 3 (@) r(n) (3.28)

Bukti:
Untuk menemukan penyelesaian umum persamaan (3.27), akan
dijelaskan seperti di bawah ini.
untuk k =0, dari persamaan (3.27) diperoleh
y()=a, y(0)+r(0)
untuk k£ =1, diperoleh
¥(2)=a, yO)+r(1) = a, [a, ¥(0) +r©0)]+r(1)
=(a,)” ¥(0)+a, r(0)+r(1)
untuk k =2, diperoleh
y(3)=a, y2)+r(2)=a, [(a0)2 y(0)+a, r(0)+ r(l)]+ r(2)
=(a,)’ ¥(0)+(a,)’ r(0)+a, r(1)+r(2)
demikian seterusnya sehingga diperoleh

y(k)=(a,)" ¥(0)+(a,)*" r(0)+(a,) " r(1)
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‘; +(a) P rQ)+..+rk=1)  (3.29)

k-1
y(B) = (a)* p(0)+ D (a) ™" r(n)

Selanjutnya jika y(k) disubstitusikan ke dalam persamaan (3.27)
ternyata y(k) memenuhi persamaan (3.27). Jadi persamaan (3.29)

adalah penyelesaian umum dari persamaan beda (3.27). [ |

Contoh 3.22

Andaikan diberikan persamaan beda

y(k+1)=2 y(k) =k +1 (3.30)

Jika diberikan y(0) =4, maka tentukan penyelesaian umumnya!

Jawab:
Persamaan (3.30) merupakan persamaan beda linear non homogen
orde-1 dengan a,=2 dan r(k)=k+1. Dengan menggunakan

persamaan (3.28), penyelesaian umumnya adalah

Y = (a)* y(©)+ (a)" r(n)

n=0

y(k)=2"4+ f(z)"-"-‘ (n+1)

n=0

k-1
=42+2 327" (n+1)

n=0

| —42b 424 127142272 4320 4+ k27
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— 42k 40k Hl]u(l]z+3(l]3+...+k(1jk] (3.31)
2,7 2) T2 2

Berdasarkan tabel jumlahan berhingga pada lembar lampiran, didapat

1 1Y (1Y 1) &
bahwa jumlah 1[5J+2[§J +3[2J +...+k(5} =Zn a” adalah

n=]

(a-D)(k+1)a*" —a*? +

a1y o Sehingga persamaan (3.31) menjadi
a f—

' k—1+1 k-1+2
el "
y(k) =4 2% +2¢| A2 2)

1

~—1

5
=42k 4+ 2* {—41{1) - —4(1J ' +2}
2 %

=42 -4k 27 -4(1/2)+4 2~

=42k -2+22=62" -k -2
2. Fungsi r pada ruas kanan persamaan (3.26) merupakan suatu

konstanta sebarang, ditulis

yk+)=a, y(k)+b

Teorema 3.5

Persamaan beda linear non homogen orde-1 dengan koefisien konstan

yang memiliki bentuk

yvk+l)=a, y(k)+b (3.32)
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dengan b merupakan konstanta sebarang, mempunyai penyelesaian

umum

k_11 sjika g, =1

k O +b (aO)

y(k)= (aO) y( ) |: ao—l ) (333)
P(0)+bk >Jika a, =1

Bukti:
Dengan menggunakan persamaan (3.28) dan jika diberikan r(n) =5

maka diperoleh

Y0 = @) W0+ Y (a) " b

Y = (@) y(0)+b Y (a,)""" (3.34)

Jumlahan kedua pada ruas kanan persamaan (3.34) yaitu

k-1

Z (@) = (a'o)k_1 +(@) 7 + (@) .+ (ao)o (3.35)

n=0
(@) +(ay)* +(a,)* > +...+(a,)° merupakan suatu deret geometri
dengan a=(a,)*" dan r = (l/ao). Maka jumlahan persamaan (3.35)

yaitu

@) =1 jikg a, #1
a, -1
k >Jlka aO :]'

(@) +(a) 7 +(a) +...+ () =

maka persamaan (3.34) dapat ditulis menjadi

‘ (@) -1| ,jika a, =1
Yk = (ay) y(0)+1{ = ]

aq,

y(0)+bk ,jika gy =1



|

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 41

Selanjutnya jika y(k) disubstitusikan ke dalam persamaan (3.32)
ternyata y(k) memenuhi persamaan (3.32). Jadi persamaan (3.33)

adalah penyelesaian umum dari persamaan beda (3.32). |

Contoh 3.23

Diberikan persamaan beda
yk+)=2y(k)+1, k=0,1.2,.. (3.36)
Jika diberikan nilai awal p(0)=5, maka carilah penyelesaian

umumnya!

Jawab:
Menggunakan persamaan (3.33), dengan a, =2, b=1 dan y(0)=35,
diperoleh

k-—
yk)=5 2"+122 1

k_.
Jadi y(k)=52* +122 !

adalah penyelesaian dari persamaan (3.36)

yang memenuhi syarat awal y(0)=5. ' -

D. Persamaan Beda Linear Orde-2 dengan Koefisien Konstan
Definisi 3.17
Persamaan beda linear orde-2 dengan koefisien konstan mempunyai bentuk

umum
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b, y(k+2)+b, y(k+1)+b, y(k)=56(k) (3.37)
dengan b,, b,, b, adalah konstanta-konstanta sebarang (b, # 0, b, #0,) dan &
merupakan fungsi dari k£ (tetapi bukan dari y(k)). Karena b, #0, maka
persamaan (3.37) dapat dibagi dengan b, , sehingga diperoleh bentuk

y(k+2)+a y(k+1)+a, y(k)=r(k) (3.38)

dengan g, =b/b2 , dg =b°/2, r(k)=§(% .

Contoh 3.24

a. y(k+2)+5y(k+1)+2 y(k)=k+1, merupakan persamaan beda linear non
homogen orde-2 dengan koefisien konstan. 3

b. y(k+2)+4 y(k)=0, merupakan persamaan beda linear homogen orde-2

J [
dengan koefisien konstan.

Di bawah ini akan dijelaskan tentang teorema ketunggalan persamaan

beda linear orde-2 dengan koefisien konstan.

Teorema 3.6 (Eksistensi dan Ketunggalan)

Jika pada persamaan beda linear orde-2 dengan koefisien konstan
Wk+2)+a y(k+1)+a, y(k)=r(k)
diberikan nilai awal yaitu

¥(ty) =y, dan y(t, +1) =y,
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dengan q,, a, adalah suatu konstanta, maka ada tepat satu penyelesaian yaitu

y=9¢(k).

Bukti:
Bukti teorema 3.6 berada di luar jangkauan skripsi ini, karena itu tidak dibahas

dalam skripsi ini. .

a. Persamaan Beda Linear Homogen Orde-2 dengan Koefisien Konstan

Definisi 3.18
Persamaan beda linear homogen orde-2 dengan koefisien konstan

mempunyai bentuk umum

y(k+2)+a y(k+D)+a, y(k)=0 (3.39)

dengan g, =Z% , Ay =l% dan a, #0.
2 2

Contoh 3.25

Yk+2)-3p(k+1)+2y(k)=0  (PBLH orde-2) -

Definisi 3.19
Fungsi-fungsi y,, y, disebut bergantung linear jika terdapat konstanta-

konstanta k,, k£, yang tidak seluruhnya nol sedemikian hingga

ky yi (k) +k, y,(k)=0 (3.40)
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sebaliknya, jika konstanta-konstanta k,, k, pada persamaan (3.40) adalah

nol maka fungsi-fungsi y,, y, adalah bebas linear.

Teorema berikut ini menyatakan karakteristik dari suatu

penyelesaian persamaan beda.

Teorema 3.7
Bila fungsi-fungsi y,,y, adalah penyelesaian-penyelesaian persamaan
(3.39) yang bergantung linear maka

) ya(%)

Wv(l‘o)=
nt+H  y, (¢ +1)

untuk setiap 1, € Ec R.

Bukti:

Andaikan penyelesaian-penyelesaian y,, y, bergantung linear, ini berarti
terdapat konstanta-konstanta k,, k, yang tidak seluruhnya nol sedemikian
hingga (3.40) benar. Andaikan diambil sebarang nilai &k, sebut #,,

kemudian dengan mensubstitusikannya ke dalam persamaan (3.40),

diperoleh

ky i (t,) +ky y,(8) =0
(3.41)

k(o +1) +ky y,(t, +1) =0
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Persamaan linear (3.41) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai
berikut:

Y k=0

v = »(@) Y, (ty)
i, +1) y, @t +1)

dengan

jika det (Y) # 0, didapat
Y'Y k=Y"0
X'Y)Yk=Y"0

Ik=0

sehingga dapat disimpulkan
det )0=>£k=0 (3.42)
kontra posisi dari (3.42) adalah
| k0= det(Y)=0 (3.43)

Tetapi determinan koefisien-koefisien itu adalah W(t,), dengan ¢,

sebarang nilai dalam E. Jadi W(t,) = 0. -

Jadi berdasarkan kontraposisi dari teorema di atas, dapat

disimpulkan bahwa jika 3¢, € £, W(t,) # 0 maka y,, y, bebas linear.
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Teorema 3. 8

Jika y, dan y, adalah dua penyelesaian persamaan (3.39), yaitu
yk+2)+a y(k+1)+a, y(k)=0

maka kombinasi linear c, y, +¢c, ¥, adalah juga suatu penyelesaian untuk

setiap nilai konstanta ¢, dan c,.

Bukti:
Untuk membuktikan teorema di atas, maka substitusikan
aytey, (3.44)
ke dalam persamaan (3.39), diperoleh
Vk+2)+a y(k+)+a, y(k)=¢, y(k+2)+c, y,(k+2)+
a [c, yyk+D)+c, y,(k+1D)}+a,[c, y(k)+c, y, (k)] (3.45)
ruas kanan persamaan (3.45) disederhanakan bentuknya menjadi,

ok +2)+a y(k+1)+a, y(B)]+c,[y,(k+2) +a, y,(k+1)+a, y,(k)]

=¢0+¢,0=0
Terbukti bahwa ¢, y, +¢, y, juga memenuhi persamaan (3.39). |
Contoh 3.26
Perlihatkan bahwa persamaan beda
VWk+2)-4yk+D)+4y(k)=0 , k=012,.. (3.46)

mempunyai penyelesaian,

y, =25, v, =k2F k=012, (3.47)
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maka y(k)=2"(c,+c, k), k=0)2,. juga merupakan penyelesaian

(3.46) untuk sebarang konstanta c,, c,.

Jawab:
Substitusikan y, =2* ke dalam persamaan (3.47), diperoleh
282 _ 4081 1 42F=222% 42 2% +42F
=42 -242F4+42% =0
Ternyata y, =2 memenuhi persamaan (3.47). Sekarang akan
diperlihatkan bahwa y, = k 2* juga memenuhi persamaan (3.47).
(k+2) 2" -4 (k+1) 2" +4 £ 2F
=22k+2)2* 24 (k+D) 2" +4k 2"
= (4k +8) 2% — (8k +8) 2% + 4k 2*
=4k 2" +82" -8k 2* -8 2 +4k 2* =0
Ternyata y, =k2* juga memenuhi persamaan (3.47), sehingga

berdasarkan teorema 3.8, y(k)=2*(c, +c, k) juga memenuhi persamaan

(3.47). [

Teorema 3.9
Dimisalkan y, dan y, adalah dua penyelesaian persamaan (3.39) dan

Wronskiannya

W =y3(t) y,t+D-n+D) »,¢)
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adalah tidak nol pada titik #, di mana nilai awalnya yaitu
(o) = Yo, yt, +) =y, (3.48)
Maka ada suvatu pilihan konstanta ¢, dan ¢, dimana ¢ y, +c, ¥,

memenuhi persamaan (3.39) dan nilai awal (3.48).

Bukti:
Semua penyelesaian persamaan (3.39) termasuk didalam persamaan
(3.44), tetapi mungkin ada penyelesaian lain dengan bentuk berbeda.
Karena itu, konstanta ¢, dan ¢, akan diuji apakah termasuk di dalam
persamaan (3.44). ¢, dan ¢, dipilih sedemikian sehingga memenuhi nilai
awal yaitu

yt)=y, dan (@, +1)=y,

Nilai awal ini mengharuskan ¢, dan ¢, memenuhi persamaan yaitu

o) te, »,E) =y, }

(3.49)
ot +D+e, y,t+) =y,
Dari persamaan (3.49), diperoleh ¢, dan c,, yaitu
Yo Yoty +D) = ¥, (%)
=
(@) ¥, + D)=, +1) 3,()
(3.50)

_ = Yo it + D)+ 3 (&)
1) ¥, (G + D) =y (8 +1) y, (%)

2

Persamaan (3.50) dapat juga ditulis dalam bentuk determinan
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» () Yo

y,(t,+1) N
¢, = e (3.51)

»i(ty) ¥, (ty)
i+ y, @ +1)

Yo Ya(ty)
o Y.t +D)

ni(ty) AU
Nt +)  y, (6 +1)

Dengan nilai ¢, dan ¢, di atas, persamaan (3.44) memenuhi nilai awal
(3.48) seperti halnya persamaan (3.39).
Persamaan (3.50) dan (3.51) adalah benar asalkan penyebutnya tidak nol.

Karena penyebut dari ¢, dan ¢, sama, determinannya adalah

n(t) ()
(it +1) y, (¢, +1)

=) »EG+D=-n@EG+D »,G) (3.52)

Determinan W disebut determinan Wronskian, atau secara sederhana
hanya disebut Wronskian, dari penyelesaian y, dan y,. Kadang-kadang
digunakan notasi W (y,, y,)(#,) untuk mewakili bentuk ruas kanan
persamaan (3.52), dengan demikian menekankan bahwa Wronskian

bergantung pada fungsi y, dan y,, dan dievaluasi di titik ¢,.

Teorema 3.10

Jika y, dan y, adalah dua penyelesaian persamaan (3.39) dan jika ada

sutu titik 7, di mana Wronskian dari y, dan y, tidak nol, maka terdapat
y(E) = ¢ n(k)+¢, y,(k)

dengan sebarang ¢, dan c, akan memuat semua penyelesaian dari

persamaan (3.39).



S

Dimisalkan ¢ adalah penyelesaian persamaan (3.39). Untuk membuktikan
teorema di atas, harus ditunjukkan bahwa ¢ termasuk dalam kombinasi
linear ¢, y,+c, y,, yaitu, untuk beberapa pilihan konstanta ¢, dan c,,
kombinasi linearnya adalah sama dengan ¢. Dimisalkan 7, adalah suatu
titik di mana Wronskian dari y, dan y, tidak nol. Maka mengevaluasi ¢
dan ¢, pada titik ini dan memasukkan nilai y, dan y, secara berturut-
turut, diperoleh
Yo =0,), =90 +1)

Selanjutnya, dengan mempertimbangkan nilai awal

yk+2)+a y(k+D)+a, y(k)=0, y({t,)=y,, yt,+D)=y, (3.53)
Fungsi ¢ adalah pasti suatu penyelesaian dari nilai awal ini. Dengan kata
lain, karena W (y,, ¥,) (#,) tidak nol, hal ini mungkin (dengan teorema
3.9) untuk memilih ¢, dan ¢, sedemikian sehingga c, y,(k)+c, y,(k)
adalah juga suatu penyelesaian nilai awal (3.53). Nilai ¢, dan ¢, sudah
diberikan pada persamaan (3.50) atau (3.51). Teorema 3.6 mengatakan

bahwa dua penyelesaian dengan nilai awal yang sama adalah fungsi yang

sama; maka, untuk pilihan ¢, dan ¢, yang sesuai,

(k)= ¢, y(k)+c, y,(k),
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dan oleh karena itu ¢ termasuk dalam ¢, y, +c¢, y,. Akhirnya, ¢ adalah

penyelesaian persamaan (3.39), yang berarti bahwa setiap penyelesaian

persamaan ini adalah di dalam ¢, y, +c¢, y,. [

Teorema 3.10 mengatakan bahwa, selama Wronskian dari y, dan
v, tidak nol, kombinasi linear ¢, y, +c¢, y, mencakup semua penyelesaian
persamaan (3.39). Maka

y(k) = ¢, (k) +c, y, (k)

adalah penyelesaian umum persamaan (3.39) dengan ¢, dan ¢, adalah
konstanta. Penyelesaian y, dan y,, dengan Wronskiannya tidak nol,
dikatakan suatu bentuk himpunan dasar penyelesaian persamaan (3.39).

Teorema 3.10 dapat ditulis kembali sebagai: untuk menemukan
penyelesaian umum y(k) dari persamaan (3.39), hanya perlu ditemukan
dua penyelesaian yaitu y, dan y, di mana Wronskiannya tidak nol.

Dengan kata lain, y, dan y, harus bebas linear (menurut teorema 3.7).

Di bawah ini akan dijelaskan tentang penyelesaian persamaan beda
linear homogen orde-2 dengan koefisien konstan.
Untuk mencari penyelesaian umum persamaan beda linear homogen
orde-2, dimisalkan bahwa himpunan dasar penyelesaian persamaan (3.39)

adalah

y(k)=m* (3.54)
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dengan m konstanta sebarang, m # 0. Sebab jika m =0, maka y(k)=0.

Kemudian persamaan (3.54) disubstitusikan ke dalam persamaan (3.39),

diperoleh
m*? +a, m"* +a, m* =0
m*(m* +a,m+a,)=0
m*+a,m+a, =0 (3.55)

persamaan (3.55) merupakan persamaan bantu (atau persamaan
karakteristik) dari persamaan beda (3.39).
Jika m adalah suatu bilangan yang memenuhi persamaan bantu (m
disebut akar dari persamaan itu), maka persamaan (3.54) adalah salah satu
bentuk himpunan dasar penyelesaian persamaan (3.39). Ternyata
persamaan bantu (3.55) merupakan persamaan aljabar bentuk kuadrat,
sehingga mempunyai 2 akar, sebut m; dan m, yang keduanya tidak sama
dengan nol, sebab pada persamaan (3.39) terdapat suatu syarat yaitu
a, # 0. Maka diperoleh penyelesain umum persamaan (3.39) yaitu

yi(k)=(m)* dan  y,(k)=(m,)" (3.56)
Penyelesaian persamaan bantu di atas adalah akar-akar dari persamaan

kuadrat.

Diperoleh 3 kasus yang menyangkut akar-akar tersebut yaitu:
1) Akar-akar m, dan m, merupakan bilangan real yang tidak sama

2) Akar-akar m; dan m, merupakan bilangan real yang sama
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3) Akar-akar m, dan m,merupakan bilangan kompleks

D

Di bawah ini akan dibicarakan per kasus secara lebih terinci.
Akar-akarnya Real dan Tidak Sama

Andaikan diberikan suatu bentuk himpunan dasar dalam
persamaan (3.55) yaitu y,(k) = (m,)* dan y,(k) = (m,)" . Kemudian
dihitung determinannya dengan mengambil k=0 dan k=1,
diperoleh

11

m; m,

»(0) »,(0)
»n@ y, )

= my—-m #0

sebab m, # m,. Jadi menurut teorema 3.10, penyelesaian umum
persamaan beda homogen (3.39) adalah

Y(k)=c, (ml)k t+¢, (mz)k

Contoh 3.27

Tentukan penyelesaian persamaan beda
y(k+2)—6 y(k+1)+8 y(k)=0 (3.57)

yang memenuhi nilai awal y(0)=0 dan y(1)=2.

Jawab:

Persamaan (3.57) mempunyai persamaan bantu m> —6m+8=0.
Kemudian akar-akar persamaannya dihitung menggunakan

pemfaktoran, diperoleh
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! m =2 dan m, =4
ternyata akar-akarnya real dan tidak sama.

Jadi penyelesaian umumnya adalah
Y(k)=2*c +4*c,
E Bila k£ =0 maka y(0) =0, terdapat ¢, +¢, =0
Bila k=1 maka y(1) =2, terdapat 2¢, +4¢, =2
Dari kedua persamaan ini, di dapat ¢, =—1 dan ¢, =1.

Jadi penyelesaian partikular dari (3.57) dengan nilai awal y(0)=0

dan y(1) =2 adalah

Y(k)=4* -2* |

2) Akar-akarnya Real dan Sama

Andaikan bentuk himpunan dasar penyelesaian adalah

persamaan (3.56) yaitu y, (k) = (m,)* dan y, (k)= (m,)*, kemudian

dengan menghitung determinannya, dihasilkan nol, karena m, = m, .
Oleh karena itu y,(k) = (m,)*, dan

\ y®=km) (3.58)
Untuk membuktikan jika m; =m,, maka persamaan (3.58) juga

harus merupakan penyelesaiannya. Substitusikan persamaan (3.58)

ke dalam persamaan beda (3.39), diperoleh
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Vo (k+2)+a, y,(k+1)+a, y,(k)

= (k+2) (m)"** +a (k +1) (m))* +ay k (m;)"*

k+1

=k (m)" [(m,)* +a, m; + )+ (m)*" 2m, +ay)

=k(m)* 0+(m)*' 0=0 (3.59)
Maka persamaan (3.59) juga merupakan suatu penyelesaian dari
persamaan beda. Kemudian dihitung determinannya dengan

mengambil £ =0 dan k£ =1, diperoleh,

1 0

m;, my

»(0) »,(0)
»n® y,QO)

=m =0

sebab tidak ada akar dari persamaan bantu yang sama dengan nol.

Jadi, dengan akar-akar m;, dan m, sama, penyelesaian umum

persamaan (3.39) adalah
Y(k)=c, (m)* +c, k(m)*
atau

Y(k)= (cl +c, k) (my)*

Contoh 3.28

Tentukan penyelesaian persamaan beda
wWk+2)—4 y(k+1)+4 y(k)=0 (3.60)

yang memenuhi nilai awal y(0) =1 dan y(1)=3.
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3)

Jawab:

Persamaan (3.60) mempunyai persamaan bantu m’ —4m+4=0.
Persamaan bantu tersebut kemudian diubah ke dalam bentuk baku

menjadi

m =m, =2
diperoleh akar-akarnya real dan sama.
Penyelesaian umumnya adalah
Y(k)=(c, +c, k) 2*
Bila nilai awal di masukkan, maka diperoleh
Untuk £ =0 maka y(0) =1, di dapat ¢, =1
Untuk k=1 maka y(1)=3, di dapat 3=(c +c,)2 sehingga

i
>

¢, =

Jadi penyelesaian partikular dari (3.60) yang memenuhi nilai awal

adalah

Y(k) =21+ % k) atau Y(k)=(k+2)2¢" -

Akar-akarnya Kempleks
Perhatikan bahwa akar-akar kompleks dari persamaan kuadrat

selalu terjadi dalam pasangan konjugat. Oleh karena itu, jika m, dan

m, adalah akar-akar kompleks dari persamaan bantu, maka m, # m, .
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Sehingga berdasarkan kasus 1, dengan y,(k)=(m,)* dan

y, (k) = (m,)* , penyelesaian umumnya adalah
Y(K)=¢, (m)* +c, (m,)"
dengan m, dan m, merupakan bilangan-bilangan kompleks, dan m,
dan m, merupakan pasangan konjugat.
Untuk menentukan penyelesaian umum dengan nilai real, maka
m, dan m, harus ditulis dalam bentuk polar, yaitu
m, =r (cos@+i sinf)dan m,=r (cos@ —isinf) (3.61)
dengan menggunakan teorema de Moivre, diperoleh
(m)* =r"* (cos k@ +isin k@) dan (m,)* =r"* (cos k@ —i sin k@)
sehingga diperoleh penyelesaian umumnya yaitu
Y(k) =c, (m)" +c, (m,)*
=c,r*(cos kO +i sin k@) + c,r*(cos k@ —i sin k@)
=r*[(c,(cos k@ +i sin k@) + c,(cos kO —i sin kO)]
=r*[c, cos k@ +c,isin k@ + c,cos k@ —c, i sin kO]
=r*[(c, +¢,)cos kO + (¢, —c,) i sin k6 ]
=r*[C, cos k@ + C, sin k8],
dengan C, =¢, +c¢, dan C, =(¢, —¢,) i.

Selanjutnya C, dan C, diperoleh dari nilai awal.
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2%

Contoh 3.29

Tentukan penyelesaian persamaan beda
wk+2)+y(k)=0 (3.62)

yang memenuhi nilai awal y(0) =0 dan y(1) =1.

Jawab:
Persamaan bantu dari y(k +2)+ y(k) =0 adalah m®* +1=0. Akar-

akarnya yaitu m, =i dan m, =—i. Kemudian m, dan m, ditulis

dalam bentuk polar, diperoleh r =1 dan 6 = % sehingga,

m, =i=cos—+isin— dan m, =—i=cos——isin—
! 2 2 i 2

Penyelesaian umumnya adalah

Y(k)=7r*[C, cos k@ + C, sin k6]

= [Cl cos% +C, sin Ezz} (3.63)

Untuk mencari penyelesaian partikular dari persamaan (3.63) maka
substitusikan nilai awal ke dalam persamaan (3.63), diperoleh

untuk £ =0, diperoleh 0=C, cos0+C, sin0, maka C|, =0,
. b2 . T

untuk k£ =1, diperoleh 1=C, cosE+C2 smz, maka C, =1.

Jadi diperoleh penyelesaian partikularnya yaitu

Y(k) = sin%r
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Jadi Y (k)= sin%r adalah penyelesaian partikular dari persamaan

beda yang memenuhi nilai awal y(0)=0 dan y(1)=1. L]

b. Persamaan Beda Linear Non Homeogen Orde-2 dengan Koefisien
Konstan
Definisi 3.20
Persamaan beda linear non homogen orde-2 dengan koefisien konstan

mempunyai bentuk umum
y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)=r(k) (3.64)
di mana a,, a, adalah konstanta-konstanta sebarang (a0 =r(k)# 0),

sedangkan r adalah sebarang fungsi yang didefinisikan untuk k£ =0,1,2....

Contoh 3.30

8y(k+2)-6 y(k+1)+ y(k)=5 sin kjﬂ adalah persamaan beda linear non
3

homogen orde-2 dengan a, = o a, =

Di bawah ini akan dijelaskan tentang teorema yang menyatakan

karakteristik dari suatu penyelesaian persamaan beda linear non homogen

orde-2 dengan koefisien konstan.
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Teorema 3.11

Diberikan persamaan beda linear non homogen orde-2 dengan koefisien

konstan yaitu
y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)=r(k) (3.65)
Persamaan homogen yang bersesuaian dengan persamaan (3.65) adalah
yk+2)+a y(k+D)+a, y(k)=0 (3.66)
Jika Y, dan Y, adalah dua penyelesaian persamaan non homogen (3.65),
maka beda dari Y, dan Y, adalah suatu penyelesaian persamaan homogen
yang bersesuaian yaitu persamaan (3.66). Lebih jauh jika y, dan y,
adalah suatu bentuk himpunan dasar penyelesaian persamaan (3.66), maka

Y, (k) -Y,(k)=c, y,(k)+c, y,(k) (3.67)

dengan ¢, dan ¢, sebarang konstanta.

Bukti:
Y, dan Y, memenuhi persamaan
Y (k+2)+a Y (k+)+a, Y (k)=r(k)

} (3.68)
Y, (k+2)+a, Y,(k+1)+a, Y, (k) = r(k)

maka
[Y,(k+2)+a, Y,(k+1)+a, Y, (k)] - [Y,(k +2)

+a, Y,(k+D)+a, Y,(®)]=r(k)—r(k)=0  (3.69)

(Y (k+2) =Y, (k+2))+a, (Y,(k+1) =Y, (k+1))+
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a, (Y, ()~ Y, (k))=0 (3.70)
Persamaan (3.70) mengatakan bahwa Y, —Y, adalah suatu penyelesaian

persamaan (3.66). Oleh karena itu, berdasarkan teorema 3.10, semua
penyelesaian persamaan (3.66) dapat ditulis sebagai kombinasi linear suatu

bentuk himpunan dasar penyelesaian. -

Teorema 3.12

Penyelesaian umum non homogen (3.65) dapat ditulis dalam bentuk

(k) =¢ yi(k)+c, y,(k)+y" (k) (3.71)
di mana y, dan y, adalah sutu bentuk himpunan dasar penyelesaian
persamaan homogen yang bersesuaian (3.66), ¢, dan ¢, adalah sebarang

konstanta dan y*(k) adalah sebarang penyelesaian persamaan non

homogen (3.65).

Bukti:
Persamaan (3.67) dapat dipakai jika Y, =y dan Y, =y" dengan y
adalah penyelesaian umum persamaan (3.65) dan y* adalah sebarang

penyelesaian persamaan (3.65). Berdasarkan persamaan (3.67), persamaan

(3.71) dapat ditulis
y(E&) =y (k) =¢; y, (k) +c; y, (k) (3.72)

(k) =¢, y(k)+c, y,(k)+ y' (k)
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Karena y adalah penyelesaian umum persamaan (3.65), bentuk pada ruas

kanan persamaan (3.71) mencakup semua penyelesaian persamaan (3.65).
L

Di bawah ini akan dijelaskan tentang penyelesaian persamaan beda
linear non homogen orde-2 dengan koefisien konstan.
Diberikan persamaan beda linear non homogen orde-2 dengan koefisien

konstan, yaitu
y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)=r(k) (3.73)
maka persamaan homogen yang bersesuaian adalah
yk+2)+a, y(k+D)+a, y(k)=0 (3.74)
Untuk mencari penyelesaian umum persamaan (3.74) caranya sama seperti

yang telah dijelaskan pada persamaan beda linear homogen orde-2 dengan

koefisien konstan.

Salah satu cara yang akan dipakai untuk menemukan sebarang
penyelesaian dari persamaan non homogen (3.73) yaitu y°(k) adalah
metode koefisien tak tentu. Untuk menentukan y*(k), didasarkan pada
pengandaian bahwa y*(k) mempunyai bentuk umum yang sama dengan
sebarang fungsi r yang diberikan pada persamaan lengkap dan
menentukan koefisien-koefisien pada y*(k) yang memenuhi persamaan
beda yang diberikan. Proses perhitungan koefisien-koefisien pada y*(k)

disebut metode koefisien tak tentu. Bentuk penyelesaian yang sama

dengan sebarang fungsi r yang diberikan disebut penyelesaian percobaan.
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Tabel 3.2 menunjukkan bentuk penyelesaian percobaan yang bentuknya

sama dengan sebarang fungsi r .

Tabel 3.2
Fungsi r(k) ] Penyelesaian percobaan
P(k)=b,k"+b,, K+ A K" +A_ kK" +...
+b, k+b, +4 k+ 4,
a* k* A a*
sin # k atau cos B k Aycos Bk + A sin Bk

Catatan: Dalam hal ini, s adalah bilangan bulat non negatif terkecil

(s=0, 1, atau 2).

Tabel 3.2 akan dijelaskan satu persatu sebagai berikut:
1. Fungsi r(k) = P,(k)=b, k" +b,, k"' +... +b, k+b,
Diberikan persamaan beda linear non homogen orde-2 yaitu
y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)=r(k)
jika fungsi r(k) yang diberikan adalah
r(k)=P(k)=b,k" +b, , k" +... +b, k+b,
maka persamaan beda non homogen orde-2 menjadi

yk+2)+a, y(k+D)+a, y(k)=b, k" +b,, k"' +... +b k+b, (3.75)
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Untuk menemukan sebarang penyelesaian yaitu y*(k), diasumsikan

bahwa
VE)=A K" +A_ kK" ..+ A4 k+ A4,
Y k+D) =4, (k+1)"+A4, (k+1)"" +..+ 4 (k+1)+4,  (3.76)
Vk+2)=4 (k+2)"+A4_ (k+2)"" +..+ 4 (k+2)+ 4,
Mensubstitusikan (3.76) ke dalam persamaan (3.75), didapatkan

V' (k+2)+a, ¥y (k+D)+a, ¥y (k)y=b, k" +b _ k" +... +b k+b,

|4, k+2)" + 4, (k+2)" +...+ 4, (k+2)+ 4y |+ a, |4, (k+1)" +
A k)" 4ot 4y (k1) + Ay |+ ay |4, K+ 4, K

ot A k+A4,|=b, k" +b, k" +...+b k+b,

n iJ | n—-1 n—l .} ,
[A"[- Wkl R Jz]]+"'+A1(k+2)+AoL

YIATEEaY e (n-1) 0,
al{An[' [ijnjljJJrA”“[Z[ 5 Jknljl’]+...+Al(k+1)+Ao}+

a, [A,, K"+ A K" +.+ 4 k+AOJ= b, k"+b,_ k" +...

S

+b k+b, (3.77)

kemudian ruas kiri dan ruas kanan persamaan (3.77) disamakan

koefisiennya, diperoleh

A +a A +a, 4 =b (3.78)

n n— n n-— _b 3
2(1]4.'*'*4;,—1 [ 0 j+a1An(1] +4a An—l[ 0 ]'*’ao 4,,=b,, (3.79)
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n-1 n n—2n_ n
2 n—iA"+2 2An_1+A1+ 1alA,,+

L i P A +a, 4 =b
3 a A4,,+a 4 +a, 4, =h,

2"A+A 2" 424 + A e A, +a A, 1"+ +a 4 +a, 4]

+a,4,=b, (3.80)
Dengan ketentuan bahwa a, #0 dan g, # 0, dari persamaan (3.78)

diperoleh

4=l

&
a, +a,+1

4,,, ... A4, juga dapat ditemukan dengan mudah dengan

menyelesaikan sistem persamaan di atas.

[
2. Fungsi r(k) berupa a*.
Diberikan persamaan beda linear non homogen orde-2 yaitu
y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)=r(k) (3.81)
jika fungsi r(k) yang diberikan adalah
r(k)=a"
maka persamaan beda non homogen orde-2 menjadi
y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)= a* (3.82)

Untuk menemukan sebarang penyelesaian yaitu y*(k), diasumsikan

bahwa
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y'(ky=4a"
yk+)=4a*"=4ad"a
y'k+2)=4a"? =4 4" o’
Mensubstitusikan  y*(k), p"(k+1) dan yp'(k+2) ke dalam
persamaan (3.82), diperoleh
y'(k+2+a y (k+1)+a, y' (k)= a*
Aa*(a’+a a+ay)=a"

A(@ +a,a+ay)=1 (3.83)

Jika a®> + a,a +a, # 0, dari persamaan (3.83) diperoleh

1
A Bt
a +aa+a,

(3.84)
Tetapi jika a merupakan penyelesaian homogen yang bersesuaian
dengan persamaan (3.81), maka a’+a,a+a,=0, sehingga
persamaan (3.83) menjadi
0=1
akibatnya A tidak dapat dicari, oleh karena itu, y*(k) harus diubah
menjadi
y'(k)=k A a*
sehingga

y(k+1D)=(k+1) 4 a*"!

| Y (k+2)=(k+2) 4 a*"
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Jika y*(k), y"(k+1), y"(k+2) yang baru disubstitusikan ke dalam
persamaan (3.82), diperoleh

V' k+2)+a y k+D)+a, y'(k)=a*
(k+2) Ada*?+a [(k+1) 4a*" | +a,[k 4 a*]=d*
a* Ak+2a° Ad+a,adk+aad+a, Ak=1
4@ +a a+a)k+24d° +a,al=1 (3.85)

Karena a’+a,a+a,=0, tetapi @ #0, maka persamaan (3.85)

menjadi

A 12a2+a1 aJ=1

sehingga A4 dapat dicari sebagai berikut

1
VS P
2d’+a,a .

3. Fungsi (k) berupa cos f k atau sin S k.

Diberikan persamaan beda linear non homogen orde-2 yaitu

yk+2)+a y(k+1)+a, y(k)=r(k)

(3.80)
| jika fungsi r(k) yang diberikan adalah
\ r(k)=cos B k atau r(k)=sin S k
\ maka persamaan beda non homogen orde-2 menjadi
|

y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k) =cos S k atau

e

yk+2)+a y(k+)+a, y(k)=sin S k
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Dalam hal ini hanya akan dibahas
yk+2)+a, y(k+1)+a, y(k)=sin f k (3.87)

Sedangkan untuk r(k) = cos § k dapat diturunkan dengan cara yang
sama. Jika dipilih sebarang penyelesaian untuk persamaan (3.87) yaitu

v (k)= A,cos Bk+Asin Bk
maka

y(k+1)= A,[cos f(k+1D) ]+ 4 [sin B (k+1)]
=Ay[cos (Bk+ )]+ A4 [sin (S k+ )]
=A, cos(f k)cos(f)— 4, sin( B k)sin(f)

+ A sin(fB k)cos(B)+ A cos(B k)sin(f)]

y*(k+2)=4,[cos B (k+2)]+ 4,[sin B (k+2)]
= 4,[cos (B k+2B)]1+ A4 [sin (Bk+2p)]
=24, cos(B k) cos(B)> — A, cos(B k) —24, sin (B k)
sin (B)cos (B)+24,sin(f k)cos(B)* - 4,
sin (B k )+ 24, cos(B k) sin (B)cos (B)

Jika y*(k), y"(k+1) dan y"(k+2) disubstitusikan ke dalam

persamaan (3.87), diperoleh
Yk+2)+a, y (k+)+a, y'(k)=sin S k
24, cos(B k) cos(B)? - Ay cos(B k) —24,sin( B k)sin(B)cos(f)

+24,sin (B k)cos (B)2 — 4 sin (B k)+ 24, cos(B k) sin (B)

cos(fB)+ a;[4,cos(B k)cos(B)— A,sin(p k)sin(f)+ 4,
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sin (B k)cos (B)+ 4, cos (B k)sin(B)]+ a,[ 4, cos B k
+4,sin B kl=sin(f k)
[24, cos(B)* — A, +24,sin (B)cos(B)+ a, 4, cos(B) + q,
A sin(B)+ a, A,1cos(B k) +[—24, sin (B)cos ()
+24,c08(fB)° — 4 —a, A,sin(B)+a, 4, cos(B)+
a, A Jsin B k=sin(S k) (3.88)

Ruas kiri dan kanan persamaan (3.88) disamakan koefisiennya,

diperoleh
24, cos(B)* — 4, +24,sin(B)cos (B)+ a, 4,cos(f) + a,
A sin(fB)+a, 4,=0 (3.89)
—24,sin(B)cos(f)+24, cos(B)* — 4, —a, 4,sin(f)
+a, 4, cos(B)+ a, 4, =1 (3.90)
Dari persamaan (3.89) diperoleh

4y = 4,2 Sin(,f') cos(f) + a, sin(f3)) (3.91)
2cos(B)” —1+a, cos(f)+a,

Persamaan (3.91) dimasukkan ke dalam persamaan (3.90), diperoleh

_o| _ A4@sin(B)cos(p) +a, sin(5))
2cos(B)” —1+a, cos(B) +a,

jlsin(ﬂ) cos(f) +24, cos(B)’ -

[ A, (2sin(B)cos(fB) + a, sin(B))
4, -a| -

2cos(f)’ -1+ a, cos(fB) +a, ]Sm(ﬂ) +a, 4, cos(f)

+a 4, (3.92)
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Menyederhanakan persamaan (3.92), diperoleh
A, = (2¢0s(B)* —1+a, cos(B) + a,)/[4a, sin(B)* cos(B) +
(a,)? sin(B)* +4sin(B)’ cos(B)* +4a, cos(B)’ —2a, +2a,a,
cos(B) + (a,)* +4a, cos(B)’ —2a, cos(B) +(a,)? cos(f)* —
4cos(B)? +1+4cos(B)*] (3.93)
Mensubstitusikan (3.93) ke dalam persamaan (3.91) diperoleh
4, =—(2cos(B)’ ~1+a,cos(B) +a,) (2sin(f) cos(B) +a, sin(B))/
{[4a, sin(B)’ cos(f) + (@)’ sin(B)* + 4sin(B)* cos(B)* +
4a, cos(B)’ -2a, +2a, a,cos(B) +(a,)’ + 4a, cos(B)’
—2a, cos(B) +(a,)* cos(B)* —4cos(B)* +1+ 4cos(f)*]
(2cos(B)’ —1+a,cos(B)+a,)} (3.94)
Jika fungsi non homogen sekaligus melibatkan cos 8 k dan sin 8 k
maka kedua bentuk tersebut dapat dievaluasi secara bersama-sama,

karena masing-masing memberikan bentuk yang sama untuk sebarang

penyelesaian. Sebagai contoh, jika r(k)=k sin k£ +2 cos k£, bentuk
untuk y*(k) yaitu
Y (k)=(4 k+4,)sin k +(B, k+B,) cos k

dengan ketentuan bahwa sin £ dan cos £ bukanlah penyelesaian

persamaan homogen. [
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Tabel 3.2 yang terdiri dari fungsi polinomial, ekponensial dan
trigonometri, dalam penggunaannya dapat dikombinasikan sesuai
kebutuhan. Berikut ini diberikan beberapa contoh untuk memperjelas tabel

3.2

Contoh 3.31
Andaikan diberikan persamaan beda
Vk+2)-5y(k+D)+6 y(k)=2k-3 (3.95)

Tentukan penyelesaian umumnya!

Jawab:
Persamaan homogen yang bersesuain dengan persamaan (3.95) adalah
v(k+2)-5y(k+1)+6 y(k)=0
sehingga persamaan bantunya adalah
m* —3m+2=0

(m-3)(m-2)=0

m, =3 atau m, =2
diperoleh akar-akarnya real dan tidak sama. Oleh karena itu penyelesaian
umumnya adalah

Y(k)=c, 3" +¢, 2" (3.96)

Selanjutnya akan ditentukan sebarang penyelesaian dari persamaan (3.95).

Karena r(k) = 2k —3 maka penyelesaian percobaannya adalah

V) =A,+ 4 k (3.97)
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di mana koefisien 4, dan 4, belum ditentukan. Akan dicari nilai 4, dan

4,. Andaikan persamaan (3.97) memenuhi persamaan (3.95), maka
diperoleh
Y(k+2)-5y"(k+1)+6 y* (k)
=4, + 4 (k+2)-5[4, + 4(k+1)] +6[A4, + 4k]
2k—3=A,+ A4 k+24 54,54 k—54,+64,+64 k
=24 k+24,-34 (3.98)
dengan menyamakan koefisien antara ruas kiri dan ruas kanan pada
persamaan (3.98), diperoleh 4, =0 dan 4, =1, sehingga persamaan
(3.97) menjadi y*(k)=k. Maka penyelesaian umum persamaan (3.95)
adalah
yk)=c, 3" +c,2" +k (3.99)
di mana c,,c, adalah konstanta-konstanta sebarang.
Jika diberikan nilai awal yaitu y(0) =1 dan y(1) =2, dan disubstitusikan
ke dalam persamaan (3.99), diperoleh
untuk £ =0 maka 1=¢, +c¢,,
untuk £ =1 maka 2=3¢,+2¢, +1,
Dengan melakukan eliminasi, diperoleh ¢, = -1 dan ¢, =2.
Sehingga penyelesaian partikularnya yang memenuhi nilai awal yaitu

yk)=-3+22" +k=-3"+2"" 1k 1
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Contoh 3.32

Diberikan persamaan beda

Y(k+2)—6 y(k+1)+8 y(k)=2* (3.100)

jika diberikan nilai awal p(0)=0 dan y(1)=2, maka tentukan

penyelesaian umumnya!

Jawab:

Persamaan homogen yang bersesuaian dengan persamaan (3.100) adalah
y(k+2)-6 y(k+1)+8 y(k)=0 (3.101)

sehingga persamaan bantunya adalah
m* —6m+8=0
(m-2)(m—-4)=0
m; =2 atau m, =4
diperoleh akar-akarnya real dan tidak sama, sehingga penyelesaian umum
(3.101) adalah
Y(k)=2" ¢, +4"¢,
Selanjutnya akan dicari sebarang penyelesaian dari persamaan (3.100).

Karena r(k) = 2* maka penyelesaian percobaannya adalah

y(k)y=42" (3.102)
Untuk mencari nilai A4, substitusikan persamaan (3.102) ke dalam

persamamaan (3.100), diperoleh

Y (k+2)-6y " (k+1D)+8y (k) =422 -6 42" +842*
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21( =A2k+2_3A2k+2+2A2k+2

2 =0 (3.103)

Dari persamaan (3.103), A4 tidak dapat ditentukan karena Y(k) dan
y* (k) bergantung linear. Maka dibuat penyelesaian percobaan yang baru
yaitu

y(k)=A4k?2* (3.104)

Untuk mencari nilai A, substitusikan persamaan (3.104) ke dalam

persamaan (3.100), diperoleh
Y(k+2)-6y (k+1)+8y" (k)= A4 (k+2) 2*?
-6 A (k+1) 2" +84 k 2°
22X =44k2" +842F 124k 2" ~1242* + 84k 2*

1=-44

A=-=
4

sehingga penyelesaian umum persamaan (3.100) adalah
* k k 1 k
yR)=Yk)+y (k)=2" ¢, +4" ¢, —ZkZ

jika nilai awal dimasukkan, maka

untuk k£ =0 diperoleh 0=c¢, +c¢,

untuk k =1 diperoleh %z 2¢c,+4c,
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dengan menggunakan eliminasi, diperoleh ¢, = —% dan ¢, = % Maka

yk)=Y(k)+y (k) = % 4* —251— 2k —% k2F merupakan penyelesaian

persamaan (3.100) yang memenuhi nilai awal y(0)=0 dan y(1)=2. [

Contoh 3.33

Diberikan persamaan beda
y(k+2)-5 y(k+1)+6 y(k)=sin (7 k) (3.105)
Tentukan penyelesaian persamaan (3.105) yang memenuhi nilai awal

y(0)=1dan y(1)=2!

Jawab:

Persamaan homogen yang bersesuain dengan persamaan (3.105) sama

dengan contoh 3.31 yaitu
yk+2)-Sy(k+1)+6 y(k)=0
sehingga penyelesaian umumnya adalah
Y(k)=c, 3" +c, 2* (3.106)
Selanjutnya akan ditentukan sebarang penyelesaian dari persamaan
(3.105). Karena r(k) =sin (7 k) maka penyelesaian percobaannya adalah
Y (k)= A,cos S k+ A4 sin Sk (3.107)
di mana koefisien 4, dan 4, belum ditentukan. Akan dicari nilai 4, dan

A, . Dari persamaan (3.93) diperoleh
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A, = (2c0s(7r)* —1+(=5)cos(r) + 6)/[4(=5)sin(x)? cos(r) +
(-5)? sin()* +4sin(r)? cos(z)* +4 6cos(w)’ —2 6+2 6(=5)
cos(m) +(6)* + 4(=5)cos(m)’ —2(=5)cos(rm) + (=5)* cos(x)* —
dcos(z) +1+4cos(n)'] = %
dan dari persamaan (3.94) diperoleh
A4,=—(2 cos(7)? =1+ (=5) cos(z) + 6(2 sin(7) cos(rr) + (=5) sin(x)) /
(4(=5) sin(7)? cos(x)+(=5)* sin(xr)* + 4 sin(7)? cos(w)* +
46 cos(m)* =2 6+2 6(=5) cos() + 62 + 4(=5) cos(x)*
—2(-5) cos(7) + (=5)* cos(x)* ~ 4 cos(x)* +1+ 4 cos(m)*)
(2 cos(m)” —1+(=5) cos(m) +6) =0
Sehingga penyelesaian umum persamaan (3.105) menjadi
| Y(k)=c, 3" +¢, 2* +% sin(7 k) (3.108)
Untuk mencari penyelesaian partikularnya, masukkan nilai awal yaitu
y(0) =1 dan y(1) =2 ke dalam persamaan (3.108),
untuk £ =0 diperoleh 1=¢, +¢,
untuk k& =1 diperoleh 2=3¢, +2¢,
dengan menggunakan eliminasi, diperoleh ¢, =0 dan ¢, =1, sehingga

penyelesaian partikularnya adalah

Y(k)=2"+% sin (7 k) O
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BAB IV

TRANSFORMASI-Z

. Pendahuluan

Transformasi-Z adalah transformasi yang digunakan untuk
memberikan kemudahan dalam memecahkan suatu persamaan beda.
Transformasi-Z digunakan untuk memecahkan suatu persamaan beda sehingga
menghasilkan suatu penyelesaian sebagai suatu fungsi dalam variabel z.
Sebagai konsekuensinya, harus dimiliki suatu metode untuk mengubah
transformasi dalam variabel z kembali ke fungsi diskret y(k); invers
transformasi-Z digunakan untuk tujuan ini.

Pada bab ini, akan dibahas definisi transformasi-Z langsung, sifat-sifat
dasarnya, invers transformasi-Z dan penerapan transformasi-Z dalam
menyelesaikan persamaan beda linear orde-1 dan orde-2 dengan koefisien

konstan.

. Definisi dan Konvergensi Transformasi-Z
Definisi 4.1

Transformasi-Z dari suatu fungsi diskret y(k) didefinisikan sebagai

Zm}= 3 vk z* @.1)

k=—
Z{y(k)} ditulis sebagai Y(z). Penjabaran dari transformasi-Z ini

menghasilkan

77
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Y(2)=..+ y(-2) 22 +y(-1) z+ y(0) + y(1) z7 + y(2) 272 +...
dengan z adalah bilangan kompleks yang ditulis sebagai z=a+bi, a,b R
Definisi (4.1) disebut transformasi-Z bernilai ganda, atau dua sisi.

Untuk menemukan suatu bentuk transformasi-Z yang akan digunakan

pada bab ini, akan dilakukan modifikasi definisi (4.1). Pertama, nyatakan (4.1)

sebagai

-1 ©

Y(2)= Y yk) z™* + Y y(k) z7* (4.2)
k=—o k=0

y(k) didefinisikan nol untuk k <0, sehingga suku pertama pada ruas kanan

persamaan (4.2) adalah nol. Maka persamaan (4.2) akan menghasilkan

transformasi-Z unilateral (bernilai tunggal), atau satu sisi, dan ditulis

Y(2) =3 yk) z* @3)
k=0

dengan Y(z) adalah transformasi-Z dari y(k) yang bernilai tunggal.
Transformasi ini biasanya hanya disebut transformasi-Z.

Jika y(k) dikenai transformasi-Z (jika penjumlahan di dalam (4.3)
ada), dengan menghitung (4.3) akan dihasilkan suatu fungsi

Y(z2).
Sebaliknya, jika Y(z) dikenai invers transformasi-Z maka akan dihasilkan

y(k). Hubungan ini ditulis dengan

y(k) —>EZZ Z{y(k)}=Y(2) 4.4)
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Definisi 4.2
Daerah konvergensi dari Y(z) adalah himpunan bilangan kompleks z di

mana jumlah Z| y(k) z""| ada, yakni, Y(z) memiliki nilai berhingga.

Contoh 4.1

Y(z) konvergen mutlak untuk

Diberikan transformasi-Z, Y(z) =1 i
z

az'<latau|z|>|al. =

Diberikan transformasi-Z dari suatu fungsi diskret y yaitu

Y= 3 k) =

k=~

Adalah penting untuk mengetahui daerah konvergensi mutlak dari Y(z)

dalam bidang- z kompleks. Yakni, ingin ditentukan nilai-nilai kompleks dari
z sehingga Z| y(k) z7* i memiliki suatu nilai berhingga.

Jika z dinyatakan dalam bentuk kutub (polar) sebagai

z=re =r[cos@+isind]
|z = |r eiB‘ =r| |ei9‘ =|r| Veos® @+sin* 6 =|r|
maka diperoleh

> 24 = Yok ey

k=—w

- Zl:j y(kyrt e+ i] y(k)rt e |
k=-c0 k=0
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= S pem)] e+ Y k)] (4.5)

m=1
Agar jumlah tak berhingga Zl y(k) z"‘\ hasilnya berhingga maka tiap-tiap
k=—0

jumlah dalam (4.5) haruslah berhingga. Kita dapat menjamin bahwa tiap-tiap

jumlah ini berhingga, asalkan dapat ditemukan tiga buah bilangan positif A ,

R, dan R, sedemikian rupa sehingga |y(—m)|SM Rl(_”') untuk m>1 dan

Iy(k)l <M (R))* untuk k >0. Kemudian batas-batas ini disubstitusikan ke

dalam (4.5) untuk memperoleh

i|y(k) z—"| SMi(RI)(‘"’) rm +M§:(R2)" rt

[c4] R k
Z(sz } (4.6)

SMJ[;;{R%]M +

Deret Z [R;] adalah bentuk deret geometri yang konvergen untuk R; <1
=1\ Y

1

k
(R . .
dan deret Z [—2] adalah juga bentuk deret geometri yang konvergen untuk

=0\ T

R <1. Y(z) konvergen mutlak dalam daerah cincin R, < |r| < R,, karena
r

r|=|z| maka Y(z) konvergen mutlak untuk semua z dalam daerah cincin
R,<|z|<R,.

Daerah konvergensi ini diperlihatkan dalam gambar 4.1. Lingkaran
bagian dalam membatasi suku-suku dalam pangkat-pangkat negatif dari z

agar tidak mencapai titik asal. Lingkaran bagian luar membatasi suku-suku
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dalam pangkat-pangkat positif dari z agar tidak memiliki nilai-nilai | z| yang

besar.

bidang- z

Daerah konvergen

mutlak bagi

Y@= 3y

Gambar 4.1 Daerah konvergensi cincin Y(z)

Dibawah ini akan dijelaskan tentang fungsi unit impuls dan fungsi unit
step yang akan banyak digunakan pada contoh-contoh selanjutnya.

Fungsi unit impuls J(k) didefinisikan sebagai

1, k=
CORE @)

P s

e S e e o~ M

fungsi unit impuls waktu diskret

Fungsi unit step u(k —k,) didefinisikan sebagai

u(k—k,) ={1’ k2k, (4.8)
0, k<k,
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L

k3 k+2 k-1 k kil k42 g3 k

fungsi unit step waktu diskret

Contoh 4.2
Fungsi unit impuls pada persamaan (4.7) memusat pada k& = 0. Karena §(k)

adalah nol untuk semua & kecuali k£ = 0, maka transformasi-Znya adalah
Z(k)}=>.8(k) 27 =5(0)z° =1 4.9)
k=0

dengan begitu, transformasi-Z dari unit impuls 8(k) adalah 1. Jumlahan pada

persamaan (4.9) ada untuk setiap nilai z , maka daerah konvergensinya adalah

himpunan semua bilangan kompleks.

Contoh 4.3

Fungsi unit step, pada persamaan (4.8) diperoleh pada saat &, =0. Maka

menurut definisi transformasi-Z, diperoleh
Zu()}=U@z)=Duk) z* => Dz * =1+z" +z7 +.. (4.10)
k=0 k=0

Dengan mengingat deret geometri pada bab 2, yaitu
a+ar+ar’+ar’+..+ar''+... ,(a#0) 4.11)
konvergen jika | 7 | <1 dan divergen jika || > 1.

Jika deret konvergen, jumlah deret itu adalah
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1—=a+ar+ar2+...+ar"_1 +..
—r

jika diberikan a=1 dan r=z"" pada persamaan (4.11), maka persamaan

(4.10) menghasilkan transformasi-Z dalam bentuk rumus yaitu

Zz_k _ 1 z

o
k=0 1—Z"1 z—1

Karenanya, transformasi-Z dari fungsi unit step hanya ada untuk |z7'| < 1,

dengan z berada di luar lingkaran unit (lingkaran dengan jari-jari 1). Daerah

konvergen untuk contoh 4.3, digambarkan di bawah ini (daerah yang diarsir).

E ¢

27 %%,

y

O

A

x
25/ 0

—

Contoh 4.4

Tentukan transformasi-Z dari fungsi y(k) =k

ZWy=Y(2) =Dk z*=0+2z"+2:" 432"+, (412)
k=0

Persamaan (4.12) dikalikan dengan z —1, diperoleh

z-DY(@)=Qz " +3z7 +4z2 +.)—(z" +2z7 +3z% +..)

=z +z7 427 4. (4.13)

Ruas kanan pada persamaan (4.13) merupakan deret geometri dengan g =z~
dan r = z', maka jumlabhan z™' +z? + 2z~ +... adalah
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Sehingga persamaan (4.13) dapat ditulis menjadi

(z-1)Y(2) = ﬁ

4

(z—1)° -~

Y(2) =

Contoh 4.5
Tentukan transformasi-Z. jika diberikan suatu bilangan real atau kompleks

yaitu a, dan diberikan fungsi diskret y(k) = a* u(k) = a*.

Jawab:

Transformasi-Z dari fungsi diskret y(k) yaitu
Z{y(k)}=Y(2) =) a* z*
k=0

=l+az +ad*z2+...

Deret 1+az™ +a* z* +... adalah deret geometri dengan a=1 dan r =g z7!

>

sehingga diperoleh

a 1 z
Y Z)= = =
@ 1-r l-az' z-a

Y(z) konvergen untuk |r| <1, yaitu |r|da z|<1 sehingga diperoleh

|z| >|a|. Daerah konvergen untuk transformasi Y(z)=z/(z—a) yaitu



.w PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI g5

himpunan semua bilangan kompleks |z [>] a|, seperti digambarkan di bawah

ini (daerah yang diarsir).

N\

S\

.
%

Transformasi-Z dari beberapa fungsi elementer yang sudah dikerjakan
pada contoh-contoh di atas dan juga transformasi-Z dari beberapa fungsi

elementer lainnya dapat dilihat dalam ringkasan tabel yang ada pada lembar

lampiran.

C. Sifat-Sifat Dasar Transformasi-Z

Selain menggunakan definisi transformasi-Z, diperlukan juga untuk
mengetahui sifat-sifat dasar transformasi-Z yang akan digunakan untuk
mempermudah dalam mencari transformasi-Z dari suatu fungsi yang
diberikan. Sifat dasar transformasi-Z ini juga diperoleh dengan menggunakan

l definisi transformasi-Z.

Teorema 4.1 (Sifat Linear Transformasi-Z)

| Transformasi-Z adalah suatu operasi linear. Jika diberikan
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Y(2) = Z{y(k)} dan V(2) = Z{u(k)},
maka untuk setiap bilangan real atau kompleks a dan b, dihasilkan

Z[a {y(k)}+b {v(k)}|=a Z{p(k)}+ b Zv(K)} = a Y(2)+b V(2) (4.14)

Bukti:

Jika diberikan bilangan real a dan b,

Zla{y@)+ b Y= Yol }-+b )] =

= ai y(k) z7F + bi v(k) z7*

=aY(2)+bV(2) [

Contoh 4.6
Diberikan y(k) =u(k) dan v(k)=a"* u(k) dengan u(k) adalah fungsi unit
step. Dengan menggunakan sifat linearitas, carilah transformasi-Znya jika

diberikan a #1!

Jawab:

Dari contoh 4.3 dan 4.5 diperoleh bahwa Z{u(lc)}=i1 dan
Z_

Z{a* u(k)}= Z—i; . Maka

2
z 2 2z -(l+a)z

Z{u(k)+a" u(k)}: z-1 z-a (z=-1)(z-a)

(sifat linearitas) []
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Teorema 4.2 (Sifat Pergeseran ke kanan y(k) u(k) transformasi-Z)
Jika diberikan Y(z) = Z{y(k)}. y(k—q) u(k —q) adalah fungsi diskret yang

digeser g langkah ke kanan dari fungsi y(k) u(k). Maka transformasi-Znya

dinyatakan dengan

Z{y(k —q) u(k~q)} =z Y(z) (4.15)

dengan ¢ suatu bilangan bulat positif.

Bukti:

Jika u(k — q) ditulis dalam fungsi unit step menghasilkan

1, k>
u(k—q):{ 0 k<€1

Transformasi-Z untuk y(k —q) u(k —q) yaitu
Ziy(k - @) u(k—9)} = 3. Wk —q) ulk— )} =™
k=0

g-1

_Z{y(k q) u(k—q)} z +Z{y(k q) u(k—q)} z™*

q-1

=2 D) O} 2 + Y (e-a) )

k=g
=) wk—q)z™*
k=g
jika diberikan k = k—q maka k =k+gq,

saat k = g maka k =0 dan saat k — o maka k — o, sehingga
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Z{yk-q)= 2y(k —q)z = iy(/}) 7~

k=0

= z‘qiy(k) z_';

=0

=

=z7Y(2) |

Contoh 4.7
Dengan menggunakan sifat pergeseran ke kanan, carilah transformasi-Z dari

suatu fungsi p(k) yang didefinisikan sebagai

1, k=0,1,2,...,g-1
p(k)={ i
0, untuk £ vang lain

dengan g adalah sebuah bilangan bulat positif.

Jawab:

Jika p(k) ditulis dalam bentuk fungsi unit step maka diperoleh

p(k) = u(k)—u(k-q)

Dari contoh 4.3 didapat bahwa Z{u(k)} = U(z) = Ll maka
Z —_—

Ziutk—q)}= 27 U(2) (sifat pergeseran ke kanan y(k).u(k))

maka

Z{p(k)} = Z{u(k) - u(k - )}



&

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI g

= Z{u(k)} - Z{u(k - q)}

(sifat linearitas)

oz _zw“__zﬂ—zw)_ z7 -1

z—1 z-1  z-1 270 (z-1) ':'

Teorema 4.3 (Sifat Pergeseran ke kanan y(k))

Jika diberikan pasangan transformasi-Z yaitu Y(z) = Z{y(k)} , maka
Z{y(k~D}=z" Y(2) + ¥(-1) (4.16)
Z{y(k -2} =27 Y(2) + y(-2) + 27 y(-1)

Zyk - )} =2z Y(@) + y(—q) + 2z y(~q+ 1)+ + 27 y(-1)

dengan g suatu bilangan bulat positif.

Bukti:

Akan dibuktikan untuk y(k —1). Transformasi-Z untuk y(k —1) yaitu

Z{yk-D}= Y y&-1) 2

jika diberikan k = k —1 maka k = k+1 schingga dihasilkan

Z{yk -1} =3 y(k) 27

k=—1

=3 2y

k=0

=z iy(l}) 2™ + (1)

k=0
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=z'Y(2)+ y(-1)

Sekarang akan dibuktikan untuk y(k —2). Transformasi-Z untuk y(k —2)

yaitu
Z{k =2} =Y wk-2) z*

jika diberikan k =k —2 maka k = k+ 2 sehingga dihasilkan

Z{y(k -2} = 3 y(k) =+

k=—2

= Y ¢ 4 (D)

k=1

[Ms

y(k) 2 4 y(=2)+ 27" y(-1)

=
Il

0

=223 (B) 2+ y (D) + 27 y(-D)

=27 Y(2) + y(=2) + 27 y(-1)

Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan bahwa transformasi-Z untuk
y(k — q) adalah

Zyk -t =27 Y@) + y(~q)+ 2 y(~g + D+ .4z y(-1)

Contoh 4.8

Dengan menggunakan sifat pergeseran ke kanan, carilah transformasi-Z dari

u(k —1) yaitu suatu fungsi unit step u(k) yang digeser satu langkah ke kanan!
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Jawab:

Dengan mengingat fungsi unit step yang telah diberikan pada contoh 4.7,

maka penyelesaian untuk u#(k —1) diberikan dengan

Z{u(k — l)} =z U(2) +u(-1) (sifat pergeseran ke kanan)

[
z—1 z—1

Teorema 4.4 (Sifat Pergeseran ke kiri transformasi-Z.)

Jika diberikan transformasi-Z yaitu Y(z) = Z{y(k)}, maka
Z{y(k+1)} =z Y(2)- ¥(0) z 4.17)

Z{y(k +2)}=2" Y(2) - ¥(0) 2> - y(1) z

Z{y(k+ @)} =2° Y(2) - y(0) 2 ~ y(1) 2% ..~ y(g~1) z

dengan ¢ suatu bilangan bulat positif.

Bukti:
®

Akan dibuktikan untuk y(k +1). Transformasi-Z untuk y(k +1) yaitu

Z{y(e +D} =3 y(k+1) 2

jika diberikan k=k+1 maka k=k—1 sehingga transformasi-Z dari

y(k+1) yaitu

y(k) 27

[Ms

Z{y(k +1)} =

x
Il
—
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=3 k) 27— y(0) 2

k=0

=23 (k) 2 — y(0)

=0
~2 [Z yhy 2+ —y(O)}
k=0
=z{Y(2)- »(0)}
e Sekarang akan dibuktikan untuk y(k +2). Transformasi-Z untuk y(k +2)
yaitu

Z{y(k +2)} = i yk+2) z7*
k=0

jika diberikan k=k+2 maka k=k-2 sehingga transformasi-Z dari

y(k +2) yaitu

Z{yk+2)} =3 y(k) &2

k=2

=3 kD)2

k=1

=3 3(®) 27D~ y(1) z— (0) 22

k=0

=223 3 7 (0 22 = y(1) z

k=0

=2"Y(2) - y(0) 2" - y(1) 2
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Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan bahwa transformasi-Z untuk
y(k + q) adalah

Zyk+q)}=2" Y(2)-y(0) 27 —y(1) 27" —...~y(g-1) z 1A

Contoh 4.9

Dengan menggunakan sifat pergeseran ke kiri, carilah transformasi-Z dari

suatu fungsi unit step u(k) yang digeser ke kiri satu langkah!

Jawab:

Dengan mengingat fungsi unit step yang telah diberikan pada contoh 4.3,

maka penyelesaian untuk u(k +1) diberikan dengan

Z{u(k +1)} =z U(z) —u(0) z (sifat pergeseran ke kiri)

2
U S z(z l)= z

z—1 z-1 z—1

Dari hasil diatas didapat bahwa Z{u(k + 1)} = Z{u(k)}. Hasil ini diduga karena

u(k +1) = u(k) untuk k =0,1,2,... L

Teorema 4.5 (Sifat Perkalian dengan k dan k> transformasi-Z)

Jika diberikan transformasi-Z yaitu Y(z) = Z{y(k)}, maka

Z{k y(k)} =z 4 Y(z2) (4.18)
dz
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dan

7{k* y(k)}= Z%Y(z)+z2 ZTZY(z) (4.19)
Bukti:

e Untuk membuktikan (4.18), pertama-tama perlu diingat definisi

transformasi-Z dan y(k) yaitu

2} = Y@ =3 y(®) 7

Kedua ruas pada persamaan di atas diturunkan terhadap z yang akan

menghasilkan

%Y(z) =§(—k> NOTas

=—z"Y k yk) z”*
k=0
d 9 “k
—Z—Y(Z)=Z k y(k) z

dz k=0
Ruas kanan pada persamaan diatas adalah transformasi-Z dari & y(k),
maka (4.18) terbukti.
Untuk membuktikan (4.19), kedua ruas pada persamaan diatas diturunkan
terhadap z yang akan menghasilkan

d( d :
E(‘ZEY(Z)] =Y R kv 2

d d’ BRI 2 —k
(DL Y@+ G Y@= 3 [ y(0)] 2
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Z:id;Y(z)+zz %Y(z) =§ [ yo)] 2

Ruas kanan pada persamaan di atas adalah transformasi-Z dari k> y(k),

maka (4.19) terbukti. ||

Contoh 4.10

Dengan menggunakan sifat di atas, tentukan transformasi-Z jika diberikan

y(k) = a* u(k), dengan a adalah bilangan real atau bilangan kompleks yang
tidak nol!
Jawab:
Dengan memperhatikan fungsi unit step pada contoh 4.7, didapat

y(k)=a* u(k)=a"* untuk k>0. Dan dengan mengingat Z{ak}= ¥

5
z—a
21> |a

, maka

Z{k y(k)} =—z a’i Y(z)=—z g; Z{a" } (sifat perkalian dengan k)
e

r 4, 1(z-a)—2z1
(z-a)’

- (z—a)-z| az
L @-aY | (-a)

Jika a =1, transformasi-Z bagi k& y(k) menjadi

z
Z {k u(k)} = I -
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Contoh 4.11

Hitung transformasi-Z dari k* a* u(k)!

Jawab:
Untuk menghitung k* a* u(k), langkah pertama, perlu diingat bahwa

V4

y(k) = a* u(k) =a*, dan Z{a* }= —Z—  Maka
zZ—da
d? 2a
Z Yz =
dz* @) (z-a)’

dengan menggunakan contoh 4.10 didapatkan
z{k? y(k)} = Z{k* a*}
d , d’ ) . 2
=z—Y(2)+z" =5 Y(2) (sifat perkalian dengan £°)
dz dz

—-az s 2a
= ~+z -
(z-a) (z—a)

_az(z+a)
 (z-a)

jika diberikan nilai a =1 pada persamaan di atas, maka

z(z+1)
(Z_l)3 ]

7{6> u(k)} =

Teorema 4.6 (Sifat Perkalian dengan a* transformasi-Z)
Jika diberikan transformasi-Z dari y(k) yaitu Y(z) = Z{y(k)} dan kemudian

untuk setiap bilangan real atau bilangan kompleks tidak nol a, maka
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2{a* y(k)}= YG]

Bukti:

Untuk membuktikan (4.20), perhatikan bahwa

Zl* yio}=Y o (0 2

v "
_Zoa"‘ yk)z
o0 _k Z
-Som (2] =)

Contoh 4.12

(4.20)

Hitung transformasi-Z dari p(k) = u(k) —u(k —q) dengan u(k) adalah fungsi

unit step dan ¢ adalah suatu bilangan bulat positif!

Jawab:

Dari contoh 4.7 diperoleh

z(1-z7%)
=l

Z{p(k)} =
sehingga

z{a (k)} (Z/a)(ll/ )(Z/la) ]

_z(1-a"z7)

z—a

(sifat perkalian dengan a*)
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Teorema 4.7 (Sifat Penjumlahan transformasi-Z)

Diberikan y(k) dengan y(k)=0 untuk k=-1,-2,..., dan diberikan v(k)

yang menandakan penjumlahan y(k), yang didefinisikan dengan

k
v(k) = Z y(@) (4.21)

maka

Z(k)} =V (z) = ﬁ Y(z) (4.22)

Bukti:

Untuk mendapatkan bentuk transformasi-Z bagi v(k), maka v(k) dapat ditulis
dalam bentuk

k~1
v(k) = Z y(@) + y(k)

dan menggunakan persamaan (4.21), v(k) dapat ditulis sebagai
v(k) = v(k —1)+ y(k)

Z{v(k)} = Z{v(k - D] + y(k)} (v(k) dikenai transformasi-Z)

= Z{v(k - D} + Z{y(k)}

(sifat linearitas)

=z Z{(k)}+v(~1)+ Z{y(k)} (sifat pergeseran ke kanan)
=z Z{(k)}+ Z{y(k)} (v(~1) didefinisikan nol )
Z{v(k)} -z Z{(k)} = Z{y ()}

Z{@}1- 27" |=z{y(h))
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Z{p(i)} = —— Z{p(b)}

z

= —— Z{y(k)}

z—1

Z{(k)} =V (2) === Y(2) -

Contoh 4.13

Dengan menggunakan sifat penjumlahan, carilah transformasi-Z untuk

k
v(k) = Y u(i) dengan u(i) adalah fungsi unit step!
i=0

Jawab:

Dengan menggunakan sifat di atas, diperoleh
k k-1
v(k) = Zu(i) = Zu(z’) +u(k)
i=0 i=0

=u(0) +u)+...+u(k-1)+uk)

=k1+u(k) @(0), u(l), ...,u(k —1) didefinisikan 1)
=k u(k)+u(k) (1 adalah nilai #(k) untuk k >0)
=(k+1) u(k)
Z{v(k)} = LY(Z) = % (sifat penjumlahan)
z-1 (z-)

(.



~Teorema 4.8

)%, |
(Sifat Teorema Nilai Awal transformasi-Z) Q;W; .
Jika diberikan transformasi-Z dari fungsi diskret y(k) yaitu Y(z) = Z{y(k)},
nilai awal y(k) dapat dihitung dari

(0) = lim Z{y(k)} (4.23)

() =limfz Z{y(k)}~z y(0)]

Wg)=lim[z* Z{y(k)}-2* y(0)— 2% y()—..— z W(g D)

Bukti:

Akan dibuktikan untuk y(0). Perlu diperhatikan bahwa

z*% 50 ketika z — co untuk semua k >1

dan
y(k).zF >0

ketika z — co untuk semua k >1

Jika diberikan transformasi-Z dari suatu fungsi diskret y(k) yaitu

Z{w) =Y. 7

Mengambil limit untuk z — o pada kedua ruas pada persamaan di atas

menghasilkan

k=0

lim Z{y(k)} = ggg{z (k) z"‘]

- ggg{ym) +3 (k) z-"}
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= lim y(0) + lgg(i y(k) Z"k]
P
= Y(0)+lim (y() 2™ + y(2) 27 +...
= y(©O)+lim y(1) z”" +lim y(2) 27 +...
=(0)+0+0+...+0 = y(0)

Akan dibuktikan untuk y(1).

Perhatikan bahwa

z Z{y(k)} -z $(0) =23 y(k) z™* ~z y(0)

k=0
Mengambil limit untuk z — o pada kedua ruas pada persamaan di atas

menghasilkan
lim[z Z{y(k)} - z »(0)] = lgn[z y(kyz™* - zy(O)}

= lim{(z ¥(0)+ y() + ¥(2) 2 + () 27| +...- (0)
= lim(y()+ y(2) 27 +y(3) 27 +...

= lim y(1) + lim y(2) z7 + lim y(3) z72 +...

=y +0+0+...+0= (1)

Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan bahwa untuk nilai y(q), nilai

awal diberikan sebagai

Y@ =lim[2* Z{y®)} -z y(0)~ 2" yO-..—z ¥(g-D]  mm
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Contoh 4.14
Cari u(0) jika diberikan fungsi unit step u(k)!

Jawab:

Dengan memperhatikan contoh 4.3,

Z{u(k)} =2

z-1

maka

2(0) = lim —2— = lim —— =1,
zZ® Z_l zZ30 l_l/z

(sifat nilai awal)
]

. Invers Transformasi-Z
Seperti sudah dijelaskan di atas, transformasi-Z mengubah bentuk
suatu fungsi diskret y(k) ke dalam suatu persamaan aljabar yang ditulis
sebagai Z{y(k)}. Sebaliknya, fungsi diskret y(k) kemudian didapat dari
Z{y(k)} melalui suatu proses yang disebut invers transformasi-Z. Proses ini
disimbolkan dengan
Z7 [Z{y(0)}]= y(k)
Tiga metode dasar yang dapat dipakai untuk mendapatkan barisan
y(k) dari transformasi-Z, Z{y(k)} yaitu: Pembalikan Integral Kompleks,

Pembalikan dengan Pembagian Panjang (untuk k yang terbatas), dan

Pembalikan dengan Pecahan Parsial (untuk k£ >0). Bab ini hanya akan
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membahas Pembalikan dengan Pembagian Panjang (untuk £ yang terbatas),

dan Pembalikan dengan Perluasan Pecahan Parsial (untuk £ > 0).

a. Pembalikan dengan Pembagian Panjang

Diberikan transformasi-Z dari fungsi diskret y(k) yaitu
Y(z)= Z{y(k)}. Dari persamaan (4.3), transformasi-Z dapat diperluas ke

dalam suatu deret dalam z~' sebagai berikut

Y(z) = iy(k) z* =p0)+y) z7" +...

k=0

+y(D) z7* + .+ (k) ZF .. (4.24)
Y(z) ditulis dalam bentuk rasional yaitu Y(z)= B(z)/4(z) dengan
polinom B(z) dan A(z) ditulis dalam pangkat z. Untuk menghitung
invers trasnformasi-Z, schingga dihasilkan fungsi y(k), Y(z) dapat
diperluas ke dalam suatu deret dalam z™' dengan membagi B(z) oleh
A(z). Nilai y(k) kemudian dapat ditentukan dari koefisien perluasan

deret tersebut. Hal ini digambarkan dengan

Y(z)= % =yO0)+yD) z' +y(2) z7 +...

Nilai y(0) tidak nol jika dan hanya jika derajat pembilang, B(z), sama
dengan derajat penyebut, A(z). Jika derajat B(z), lebih kecil 1 dari
derajat A4(z), nilai y(0) dan y(l) adalah nol; jika derajat B(z), lebih
kecil 2 dari derajat A(z), nilai y(0) dan y(1) dan y(2) adalah nol, dan

seterusnya.
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Perluasan di atas tidak menghasilkan penyelesaian dalam bentuk
rumus. Sebagai gantinya, dihasilkan suatu barisan bilangan, kecuali jika

barisan adalah cukup sederhana untuk disimpulkan dalam bentuk rumus.

Contoh 4.15

Temukan y(k) jika diberikan

_ z? -1

z’ +2z+4

Z{y(k)}

Jawab:

Membagi pembilang oleh penyebut menghasilkan

2 4022 -3z 4z 4+,

22 +2z+4)z% -1

z°+2 +4z7!

-3 -4z

-3 —62z72 12273

4z 46277 412273

—4z7! -8z -16z7*

6272 +20z2 +16z7*

maka

z1 =323 4z ...

Z{y(k)}
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Dari definisi transformasi-Z, didapat
Z{y®)}= y(0)+ yO) 27 + y(2) 27 +...
sehingga dihasilkan nilai untuk y(k) yaitu:
y@=0, yO=1, y2)=0, yG)=-3, y4)=-4,
Dari hasil di atas, penyelesaian yang didapat hanya berupa barisan

bilangan dan tidak menghasilkan penyelesaian dalam bentuk rumus. []

b. Pembalikan dengan Pecahan Parsial
Menggunakan pembagian panjang yang sudah dijelaskan di atas,
invers- transformasi-Z dari Z{y(k)} yaitu y(k) dapat dihitung untuk
bilangan bulat dengan nilai-nilai k£ yang terbatas. Jika y(k) yang

diinginkan adalah untuk % >0, maka digunakan pecahan parsial yang

akan dibahas seperti di bawah ini.

Diandaikan bahwa Z{y(k)} diberikan dalam bentuk rasional yaitu
Z{y(k)} = Z{p(k)}/Z{a(k)}. Jika derajat Z{p(k)} sama dengan Z{a(k)},
pecahan parsial tidak dapat diterapkan secara langsung untuk Z{y(k)}.

Membagi Z{b(k)} oleh Z{a(k)} menghasilkan:

# Z{r(k)}
Z{y(k)}—y(0)+—z{a(k)}

dimana y(0) adalah nilai awal y(k) pada saat k£ =0 dan Z{r(k)} adalah

suatu polinom dalam z dimana derajat Z{r(k)} kurang dari derajat
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Z{a(k)}. Fungsi rasional Z{r(k)}/Z{a(k)} kemudian dapat diperluas
dengan pecahan parsial.

Pendekatan lain yang digunakan untuk membagi Z{a(k)} oleh

Z{b(k)} ; yakni,

Z{y(o)} _ Z{pk)}

z z Z{a(k)}

Fungsi rasional Z{y(k)}/ z dapat diperluas ke dalam pecahan parsial
karena derajat Z{b(k)} kurang daﬁ derajat z Z{a(k)} dalam kasus
Z{p(k)} dan Z{a(k)} memiliki derajat yang sama. Setelah Z{y(k)}/z
diperluas, hasilnya dikalikan dengan z untuk menghasilkan y(k). Invers
transformasi-Z, kemudian dapat dihitung langkah demi langkah yaitu

dengan menyamakan penyebut antara ruas kanan dengan ruas kiri. Ada

tiga kasus untuk dipertimbangkan

1) Akar Beda

Diberikan akdr dari Z{y(k)}=Y(z) yaitu a, a,, ..., a, yang

semuanya berbeda dan tidak nol. Kemudian Y(z)/z dapat ditulis

Y(z) _h n n, n

+ +..+— 4.25)
zZ Z z—a z—a, Z—Nn

dimana n, adalah bilangan real. Untuk mencari »y, n, n,, ..., n

m>

kedua ruas pada persamaan (4.25) harus disamakan penyebutnya.
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Setelah diperoleh n,, n, n,, ..., n,, kemudian kedua ruas (4.25)

dikalikan dengan z sehingga:

Y(z)=n+ 22y 2?2 4 Tn? (4.26)

z—a, z-a, z—a

Kemudian invers transformasi-Z dari setiap suku dalam (4.26) di dapat
dari tabel pasangan transformasi-Z yang terdapat pada lembar

lampiran, diperoleh
y(k) = nO §(k)+nl (al)k + n2 (a2)k +...+ nm (am )ka

k=0,12,... (4.27)

Contoh 4.16
Dengan menggunakan metode pecahan parsial, selesaikan
transformasi-Z di bawah ini!

z(z-1)

Y(2) = i1 (4.28)
Jawab:
Y(z)= _z(z-)
z+D(z+2)
Y@ _ D) m

z  (z+D(z+2) z+1 z+2

Dengan menyamakan penyebut pada kedua ruas pada persamaan di

atas, diperoleh

z=1=n(z+2)+n, (z+1)
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2)

z=1=(m+ny)z+(2n+n,)

Membandingkan koefisien-koefisien antara ruas kiri dengan ruas

n+n, =1
} (429
2m+n,=-1

Persamaan (4.29) kemudian di eliminasi, menghasilkan »n, =-2,

kanan, diperoleh

n, =3. Sehingga

—2z 3z
+

z+1 z+2

Y(z)=

Menggunakan tabel pasangan transformasi-Z yang terdapat pada

lembar lampiran, diperoleh

y(k) ==2(-1)* +3(-2)* (I

Akar Berulang

Misalkan a, a,, ..., a, adalah akar-akar dari
Z{y(k)} = Z{b(k)}/Z{a(k)} dan diasumsikan bahwa semua a, tidak
nol. Diandaikan bahwa akar a, diulang r kali dan bahwa akar lainnya

m—r adalah berbeda. Kemudian Y(z)/z dapat ditulis dalam pecahan

parsial yaitu
Y(z) n n n n
Y@ _m Lt
z z z—a (z—a) (z—-a,)

PR B (4.30)
zZ—d zZ—a

r+l m




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 199

Untuk mencari n,, »n,, n,, ..., 1, , kedua ruas pada persamaan (4.30)

harus disamakan penyebutnya. Setelah diperoleh n,, n,, n,, ..., n_,

dengan mengalikan kedua ruas persamaan (4.30) dengan z didapatkan

n z n, z n, z

—+..+ .
g (2—a,) (z—a)

Y(z)=n,+

4P 2 e 2 (4.31)

z—-a,, z—a

m

Invers transformasi-Z, y(k) dapat dilihat dari tabel pasangan

transformasi-Z yang terdapat pada lembar lampiran.

Contoh 4.17

Dengan menggunakan nmetode pecahan parsial, selesaikan

transformasi-Z berikut ini

_z(z=D
Y& = o) (432)

Jawab:
r@)=—2ED
(z+2) (z+3)
Ye) _ (h _p m . o0m T 433)

= = +
z  (z+2P°(z+3) z4+3 (z+2) (z+2)? (z+2)
dengan menyamakan penyebut antara ruas kiri dengan ruas kanan,

diperoleh

z-1=p(z+2)° +n1(z+3)+n2(z+2)(Z+3)+n3(z+2)2(z+3)(4.34)
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untuk mencari nilai p,n;,n, dan n,, substitusikan nilai-nilai z di

bawah ini pada persamaan (4.34).

untuk z = -3, diperoleh

untuk z = -2, diperoleh
-3=n
untuk z =0, diperoleh
-1=48+(-3)3+n,23+n,43

—24=6n,+12n, (4.35)

untuk z =1, diperoleh
0=427+(-3)4+n,3 4+n,9 4

-96=12n,+36mn, , (4.36)
Persamaan (4.35) dan (4.36) diselesaikan dengan menggunakan
eliminasi, sehingga diperoleh n, =4 dan n, =—4

Persamazn (4.33) dapat ditulis menjadi

Yz) S SMERE " 4 4
z  z+3 (z+2° (z+2 (z+2)

-4z 4z 3z 4z
Y(z)= + > = T+
z+2 (z+2)° (z+2) z+3

(4.37)

Nilai y(k) dari persamaan (4.37) dapat dilihat di tabel pasangan

transformasi-Z pada lembar lampiran, dan didapatkan
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y(ky=—4(-2)" =2k (-2)" —3— k(k=1)(=2)" +4(-3)"

3 2 11 k k
:L_Zk _Tk_4](_2) +4(=3) |

3) Akar Kompleks
Jika dua atau lebih akar adalah kompleks, bentuk yang
bersesuaian di dalam (4.27) akan kompleks. Bentuk seperti itu dapat
dikombinasikan untuk menghasilkan suatu bentuk real. Untuk melihat

ini, diandaikan bahwa akar a, =c+id adalah kompleks, sedemikan

hingga d # 0. Kemudian salah satu akar Z{y(k)} ydng lain harus
sama dengan konjugat kompleks a, dari g,. Diandaikan bahwa
a, =a, ; kemudian dalam (4.27) hal tersebut harus benar bahwa

n, =n, . Karenanya bentuk kedua dan ketiga pada ruas kanan (4.27)

adalah sama dengan

m (@) +m ()" (4.38)
Persamaan (4.38) kemudian dapat ditulis menjadi
m (@) +m (@)" =2Re (n ()") (4.39)
Kemudian n, dan g, harus diubah ke dalam bentuk polar sedemikian
hingga dapat dihasilkan 2Re (n1 (a, )k) yaitu

n (@) =(|n | cis(argn,) ) (rk cis k)
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= |n, |r* {cis (k O +arg n )}

= |n, |r* cos(k O +arg n,)+i|n,|r* sin (k O +arg n,)

2Re(nl (al)")=2|nl |7* cos (k O +arg n)

Sehingga invers transformasi-Z dari suatu persamaan beda dengan

akar-akarnya kompleks adalah

v(k)=n, 8(k)+2|n, |r" cos (k@ +argn)+

n (@) +..+n,(a)", k=0,1,2,..

Contoh 4.18
Dengan menggunakan metode pecahan parsial, selesaikan
transformasi-Z di bawah ini!
Z3
Y(z)= 4.40

2 (22 =2z+2)(z+1) "

Jawab:
3
¥(z)= :

(2" =2z+2)(z+])
Menggunakan pecahan parsial, menghasilkan

Y(z) 22 il
z  (22-2z+2)(z+])

n n

n,

L+ 2+ (4.41)
[z—(1+D)] [z-(0-D] (z+D ‘

Untuk mencari n,, n, dan n,, maka persamaan (4.41) disamakan

penyebutnya, diperoleh

2= [z-1-D]@+D+n, [z-1+D](z+D+n, [2* 22 +2]
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untuk z =-1, diperoleh

untuk z =13%7, diperoleh

(1+i)* =2i(A+i+1) n,

untuk z =1+, diperoleh

(1-i)’==2i(1~i+1) n,

n, = —2+1i
= 24
5

1
2-i 5

sehingga persamaan (4.41) dapat ditulis

Y(z)=1/52+ mz , mz
z+1 z-24 2
z—A

di mana A=1+i, dan dengan memperhatikan tabel pasangan

transformasi-Z yang terdapat pada lembar lampiran, diperoleh
1 k 2 S A o
y(k) = —5—(—1) +m A +n A
tetapi

n A +n, A =2Re(n, A)=2|n|(2)" cos(kTﬂ+arg n]]
. 1 a2 1 .
dimana | », |= g\/g dan arg », =tan —5 =—-0.46 radians. Maka

y(k) =%(—1)" +§J§(ﬁ)" cos (%”—0.46] SO
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E. Penerapan Transformasi-Z untuk menyelesaikan persamaan beda
a. Persamaan Beda Linear Homogen orde-1 dengan koefisien konstan.

Diberikan persamaan beda linear homogen orde-1 dengan koefisien

konstan yaitu
y(k+1)+a, y(k)=0, k=0,1,2,..

jika diberikan nilai awal y(0) = y,, maka penyelesaian persamaan beda di

atas dengan menggunakan transformasi-Z menghasilkan
Z{y(k +1)+ a, y(k)}= Z{0}
Z{y(k+D}+a, Zip(k)}=0
zY(2)-y(0)z+a, Y(2)=0
Y(2)[z+a,]-y, z=0

Vo Z z z
Y(z)=—"—= 0 =Y
z+a, zZ+a, z—(—a,)

Berdasarkan tabel pasangan transformasi-Z pada lembar lampiran,

diperoleh

y(k)=y, (_ao)k

Contoh 4.19
Diberikan persamaan beda
yk+1)-3 y(k)=0 (4.42)

dengan nilai awal »(0)=5. Dengan menggunakan transformasi-Z,

selesaikan persamaan beda (4.42).
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Jawab:

Persamaan (4.42) dikenai transformasi-Z, menghasilkan
Z{y(k +1) -3 y(k)} = Z{0}
Z{y(k + D} -3 Z{y(k)} = Z{0}
zY(@)-y(0)z=3Y(z)=0
Y(z) [z-3]-52=0

z

5z
Y(z)=——=5
@) z-3 z-—3

Berdasarkan tabel pasangan transformasi-Z pada lembar lampiran,
diperoleh
y(k) =53

Penyelesaian ini sesuai dengan penyelesaian pada contoh 3.19 Bab 3. [

. Persamaan Beda Linear Non Homogen orde-1 dengan koefisien

konstan.

Diberikan persamaan beda linear non homogen orde-1 dengan

koefisien konstan yaitu
yk+D)+a, yky=rk), k=0.12,..
jika diberikan nilai awal y(0) = y,, maka penyelesaian persamaan beda di
atas dengan menggunakan transformasi-Z menghasilkan
Z{y(k+1)+a, y(b)}=Z{r (b))

Z{y(k +1)}+a, Z{y(k)} = Z{r(k)}



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI116

[z Y(2)~ p(0) z]+ a, Y(2) = R(2)
Y(2)[z+a)|=R(2)+,

Y(Z): R(Z) + yOZ
z+a, z+a,

y(k) diperoleh dari invers transformasi-Z yaitu

) =25 { R@) oz }

iz i) W,

Contoh 4.20
Diberikan persamaan beda
yk+1)-2 y(k)=1 (4.43)

dengan nilai awal yp(0)=5. Dengan menggunakan transformasi-Z,

selesaikan persamaan beda (4.43)!

Jawab:
Persamaan (4.43) dikenai transformasi-Z, menghasilkan
Z{y(k +1) -2 y(k)} = Z{i}

Z{yk+1}-2 Z{(o)} = Z{1}

z Z{y(k)} - y(0) z -2 Z{y(k)} = z

z-1

Y(2)[z-2]=—Z—+57= 222D
z—-1 z-1

5z2-4z

Y=y -2
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Y(z)= 5z—4 _n N n, (4.44)
z  (z=-D(z-2) z-1 z-2 '

Kedua ruas pada persamaan (4.44) disamakan penyebutnya; sehingga
diperoleh

5z—4=n(z-2)+n,(z-1)
5z—4=(n+n,)z-2n —n, (4.45)

Membandingkan koefisien-koefisien antara ruas kiri dan ruas kanan pada
persamaan (4.45), menghasilkan
n+n,=5
-2n —n, =—4
dan

Kemudian dengan menggunakan eliminasi, dihasilkan n; =-1

n, = 6. Sehingga persamaan (4.44) menjadi

Y(z)= -1 i 6
z z—-1 z-2

-z 6z
Y(z)=——+
@) z—-1 z-2

Berdasarkan tabel pasangan transformasi-Z pada lembar lampiran,

diperoleh

(k) =~1)" +6(2)

Penyelesaian ini sesuai dengan penyelesaian pada contoh 3.23 Bab 3. [
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Persamaan Beda Linear Homogen orde-2 dengan koefisien konstan.

Diberikan persamaan beda linear homogen orde-2 dengan koefisien

konstan yaitu
yk+2)+a y(k+D)+a, y(k)=0, £k=0,1,2,..
jika diberikan nilai awal y(0) =y, dan y(l) =y,, maka penyelesaian

persamaan beda di atas dengan menggunakan transformasi-Z

menghasilkan
Z{y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)}=Z{0}
Z{y(k+2)}+a, Z{y(k+1)}+a, Z{y(k)}=2{0}
|22 Z{y()} - »(0) 22 - y() 2|+ & [z Z{y(k)} - y(0) 2]+ 0, Z{y()}=0
Zy(M? +a, z+a,|=y, 2 + Oy +a, ) 2

Y(z) = Jo z’ +Ot+aq yg)z
|2 +a, z+a, ]

y(k) diperoleh dari invers transformasi-Z yaitu

(k) s {J’O z’ +(t+q y(_))z}

|22 +a, z+a,]

Contoh 4.21 (gkar-akarnya real dan tidak sama )

Diberikan persamaan beda
y(k+2)-6 y(k+1)+8 y(k)=0 (4.46)
dengan nilai awal »(0)=0 dan p(1)=2. Dengan menggunakan

transformasi-Z, selesaikan persamaan beda (4.46)!
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Jawab:
Persamaan (4.46) dikenai transformasi-Z, menghasilkan
Z{y(k+2) -6 y(k+1)+8 y(k)} = Z{0}
Z{y(k +2)}- 6 Z{y(k +1)}+8 Z{y(k)} =0
2% Z{y(k)} - ¥(0) 2* — y(1) z - 6[zZ{y(k)} - (0)z]+ 8 Z{y(k)} =0
22 Y(2)-2z-62 Y(2)+8 Y(2) =0
Y(z)|z> -62+8|=22

2z

YZ)=————
@) z2 —6z+8

Y(2) _ 2 _ 4 n,
z  (z-8(z-2) (z-4) (z-2)

4.47)

Kedua ruas pada persamaan (4.47) disamakan penyebutnya, sehingga

diperoleh

2=n(z-2)+n,(z-4)

2=(m+n)z-2n—-4n, (4.48)
Membandingkan koefisien-koefisien antara ruas kiri dan ruas kanan pada

persamaan (4.48), menghasilkan
n +n,=0
—2n,—4n, =2
Kemudian dengan menggunakan eliminasi, dihasilkan », =1 dan n, =—1.
Sehingga persamaan (4.47) menjadi

Y@ _ 1 -l
z  (z—-4) (z-2)
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z z

Y(2)=
() z—-4 z-2

Berdasarkan tabel pasangan transformasi-Z pada lembar lampiran,

diperoleh
(k)= 4% ~2*

Penyelesaian ini sesuai dengan penyelesaian pada contoh 3.27 Bab 3. [

Contoh 4.22 (akar-akarnya real dan sama)

Diberikan persamaan beda
yk+2)-4y(k+1)+4y(k)=0 (4.49)
dengan nilai awal p(0)=1 dan y(1)=3. Dengan menggunakan

transformasi-Z, selesaikan persamaan beda (4.49)!

Jawab:
Persamaan (4.49) dikenai transformasi-Z, menghasilkan
Z{y(k +2)—4 y(k+1)+4y(k)} = Z{0}
Z{y(k +2)}-4 Z{(k + D}+4 Z{H(k)} =0
2> Z{y(0)}-y(0) 2* — y() z =4[z Z{p(B)} - »(0) z] + 4 Z{y(k)} =0
22 Y(2)-2>-3z-4z Y(2)+4z+4 Y(2)=0
Y(2) |72 -4z+4|=2—z=2(z-1)

z(z-1)

Y(z)=————
(2) 2> —4z+4
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Y(z) z-1  n N n,
z  (z-2% (z-2) (z-2)?

(4.50)
Kedua ruas pada persamaan (4.50) disamakan penyebutnya, sehingga
diperoleh

z-1=n(z-2)+n,

z=1=mz-2n+n, (4.51)

Membandingkan koefisien-koefisien antara ruas kiri dan ruas kanan pada

persamaan (4.51), dihasilkan
n =1
-2n+n,=-1
Kemudian dengan menggunakan eliminasi, dihasilkan », =1 dan », =1.

Sehingga persamaan (4.50) menjadi

Y(z) 1 . 1
z  z-2 (z-2)°

Y(z)=z+ zz=z+l 222
z=-2 (z-2) z-2 2(z-2)

Berdasarkan tabel pasangan transformasi-Z pada lembar lampiran,

diperoleh
k 1 k k 1 k-1
wk)y=2 +§k L =W (1+§k]=(k+2)2

Penyelesaian ini sesuai dengan penyelesaian pada contoh 3.28 Bab 3. [
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Contoh 4.23 (akar-akarnya kompleks)

Diberikan persamaan beda

yk+2)+y(k)=0 (4.52)

dengan nilai awal p(0)=0 dan y(1)=1. Dengan menggunakan

transformasi-Z, selesaikan persamaan beda (4.52)!

Jawab:
Persamaan (4.52) dikenai transformasi-Z, menghasilkan
Z{y(k +2) + y(k)} = Z{0}
Z{y(k + D}+ Z{y(k)} = 0
2* Z{y(k)} = 3(0) 2* — y(1) z+ Z{y(k)} =0
22Y(2)-z+Y(2)=0
Y(2) |22 +1)=2

Y(z)_ 1 n +n2
z z22+1 z+i z—i

(4.53)

Kedua ruas pada persamaan (4.53) disamakan penyebutnya, sehingga

diperoleh
l=n(z~i)+n,(z+i)

. ; 1
untuk z =—i diperoleh 1=-2i n, sehingga n, = ——= li ,

untuk z =i diperoleh 1=2i n, sehingga n, =%= —%i.

Maka persamaan (4.53) dapat ditulis
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Y(Z)= n + n
z z+i z-—i

Y(z)= 24 2
z+ A 2+

dengan nl=%i dan A =1.

Berdasarkan tabel pasangan transformasi-Z pada lembar lampiran,

diperoleh

y(k)=n, (-2)" +n, (- A)"
Tetapi diketahui bahwa
n (=AY +m (= A)" =2Re |m (-2)"|=2|n, | r* cos (k 6+arg n))

Sebelum menghitung 2Re [nl A" j, perlu dicari |n, |, argn,, r, 8, yaitu

1, 402y =
m=tis (=027 =1, awm=o=w UD_7

sedangkan

A=i, r=\/1_2=1, 9=tan"(l/Tz)=%

Telah diketahui juga, menurut teorema De Moivre, bahwa
A*= cis i)
sehingga

y(k) = (~A)" + 7, ()" =2Re |, (-2)"|

=-2|n,|r*cos (kO +arg n)
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Untuk sebarang & berlaku

cos [0+£] =-—sin@
2

Jadi y(k) = sin%i adalah penyelesaian yang memenuhi nilai awal yang

diberikan.

Penyelesaian ini sesuai dengan penyelesaian pada contoh 3.29 Bab 3. [

. Persamaan Beda Linear Non Homogen orde-2 dengan Kkoefisien

konstan

Diberikan persamaan beda linear non homogen orde-2 dengan

koefisien konstan yaitu
Vk+2)+a yk+1)+a, y(k)=rk), k=0,12,..
jika diberikan nilai awal y(0)=y, dan (1) =y,, maka penyelesaian

persamaan beda di atas dengan menggunakan transformasi-Z

menghasilkan
Z{y(k+2)+a, y(k+1)+a, y(k)} = Z{r(k)}
Z{y(k +2)}+ @ Z{y(k + D+ a, Z{y(k)} = Z{r ()}

|22 Z{y(k)} - 3(0) 22 - y(1) 2|+ 4, [2 Z{p(k)} - 1(0) 2]+ a, Z{p (R} = Z{r (R)}
Z{y(k)} lzz +a, z+ aOJ= Yo z2 + b +a y)z+ Z{r(k)}
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Y(z)=22 2+ +a y,) 2+ Zir (k)
|22 +a, z+a, |

y(k) diperoleh dari invers transformasi-Z dan ditulis

3 S8

E @, 2 R

b G fh’pusxx\‘\‘%ﬁ@ y

A=A S
PR

e

N
N

Yo 2+ +a y,)z + Z{r (k)}
lz2 +a z+ aOJ

yky=2" {

Contoh 4.24

Diberikan persamaan beda
y(k+2)-6 y(k+1)+8 y(k) =2* (4.54)
dengan nilai awal »(0)=0 dan y(1)=2. Dengan menggunakan

transformasi-Z, selesaikan persamaan beda (4.54)!

Jawab:

Persamaan (4.54) dikenai transformasi-Z, menghasilkan

Z{y(k+2)—6 y(k+1)+8 y(k)} = Z{2*}

z

Z{y(k +2)}-6 Z{y(k + D} +8 Z{y(k)} =

z—

z

2> Z{y(k)} - y(0) 2> — y(1) z—6 [z Z{y (k) } - 3(0) z]+ 8 Z{y(k)} =

z—

z

Y(2)[z* -6z+8]-2z=

zZ—

2z°-3z

Y(2)[z* -62+8]= 5
7

B 2z°-3z B 222-32
(z-2)(z*-62+8) (z-4)(z-2)°

Y(2)
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Y(2) 2z-3 n n, n,
= = + +
z z-d(z-2Y z-4 z-2 (z-2)

(4.55)

Kedua ruas pada persamaan (4.55) disamakan penyebutnya, sehingga
diperoleh

2z-3=n(2-2)"+n,(z-2)(z—4)+n, (z—4) (4.56)
jika diberikan z =2 ke dalam persamaan (4.56), diperoleh

1=-2n,, n3=—l

2
jika diberikan z = 4, diperoleh
5=4n,, n, = >
jika diberikan z =1, diperoleh
5
—1=n+3n,-3n,, "2:_2

Sehingga persamaan (4.55) menjadi

Y(2) _(5/4) _(5/4)__(V2)
z z—4 z-2 (z-2)

Y(2)= (5/4)z (5/4)z  (/2)z _(5/4)z (5/4)z (1/4)2:z
z-4 z=2 (z-2 z-4 z-2 (z-2)

Berdasarkan tabel pasangan ftransformasi-Z pada lembar lampiran,

diperoleh
(k) =(5/4)4 ~(5/4)2" - (/4) & 2*

Penyelesaian ini sesuai dengan penyelesaian pada contoh 3.32 Bab 3. [



e
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BAB YV

PENUTUP

Dalam kehidupan nyata, banyak kasus yang tidak dapat dimodelkan
dengan menggunakah persamaan diferensial, contohnya adalah menghitung
pendapatan nasional, sensus penduduk, menghitung bunga bank (bunga tunggal
dan majemuk) yang menggunakan fungsi diskret. Untuk kasus-kasus demikian,
digunakan persamaan beda untuk memodelkannya.

Ada beberapa metode yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan
beda linear non homogen orde-2 dengan koefisien konstan, antara lain metode
koefisien taktentu dan variasi parameter. Tetapi dalam skripisi ini, hanya dibahas
metode koefisien taktentu.

Metode lain yang juga dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan
beda linear dengan koefisien konstan adalah transformasi-Z. Transformasi-Z
menghasilkan penyelesaian sebagai suatu fungsi transformasi dalam variabel z.
Kemudian invers transformasi-Z digunakan untuk mengembalikan fungsi
transformasi dalam variabel z ke fungsi diskret y(k). Dengan menggunakan
definisi transformasi-Z, dapat dicari transformasi-Z dari beberapa fungsi
elementer seperti yang dinyatakan pada lembar lampiran. Metode transformasi-Z
dalam skripsi ini secara khusus digunakan untuk menyelesaikan persamaan beda
linear koefisien konstan orde-1 dan orde-2. Berbeda dengan metode yang lain,
misalnya metode koefisien tak tentu, metode transformasi-Z memberikan

penyelesaian partikular secara langsung tanpa perlu mencari penyelesaian

127
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umumnya dan penyelesaian tersebut memenuhi nilai awal yang diberikan Dengan

menggunakan metode transformasi-Z, persamaan beda linear dengan koefisien

konstan dapat diselesaikan dengan langkah-langkah yang cukup mudah.

Berikut ini merupakan prosedur transformasi-Z dalam menyelesaikan
persamaan beda linear orde-1 dan orde-2 dengan koefisien konstan:

1. Ambil transformasi-Z pada kedua ruas persamaan beda.

2. Gunakan sifat-sifat transformasi-Z dan masukkan nilai awal sehingga
diperoleh persamaan aljabar dalam Y(z) dan 2z. Y(z) merupakan
transformasi-Z dari persamaan beda yang diberikan.

3. Y(z) kemudian diselesaikan dengan menggunakan metode pembagian
panjang atau metode pecahan parsial.

4. Tentukan invers transformasi-Z dengan menggunakan tabel pasangan
transformasi-Z sehingga diperoleh fungsi diskret y(k).

Tiga metode dasar yang dapat dipakai untuk mendapatkan fungsi diskret
y(k) dari transformasi-Z, Z{y(k)} yaitu: pembalikan integral kompleks,
pembalikan dengan pembagian panjang (untuk k£ yang terbatas), dan pembalikan N
dengan pecahan parsial (untuk k >0). Tetapi yang dibahas dalam skripsi ini
hanya metode pembagian panjang dan metode pecahan parsial.

Tidak dibahasnya metode pembalikan integral kompleks menyebabkan
tidak bisa dibandingkannya keefektifan antara penyelesaian persamaan beda linear
non homogen koefisien konstan orde-2 dengan menggunakan metode koefisien
taktentu dengan transformasi-Z. Lebih jauh, apabila metode pembalikan integral

kompleks dibahas, dapat ditunjukkan bahwa transformasi-Z dapat digunakan
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untuk menyelesaiakan persamaan beda yang memuat fungsi r(k) yang tidak
diberikan pada tabel bentuk penyelesaian percobaan, sebagai contoh r(k) = a* / k!

atau r(k)=e ™ y(k), yang mana hal ini tidak dapat diselesaikan dengan

menggunakan metode koefisien taktentu.
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Tabel Pasangan Transformasi-Z

y(k) untuk £k=0,1,2,3,...

No Y(2)=3 y(k) =
y(k) =0 untuk <
k=-1,-2,-3,..
1. 1 z/(z—-1)
2. a* z/(z-a)
3. a“ 1/(z—a)
4. k z/(z 1)
5. k2 2(z+1)/(z-1)°
6. k° 2(z* +4z +1)/(z -1)*
7. k" D" (&) D=z 4
8. k a* az/(z-a)’
9. k? a* az(z+a)/(z—a)
10. K a* az(z*+4az+a*)/(z-a)
il k" a* D (=) p=z4%
12. sin ko zsina/(z* -2 zcos @ +1)
13. cos kw z(z—cos@)/(z* —2 z cos w +1)
14. a*sin ko a zsin(k @) /(2> 2 a zcos @ + a*)
15. a* cos kw z(z—acos@)/(z* —2azcos w+a°)
16. 3, (k) 1
17. 5. (k) z™"
18. at /K el
19. cosh k@ z(z—cosh@)/(z* -2 z cosh @ +1)
20. sinh k@ zsinh@/(z> -2 z cosh @ +1)
21. Lk>0 In (z/z-1)
22. e ™ y(k) Y(e"z)
23. k? = k(k-1) 2z/(z~1)
24. k® = k(k-1)(k-2) 3z/(z-1)"
25. K® = k(k=1)...(k—n+1) nzf/(z-1)"
26. y(k —n) z"Y(2)
27. y(k+n) n-1
Z"Y(@) - Ty
r=0
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Tabel Jumlahan Berhingga

No Jumlahan Jumlahan Berhingga
1 . k(k+1)
n A
n=1 2
2 £ k(k+1) 2k +1)
Yn
n=1 6
3 k 3
>n k(k+1)
n=1 2
4 3t k(6K +15K6° +10k> 1)
£t 30
’ Sar @ —a)a-1) Jkaa=1
izl k jika a :1
6 £ - k+l k42
Zna",a;tl (a-D)(k+Da i a“*’ +a
=l (a-1)




