
TEOREMA  CARATHEODORY PADA HIMPUNAN KONVEKS  

DALAM RUANG EUKLIDES DIMENSI – n 

 

  
SKRIPSI 

Diajukan Untuk Memenuhi Salah Satu Syarat  

Memperoleh Gelar Sarjana Pendidikan  

Program Studi Pendidikan Matematika 

 

 

 
 

Disusun Oleh: 

Yohanes Lesmono Wijoyo 

NIM: 021414002 

 

 

 

Program Studi Pendidikan Matematika 

Jurusan Pendidikan Matematika Dan Ilmu Pengetahuan Alam 

Fakultas Keguruan Dan Ilmu Pendidikan 

Universitas Sanata Dharma 

2007 

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



MOTTO 
 

Janganlah hendaknya kerajinanmu kendor,  

biarlah rohmu menyala-nyala dan layanilah Tuhan. 

(Roma 12:11)  
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ABSTRAK 
TEOREMA  CARATHEODORY PADA HIMPUNAN KONVEKS  

DALAM RUANG EUKLIDES DIMENSI – n 

 

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah membahas i.) sifat-sifat dasar 

himpunan konveks dalam n
� , dan ii.) konsep dari Teorema Caratheodory beserta 

konsep-konsep yang mendasarinya. 

Metode yang akan digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi 

pustaka, yaitu dengan mempelajari dan memahami beberapa bagian dari buku 

acuan yang digunakan. 

Hasil dari penulisan ini yakni diperolehnya suatu Teorema  Caratheodory 

yang mengatakan bahwa untuk sebarang nA �⊂ dan sebarang x  ∈ co(A), co(A) 

adalah konveks hull himpunan A, maka ada n + 1 vektor-vektor 1x , …, 1+nx  ∈  A 

dan vektor p ∈  Pn + 1, sedemikian sehingga: 

1111 ... ++++= nnpp xxx  

di mana 

( )
�
�
�

�
�
� =≥== �

+

=
++

1

1
111 1,0|,...,

n

i
ii

T
nn ppppP p  

vii 

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 viii 

ABSTRACT 
CARATHEODORY’S THEOREM ON THE CONVEX SET  

IN n-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE 

 

The aims of this thesis are to discuss i.) the basic concepts of convex set in 
n

� , and ii.) concept of Caratheodory’s Theorem and its base. 

The method used in this thesis is literature study method, in which the 

researcher learn some parts of the books which were used as references. 

The result of this study is Caratheodory’s Theorem which stated that for 

any nA �⊂  and any x  ∈ co(A), co(A) is convex hull of set A, then there exist 

1+n  vectors 1x , …, 1+nx  ∈  A and vector p ∈  Pn + 1, such that  

1111 ... ++++= nnpp xxx  

where  

( )
�
�
�

�
�
� =≥== �

+

=
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1
111 1,0|,...,

n

i
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T
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang  

Pada umumnya, masalah-masalah optimisasi selalu berkaitan dengan 

memaksimumkan atau meminimumkan fungsi sasaran tanpa kendala atau 

dengan kendala. Salah satu cabang permasalahan optimisasi yang ada adalah 

masalah optimisasi konveks, yakni jika fungsi sasaran dan fungsi kendalanya 

bersifat konveks. 

Untuk suatu himpunan C, C dikatakan konveks jika sebarang dua vektor 

C∈21 dan  xx  maka segmen garis tertutup [ ]21,xx  juga termuat dalam C, dan 

suatu titik x dikatakan sebagai titik ekstrim himpunan konveks C jika dan 

hanya jika: 

1. { } 2121 ,1,0,0, xxxxxxx ==�∈=+>>+= Ciβαβαβα . 

2. Himpunan { }x\C  masih tetap konveks. 

3. Tidak ada kombinasi konveks �
=

=
k

i
ii

1

xx α  selain xxxx ==== k...21 . 

Untuk mengetahui syarat nomor 3 di atas, perlu dibahas mengenai konsep-

konsep dasar dari kombinasi konveks pada himpunan konveks C. 

Skripsi ini akan membahas mengenai sifat-sifat dasar himpunan konveks 

dalam ruang Euklides dimensi-n. Selanjutnya dari sifat-sifat dasar tersebut 

secara khusus akan diturunkan Teorema Caratheodory, yaitu teorema tentang 

kombinasi konveks dalam suatu himpunan konveks C. 
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B. Perumusan Masalah 

Dari uraian tersebut, masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah 

1. Bagaimanakah sifat-sifat dasar himpunan konveks dalam n
� ? 

2. Bagaimanakah konsep dari Teorema Caratheodory beserta konsep-konsep 

yang mendasarinya? 

 

C. Tujuan Penulisan 

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah membahas: 

1. Sifat-sifat dasar himpunan konveks dalam n
� , dan 

2. Konsep dari Teorema Caratheodory beserta konsep-konsep yang 

mendasarinya. 

 

D. Manfaat Penulisan 

Teorema Caratheodory dapat digunakan sebagai acuan untuk 

menunjukkan apakah suatu vektor dalam himpunan konveks dapat ditulis 

sebagai kombinasi konveks dari vektor-vektor yang lainnya atau tidak. Jika 

tidak maka  vektor tersebut memenuhi salah satu kriteria sebagai titik ekstrim 

himpunan konveks. 

 

E. Pembatasan Masalah 

Pembahasan dalam skripsi ini hanya dibatasi pada himpunan konveks 

yang tidak kosong. Titik ekstrim himpunan konveks juga tidak dibahas di 

dalamnya. 
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F. Metode Penulisan 

Metode yang akan digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi 

pustaka, yaitu dengan mempelajari dan memahami beberapa bagian dari buku 

acuan yang digunakan. 

 

G. Sistematika Penulisan 

BAB I PENDAHULUAN 

A. Latar Belakang 

B. Perumusan Masalah 

C. Tujuan Penulisan 

D. Manfaat Penulisan 

E. Pembatasan Masalah 

F. Metode Penulisan 

G. Sistematika Penulisan 

H. Materi Prasyarat 

BAB II LANDASAN TEORI 

A. Vektor 

B. Ruang Vektor  

C. Subruang Vektor 

D. Kombinasi Linear dan Kebebasan Linear 

E. Basis 

F. Perkalian Himpunan 

G. Topologi Metrik Dimensi – n  
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H. Barisan 

BAB III TEOREMA CARATHEODORY PADA HIMPUNAN KONVEKS 

DALAM n
�  

A. Persamaan Garis dan Persamaan Bidang Dalam n
�  

B. Sifat-sifat Himpunan Konveks Dalam n
�  

C. Teorema Caratheodory 

BAB IV PENUTUP 

DAFTAR PUSTAKA 

 

H. Materi Prasyarat 

Dalam skripsi ini, diasumsikan pembaca telah mengikuti perkuliahan 

Logika dan Teori Himpunan, Aljabar Matrik danVektor, Geometri Analitik 

Ruang, Baris dan Deret dan Kalkulus Peubah Banyak. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

A. Vektor 

Vektor dalam 2
�  dapat  dinyatakan dengan matriks berordo 12 × , 

yaitu: ��
�

�
��
�

�

2

1

x

x
, dan dalam 3

�  dapat dinyatakan dengan matriks berordo 13× , 

yaitu: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

3

2

1

x

x

x

, dengan 321 ,, xxx  adalah bilangan-bilangan real. 

Secara generalisasi, dapat didefinisikan n
�  dengan cara aljabar, 

karena visualisasi geometris tidak dapat melebihi 3
� . 

 

Definisi 2.A.1 Ruang Euklides Dimensi-n 

Himpunan semua matriks berordo 1×n  dengan elemen-elemen bilangan real, 

disebut ruang Euklides berdimensi–n, dan dilambangkan dengan n
� . 

 

Elemen-elemen dalam n
�  disebut sebagai vektor. Vektor n

�∈x  

merupakan matriks berordo 1×n . Selanjutnya vektor x  ditulis sebagai 

( )T
nxxx ,...,, 21=x . Bilangan real ix , ni ,...,2,1=  disebut komponen dari 

vektor x . Elemen-elemen dalam �  disebut sebagai skalar. � 
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Definisi 2.A.2 Operasi Penjumlahan dan Perkalian Vektor dengan Skalar 

Operasi penjumlahan dan perkalian vektor dengan skalar dalam n
�  

didefinisikan sebagai berikut: jika ( )T
nxxx ,...,, 21=x  dan ( )T

nyyy ,...,, 21=y  

adalah vektor-vektor dalam n
�  dan α ∈ � , maka 

( )T
nn yxyxyx +++=+ ,...,, 2211yx  dan ( )T

nxxx αααα ,...,, 21=x  

 

Definisi 2.A.3 Operasi Pengurangan Vektor 

Suatu vektor dalam n
�  yang semua komponennya sama dengan nol disebut 

sebagai vektor nol dan dinotasikan dengan ( )T0,...,0,0=0 .  

Jika ( )T
nxxx ,...,, 21=x  sebarang vektor dalam n

� , maka vektor 

( )T
nxxx −−− ,...,, 21  disebut sebagai negatif (atau invers terhadap operasi 

penjumlahan) dari x  dan dilambangkan dengan x− . 

Operasi pengurangan dalam n
�  didefinisikan sebagai berikut: 

Untuk semua ( )T
nxxx ,...,, 21=x  dan semua ( )T

nyyy ,...,, 21=y  dalam �n, 

berlaku: 

 yx −  = ( )yx −+  

 yx −  = ( )T
nn yxyxyx −−− ,...,, 2211  

 

Teorema 2.A.1 

Untuk setiap n
�∈zyx ,,  dan skalar �∈βα , , berlaku: 

a. x + y ∈ n
�  dan αx ∈ � . 
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b. x + y = y + x. 

c. x + (y + z) = (x + y) + z. 

d. x + 0 = x.  

e. x + (-x) = 0. 

f. α (x + y) = αx + αy. 

g. (α + β) x = αx + βx. 

h. (αβ) x = α (βx). 

i. 1x = x. 

 

Pembuktian dapat dilihat pada James Stewart, 1999: 826. � 

 

Definisi 2.A.4 Perkalian Skalar Dua Vektor 

Perkalian skalar dua vektor x dan y dalam n
� , dinotasikan dengan yx,  dan 

didefinisikan sebagai: �
=

=
n

i
ii yx

1

,yx  

 

Definisi 2.A.5 Panjang Vektor 

Panjang vektor x dalam n
� , dinotasikan dengan x  dan didefinisikan 

sebagai: 

2
1

1

22
1

, 	



�
�


�== �
=

n

i
ixxxx  
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Teorema 2.A.2 

Untuk setiap x, y, z ∈ n
�  dan skalar �∈βα , , berlaku: 

a. zyzxzyx ,,, βαβα +=+ . 

b. xyyx ,, = . 

c. 0, ≥xx . 

d. 0xxx == bilahanyadanbila0,  

 

Bukti:  

Ambil tiga elemen sebarang n
�∈zyx ,, , maka �∈iii zyx ,,  di mana 

ni ,...,2,1=  berturut-turut adalah komponen dari x, y, z; dan ambil sebarang 

�∈βα , ; maka: 

a. zyx ,βα +  = ( )�
=

+
n

i
iii zyx

1

βα   

  = ( )�
=

+
n

i
iiii zyzx

1

βα   

  = ( ) ( )��
==

+
n

i
ii

n

i
ii zyzx

11

βα  

  = �
�

�
�
�

�+�
�

�
�
�

�
��

==

n

i
ii

n

i
ii zyzx

11

βα   

  = zyzx ,, βα + . 

b. yx,  = �
=

n

i
ii yx

1
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  = �
=

n

i
ii xy

1

 

  = xy, . 

c. xx,  = 0
1

2 ≥�
=

n

i
ix . 

d. xx,  = �
=

n

i
ix

1

2  = 0 bhb 0... 22
2

2
1 ==== nxxx  

  bhb 0...21 ==== nxxx  

  bhb 0x =  � 

 

Definisi 2.A.6 Besar Sudut 

� adalah besar sudut antara vektor x dan vektor y yang tidak nol di mana 

πθ ≤≤0 . 

 

Teorema 2.A.3  

Jika � adalah besar sudut antara vektor x dan vektor y, maka berlaku 

θcos, yxyx =  

 

Pembuktian dapat dilihat pada James Stewart, 1999: 831. 

 

Akibat 2.A.1 

Jika � adalah besar sudut antara dua vektor x dan y yang tidak nol maka  

yx
yx,

cos =θ  
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Akibat 2.A.2 

Dua vektor x dan y dalam n
� , dikatakan saling tegak lurus atau ortogonal 

jika 0, =yx . � 

 

B. Ruang Vektor 

Suatu vektor dengan komponen sebanyak n biasanya disebut sebagai 

vektor berdimensi n. Suatu koleksi (kumpulan) yang lengkap terdiri dari 

semua vektor yang berkomponen sebanyak n di mana hal-hal tentang 

penjumlahan dan perkalian masih tetap berlaku bagi vektor-vektor tersebut 

disebut ruang vektor. 

 

Definisi 2.B Ruang Vektor 

Misalkan V adalah himpunan di mana didefinisikan operasi-operasi 

penjumlahan dan perkalian dengan skalar. Dengan ini kita mengartikan bahwa 

untuk setiap pasang elemen-elemen x dan y di dalam V, kita dapat 

mengasosiasikannya dengan elemen x + y yang tunggal yang juga berada di V, 

dan dengan setiap elemen x di V dan setiap skalar α , kita dapat 

mengasosiasikannya dengan elemen α x yang tunggal di dalam V. Himpunan 

V bersama-sama dengan operasi-operasi penjumlahan dan perkalian dengan 

skalar dikatakan membentuk suatu ruang vektor jika aksioma-aksioma berikut 

dipenuhi: 

B.1. x + y = y + x untuk setiap x dan y di V. 

B.2. (x + y) + z = x + (y + z) untuk setiap x, y dan z di V. 
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B.3. Terdapat elemen 0 di V sehingga x + 0 = x untuk setiap x ∈ V. 

B.4. Untuk setiap x ∈ V, terdapat elemen -x di V sehingga x + (-x) = 0. 

B.5. α (x + y) = αx + αy untuk setiap skalar α  dan setiap x dan y di V. 

B.6. (α + β) x = αx + βx untuk setiap skalar α  dan β  dan setiap x ∈ V. 

B.7. (αβ) x = α (βx) untuk setiap skalar α  dan β  dan setiap x ∈ V. 

B.8. 1x = x untuk setiap x ∈ V. 

Elemen-elemen dalam V disebut vektor. Ruang vektor yang didefinisikan di 

atas sering juga disebut ruang vektor real, karena skalar yang digunakan 

adalah bilangan-bilangan real. 

 

Teorema 2.B 

Jika V adalah ruang vektor dan x adalah sebarang elemen dari V, maka: 

a. 0x = 0. 

b. x + y = 0 berakibat y = -x (artinya, invers penjumlahan dari x adalah 

tunggal). 

c. (-1)x = -x. 

 

Pembuktian dapat dilihat pada Steven J. Leon, 2001: 107. � 

 

C. Subruang Vektor 

Suatu himpunan bagian W dari suatu ruang vektor V dikatakan suatu 

subruang dari V jika W adalah suatu ruang vektor yang tertutup terhadap 

operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar yang didefinisikan pada V. 
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Definisi 2.C.1 Subruang  

Jika S adalah subhimpunan tak kosong dari suatu ruang vektor V, dan S 

memenuhi syarat-syarat berikut: 

(i) αx ∈ S jika x ∈ S untuk sebarang skalar α. 

(ii) x + y ∈ S jika x ∈ S dan y ∈ S 

maka S disebut subruang dari V. � 

 

Definisi  2.C.2 Ruang Null 

Andaikan A sebarang matriks m x n berelemen skalar. Ruang null dari A 

adalah himpunan semua penyelesaian untuk sistem A x = 0, dengan n
�∈x  

dan dilambangkan dengan N(A). Jadi 

N(A) = {x ∈ �n | A x = 0 }. 

 

Teorema 2.C 

N(A) merupakan subruang dari  n
� . 

 

Bukti: 

(i) N(A) ≠ ∅, karena sistem persamaan linear homogen (SPLH) punya 

penyelesaian yaitu 0, sehingga 0 ∈  N(A). 

(ii) Ambil x ∈ N(A) dan α ∈ �, maka A (αx) = α (Ax) = α0 = 0.  

Karena itu αx ∈ N(A). 

(iii) Jika x dan y ∈ N(A), maka A (x + y) = Ax + Ay = 0 + 0 = 0.  

Sehingga x + y ∈ N(A). 
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Syarat-syarat dari subruang dipenuhi oleh N(A). Jadi terbukti bahwa 

N(A) merupakan subruang dari �n. � 

 

D. Kombinasi Linear dan Kebebasan Linear 

Definisi 2.D.1 Kombinasi Linear 

Misalkan nvvv ,...,, 21  adalah vektor-vektor dalam suatu ruang vektor V. 

Kombinasi linear dari vektor-vektor nvvv ,...,, 21  adalah  

nnvvv ααα +++ ...2211  

di mana �∈nααα ,...,, 21 .  

Himpunan semua kombinasi linear dari nvvv ,...,, 21  disebut rentang dari 

nvvv ,...,, 21 , dan dilambangkan dengan ( )nvvv ,...,,Rentang 21 . 

 

Teorema 2.D.1 

Jika nvvv ,...,, 21  adalah elemen-elemen dari suatu ruang vektor V, maka 

( )nvvv ,...,,Rentang 21  adalah subruang dari V. 

 

Pembuktian dapat dilihat pada Steven J. Leon, 2001: 113. � 

 

Definisi 2.D.2 Himpunan Perentang 

Himpunan { }nvvv ,...,, 21  disebut himpunan perentang untuk V jika dan hanya 

jika setiap vektor dalam V dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari 

nvvv ,...,, 21 .  
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Teorema 2.D.2 

a. Jika nvvv ,...,, 21  merentang pada suatu ruang vektor V dan salah satu dari 

vektor-vektor ini dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari n-1 vektor 

yang lain, maka ke n-1 vektor itu juga merentang V. 

b. Jika diberikan n vektor nvvv ,...,, 21 , maka kita dapat menuliskan salah 

satu vektor sebagai kombinasi linear dari n-1 vektor yang lain jika dan 

hanya jika terdapat skalar-skalar nααα ,...,, 21  yang tidak semuanya sama 

dengan nol sedemikian sehingga: 

0vvv =+++ nnααα ...2211  

 

Pembuktian dapat dilihat pada Steven J. Leon, 2001: 119. � 

 

Definisi 2.D.3 Bebas Linear 

Vektor-vektor nvvv ,...,, 21  dalam ruang vektor V disebut bebas linear jika  

0vvv =+++ nnααα ...2211  

mengakibatkan semua skalar-skalar nααα ,...,, 21  harus sama dengan 0. 

 

Definisi 2.D.4 Bergantung Linear 

Vektor-vektor nvvv ,...,, 21  dalam ruang vektor V disebut bergantung linear 

jika terdapat skalar-skalar nααα ,...,, 21  yang tidak semuanya nol sehingga  

 0vvv =+++ nnααα ...2211  � 
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E. Basis  

Definisi 2.E Basis  

Vektor-vektor nvvv ,...,, 21  membentuk basis untuk ruang vektor V jika dan 

hanya jika:  

(i) nvvv ,...,, 21  bebas linear, 

(ii) nvvv ,...,, 21  merentang V. 

 

Teorema 2.E 

Jika { }nvvv ,...,, 21  adalah himpunan yang merentang suatu ruang vektor V, 

maka himpunan dari m vektor di mana nm >  adalah bergantung linear. 

 

Pembuktian dapat dilihat pada Steven J. Leon, 2001: 129. 

 

Akibat 2.E 

Jika { }nvvv ,...,, 21  dan { }mwww ,...,, 21  kedua-duanya adalah basis untuk suatu 

ruang vektor V, maka mn = . 

Pembuktian dapat dilihat pada Steven J. Leon, 2001: 130. � 

 

F. Perkalian Himpunan 

Misalkan mAAA ,...,, 21  adalah himpunan-himpunan dengan in
i RA ⊆ , 

di mana mi ,...,2,1= . Perkalian himpunan-himpunan yang dinotasikan dengan 

∏
=

m

i
iA

1

 atau mAAA ××× ...21  
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adalah himpunan A dalam mnnn +++ ...21�  yang beranggotakan semua vektor yang 

mungkin dalam mnnn +++ ...21�  yang diperoleh dengan mengambil 1n  komponen 

pertama dari vektor anggota 1A , kemudian 2n  komponen kedua dari vektor 

anggota 2A , kemudian 3n  komponen ketiga dari vektor anggota 3A , 

kemudian seterusnya hingga mn  komponen terakhir  dari vektor anggota mA . 

Dalam notasi himpunan ditulis sebagai berikut: 

( ){ }miAA ii
T

m

m

i
i ...,,2,1,|...,,, 21

1

=∀∈==∏
=

xxxxx  

 

Sebagai contoh, n
�  dapat dianggap sebagai hasil perkalian himpunan 

dari 1
�  dengan dirinya sendiri sebanyak n kali. 

� �������
kalin

n 111 ... ���� ××= � � 

 

Jika 2
1 �⊂A  berisi vektor-vektor pada keliling lingkaran dengan 

pusat di titik pusat dan berjari-jari 1, dan jika [ ] 1
2 1,0 �⊂=A , maka 21 AA ×  

adalah himpunan dalam 3
�  yang berupa silinder dengan tinggi 1 dan alasnya 

berupa lingkaran dalam bidang ( )21 , xx  dengan pusat di titik pusat dan jari-

jarinya sama degan 1. � 

 

Misalkan mnnn
���� ×××= ...21 . Untuk vektor �∈x , 

( )T
mxxxx ,...,, 21=  di mana ( )T

iniii i
xxxx ,...,, 21= , mi ,...,2,1= . Operasi 
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penjumlahan dua vektor x dan y ∈ � dan  perkalian vektor x ∈ � dengan 

skalar �∈α , didefinisikan sebagai: 

( ) ( )T
mm yxyxyxyx +++=+ ...,,, 2211   dan  ( )T

mxxxx αααα ...,,, 21=  

dan misalkan mnnnn +++= ...21 , maka � dapat diidentifikasi sebagai ruang 

vektor biasa �n. � 

 

G. Topologi Metrik Dimensi – n 

Misalkan V adalah suatu himpunan. Suatu fungsi d yang memetakan 

bilangan real pada masing-masing pasangan vektor ( )yx,  dengan V∈x  dan 

V∈y  disebut sebagai metrik atau fungsi jarak pada V jika memenuhi syarat 

berikut: 

d(x, y) ≥  0, dengan d(x, y) = 0 jika dan hanya jika x = y ................ (1) 

d(x, y) =  d(y, x), ............................................................................ (2) 

d(x, y) ≤  d(x, z) + d(z, y) untuk semua z ∈ V. ................................ (3) 

Pertidaksamaan (3) disebut sebagai pertidaksamaan segitiga. � 

 

Definisi 2.G.1 Ruang Metrik 

Suatu himpunan V yang dilengkapi dengan metrik d disebut sebagai ruang 

metrik.  

 

Contoh dalam n
� , fungsi d didefinisikan sebagai berikut:  

d(x, y) = yx −  = ( )
2

1

1

2
�
�

�
�
�

� −�
=

n

i
ii yx  
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Akan ditunjukkan fungsi d di atas merupakan metrik pada n
� : 

i. d(x, y) = 0≥− yx . 

 Jika yx =  maka d(x, y) = d(y, y) = yy −  = 0. 

 Jika d(x, y) = 0, maka 

 yx −  = 0 

⇔  ( )
2

1

1

2
�
�

�
�
�

� −�
=

n

i
ii yx  = 0 

⇔  ( )�
=

−
n

i
ii yx

1

2  = 0 

Karena ( ) 02 ≥− ii yx , maka ( ) niyx ii ...,,2,1,02 =∀=− . Sehingga 

 ii yx −  = 0 

⇔  ix  = iy  

⇔  x = y 

ii. d(x, y) = yx −  = xy −  = d(y, x). 

iii. Untuk semua z ∈ n
� ,  

 d(x, y) = yx −  = yzzx −+−  ≤  yzzx −+−  = d(x, z) + d(z, y). 

  � 

 

Definisi 2.G.2 Bola Terbuka dan Bola Tertutup 

Suatu bola terbuka berpusat di x dengan jari-jari 0>r dinotasikan oleh 

( )rB ,x  didefinisikan sebagai himpunan vektor-vektor y yang jarak dari x  
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kuang dari r dan dituliskan sebagai: 

( ) { }rrB <−= xyyx |,  

Bola tertutup ( )rB ,x  dengan pusat x dan jari-jari 0>r  didefinisikan sebagai: 

 ( ) { }rrB ≤−= xyyx |,  � 

 

Definisi 2.G.3 Titik Interior 

Misalkan S ⊆  n
� . Suatu titik x disebut sebagai titik interior S jika ada 0>r  

sedemikian sehingga ( )rB ,x  ⊂  S. 

Jika himpunan titik-titik interior S tidak kosong, maka kita sebut himpunan                                             

titik-titik interior ini sebagai interior dari S dan dinotasikan dengan int(S). 

 

 Himpunan S tidak harus memiliki titik interior. Perhatikan himpunan 

titik-titik pada bidang ( 2
� ) dengan bentuk ( )0,1x  dengan 10 1 << x . Interval 

10 1 << x  ini ada pada 1sumbu x− . Himpunan titik-titik pada 2
�  ini tidak 

memiliki titik interior. Tetapi jika kita perhatikan sebagai himpunan pada 1
� , 

maka semua titik tersebut adalah titik interior. � 

 

Suatu himpunan S dikatakan terbuka jika semua titik pada S adalah 

titik-titik interior. Definisi himpunan terbuka ini ekuivalen dengan definisi 

interior. 
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Definisi 2.G.4 Himpunan Terbuka 

Himpunan S dikatakan terbuka jika setiap titik x ∈ S, ada bilangan positif 

0>r , yang bergantung pada x, sedemikian sehingga bola ( )rB ,x  berada 

dalam S. � 

 

Definisi 2.G.5 Titik Limit 

Titik x disebut sebagai titik limit himpunan S jika untuk setiap 0>ε  ada titik 

xx ≠ε  sedemikian sehingga S∈εx  dan ( )εε ,xx B∈ . Titik εx  secara umum 

bergantung pada ε .  

Himpunan titik-titik limit dari himpunan S dinotasikan dengan 'S . 

 

Suatu himpunan tidak harus memiliki titik-titik limit dan suatu titik 

limit tidak harus menjadi anggota himpunan tersebut. Himpunan bilangan asli 

positif sebagai himpunan dalam 1
�  merupakan salah satu contoh himpunan 

yang tidak memiliki titik limit. Sedangkan contoh untuk suatu titik limit yang 

tidak harus menjadi anggota suatu himpunan, himpunan 

�
�
�

�
�
� ==≡ ...,3,2,1,

1
| n

n
xxS  dalam 1

� . Nol adalah titik limit dari himpunan 

S, tetapi nol bukan anggota S. � 

 

Definisi 2.G.6 Pemampat Himpunan dan Himpunan Tertutup 

Pemampat (closure) himpunan S, dinotasikan dengan S  dan didefinisikan 

sebagai 'SSS ∪=  dengan 'S  adalah himpunan semua titik limit himpunan S. 
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Himpunan S disebut tertutup jika S = S , yakni bahwa S beranggotakan semua 

titik limitnya. � 

 

Suatu himpunan tidak harus memenuhi kedua sifat, yakni terbuka atau 

tertutup. Perhatikan B(0, 1) dalam 2
� , yakni suatu daerah lingkaran berpusat 

di titik pusat dan berjari-jari 1. Secara intuitif, semua titik x dalam 2
�  dengan 

1=x adalah titik-titik limit dari B(0, 1). Sekarang perhatikan himpunan 

( ) ( ){ }0,1|,1, 121 ≥==∪= xxxBS T xx0  

Titik x = ( )Txx 21 ,  dengan 1=x  dan 01 ≥x  bukan titik interior S karena 

untuk titik x itu sendiri, tidak masalah seberapa kecil kita memilih 0>ε , 

lingkaran ( )ε,xB  tidak berada dalam S. Karena itu S tidak terbuka. Namun 

demikian S juga tidak tertutup, karena titik x = ( )Txx 21 ,  dengan 1=x  dan 

01 <x  adalah titik limit S tetapi tidak berada dalam S. � 

 

H. Barisan 

Suatu barisan di n
�  adalah suatu fungsi yang memberikan sebuah 

vektor kx  ∈ n
�  di mana k adalah bilangan bulat positif. Barisan vektor kx  

ini biasanya ditulis sebagai { }∞
=1kkx , atau secara umum cukup ditulis { }kx . 

Sebarang barisan { }kx  dikatakan mempunyai limit y  atau konvergen 

ke y  jika untuk sebarang 0>ε  ada bilangan bulat positif ( )εK  sedemikian 

hingga ( )ε,yx Bk ∈  di mana ( )εKk > . Ini dituliskan sebagai: 
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 yx =
∞→ kk

lim  atau yx →k  � 

 

Barisan yang mempunyai limit disebut konvergen, dan barisan yang 

tidak mempunyai limit disebut divergen.  � 

 

Teorema 2.H 

Jika 0lim xx =
∞→ kk

, 0lim yy =
∞→ kk

, dan αα =
∞→ kk

lim  di mana { }kα  adalah barisan 

dari skalar-skalar, maka ( ) 00lim yxyx +=+
∞→ kkk

 dan 0lim xx αα =
∞→ kkk

. 

 

Bukti: 

i. ( ) 00limlimlim yxyxyx +=+=+
∞→∞→∞→ kkkkkkk

 

ii. 0limlimlim xxx ααα =⋅=
∞→∞→∞→ kkkkkkk

 � 

 

Berikut ini diberikan lema bagi titik sebagai titik limit dari suatu 

himpunan. 

 

Lema 2.H 

Titik x  adalah titik limit himpunan S jika dan hanya jika ada barisan { }kx  dari 

titik-titik anggota S sedemikian sehingga untuk setiap k bilangan bulat positif, 

xx ≠k  dan xx →k . 
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Bukti: 

� Misalkan x  adalah titik limit S. Maka untuk setiap bilangan bulat k ada 

titik kx  ∈  S sedemikian sehingga xx ≠k  dan �
�

�
�
�

�∈
k

Bk

1
,xx . Untuk setiap 

0>ε , ada bilangan bulat positif ( )εK  yang memenuhi ( ) ε
ε

<
K

1
. Karena 

itu, untuk ( )εKk > , diperoleh ε<
k
1

 dan ( )ε,1
, xx B
k

B ⊂�
�

�
�
�

� . Dengan 

demikian barisan { }kx  konvergen ke x .  

� Misalkan ada barisan { }kx  dari titik-titik anggota S dengan xx ≠k  dan 

xx →k . Untuk sebarang 0>ε  dan karena xx →k , ada bilangan bulat 

positif ( )εK  sedemikian hingga, untuk ( )εKk > , ( )ε,xx Bk ∈ . Karena 

xx ≠k  untuk semua k, berlaku bahwa x  adalah titik limit S. 

 

Akibat 2.H.1 

Untuk sebarang { }kx  dalam S dan { }kx  konvergen ke x , maka x  harus 

anggota S .  

 

Bukti: 

Untuk S∈x , tidak ada yang perlu dibuktikan. Tetapi untuk S∉x , maka 

untuk setiap k, Sk ∈x , dan xx ≠k . Dari lema 2.H berlaku bahwa x  adalah 

titik limit S. Jadi S∈x .  
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Akibat 2.H.2 

Misalkan S adalah himpunan dalam n
� . Jika S∈x , maka ada barisan titik-

titik { }kx  dalam S  sedemikian hingga xx →k . 

 

Bukti: 

Untuk S∈x , maka x  ∈ S atau 'S . Jika 'S∈x  pernyatan akibat 2.H.2 

berlaku dari lema 2.H. Jika S∈x  dan 'S∉x , dapat diambil xx =k  untuk 

semua bilangan bulat positif k. � 
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BAB III 

TEOREMA CARATHEODORY  

PADA HIMPUNAN KONVEKS DALAM �n 

 

A. Persamaan Garis dan Persamaan Bidang Dalam �n 

Dalam perkuliahan Geometri Analitik Ruang telah dibahas mengenai 

langkah-langkah penentuan suatu persamaan garis dan suatu persamaan 

bidang. Oleh karena itu, bentuk-bentuk persamaan garis dan persamaan bidang 

dalam pembahasan berikut ini tidak disertai langkah-langkahnya, karena 

diasumsikan pembaca telah mengikuti perkuliahan tersebut dan menguasai 

bagaimana persamaan garis dan persamaan bidang diperoleh. 

Persamaan garis yang melalui dua vektor 1x  dan 2x  dalam �2 dan �3, 

dinyatakan dengan: 

 )( 121 xxxx −+= t  ∞<<∞− t  (1) 

 

1x

2x

x

0<t

10 << t

0>t

0

1x

2x

x

 

Gambar 3.A.1 Garis 
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Pada gambar 3.1, penggal garis yang berawal dari 1x  dan berakhir di 

2x , berkorespondensi dengan nilai t , 10 ≤≤ t  atau dalam interval [ ]1,0 . 

Penggal garis tersebut kemudian disebut sebagai segmen garis tertutup. 

Sedangkan penggal garis yang berawal dari 1x  dan berakhir di 2x  tetapi tidak 

memuat 1x  dan 2x  berkorespondensi dengan nilai t , 10 << t  atau dalam 

interval ( )1,0 . Penggal garis tersebut kemudian disebut sebagai segmen garis 

terbuka. 

Sinar garis positif berawal dari 1x  atau dari 2x , berkorespondensi 

dengan nilai t  ≥  0, dan sinar garis negatif berawal dari 1x  atau dari 2x , 

berkorespondensi dengan nilai t  ≤  0. Sinar garis yang demikian disebut 

sebagai segmen garis setengah terbuka. 

Dalam �n, didefinisikan garis melalui dua vektor 1x  dan 2x  sebagai 

himpunan vektor-vektor yang memenuhi bentuk (1). 

 

Definisi  3.A.1 Garis dalam �n 

Garis dalam �n melalui dua vektor 1x  dan 2x  didefinisikan sebagai himpunan 

vektor-vektor x  sedemikian sehingga )( 121 xxxx −+= t  di mana t  adalah 

sebarang bilangan real. Dalam notasi himpunan ditulis sebagai: 

( ){ }∞<<∞−−+= tt ,| 121 xxxxx  

 

Teorema 3.A.1 

Garis dalam �n melalui dua vektor 1x  dan 2x  dinyatakan dengan: 
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{ }1,| 21 =++= βαβα xxxx  

 

Bukti: 

Dari definisi 3.A.1, Garis dalam �
n melalui dua vektor 1x  dan 2x  

didefinisikan oleh: 

( ){ }∞<<∞−−+= tt ,| 121 xxxxx  

⇔  { }∞<<∞−−+= ttt ,| 121 xxxxx  

⇔  { }∞<<∞−+−= ttt ,| 211 xxxxx  

⇔  ( ){ }∞<<∞−+−= ttt ,1| 21 xxxx   

Dengan mengambil ( ) tt =−= βα dan1  diperoleh: 

 { }1,| 21 =++= βαβα xxxx  � 

 

Definisi 3.A.2 Segmen Garis Tertutup dalam �n 

Segmen garis tertutup yang menghubungkan vektor n
�∈21, xx  dinotasikan 

dengan [ ]21 , xx  dan didefinisikan sebagai: 

[ ] ( ){ }10,1|, 2121 ≤≤+−== ttt xxxxxx  

Untuk α = ( )t−1 , dan β = t , diperoleh: 

[ ] { }1,0,0,|, 2121 =+≥≥+== βαβαβα xxxxxx  
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Definisi 3.A.3 Segmen Garis Terbuka dalam �n 

Segmen garis terbuka yang menghubungkan vektor n
�∈21, xx  dinotasikan 

dengan ( )21 , xx  dan didefinisikan sebagai: 

( ) ( ){ }10,1|, 2121 <<+−== ttt xxxxxx  

Untuk α = ( )t−1 , dan β = t , diperoleh: 

 ( ) { }1,0,0,|, 2121 =+>>+== βαβαβα xxxxxx  � 

 

Definisi 3.A.4 Segmen Garis Setengah Terbuka dalam �n 

(i) Segmen garis setengah terbuka dalam �n yang memuat vektor 1x  tetapi 

tidak memuat vektor 2x  dinotasikan dengan [ )21 ,xx  dan didefinisikan 

sebagai: 

[ ) ( ){ }10,1|, 2121 <≤+−== ttt xxxxxx  

Untuk α = ( )t−1 , dan β = t , diperoleh: 

[ ) { }1,0,0,|, 2121 =+≥>+== βαβαβα xxxxxx  

(ii) Segmen garis setengah terbuka dalam �n yang memuat vektor 2x  tetapi 

tidak memuat vektor 1x  dinotasikan dengan ( ]21 , xx  dan didefinisikan 

sebagai: 

( ] ( ){ }10,1|, 2121 ≤<+−== ttt xxxxxx  

Untuk α = ( )t−1 , dan β = t , diperoleh: 

 ( ] { }1,0,0,|, 2121 =+>≥+== βαβαβα xxxxxx . � 
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Lema 3.A 

Untuk sembarang ( ) { }1,0,0,|, 2121 =+>>+==∈ βαβαβα xxxxxxy , 

berlaku: 

α
β=

−
−

2

1

xy
xy

 

 

Bukti: 

Ambil sebarang ( )21,xxy ∈ , maka 1,0,0,21 =+>>+= βαβαβα xxy . 

 1xy −  = 121 xxx −+ βα  

⇔  1xy −  = ( ) 211 xx βα +−  

⇔  1xy −  = ( ) 12 1 xx αβ −−  

⇔  1xy −  = 12 xx ββ −  

⇔  1xy −  = ( )12 xx −β  

⇔  1xy −  = ( )12 xx −β  

⇔  1xy −  = 12 xx −β  (2) 

Dengan cara yang sama didapatkan: 

 2xy −  = 221 xxx −+ βα  

⇔  2xy −  = ( ) 21 1 xx −+ βα  

⇔  2xy −  = ( ) 21 1 xx βα −−  

⇔  2xy −  = 21 xx αα −  

⇔  2xy −  = ( )21 xx −α  
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⇔  2xy −  = ( )21 xx −α  

⇔  2xy −  = 21 xx −α  (3) 

Dari persamaan (2) dan persamaan (3) diperoleh: 

  
2

1

xy
xy

−
−

 =  
21

12

xx
xx

−
−

α
β

   

⇔  
2

1

xy
xy

−
−

 = 
α
β

 � 

 

Dalam �3, bidang yang melalui titik ( )0302010 ,, xxxP   dengan garis 

normal ( )Taaa 321 ,,=a  berisi kumpulan dari titik-titik ( )321 ,, xxxP  

sedemikian sehinga PP0  tegak lurus a . Persamaan bidang ini dinyatakan 

dengan: 

 ( ) ( ) ( ) 0033302220111 =−+−+− xxaxxaxxa  (4) 

atau  

γ=++ 332211 xaxaxa  

di mana 033022011 xaxaxa ++=γ . (5) 

Bentuk ini merupakan bentuk umum dari persamaan bidang dalam �3.  

P

0P

0
PP

a

0xx

1x

2x

3x

 
Gambar 3.A.2 Bidang 

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 31 

Dari definisi 2.A.4, maka notasi perkalian skalar persamaan bidang bentuk (4) 

dan (5) dapat ditulis sebagai: 

 0, 0 =− xxa  atau γ=xa, , di mana 0, xa=γ  (6) 

Selanjutnya, setiap persamaan dalam bentuk (6) disebut sebagai persamaan 

bidang dalam �3 dengan garis normal a . 

Secara generalisasi, persamaan bidang dengan bentuk (6) dapat 

digunakan untuk mendefinisikan suatu bidang hiper (hyperplane) dalam �n. 

 

Definisi 3.A.5 Bidang Hiper dalam �n  

Andaikan a  adalah suatu vektor dalam �n dan α adalah suatu skalar. Sebuah 

bidang hiper dalam �n dinotasikan dengan α
aH  dan didefinisikan sebagai: 

{ }αα == xaxa ,|H  

Vektor a  disebut sebagai normal bidang hiper. 

 

Teorema 3.A.3 

Persamaan bidang hiper { }αα == xaxa ,|H  ekuivalen dengan: 

{ }0,| 0 =− xxax  

di mana α
ax H∈0  dan a  adalah normalnya. Selanjutnya persamaan bidang 

hiper cukup ditulis dengan: 

0, 0 =− xxa  
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Bukti: 

Misalkan 0x  memenuhi definisi bidang hiper dengan normal a , maka 

α=0,xa . Jadi jika x  adalah sebarang vektor lain yang memenuhi definisi 

tersebut, α=xa, . Dengan demikian: 

 xa,  = 0,xa  

⇔  xa,  – 0,xa  = 0 

⇔  �
=

n

i
ii xa

1

 – �
=

n

i
ii xa

1
0  = 0   

⇔  ( )�
=

−
n

i
iii xxa

1
0  = 0 

⇔  0, xxa −  = 0 

Terbukti bahwa 0, 0 =− xxa  adalah persamaan bidang hiper dalam 

�
n  yang melalui vektor 0x  dengan normal a . 

Teorema ini juga mengatakan bahwa untuk sebarang dua vektor α
axx H∈21 , , 

maka a  ortogonal terhadap 1x  – 2x . � 

 

Contoh 3.A.1 

Untuk mencari persamaan bidang hiper dalam �4 yang melalui titik 

A ( )1,1,1,1 , B ( )0,1,0,2 , C ( )1,0,2,0  dan D ( )0,1,1,1 − , kita misalkan 

( )TAB 1,0,1,1 −−==p ; ( )TBC 1,1,2,2 −−==q ; ( )TCD 1,1,1,1 −−−==r . 
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Dari akibat 2.A.2, normal bidang hiper ( )Taaaa 4321 ,,,=a  dapat dicari 

dengan menggunakan syarat sebagai berikut: 

i.) pa ⊥  ⇔  0, =pa  ⇔  ( ) ( ) 01,0,1,1,,, 4321 =−−⋅aaaa  

  ⇔  0421 =−− aaa   (7) 

ii.) qa ⊥  ⇔  0, =qa  ⇔  ( ) ( ) 01,1,2,2,,, 4321 =−−⋅aaaa  

  ⇔  022 4321 =+−+− aaaa  (8) 

iii.) ra ⊥  ⇔  0, =ra  ⇔  ( ) ( ) 01,1,1,1,,, 4321 =−−−⋅aaaa  

  ⇔  04321 =−−− aaaa  (9) 

Dari sistem persamaan ini nilai-nilai skalar komponen vektor a  

diperoleh dengan cara eliminasi dan subsitusi.  

Dari persamaan (7) dan (9) diperoleh: 

0

0

0

3

4321

421

=
�
�
�

−=−−−
=−−

a

aaaa

aaa

 

Subsitusi nilai 03 =a  ke persamaan (8) dan eliminasi dengan persamaan (7): 

21

21

421

421

0

0
022

aa

aa

aaa

aaa

=
=+−

�
�
�

+=−−
=++−

 

Subsitusi nilai 21 aa =  ke persamaan (7) diperoleh nilai 04 =a . 
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Jadi untuk sebarang skalar α  di mana α== 21 aa , normal 

( )T0,0,,αα=a . Dengan demikian, persamaan bidang hiper dalam R4 yang 

melalui titik A ( )1,1,1,1  dengan normal ( )T0,0,,αα=a  adalah: 

 ( ) ( )11 21 −+− xx αα  = 0 

⇔  αααα −+− 21 xx  = 0 

⇔   ( ) αα 221 =+ xx  � 

 

Pada bidang hiper α
aH , jika α = 0 dan a  ≠  0 maka bidang hiper 

ditulis dengan { }0,|0 == xaxaH  di mana a adalah normal bidang hiper 0
aH . 

Untuk menunjukkan hal ini, perhatikan langkah-langkah berikut: 

� Dari definisi bidang hiper α
aH , untuk semua α

ax H∈ , x harus memenuhi 

α=xa,  dengan a adalah normal bidang hiper α
aH . Ambil sebarang 

0
ax H∈  di mana a adalah normal bidang hiper 0

aH  dan 0 adalah skalar α . 

Maka x memenuhi α=xa,  di mana 0=α . Jadi untuk semua 0
ax H∈ , 

{ }0,| =∈ xaxx . 

� Ambil { }0,| =∈ xaxx , maka x memenuhi 0, =xa  di mana a adalah 

suatu vektor dalam �n dan 0 adalah skalar. Dari definisi 3.A.5, dapat 

ditentukan suatu bidang hiper 0
aH  di mana a adalah normal bidang hiper 

tersebut dan 0=α . Jadi untuk setiap { }0,| =∈ xaxx , 0
ax H∈ . � 
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Bidang hiper { }0,|0 == xaxaH  mempunyai persamaan dengan 

bentuk: 

 xa,  = 0 

⇔  �
=

n

i
iia

1

x  = 0 

⇔  nn xaxaxa +++ ...2211  = 0 

Dari bentuk ini disimpulkan bahwa bidang hiper 0
aH  memenuhi 

definisi tentang ruang null. Berdasarkan teorema 2.C bahwa N(A) merupakan 

subruang dari  �n maka bidang hiper 0
aH  juga merupakan subruang dari  �n.

 � 

 

Teorema 3.A.4 

Untuk sebarang n
�∈a  dan skalar α ∈ �, maka 0

0 xaa += HH α di mana 

α
ax H∈0 . 

 

Bukti: 

� Misalkan sebarang α
axx H∈0, , dan misalkan 0xxu −= , 

Untuk α
ax H∈  �  α=xa, , dan 

Untuk α
ax H∈0  �  α=0xa, . 

Selanjutnya diperoleh: xa,  = 0xa,  

⇔  xa,  – 0xa,  = 0 
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⇔  0xxa −,  = 0 

⇔  ua,  = 0 

sehingga 0
au H∈  dengan a  sebagai normal bidang hiper 0

aH .  

Karena 0xxu −=  maka 0xux += , dan karena α
ax H∈  dan 0

au H∈ , maka 

αα
aaa xx HHH ∈+⊆ 00

0 ,  

� Ambil sebarang vektor 0
au H∈ , α

ax H∈0 , dan misalkan 0xxu −= , 

Untuk 0
au H∈  �  0=ua, , dan 

Untuk α
ax H∈0  �  α=0xa,  

Selanjutnya diperoleh: 

 ua,  + 0xa,  = 0 + α  

⇔  0, xua +  = α  

⇔  00, xxxa +−  = α  

⇔  xa,  = α  

sehingga α
ax H∈  dengan a  sebagai normal bidang hiper α

aH . Karena 

xxu =+ 0 , dan karena 0
au H∈  dan α

ax H∈ , maka 

 αα
aaa xx HHH ∈⊆+ 00

0 ,  � 

 

Contoh 3.A.2 

Gambar dalam �2 dan �3 berikut mengilustrasikan teorema 3.A.4. 
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Dalam �2 bidang hiper berupa garis. 

 

xy =  ⇔  ( )TH 1,1,0 −=aa  

2+= xy  ⇔  2
aH  = ( ) ( ) 20 2,0,2,0 aa HH TT ∈+  

2−= xy  ⇔  2−
aH  = ( ) ( ) 20 0,2,0,2 −∈+ aa HH TT  

 

Dalam �3 bidang hiper berupa bidang. 

 

0=++ zxy  ⇔   ( )TH 1,1,1,0 =aa  

10=++ zxy  ⇔   10
aH  = ( ) ( ) 100 10,0,0,10,0,0 aa HH TT ∈+  

10−=++ zxy  ⇔   10−
aH  = ( ) ( ) 100 10,0,0,10,0,0 aa HH TT ∈−−+  � 
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Definisi 3.A.6 Bidang Hiper Paralel 

Dua bidang hiper 1α
aH  dan 2α

aH  dikatakan paralel jika normal dari kedua 

bidang hiper tersebut merupakan perkalian skalar antara satu dengan lainnya. 

 � 

 

B. Sifat-sifat Himpunan Konveks Dalam n
�  

Suatu himpunan dikatakan konveks jika sebarang dua vektor 1x  dan 

2x  anggota himpunan tersebut, garis yang menghubungkan kedua vektor itu 

juga termuat dalam himpunan yang dibicarakan. 

 

Definisi 3.B.1 Konveks 

Himpunan C ⊆  �n dikatakan konveks jika untuk setiap pasangan vektor 1x , 

2x  ∈  C, maka segmen garis  

[ ] { }1,0,0,|, 2121 =+≥≥+== βαβαβα xxxxxx  

termuat di C. 

 

Contoh 3.B.1 

Dalam �
2 gambar dari himpunan-himpunan berikut mengilustrasikan 

himpunan konveks dan himpunan bukan konveks: 
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(a) ( ){ }1|, 22 ≤+ yxyx  

 

Konveks 

(b) ( )
�
�
�

�
�
� ≤+< 1

2
1

|, 22 yxyx  

 

Bukan Konveks 

(c) ( ){ }2|, xyyx ≥  

 

Konveks 

(d) ( ){ }1|, ≤+ yxyx  

 

Konveks 
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(e) ( ) ( ){ }211|, xyyx +≥  

 

 Bukan Konveks � 

 

Ruang-n (�n) adalah himpunan konveks. Walaupun sifat-sifat dari 

himpunan konveks “jelas secara geometris” dalam �2 dan �3, sifat-sifat ini 

perlu dibuktikan dalam �n.  

Untuk membuktikan hal ini, ambil sebarang n
�∈yx,  dan skalar 

�∈βα , . Dari teorema 2.A.1.a, berlaku bahwa n
�∈+ yx βα . Untuk 

0,0 ≥≥ βα  di mana 1=+ βα , maka yx βα +  berupa segmen garis tertutup 

[ ]yx, . Jadi [ ] n
�⊆yx, . � 

 

Bidang hiper { }αα == xaxa ,|H  adalah konveks. Sebagai bukti, 

ambil vektor x dan y α
aH∈  di mana a adalah normal bidang hiper dan α  

adalah skalar. Vektor x memenuhi α=xa,  dan vektor y memenuhi 

α=ya, . Akan ditunjukkan bahwa [ ] α
ayx H⊆, . 

Ambil sebarang [ ]yxk ,∈ , maka untuk 0,0 ≥≥ µλ  dan 1=+ µλ  

berlaku:   

 k = yx µλ +  

⇔  k = ( ) ( )nn yyyxxx ,...,,,...,, 2121 µλ +  
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⇔  k = ( ) ( )nn yyyxxx µµµλλλ ,...,,,...,, 2121 +  

⇔  k = ( )nn yxyxyx µλµλµλ +++ ...,,, 2211  

⇔  k = ( )nkkk ...,,, 21  

di mana iii yxk µλ +=  untuk i = 1, 2, ..., n. Vektor k memenuhi keanggotaan 

himpunan bidang hiper α
aH  di mana a adalah normalnya yang ditunjukkan 

sebagai berikut: 

 ka,  = �
=

n

i
iika

1

 

⇔  ka,  = ( )�
=

+
n

i
iii yxa

1

µλ  

⇔  ka,  = ��
==

+
n

i
ii

n

i
ii yaxa

11

µλ  

⇔  ka,  = ��
==

+
n

i
ii

n

i
ii yaxa

11

µλ  

⇔  ka,  = yaxa ,, µλ +  

⇔  ka,  = µαλα +  

⇔  ka,  = ( )αµλ +  

⇔  ka,  = α   

Jadi untuk setiap [ ]yxk ,∈ , maka k α
aH∈ . � 
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Dalam �3 sebuah bidang menentukan dua ruang.  

 

Gambar 3.B.1 Bidang Cartesius 3
�  

Perhatikan bidang-zoy pada gambar 3.B.1. Bidang tersebut membagi 

ruang menjadi dua bagian, yakni ruang yang memuat absis positif dan ruang 

yang memuat absis negatif. Bidang-xoz juga membagi ruang menjadi dua 

bagian, yakni ruang yang memuat ordinat positif dan ruang yang memuat 

ordinat negatif. Sedangkan bidang-xoy membagi ruang menjadi ruang yang 

memuat aplikat positif dan ruang yang memuat aplikat negatif. 

Ruang yang memuat absis, ordinat dan aplikat positif selanjutnya 

disebut sebagai setengah ruang positif, dan ruang yang memuat absis, ordinat 

dan aplikat negatif selanjutnya disebut sebagai setengah ruang negatif. 

Dalam �n didefinisikan setengah ruang positif dan negatif yang 

dipisahkan oleh bidang hiper α
aH  dan dilambangkan dengan +α

aH  dan −α
aH . 

 

Defini 3.B.2 Setengah Ruang dalam �n 

Setengah ruang positif oleh α
aH , dilambangkan dengan +α

aH , didefinisikan 

sebagai { }αα >=+ xaxa ,|H  dan setengah ruang negatif −α
aH didefinisikan 

sebagai { }αα <=− xaxa ,|H . 
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Definisi 3.B.3 Setengah Ruang Tertutup dalam �n 

Setengah ruang positif tertutup, dilambangkan dengan
+α

aH , didefinisikan 

sebagai pemampat dari +α
aH . Setengah ruang negatif tertutup 

−α
aH  

didefinisikan sebagai pemampat dari −α
aH . 

 

Teorema 3.B.1 

Setengah ruang positif tertutup  { }α
α

≥=
+

xaxa ,|H , dan  

setengah ruang negatif tertutup { }α
α

≤=
−

xaxa ,|H . 

 

Bukti: 

Perhatikan himpunan { }α
α

≥=
+

xaxa ,|H . Berdasarkan definisi 2.G.6, maka 

akan ditunjukkan bahwa 
+α

aH  beranggotakan titik-titik limitnya. 

i. Ambil { }α>∈ xaxx ,|  maka dari definisi 3.B.2, +∈ α
ax H  di mana a 

adalah normal bidang hiper dan α  adalah skalar. Akan ditunjukkan 

bahwa +∈ α
ax H adalah titik limit 

+α
aH .  

0>∀ε  yang diberikan, selalu xy ≠∃ , di mana +∈ α
ay H  dan 

( )ε,xy B∈ , sehingga +∈ α
ax H adalah titik limit 

+α
aH , yakni jika diambil 

ε<− xy . 
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ii. Ambil { }α=∈ xaxx ,| , maka dari definisi 3.A.5, α
ax H∈  di mana a 

adalah normal bidang hiper dan α  adalah skalar. Akan ditunjukkan 

bahwa α
ax H∈  adalah titik limit 

+α
aH .  

Untuk 0>∀ε  dapat dibentuk vektor xy ≠k  dengan ( ) axy kk =−  di 

mana 0>k  dan ε
kk

1<− xy .  

Karena vektor ( ) axy kk =−  maka +∈ α
ay Hk . Untuk menunjukkan hal 

ini, perhatikan perkalian skalar berikut: 

xya −k,   =  xaya ,, −k   =  α−kya, .................................(1) 

Sementara, 

xya −k,   =  aa k,   =  aa,k   =  
2ak .....................................(2) 

Dari (1) dan (2) diperoleh: 

 α−kya,  = 2ak  

⇔  kya,  = α+2ak  

Karena 0>k  dan 0
2 >a  maka α>kya, , sehingga +∈ α

ay Hk . 

Selanjutnya karena xy ≠k  dan ε
kk

1<− xy  di mana 0>k  maka 

( )ε,xy Bk ∈ .  

Jadi 0>∀ε  terdapat xy ≠ , +∈ α
ay H  dan ( )ε,xy B∈ , sehingga α

ax H∈  

adalah titik limit 
+α

aH . 
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iii. Ambil 
+

∉
α
ax H  di mana a adalah normal bidang hiper dan α  adalah 

skalar. Akan ditunjukkan bahwa x bukan titik limit 
+α

aH .  

Untuk 
+

∈∀
α
ay H  jika diambil xy −= minε  maka xz ≠∀ , ( )ε,xz B∈  

tetapi 
+

∉
α
az H . Jadi 

+
∉∀

α
ax H , x bukan titik limit 

+α
aH . 

 

Pembuktian secara analog juga berlaku bagi { }α
α

≤=
−

xaxa ,|H . � 

 

Setengah ruang bukan merupakan subruang dari �
n. Untuk 

menunjukkan hal ini, ambil sebarang +∈ α
ax H  maka x memenuhi α>xa, . 

Dari definisi 2.C.1, untuk skalar 0<β  berlaku: 

xaxa ,,
11

ββββ === ��
==

n

i
ii

n

i
ii xaxa  

Karena 0<β  dan α>xa,  maka αβ <xa,  sehingga +∉ αβ ax H . 

Karena ααα
aaa HHH ∪= ++

 maka 
++ ⊆

αα
aa HH , dan karena +α

aH  bukan 

merupakan subruang dari �n maka 
+α

aH  juga bukan merupakan subruang dari 

�
n. 

Pernyataan yang sama juga berlaku bagi −α
aH  dan 

−α
aH , yaitu bahwa 

−α
aH  dan 

−α
aH  masing-masing bukan merupakan subruang dari �n. � 

 

Jika α
ax H∈0 , maka α=0,xa . Dengan demikian, untuk +∈ α

ax H , 

berlaku  
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 xa,  >  α  

⇔  xa,  >  0,xa  

⇔  0,, xaxa −  >  0 

⇔  0, xxa −  >  0 

untuk semua +∈ α
ax H . 

Dari teorema 2.A.3, diperoleh θcos, 00 xxaxxa −⋅=− . Karena 

0, xxa −  selalu positif sementara 00 >−⋅ xxa  maka 0cos >θ . Jadi 

berdasarkan definisi 2.A.6, untuk sebarang vektor +∈ α
ax H  berlaku bahwa 

besar sudut yang dibentuk antara a  dan 0xx −  adalah antara 0 rad dan 2π  

rad.  

Sebaliknya, untuk sebarang vektor −∈ α
ax H  berlaku bahwa besar sudut 

yang dibentuk antara a  dan 0xx −  adalah antara 2π  rad dan π  rad. � 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa +α
aH  adalah himpunan konveks. 

Andaikan +∈ α
axx H21 dan   maka akan ditunjukkan [ ] +⊆ α

axx H21 , . Misalkan 

[ ]21 ,xxx ∈ . Maka ada skalar 0,0 ≥≥ µλ  dengan 1=+ µλ  sehingga 

21 xxx µλ += . 

Karenanya,  

( ) ααµλµαλαµλµλ =+=+>+=+= 2121 ,,,, xaxaxxaxa  

Jadi untuk [ ]21 , xxx ∈ , berlaku bahwa +∈ α
ax H . 
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Dengan cara yang analog dapat ditunjukkan bahwa −α
aH , 

+α
aH  dan 

−α
aH  adalah himpunan-himpunan konveks. � 

 

Contoh 3.B.2 

Ortan non negatif dalam ( ){ }nixxxx in
n ,...,2,1,0,,...,,| 21 =≥== xx�  

adalah konveks. Untuk menunjukkan hal ini, ambil dua vektor x dan y anggota 

ortan non negatif dalam n
� . Maka ( )nxxx ,...,, 21=x  dan ( )nyyy ,...,, 21=y  di 

mana 0≥ix  dan 0≥iy  untuk ni ,...,2,1= . Akan ditunjukkan bahwa segmen 

garis [ ]yx,  ada dalam ortan non negatif n
� . 

Ambil sebarang [ ]yxk ,∈ , maka yxk βα +=  di mana 0,0 ≥≥ βα  

dan 1=+ βα . Untuk ( )nxxx ,...,, 21=x  dan ( )nyyy ,...,, 21=y , diperoleh: 

 k = ( ) ( )nn yyyxxx ,...,,,...,, 2121 βα +  

⇔  k = ( ) ( )nn yyyxxx βββααα ,...,,,...,, 2121 +  

⇔  k = ( )nn yxyxyx βαβαβα +++ ...,,, 2211  

Karena untuk setiap 0≥ix  dan 0≥iy  di mana ni ,...,2,1=  dan karena 

1,0,0 =+≥≥ βαβα  maka 0≥+ ii yx βα  sehingga [ ]yx,  ada dalam ortan 

non negatif n
� . � 

 

 

 

 

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 48 

Contoh 3.B.3 

Bola terbuka ( ) { }rrB <= xx0 |,  adalah konveks. Pembuktiannya 

sebagai berikut. Ambil a dan b ( )rB ,0∈ , maka r<a  dan r<b . Akan 

ditunjukkan bahwa [ ] ( )rB ,, 0ba ⊆ . 

Ambil sebarang [ ]bak ,∈ . Maka untuk 0,0 ≥≥ βα  dan 1=+ βα  

berlaku  bak βα += . Diperoleh panjang vektor k: 

bababak βαβαβα +=+≤+=  

Karena r<a  dan r<b  maka ( ) rrrr =+=+<+≤ βαβαβα bak . 

Jadi untuk sebarang [ ]bak ,∈  maka ( )rB ,0k ∈ . � 

 

Saat kita berbicara tentang himpunan konveks, maka kita asumsikan 

bahwa himpunan konveks tidak kosong. 

 

Jika A dan B adalah sebarang dua himpunan dalam �n dan jika λ dan µ 

adalah skalar-skalar, kita definisikan  

{ }BABA ∈∈+==+ babaxx ,,| µλµλ  

 

Lema 3.B.1 

Jika A dan B adalah himpunan-himpunan konveks dalam �n dan α dan µ 

adalah skalar-skalar, maka BA µλ +  adalah konveks. 
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Bukti: 

Misalkan 1x  dan 2x  ∈ BA µλ +  maka harus ditunjukkan bahwa 

[ ]21 ,xx  ⊆  BA µλ + . Diketahui 111 bax µλ +=  untuk sebarang A∈1a  dan 

B∈1b  dan 222 bax µλ +=  untuk sebarang A∈2a  dan B∈2b . Ambil 

sebarang [ ]21 , xxx ∈ , maka ada skalar-skalar 0,0 ≥≥ βα  dengan 1=+ βα  

sehingga 21 xxx βα += . Karenanya, 

 x   =  21 xx βα +  

⇔  x  = ( ) ( )2211 baba µλβµλα +++  

⇔  x  = ( ) ( )2121 bbaa βαµβαλ +++  

⇔  x  = 33 ba µλ +  

di mana ( )213 aaa βα +=  dan ( )213 bbb βα += .  

Karena A konveks maka A∈3a  dan karena B juga konveks maka 

B∈3b . Jadi, [ ] BA µλ +⊆21 , xx . � 

 

Lema 3.B.2 

Himpunan n
�⊆C  adalah konveks jika dan hanya jika 

( )CCC µλµλ +=+  untuk semua 0≥λ  dan 0≥µ . 

 

Bukti: 

� Jika C konveks maka untuk semua 0≥λ  dan 0≥µ : 

 CC µλ +  = { }C,0,0,| ∈≥≥+= cccxx µλµλ  
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⇔  CC µλ +  = ( ){ }C,0,0,| ∈≥≥+= ccxx µαµλ   

⇔  CC µλ +  = ( )Cµλ +  

� Ambil C, 21 ∈cc  di mana ( )CCC µλµλ +=+  dengan 0≥λ  dan 0≥µ . 

Akan ditunjukkan bahwa [ ] C, 21 ⊆cc . 

Karena C, 21 ∈cc  maka berlaku 11 cc µλ +  = ( ) 1cµλ +  dan 22 cc µλ +  = 

( ) 2cµλ + . Ambil [ ]21 ,ccc ∈ , maka untuk 0,0 ≥≥ βα  dengan 1=+ βα  

berlaku 21 ccc βα += . C∈c  jika: 

 cc µλ +  = ( ) ( )2121 cccc βαµβαλ +++  

⇔  cc µλ +  = 2121 cccc µβµαλβλα +++  

⇔  cc µλ +  = ( ) ( )2211 cccc µβλβµαλα +++  

⇔  cc µλ +  = ( )( ) ( )( )21 cc βµλαµλ +++  

⇔  cc µλ +  = ( )( )21 cc βαµλ ++  

⇔  cc µλ +  = ( )cµλ +  

Sehingga [ ] C, 21 ⊆cc  di mana 0≥λ  dan 0≥µ . � 

 

Lema 3.B.3 

Misalkan A1 ⊆ � 1n , A2 ⊆ � 2n , ..., Ak ⊆ � kn  dan misalkan A1, A2, …, Ak 

konveks.  

Maka A1 x A2 x … x Ak adalah himpunan konveks dalam � knnn +++ ...21 . 
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Bukti: 

Misalkan � = A1 x A2 x … x Ak. Untuk sebarang vektor x dan y ∈ �, 

( )kxxxx ,...,, 21=  dan ( )kyyyy ,...,, 21=  di mana untuk i = 1, 2, ..., k, 

iii A∈yx ,  dan masing-masing iA  konveks. Harus ditunjukkan bahwa 

[ ] �∈�∈∀ pyxp , . 

Untuk [ ]yxp ,∈ , maka ada skalar 0,0 ≥≥ βα  dan 1=+ βα  

sedemikian hingga yxp βα += . Karena ( )kxxxx ,...,, 21=  dan 

( )kyyyy ,...,, 21= , diperoleh: 

 p  = ( ) ( )kk yyyxxx ,...,,,...,, 2121 βα +  

⇔  p  = ( ) ( )kk yyyxxx βββααα ,...,,,...,, 2121 +  

⇔  p  = ( )kk yxyxyx βαβαβα +++ ...,,, 2211  

Karena iii A∈yx ,  dan iA  konveks untuk ki ,...,2,1= , maka 

iii A∈+ yx βα . Jadi �∈p . � 

 

Lema 3.B.4 

Jika A adalah konveks, maka pemampat A  juga konveks. 

 

Bukti: 

Misalkan A∈yx dan , maka harus ditunjukkan bahwa [ ] A⊆yx, . 

Ambil [ ]yxz ,∈ , maka yxz βα +=  untuk semua 0,0 ≥≥ βα  dan 1=+ βα . 

Dari akibat 2.H.2, ada barisan vektor { }kx  dan { }ky  di mana 
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0dan, >∈ kAkk yx  sedemikian sehingga xx =klim  dan yy =klim . Karena 

A konveks, maka ada Akkk ∈+= yxz βα  untuk setiap k. Untuk ∞→k  

diperoleh 

 kzlim  = ( )kk yx βα +lim  

⇔  kzlim  = kk yx βα limlim +  

⇔  kzlim  = kk yx limlim βα +  

⇔  kzlim  = yx βα +  

⇔  kzlim  = z 

Berdasarkan akibat 2.H.1 disimpulkan A∈z . Jadi A  konveks. � 

 

Lema 3.B.5 

Misalkan C himpunan konveks dengan int(C) ≠  Ø. Untuk sebarang 1x  ∈ 

int(C) dan 2x  ∈ C , maka segmen garis [ ) ( )Cint, 21 ⊆xx . 

 

Bukti: 

Dalam pembuktian ini akan ditinjau melalui dua kasus, yaitu: 

i. Untuk 1x  ∈ int(C) dan 2x  ∈ C. 

ii. Untuk 1x  ∈ int(C), C∈2x  dan C∉2x . 

Untuk kasus i. asumsikan bahwa 1x  ∈ int(C) dan 2x  ∈ C. Gambar 

3.B.2 berikut ini akan membantu kita mengabstraksikan pembuktian. Di dalam 

gambar diasumsikan bahwa 112 =− xx . 5 
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1
rr =

α
α

1x

2x
x αβ

 

Gambar 3.B.2 1x  ∈ int(C) dan 2x  ∈ C 

 

Akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang vektor [ )21 ,xxx ∈ , maka 

( )Cint∈x . Karena ( )Cint1 ∈x , tinggal menunjukkan untuk ( )21 , xxx ∈ , 

maka ( )Cint∈x . 

Untuk sebarang ( )21 , xxx ∈ , maka 21 xxx βα +=  dengan 

0,0 >> βα  dan 1=+ βα . Karena ( )Cint1 ∈x , maka ada lingkaran dengan 

jari-jari 0>r  berpusat di 1x  yang seluruh anggota lingkarannya adalah 

anggota C. Dari 2x  dibuat suatu garis singgung ke lingkaran yang berpusat di 

1x , dan dari x dibuat suatu garis yang tegak lurus ( )12 xx −  sedemikian 

sehingga titik ujungnya tepat pada garis singgung, maka akan terbentuk 

segitiga yang sebangun sehingga panjang garis ini adalah rα . Karena 

122 xxxx −=− α  dengan segitiga-segitiga yang sebangun, kita buat 

lingkaran baru dengan pusat di x  dan jari-jari rα  yang terletak dalam C. Ini 

akan menunjukkan bahwa ( )Cint∈x .  
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Untuk ( )Cint1 ∈x , ada 0>r  sedemikian hingga ( ) CrB ⊂,1x . Jika 

( )21 ,xxx ∈ , maka 21 xxx βα +=  dengan 0,0 >> βα  dan 1=+ βα . Harus 

ditunjukkan bahwa ( ) CrB ⊂α,x , sehingga ( )Cint∈x . 

Untuk sebarang y  ∈ ( )rB α,x  dan sebarang 
α

xyxz −+= 1 , berlaku 

r
r =<

−
=−

α
α

α
xy

xz 1 , karena itu ( )rB ,1xz ∈  dan C∈z .  

Vektor y  menjadi  

 y  = ( ) xxz +− 1α  

⇔  y  = ( ) 211 xxxz βαα ++−  

⇔  y  = 2xz βα +  

Karena C konveks, y  ∈ C sehingga ( )Cint∈x . 

 

Sekarang untuk kasus ii. ambil 1x  ∈ int(C), C∈2x  dan C∉2x . 

Perhatikan gambar 3.B.3. Pada gambar ini juga diasumsikan bahwa 

112 =− xx . 

ββ
µ

α
ρ r<=

2x

x

α

β
1x
µ

ρ
1z 2z

 

Gambar 3.B.3 1x  ∈ int(C), C∈2x  dan C∉2x  
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Karena ( )Cint1 ∈x , ada 0>r  sedemikian hingga ( ) CrB ⊂,1x . Untuk 

membuktikan lema 3.B.5, harus ditunjukkan bahwa jika ( )21 ,xxx ∈ , maka 

( )Cint∈x .  

Jika ( )21 ,xxx ∈ , ada 1,0,0 =+>> βαβα  sehingga 21 xxx βα += , 

dan berdasarkan lema 3.A, 
α
β=

−
−

2

1

xx
xx

. Karena C∈2x  maka berdasarkan 

definisi 2.G.6, 2x  adalah titik limit C dan karena C∉2x  maka dari definisi 

2.G.5, ada C∈2z  sedemikian sehingga ��
�

�
��
�

�<−
β
α

r22 xz .  

Didefinsikan ( )2211 xzxz −−=
α
β

 dan diperoleh: 

 11 xz −  = 22 xz −−
α
β

 

⇔  11 xz −  <  �
�
�

�
�
�
�

�
��
�

�
��
�

�−
β
α

α
β

r  

⇔  11 xz −  <  r  

sehingga ( )Cint1 ∈z . 

Untuk vektor x, 

 x  = 21 xx βα +  

⇔  x  = ( ) 2221 xxzz β
α
βα +�

�

�
�
�

� −+  

⇔  x  = 2221 xxzz βββα +−+  

⇔  x  = 21 zz βα +  
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Karena ( )Cint1 ∈z  dan C∈2z , maka dari kasus i. ( )Cint∈x . � 

 

Akibat 3.B.1  

Jika C konveks maka int(C) konveks. 

 

Bukti: 

Ambil ( )Cintdan 21 ∈xx . Akan ditunjukkan bahwa [ ] ( )Cint, 21 ∈xx . 

Karena ( )Cintdan 21 ∈xx , cukup ditunjukkan bahwa ( ) ( )Cint, 21 ∈xx . 

Berdasarkan pembuktian lema 3.B.5 kasus i. halaman 52, telah ditunjukkan 

bahwa ( ) ( )Cint, 21 ∈xx . 

 

Akibat 3.B.2 

Untuk sebarang C konveks dan ( ) φ≠Cint , 

i.) )Cint(  = C  

ii.) int(C) = int( C ). 

 

Bukti i.): 

� Untuk sebarang himpunan C, int(C) ⊆ C, berlaku bahwa )Cint(  ⊆ C .  

� Untuk sebarang x  ∈ C  maka untuk sebarang y  ∈ int(C), segmen garis 

[ )xy,  ⊆  int(C). Karena itu x  ∈ )Cint( , sehingga C  ⊆ )Cint( . 
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Bukti ii.): 

� Karena untuk sebarang himpunan C, C ⊆ C , berlaku bahwa int(C) ⊆ 

)(int C .  

� Untuk sebarang x  ∈ int( C ) maka dari definisi 2.G.3 ada 0>r  

sedemikian hingga B( x , r ) ⊂ C . Sekarang untuk sebarang y  ∈ int(C) 

ada segmen garis [ )zy,  yaitu perpanjangan dari segmen garis [ ]xy,  yang 

panjangnya dari y kurang dari r  melewati x . Dari lema 3.b.5 z ∈ C , dan 

karena y  ∈ int(C), diperoleh [ )zy,  ∈ int(C). Secara khusus, x  ∈ int(C).  � 

 

C. Teorema Caratheodory 

Pada sub bab ini, akan dibahas mengenai konsep-konsep yang 

mendasari Teorema Caratheodory. 

 

Lema 3.C.1 

Misalkan { }αC  adalah keluarga dari himpunan-himpunan konveks sedemikian 

sehingga αα CC �=  tidak kosong, maka C konveks. 

 

Bukti: 

Untuk sebarang C∈21 dan  xx , maka untuk sebarang bilangan bulat i, 

vektor-vektor iC∈21,xx . Karena untuk sebarang i himpunan iC  konveks 

maka [ ] iC⊆21, xx . Dengan demikian [ ] C⊆21 , xx . Jadi C konveks.  � 
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Untuk setiap bilangan bulat positif n, didefinisikan 

( )
�
�
�

�
�
� =≥== �

=

n

i
ii

T
nn ppppP

1
1 1,0|,...,p  

Jika 1=n , 1P  adalah titik 1. Jika 2=n , 2P  adalah segmen garis 

tertutup yang menghubungkan ( )1,0  dan ( )0,1 . Jika 3=n , 3P  adalah segitiga 

tertutup dengan titik-titik sudut ( )0,0,1 , ( )0,1,0 , dan ( )1,0,0 . Mudah dipahami 

bahwa, untuk setiap n, nP  adalah himpunan konveks tertutup. � 

 

Definisi 3.C.1 Kombinasi Konveks 

Vektor x  ∈  �n adalah kombinasi konveks dari vektor-vektor 1x , …, kx  jika 

ada ( ) kk Ppp ∈= ,...,1p  sedemikian hingga ....2211 kkppp xxxx +++=  

 

Lema 3.C.2  

Himpunan C ⊆  �n adalah konveks jika dan hanya jika setiap kombinasi 

konveks dari vektor-vektor anggota C juga ada di dalam C. 

 

Bukti: 

� Jika C konveks, maka akan ditunjukkan bahwa setiap kombinasi konveks 

dari vektor-vektor anggota C juga ada di dalam C. Dalam pembuktian 

pernyataan ini, digunakan metode induksi matematika.  

Untuk k = 1, jelas benar karena kombinasi konveksnya adalah vektor itu 

sendiri.  

Andaikan benar untuk k vektor, yakni bahwa  
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C...2211 ∈+++= kklll xxxx  dengan ( ) kk Pll ∈= ,...,1l  

Akan ditunjukkan benar untuk k + 1 vektor, yakni bahwa 

C... 1111 ∈+++= ++ kkkk ppp xxxx  dengan ( ) 111 ,,..., ++ ∈= kkk Ppppp  

Jika 11 =+kp , maka dari syarat �
+

=

=≥
1

1

1dan0
k

i
ii pp , berakibat bahwa 

0...1 === kpp , sehingga kombinasi konveksnya adalah vektor itu 

sendiri. 

Jika 11 <+kp , maka dari syarat �
+

=

=≥
1

1

1dan0
k

i
ii pp , berakibat bahwa 

0
1

>�
=

k

i
ip  sehingga kombinasi konveksnya ditulis sebagai berikut:  

 x = 112211 ... ++++++ kkkk pppp xxxx  

⇔  x = ( ) 112211 ... +++++ kkkk pppp xxxx  

⇔  x = ( ) 112211

1

1 ... ++

=

= +++
�

�
kkkkk

i
i

k

i
i

pppp
p

p
xxxx  

⇔  x = 11

1

2

1

2
1

1

1

1

... ++

===

=

+
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

++
���

� kkkk

i
i

k
k

i
i

k

i
i

k

i
i p

p

p

p

p

p

p
p xxxx  (1) 

Perhatikan bentuk dalam tanda kurung pada persamaan (1). 

Misalkan 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

=
���

===

k

i
i

k
k

i
i

k

i
i p

p

p

p

p

p

11

2

1

1 ,...,,q  dengan 0
1

>�
=

k

i
ip . Maka  
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���
�

===

=

+++= k

i
i

k
k

i
i

k

i
i

k

i
i

p

p

p

p

p

p
q

11

2

1

1

1

...  

⇔  
�

�

=

=

+++= k

i
i

k
k

i
i

p

ppp
q

1

21

1

...
 

⇔  
�

�
�

=

=

=

= k

i
i

k

i
ik

i
i

p

p
q

1

1

1

 

⇔  1
1

=�
=

k

i
iq  

Sehingga bentuk dalam tanda kurung pada persamaan (1) adalah bentuk 

kombinasi konveks dari k vektor anggota C. Karena itu, x dapat dipandang 

sebagai kombinasi konveks dari dua vektor anggota C, dan karena C 

konveks, maka C∈x . 

� Jika untuk setiap kombinasi konveks dari vektor-vektor anggota C ada 

dalam C, maka harus ditunjukkan bahwa C konveks.  

 Ambil Cdan 21 ∈xx . Akan ditunjukkan [ ] C, 21 ⊆xx . 

Misalkan [ ]21,xxx∈ , maka 21 xxx βα +=  dengan 1,0,0 =+≥≥ βαβα . 

Nampak bahwa α  dan β  memenuhi definisi kP  sehingga x merupakan 

suatu kombinasi konveks dari 21 dan xx . Jadi [ ] C, 21 ⊆xx . � 

 

Untuk sebarang himpunan A, misalkan K(A) menotasikan himpunan 

semua kombinasi konveks dari vektor-vektor anggota A, maka menurut lema 
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3.C.2, K(A) adalah konveks dengan memandang K(A) sebagai C. Lebih 

jelasnya bahwa:  

 ( )AA K⊆  (2) � 

 

Definisi 3.C.2 Konveks Hull 

Andaikan nA �⊆  dan { }IiCAC iii ∈∀⊆ ,,konveks|C  yaitu keluarga 

himpunan konveks yang memuat A. 

Konveks hull dari himpunan A yang dinotasikan oleh co(A), adalah irisan dari 

himpunan-himpunan konveks yang memuat A dan ditulis sebagai: 

 ( ) �
Ii

iA
∈

= Cco  � 

 

Andaikan nA �⊆  dan φ≠A . Berdasarkan halaman 40, karena �n 

konveks maka ( ) φ≠Aco , dan berdasarkan lema 3.C.1, karena irisan 

himpunan konveks adalah konveks, maka co(A) konveks. Juga berdasarkan 

definisi 3.C.2, karena ( ) �
Ii

iA
∈

= Cco  maka ( ) iA Cco ⊆  untuk sebarang 

himpunan konveks iC  yang memuat A, sehingga berlaku bahwa co(A) adalah 

himpunan konveks terkecil yang memuat A.  � 

 

Teorema 3.C.1 

Konveks hull dari sebuah himpunan A adalah himpunan semua kombinasi 

konveks dari vektor-vektor anggota A, karena itu co(A) = K(A). 
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Bukti: 

� Misalkan { }iC  menotasikan keluarga himpunan konveks sebanyak i yang 

memuat A. Karena ( )AA co⊂  dan ( ) �
Ii

iA
∈

= Cco sedangkan menurut 

bentuk (2) halaman 61, ( )AA K⊆  dimana K(A) adalah himpunan 

kombinasi konveks dari k vektor anggota A, maka co(A) ⊆ K(A). 

� A ⊆ iC  untuk setiap bilangan bulat positif i dan dari lema 3.C.2 berlaku 

bahwa untuk setiap i, semua kombinasi konveks dari vektor-vektor dalam 

A, juga anggota iC . Karena itu untuk sebarang i, K(A) ⊆ iC . Sehingga 

K(A) ⊆ �
Ii

i
∈

C  = co(A). 

 

Akibat 3.C 

Himpunan A konveks jika dan hanya jika A = co(A)  

 

Bukti: 

� Akan ditunjukkan bahwa jika A konveks maka A = co(A). 

i. Karena co(A) = K(A) dan dari bentuk (2) halaman 61, yakni 

( )AA K⊆ , maka berlaku ( )AA co⊆ . 

ii. Karena A konveks, maka menurut lema 3.C.2, ( ) AA ⊆K , sehingga 

karena ( ) ( )AA coK =  berlaku bahwa ( ) AA ⊆co . 
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� Akan ditunjukkan bahwa jika A = co(A) maka A konveks. 

Karena A = co(A) = K(A), maka A adalah himpunan semua kombinasi 

konveks dari vektor-vektor anggota A. Dari lema 3.C.2 berlaku bahwa A 

konveks. � 

 

Teorema 3.C.2 (TEOREMA CARATHEODORY) 

 Untuk sebarang nA �⊂ dan sebarang x  ∈ co(A), maka ada n + 1 vektor-

vektor 1x , …, 1+nx  ∈ A dan vektor p ∈ Pn + 1, sedemikian sehingga: 

1111 ... ++++= nnpp xxx  

 

Bukti:  

Jika x  ∈ co(A), maka dari teorema 3.C.1, 

 �
=

=
m

i
iiq

1

xx  Ai ∈x  mi ,...,1=  ( ) mm Pqq ∈= ,...,1q  (3) 

untuk sebarang bilangan bulat positif m dan sebarang q ∈ mP .  

Jika persamaan dalam bentuk (3) 1+≤ nm , maka teorema ini telah 

dibuktikan dalam pembuktian lema 3.C.2, halaman 58. 

Jika persamaan dalam bentuk (3) 1+> nm , maka kita selalu dapat 

menyatakan x sebagai kombinasi konveks dari paling banyak 1−m  vektor-

vektor anggota A. Cara seperti ini dapat diulang sampai dengan hasil yang 

diinginkan, yaitu x sebagai kombinasi konveks dari 1+n  vektor. 

Andaikan persamaan dalam bentuk (3) 1+> nm . Untuk nm >−1 , 

maka vektor-vektor anggota �n adalah ( ) ( ) ( )mmmm xxxxxx −−− −121 ,...,, . 
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Karena 1+> nm , maka menurut teorema 2.E, 1−m  vektor tersebut adalah 

bergantung linear. Sehingga menurut definisi 2.D.4, terdapat skalar-skalar 

121 ,...,, −mλλλ  yang tidak semuanya nol sedemikian sehingga,  

 0 = ( ) ( ) ( )mmmmm xxxxxx −++−+− −− 112211 ... λλλ  

⇔  0 = ( ) mmmm xxxx 121112211 ...... −−− +++−+++ λλλλλλ  

Misalkan ( )121 ... −+++−= mm λλλλ , diperoleh 

 0 = mmmm xxxx λλλλ ++++ −− 112211 ...  

⇔  0 = �
=

m

i
ii

1

xλ  (4) 

dan 

 �
=

=
m

i
i

1

0λ  (5) 

Dari persamaan (3) dan (4), untuk sebarang t  berlaku bahwa 

 x = 0x ⋅−�
=

tq
m

i
ii

1

 

⇔  x = �� ⋅−
=

m

i
ii

m

i
ii tq xx λ

1

 

⇔  x = �� −
=

m

i
ii

m

i
ii tq xx λ

1

 

⇔  x = ( )�
=

−
m

i
iii tq

1

xλ  (6) 
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Akan ditunjukkan bahwa ada nilai t sedemikian sehingga: 

i. ( ) 0≥− ii tq λ , dan 

ii. ( ) 1
1

=−�
=

m

i
ii tq λ . 

Untuk membuktikan pernyataan i., ambil { }0,,...,1| >== imiiI λ . 

Dari pernyataan sebelumnya, karena terdapat skalar-skalar 121 ,...,, −mλλλ  yang 

tidak semuanya nol, dan juga dari persamaan (5) maka berlaku bahwa φ≠I . 

Andaikan 0i  menotasikan sebuah indeks dalam I sedemikian sehingga 

�
�
�

�
�
�

∈=
i

i

i

i q
Ii

q
λλ

|min
0

0  

di mana 0≥iq  dan 0>iλ . Ambil 
0

0

i

iq
t

λ
= , maka 0≥t .  

Untuk Ii ∈ , maka berlaku: 

( ) ( ) 0
0

0 ≥��
�

�
��
�

�
−=��

�

�
��
�

�
−=−=−

i

i

i

i
i

i

i

i

i
iii

i

i
ii

qqtq
tqtq

λλ
λ

λ
λ

λ
λλ

λ
λλ   

dengan persamaan sama dengan nol terjadi jika 0ii = . 

Untuk Ii ∉ , maka 0≤iλ  sehingga ( ) 0≥− ii tq λ  dengan persamaan 

sama dengan nol terjadi jika 0=iq  dan 0=t . 

Pembuktian pernyataan ii. dilakukan dengan menggunakan persamaan 

bentuk (5), sehingg diperoleh: 

 ( ) 10
111111

=−=−=−=− ������
======

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
ii qtqtqtq λλλ  � 
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Contoh 3.C. 

Misalkan 2
�⊂A  di mana ( ) ( ){ }�∈≤+−≤== 21

2
2

2
121 ,,431|, xxxxxxA Tx . 

Daerah himpunan A ditunjukkan pada gambar berikut: 

 

Daerah himpunan A 

Jelas bahwa ( ) ( ) ( ){ }�∈≤+−== 21
2
2

2
121 ,,43|,co xxxxxxA Tx .   

Ambil ( )A
T

co
2
1

,3 ∈�
�

�
�
�

�=x . Akan ditunjukkan bahwa ada A∈321 ,, xxx  dan 

3P∈p  sedemikian sehingga: 

 3322112
1

,3 xxx ppp
T

++=�
�

�
�
�

�  

⇔  ��
�

�
��
�

�
+��
�

�
��
�

�
+��
�

�
��
�

�
=�

�

�

�

�
�

�

�

32

31
3

22

21
2

12

11
1

2
1
3

x
x

p
x
x

p
x
x

p  

Ada banyak penyelesaian bagi SPL di atas, karena jumlah variabel lebih banyak 

dari pada jumlah persamaan linearnya. Oleh karena itu jika diambil ( )T0,11 =x  

dan ( ) AT ∈= 0,52x , dan 33
1

,
3
1

,
3
1

P
T

∈�
�

�
�
�

�=p , maka berlaku: 

 ��
�

�
��
�

�
+��
�

�
��
�

�
+��
�

�
��
�

�
=�

�

�

�

�
�

�

�

32

31

3
1

0
5

3
1

0
1

3
1

2
1
3

x
x
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⇔  
�
�

�
�

�

=

++=

32

31

3
1

2
1

3
1

3
5

3
1

3

x

x
 

⇔  
��

�
�
�

=

=

2
3
3

32

31

x

x
 

Jadi untuk ( )A
T

co
2
1

,3 ∈�
�

�
�
�

�=x , ada  ( )T0,11 =x , ( )T0,52 =x , A
T

∈�
�

�
�
�

�=
2
3

,33x  dan 

33
1

,
3
1

,
3
1

P
T

∈�
�

�
�
�

�=p  sedemikian sehingga: 

�
�

�

�

�
�

�

�
+��
�

�
��
�

�
+��
�

�
��
�

�
=

�
�

�

�

�
�

�

�

2
3
3

3
1

0
5

3
1

0
1

3
1

2
1
3

 

Gambar:  

 

 Kombinasi konveks 3 vektor anggota A � 

 

x  

1x  2x  

3x  
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

Berdasarkan hasil dari penulisan skripsi ini dapat disimpulkan beberapa 

hal berikut: untuk setiap bilangan bulat positif n, didefinisikan 

( )
�
�
�

�
�
� =≥== �

=

n

i
ii

T
nn ppppP

1
1 1,0|,...,p  

Vektor x  ∈ �n adalah kombinasi konveks dari vektor-vektor 1x , …, kx  jika ada 

( ) kk Ppp ∈= ,...,1p  sedemikian hingga ....2211 kkppp xxxx +++=  Selanjutnya 

himpunan nC �⊆  adalah konveks jika dan hanya jika setiap kombinasi konveks 

dari vektor-vektor anggota C juga ada di dalam C. 

Untuk sebarang himpunan A, misalkan K(A) menotasikan himpunan 

semua kombinasi konveks dari k vektor anggota A, maka K(A) adalah konveks. 

Ini juga berakibat bahwa ( )AA K⊆ . 

Andaikan nA �⊆  dan { }IiCAC iii ∈∀⊆ ,,konveks|C  yaitu keluarga 

himpunan konveks yang memuat A. Konveks hull dari himpunan A yang 

dinotasikan oleh co(A), adalah irisan dari himpunan-himpunan konveks yang 

memuat A dan ditulis sebagai ( ) �
Ii

iA
∈

= Cco . Karena �n konveks maka ( ) φ≠Aco , 

dan karena irisan himpunan konveks adalah konveks, maka co(A) konveks. Juga 

karena ( ) �
Ii

iA
∈

= Cco  berlaku bahwa co(A) adalah himpunan konveks terkecil 

yang memuat A. 
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Convex hull dari sebuah himpunan A adalah himpunan semua kombinasi 

konveks dari vektor-vektor anggota A, karena itu co(A) = K(A). Jadi himpunan A 

konveks jika dan hanya jika A = co(A). 

Selanjutnya Teorema Caratheodory mengatakan: untuk sebarang 

nA �⊂ dan sebarang x  ∈ co(A), maka ada n + 1 vektor-vektor 1x , …, 1+nx  ∈ A 

dan vektor p ∈ Pn + 1, sedemikian sehingga: 

1111 ... ++++= nnpp xxx  
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