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ABSTRAK

Ring lokal didefinisikan sebagai ring komutatif dengan elemen satuan yang
mempunyai sebuah ideal maksimal tunggal. Skripsi ini akan membuktikan bahwa
definisi ring lokal tersebut dapat digeneralisasi melalui ekuivalensi dari tiga
pernyataan sebagai berikut:

(1) R adalah sebuah ring lokal;

(ii) semua elemen nonunit dari R termuat dalam suatu ideal M # R;
(iii)elemen-elemen nonunit dari R membentuk sebuah ideal;
dengan R adalah sebuah ring komutatif dengan elemen satuan.
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ABSTRACT

A local ring is defined as a commutative ring with unity which has a unique
maximal ideal. This thesis will prove that the definition of a local ring can be
generalized by equivalency from three following conditions:

(i) Risalocal ring;

(ii) all nonunits of R are contained in some ideal M # R;
(ii1)the nonunits of R form an ideal;

with R is a commutative ring with unity.
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BAB1

PENDAHULUAN

. Latar Belakang Masalah

Aljabar merupakan salah satu materi penting dalam matematika dan
sudah kita pelajari sejak kita duduk di sekolah dasar sampai sekolah
menengah, bahkan sampai di bangku kuliah. Salah satu struktur aljabar yang
dipelajari di bangku kuliah adalah struktur aljabar abstrak. Di dalam struktur
aljabar abstrak, penulis sudah mempelajari konsep grup. Namun penulis ingin
mengembangkan pengetahuan tentang struktur aljabar abstrak yang sudah
penulis pelajari waktu duduk di bangku kuliah, sehingga penulis ingin
mempelajari konsep ring.

Ring dengan dua operasi di dalamnya, yang biasanya dinyatakan dengan
operasi penjumlahan dan perkalian, adalah himpunan sedemikian sehingga
terhadap operasi penjumlahan merupakan suatu grup Abel dan terhadap
operasi perkalian berlaku sifat assosiatif dan memenuhi hukum distributif.
Ada macam-macam ring, misalnya ring komutatif, ring komutatif dengan
elemen satuan, daerah integral, lapangan, dan ring lokal serta ring semilokal.
Ada juga suatu hubungan yang menghubungkan macam-macam ring yaitu
ring komutatif, ring komutatif dengan elemen satuan, ring lokal, dan ring
semilokal.

Dalam tulisan ini, penulis akan membahas tentang ring lokal yaitu suatu

ring komutatif dengan elemen satuan yang mempunyai sebuah ideal maksimal
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tunggal dan ring semilokal yaitu ring komutatif dengan elemen satuan yang
mempunyai sejumlah hingga ideal maksimal, serta penulis akan membahas
tentang teorema-teorema yang ada dalam ring lokal. Selain itu penulis juga
akan membahas hubungan antara ring komutatif, ring komutatif dengan

elemen satuan, ring lokal, dan ring semilokal.

Perumusan Masalah
Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam penulisan ini dapat
dirumuskan sebagai berikut:
1. Apa contoh-contoh dari ring lokal dan ring semilokal serta yang bukan
merupakan ring lokal dan ring semilokal?
2. Teorema-teorema apa saja yang berlaku dalam konsep ring lokal?
3. Bagaimana hubungan antara ring komutatif, ring komutatif dengan elemen

satuan, ring lokal, dan ring semilokal?

Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah untuk memahami pengertian dari ring
lokal dan ring semilokal melalui contoh-contoh dari ring lokal dan ring
semilokal serta yang bukan merupakan ring lokal dan ring semilokal,
mengetahui teorema-teorema yang berlaku dalam konsep ring lokal, serta
mengetahui hubungan antara ring komutatif, ring komutatif dengan elemen

satuan, ring lokal, dan ring semilokal.
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D. Manfaat Penulisan

Manfaat dari penulisan ini adalah untuk menambah pengetahuan penulis
tentang salah satu konsep dari struktur aljabar abstrak yaitu konsep ring,
terutama tentang konsep ring lokal dan ring semilokal, serta untuk lebih
mendalami materi aljabar yang akan penulis terapkan dalam pembelajaran
matematika di sekolah.

Penulisan ini juga bermanfaat bagi para pembaca khususnya mahasiswa
setingkat S1 yang ingin memperdalam konsep ini pula. Tulisan ini dapat
digunakan sebagai salah satu acuan dasar untuk membantu pemahaman

konsep-konsep aljabar yang lebih lanjut.

. Materi Prasyarat

Materi prasyarat yang akan dibahas dalam tulisan ini meliputi grup, ring,
daerah integral dan lapangan, ideal serta homomorfisma ring. Untuk
mempersempit penulisan, penulis tidak membahas materi grup. Namun dalam
penulisan ini penulis menggunakan konsep-konsep yang ada di dalam grup

dan penulis mengasumsikan bahwa pembaca telah mempelajari sebelumnya.

. Metode Penulisan

Metode yang digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi

pustaka, sehingga dalam penulisan ini belum ditemukan hal-hal yang baru.
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BAB 11

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar yang penting untuk
mendasari pembahasan tentang Ring Lokal dan Ring Semilokal. Pembahasan
dibagi menjadi empat bagian/subbab. Subbab pertama membahas tentang konsep
ring, subbab kedua membahas tentang daerah integral dan lapangan, subbab
ketiga membahas tentang ideal, dan subbab keempat membahas tentang

homomorfisma ring.

A. Ring
Jika G adalah suatu himpunan tidak kosong, operasi biner dalam G
merupakan suatu fungsi G x G — G. Ada beberapa notasi yang biasa
digunakan untuk menyatakan bayangan dari (@, b) terhadap operasi biner,
yaitu: a + b (notasi penjumlahan), a . b (notasi perkalian), a * b, dan lain-lain.
Notasi yang akan digunakan oleh penulis dalam tulisan ini adalah notasi

penjumlahan dan perkalian.

Definisi 2.1.1
Suatu himpunan tidak kosong R disebut ring bila di dalam R didefinisikan dua
operasi yang diberi nama penjumlahan (+) dan perkalian (.) sedemikian

sehingga aksioma-aksioma berikut dipenuhi:
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1. (R, +) merupakan grup Abel, yaitu:
a. (Va,beR)a+beR
b. (Va,b,ce R)y(a+b)+c=a+(b+c).
c. A0eBR(VaeR0+a=a+0=a. (0 disebut elemen
identitas ring R)
d. WaeR(FaeRa+(a)=(a)+a=0. (—a disebut invers
aditif dari a)
e. WVa,beRa+b=>b+a.
2. R bersifat tertutup terhadap perkalian
(Va,beR)a.b eR.
3. Perkalian di R bersifat assosiatif
(Va,b,ce R)a.(b.c)=(a.b).c.
4. Berlaku hukum distributif operasi perkalian terhadap operasi penjumlahan
(Va,b,ce R)a.(b+tc)=a.bta.cdan(a+b).c=a.c+b.c.

Selanjutnya ring R sering pula ditulis dengan (R, +, .).

Sebelum menuju pada pembahasan yang lebih jauh, terlebih dahulu

diberikan beberapa kesepakatan di bawah ini:
a. Jika (R, +,.) adalah ring dan a, b € R maka a . b akan ditulis sebagai ab.
b. Jika (R, +, .) adalah ring dan a, b6 € R maka a + (-b) dapat juga ditulis

sebagai a — b.
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Sehingga, jika (R, +, .) adalah ring dan a, b, ¢ € R maka ab + ¢
berarti (a . b) + ¢, ab + ac berarti (a . b) + (a . ¢), dan ab — ac berarti

(@a.b)t(—(a.o)).

Contoh 2.1.1:

a. Himpunan semua bilangan bulat Z, himpunan semua bilangan rasional Q,
himpunan semua bilangan real R, dan himpunan semua bilangan
kompleks C merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian
bilangan dan ditulis berturut-turut sebagai ring (Z, +, .), (Q, +, .), R, +, .),

dan (C, +, .).

b
b. Misal M (2, Z) = {[" d} | a,b,c,de Z } Himpunan M (2, Z)
(&

merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks-
matriks.
c¢. Himpunan semua bilangan bulat modulo » (Z,) merupakan ring terhadap

operasi penjumlahan (©) dan perkalian (®) bilangan bulat modulo 7.

Teorema 2.1.1
Jika (R, +, .) merupakan ring, maka untuk setiap a, b € R berlaku:
(i) 0a=a0=0.

(i) a (~b) = (~a) b =— (ab).
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Bukti:
(i) Oa =(0+0)a
= Qa + Oa, padahal 0a = Oa + 0 sehingga 0a + 0a = 0a + 0.
Dengan menggunakan Hukum Kanselasi didapat Oa = 0.
a0 =g (0+0)
= a0 + a0, padahal a0 = a0 + 0 sehingga a0 + a0 = a0 + 0.
Dengan menggunakan Hukum Kanselasi didapat a0 = 0.
(ii) a (-b) + ab = a (-b + b) = a0 = 0 (menurut (i)).
Jadi a (-b) =— (ab).
(—a) b +ab = (—a + a) b =0b =0 (menurut (i)).

Jadi (~a) b = ~ (ab). [

Definisi 2.1.2

Suatu ring (R, +, .) disebut ring komutatif jika untuk setiap a dan b dalam R

berlaku ab = ba.

Contoh 2.1.2:

Ring (Z, +,.), (Q, +, .), (R, +, .), dan (C, +, .) merupakan ring komutatif.

Definisi 2.1.3
Jika (R, +, .) adalah ring, maka (R, +, .) disebut ring dengan elemen satuan

jika(@l € R) (Va € R) la=ual =a.
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Definisi 2.1.4
Jika (R, +, .) adalah ring komutatif dan memuat elemen satuan, maka (R, +, .)

disebut ring komutatif dengan elemen satuan.

Contoh 2.1.3:

a. Ring (Z, +,.), (Q, +,.), (R, +, .), dan (C, +, .) merupakan ring komutatif
dengan elemen satuan.

b. Himpunan semua bilangan genap terhadap operasi penjumlahan dan
perkalian pada bilangan bulat merupakan ring komutatif tanpa elemen

satuan.

Definisi 2.1.5
Jika (R, +, .) ring dan S ¢ R maka S disebut subring dari R bila S merupakan

ring dengan operasi penjumlahan dan perkalian di R.

Contoh 2.1.4:

a. Ring himpunan semua bilangan genap (E, +, .) merupakan subring dari
ring himpunan semua bilangan bulat (Z, +, .).

b. Ring himpunan semua bilangan bulat (Z, +, .) merupakan subring dari ring

himpunan semua bilangan rasional (Q, +, .).
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Teorema 2.1.2

Diketahui (R, +, .) ring dan S < R, maka S merupakan subring dari ring R jika
dan hanya jika:

(D) S=2 4.

Q) (Va,beS)(a+tbeS)a(abebl).

B)YNVaeS)-aes.

Bukti:

=)

Diketahui (R, +, .) ring dan S subring dari ring R, sehingga menurut
Definisi 2.1.5, (S, +, .) juga merupakan ring.

Karena S ring, maka S # & karena ada sekurang-kurangnya elemen identitas
0esS.

Sifat (2) dan (3) jelas dipenuhi karena (S, +, .) ring.

(<)

Diketahui (R, +, .) ring dan S < R, dan berlaku:

1) S=2.

Q2)(Va,beS)(a+beS)A(abeb).
B)(VaeS)-aes.

Ambil sebarang a € S maka menurut sifat (3) —a € S.

Dengan menggunakan sifat (2) didapata + (—a) =0 € S.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI {;

Jadi S memuat elemen identitas 0.

Karena diketahui S < R dan (R, +, .) ring, maka sifat komutatif (terhadap
operasi penjumlahan), sifat assosiatif (éperasi penjumlahan dan perkalian),
dan sifat distributif operasi perkalian terhadap penjumlahan juga dipenuhi di S.
Terbukti bahwa (S, +, .) merupakan ring.

Jadi menurut Definisi 2.1.5, (S, +, .) merupakan subring dari ring R. [ |

Contoh 2.1.5:

Misal N = {I}; v} | u,v,weZ } Maka N adalah himpunan bagian dari
w

ring M (2, Z), +, .) dan (N, +, .) merupakan subring dari (M (2, Z), +, .).

. Daerah Integral dan Lapangan

Dalam pembahasan ini akan dibahas mengenai definisi daerah integral
dan lapangan serta contoh-contohnya. Namun, sebelumnya akan dibahas

terlebih dahulu pengertian pembagi nol.

Definisi 2.2.1
Jika R ring komutatif, maka a € R, a # 0 disebut pembagi nol jika ada b € R,

b # 0 sedemikian sehingga ab = 0.

Contoh 2.2.1:

Pada Z3, [2] dan [4] merupakan pembagi nol karena [2] ® [4] = [0].
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Definisi 2.2.2
Suatu ring komutatif R dengan elemen satuan 1 disebut daerah integral jika R

tidak memuat pembagi nol.

Contoh 2.2.2:

a. Ring(Z,+,.), (@, +,.),dan (R, +, .) merupakan daerah integral.

b. Ring himpunan semua bilangan genap (E, +, .) bukan merupakan daerah
integral karena tidak memuat elemen satuan.

c. Zgbukan merupakan daerah integral karena Zs memuat pembagi nol.

Definisi 2.2.3
Jika (R, +, .) adalah ring komutatif dengan elemen satuan, maka b € R disebut
unit jika(dc € R) be=cb=1.

Untuk selanjutnya ¢ disebut invers multiplikatif dari b dan ditulis b

Definisi 2.2.4
Jika (F, +, .) adalah ring komutatif dengan elemen satuan, maka F' disebut
lapangan jika setiap elemen tidak nol di F mempunyai invers multiplikatif di

F,atau(Va € F—{0}) @a' € F— {0}) aa’ =a'a=1.

Contoh 2.2.3:

a. Ring(Q,+,.), (R, +,.), dan (C, +, .) merupakan lapangan.
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b. Ring himpunan semua bilangan bulat (Z, +, .) bukan merupakan lapangan
karena ada elemen di Z — {0} yang tidak mempunyai invers multiplikatif.
c. Zg bukan merupakan lapangan karena [4] tidak mempunyai invers

multiplikatif.

Teorema 2.2.1

Setiap lapangan adalah daerah integral.

Bukti:

Diketahui (F, +, .) adalah lapangan.

Akan ditunjukkan bahwa (F, +, .) tidak memuat pembagi nol.
Ambil sebarang a, b € F sedemikian sehingga a # 0 dan b # 0.

Diketahui a # 0, b # 0.

Andaikan:
ab =0
a' (ab) =a'0
(a'a) b =a'0
b =0

Kontradiksi, jadi pengandaian bahwa ab = 0 harus diingkari sehingga ab # 0.
Berarti (Va, b€ F)a70Ab#0=ab#0.
Jadi F tidak memuat pembagi nol.

Terbukti bahwa (F, +, .) adalah daerah integral. [ ]
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Teorema 2.2.2

Setiap daerah integral berhingga adalah lapangan.

Bukti:

Misalkan D adalah daerah integral yang berhingga.

Ambil sebaranga € D, a # 0.

Didefinisikan pemetaan f: D — D dengan aturan f (x) = ax, untuk setiap x € D.

Ambil sebarang x, y € D sedemikian sehingga f(x) = f(y) maka

ax ay
ax — ay =0
a(x-y) =0

Karena a € D, a # 0, dan D adalah daerah integral, maka

Jadi f pemetaan injektif.

Andaikan f'tidak surjektif, maka /(D) < D.

Karena diketahui D himpunan berhingga, maka |f (D)| < |D|, padahal sudah
dibuktikan bahwa finjektif sehingga berlaku | (D)| = |D|.

Kontradiksi, jadi pengandaian bahwa f tidak surjektif harus diingkari.

Terbukti bahwa f pemetaan surjektif.

Karena D daerah integral, maka 1 € D dan karena fsurjektif, maka ada x € D
sehingga ax = 1. '

Ini berarti a mempunyai invers multiplikatif yaitu x € D.
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Sehingga (Va e D, a # 0) (3x € D) ax = 1 atau setiap elemen tidak nol
mempunyai invers multiplikatif.

Jadi terbukti bahwa D adalah lapangan. ]

Teorema 2.2.3

Jika n adalah bilangan prima, maka Z, adalah lapangan.

Bukti:

nprima < (Va,beZ)ab=n=>a=nvb=n.
< (Vlal, [6] € Z,) [ab] = [n] = [a] = [1] v [b] = [~].
< (Vlal, [] € Z) [ab] =[0] = [a] = [0] v [6] = [O].
& Z, daerah integral.

Selain itu Z, berhingga, jadi Z, adalah lapangan (menurut Teorema 2.2.2). i

. Ideal

Dalam pembahasan ini akan dibahas mengenai definisi ideal serta

contoh-contohnya.

Definisi 2.3.1
Jika I subring dari ring R dan dipenuhi (Va € 1) (Vr € R) ar € I, maka [
disebut ideal kanan dari ring R, sedangkan jika berlaku (Va € I) (Vr € R)

ra € I, maka I disebut ideal kiri dari ring R.
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Jika I subring dari ring R, maka I disebut ideal jika (Va € I) (Vr € R)

are Ianrae l

Definisi 2.3.2
Jika I merupakan ideal dalam ring (R, +, .), maka I disebut ideal sejati atau

ideal nontrivial jika I # R dan I {0}.

Contoh 2.3.1:

a. Setiap ring R mempunyai dua ideal trivial yaitu {0} dan R sendiri.

b. Z bukan merupakan ideal dari Q karena 4 € Z, —% € Q tetapi

4[_1] - 4.2
5 5
c. Q bukan ideal dari R.

d. Misal L= {[; g ] |x,yeZ } Maka L adalah ideal kanan tetapi bukan

ideal kiri dari M (2, Z).

Teorema 2.3.1
Diketahui R ring komutatif dengan elemen satuan 1 dan a € R, maka <g> =

{ar lr e R} merupakan ideal dalam ring R.
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Bukti:
i. Perhatikan bahwa 0 € R.

Karena a0 = 0 untuk sebarang a € R, maka 0 € <a>.

Jadi <a> = O.

ii. Ambil sebarang x, y € <a>, maka adar, s € R sehingga x = ar dan y = as.
x+y =artas
=a(r+s)
=at,t=r+s cR.
Jadix+y € <a>.
iii. Ambil sebarang x € <a>, maka ada r € R sehingga x = ar.
Karena r € R dan (R, +) grup, maka ada —r € R schingga
a(r) =—ar)
=-—x € <g~>.
iv. Ambil sebarang r € R dan sebarang x € <a>.
Karena x € <a>, maka ada s € R sedemikian sehingga x = as, sehingga
rx =r (as)
=(ra) s
= q (rs)
=at,t=rs € R.
Jadi rx € <a>.
xr. =(as)r

=gq(sr)

17
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=au,u=sr € R.
Jadi xr € <a>.

Jadi terbukti bahwa <a> = {ar lreR } merupakan ideal dalam ring R. |

Definisi 2.3.3
Diketahui R ring komutatif dengan elemen satuan 1 dan @ € R, maka <g> =
{ar lreR } dikatakan ideal utama yang dibangkitkan oleh a.

Elemen a disebut pembangkit atau generator dari ideal <a>.

Contoh 2.3.2:

<5>={5n |ne Z} adalah ideal utama dalam Z yang dibangkitkan oleh 5.

Definisi 2.3.4
Ideal 7 dalam ring komutatif R disebut ideal prima jika I # R dan (Va, b € R)

abelI=>aeclIvbel

Contoh 2.3.3:
Diketahui Z3 adalah ring komutatif terhadap operasi penjumlahan dan
perkalian di Zg. Dalam ring Zg, ideal prima yang dapat dibentuk adalah

{[0], [2], [4]. [6]}-
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. Homomorfisma Ring
Dalam pembahasan ini akan dibahas mengenai homomorfisma dari ring

secara umum serta contoh-contohnya.

Definisi 2.4.1
Jika (R, +, .) dan (S, ©, ®) ring, maka pemetaan 6: R — S disebut
homomorfisma ring jika dipenuhi:

0 (a+b) =0 (a) ® 0 (b), dan

0 (ab) =0 (a)®0 (b), Va, b € R.

Contoh 2.4.1:
a. Pemetaan a: Z — Z, dengan aturan o (@) = [a], untuk setiap a € Z adalah

homomorfisma ring karena dipenuhi o pemetaan yang well-defined dan

berlaku bahwa:
» a(@a+b)  =[a+bh]
= [a] © [5]
= (@) ® o (b)
dan
a (ab) = [ab]
=[a] ® [5]

=a(@a(b),Va,becl.
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b
b. JikaH= {[g J | a,b,c € R } dan pemetaan B: H - R didefinisikan
c

b b
dengan aturan [[a D = ¢, untuk setiap [g :| € H, maka B adalah
c

0 c

suatu homomorfisma ring.

Jika y: R > S homomorfisma dan % pemetaan yang surjektif, maka 7
dikatakan epimorfisma dan S dikatakan bayangan homomorfis R.

Jika y: R —» S homomorfisma dan y pemetaan yang injektif, maka  dikatakan
monomorfisma.

Jika y: R — S homomorfisma dan ¥ pemetaan yang bijektif, maka y dikatakan

isomorfisma dan S dikatakan bayangan isomorfis R.
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BAB III

RING LOKAL

Dalam bab sebelumnya telah dibahas materi yang memprasyarati

pembahasan materi pokok dari tulisan ini. Sekarang, dalam bab tiga ini akan
dibahas materi utama dari tulisan ini yaitu ring lokal. Namun, sebelumnya akan

dibahas terlebih dahulu tentang ideal maksimal.

A. Ideal Maksimal
Pada pembahasan ini akan diperoleh kenyataan bahwa ideal maksimal
dalam suatu ring komutatif dengan elemen satuan selalu ada. Lebih jauh lagi,
ideal maksimal tersebut tidak selalu tunggal dan pasti saling beririsan

dikarenakan elemen identitas selalu termuat di dalamnya.

Definisi 3.1.1
Suatu ideal M dalam suatu ring R disebut ideal maksimal jika M # R dan untuk

setiap ideal N sedemikian sehingga M c N < R, maka N= M atau N=R.

Contoh 3.1.1:
a. <3>={3n|n e Z} adalah ideal maksimal dalam Z.
b. <4>= {4n |n e Z} bukan ideal maksimal dalam Z, karena ada ideal lain

dalam Z yaitu <2> = {2n | n € Z}, sedemikian sehingga <4> c <2>c Z.

x 21
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Lemma 3.1.1
Jika (R, +, .) adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan M merupakan

ideal dalam R sedemikian sehingga 1 € M, maka M =R.

Bukti:

Karena M merupakan ideal dalam R, maka M < R. €))
Ambil sebarang x € R.

Karena 1 € M dan A ideal dalam R, maka Ix=x € M.

Sehingga R ¢ M. (2)
Dari (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa M = R.

Jadi terbukti bahwa jika 1 € M maka M= R. |

Berikut ini akan diberikan suatu bentuk lemma yaitu Lemma Zom yang
selanjutnya akan sangat berguna sebagai dasar untuk membuktikan teorema
dalam ideal maksimal. Untuk membuktikan lemma ini, diperlukan
pemahaman konsep-konsep yang relatif jauh menyimpang dari pembahasan
topik ini. Dengan pertimbangan di atas, maka penulis membatasi pembahasan
ini untuk tidak menyertakan bukti dari lemma ini. Namun, sebelumnya akan

dibahas terlebih dahulu beberapa definisi yang mendasari Lemma Zorn.
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Definisi 3.1.2
Sebuah himpunan terurut parsial adalah sebuah himpunan tidak nol A4

bersama-sama dengan relasi urutan parsial “<” pada 4 x A, yaitu relasi yang

bersifat:
a. refleksif ra<a
b. transitif ta<bdand < cmakaa < ¢

c. antisimetris :a <bdanb < amakaa=5»

untuk semua a, b, ¢ € A.

Definisi 3.1.3

Andaikan (4, <) adalah himpunan terurut parsial. Elemen-elemen a, b € 4

dikatakan dapat dibandingkan jikaa < b atau b < a.

Definisi 3.1.4
Sebuah himpunan terurut parsial 4 dikatakan ferurut linear jika setiap dua

elemen di 4 dapat dibandingkan.

Definisi 3.1.5

Andaikan (4, <) adalah himpunan terurut parsial. Sebuah elemen a € 4
adalah maksimal di A jika untuk setiap ¢ € 4, ¢ < a; dengan kata lain, untuk

semuac € 4, jikaa < cmakaa=c.
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Definisi 3.1.6

Sebuah batas atas dari sebuah himpunan bagian tidak kosong B dari

himpunan terurut parsial (4, <) adalah sebuah elemen d € 4 sedemikian

sehingga b < d untuk setiap b € B.

Definisi 3.1.7
Sebuah himpunan bagian tidak kosong B dari himpunan terurut parsial (4, <)

yang terurut linear oleh “ <" disebut rantai.

Lemma Zorn
Jika 4 adalah himpunan terurut parsial dan 4 # & sedemikian sehingga setiap
rantai di dalam 4 mempunyai batas atas di 4, maka 4 memuat elemen

maksimal.

Teorema 3.1.1
Jika R adalah ring komutatif dengan elemen satuan, maka setiap ideal dalam R

(kecuali R sendiri) termuat dalam ideal maksimal dalam R.

Bukfti:

Misalkan 4 adalah ideal dalam R sedemikian sehingga 4 # R dan dibentuk
3= {B|4 c B, B ideal dalam R sedemikian sehingga B # R}.

Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa 3 adalah himpunan terurut parsial

5 €69

dengan relasi “c”.
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KarenaAc Amakad € 3.

Jadi I # Q.

a. Ambil sebarang B € 3.

Sehingga berlaku B — B.

Jadi 3 bersifat refleksif terhadap relasi “c”.
b. Ambil sebarang B, C, D € 3.

Sehingga berlaku jika B < C dan C ¢ D maka Bc D.

Jadi 3 bersifat transitif terhadap relasi “c”.
¢. Ambil sebarang B, C € 3.

Sehingga berlaku jika B ¢ C dan C ¢ B maka B =C.

Jadi 33 bersifat antisimetris terhadap relasi “c”.
Jadi terbukti bahwa I3 adalah himpunan terurut parsial dengan relasi “c”.
Dengan menggunakan hipotesa Lemma Zorn, kita harus menunjukkan bahwa
setiap rantai dari ideal dalam 3 mempunyai batas atas di 3.
Misalkan C = {B;|i € I} merupakan rantai di 3, dengan [ adalah himpunan
indeks.

Dinyatakan C = UB,. .

iel
Sekarang kita akan membuktikan terlebih dahulu bahwa C adalah ideal

dalam R.
Ambil sebarang a, b € C.

Ini berarti a € B;dan b € B; untuk suatu i, € I.
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Karena C adaléh rantai, maka B; c B; atau B; C B,.
1. Kasus B;c B,.
Karena a € B;dan B; c B;, maka a € B;.
Sehingga a, b € B;.
Diketahui B; adalah ideal dalam R, maka a — b € B; ¢ C dan untuk setiap
reR,rae BicC.
Jadia—b € Cdanra € C untuk setiap a, b € Cdanr € R.
2. Kasus B;c B..
Karena b € B;dan B; c B;, maka b € B,.
Sehingga a, b € B,
Dengan cara yang sama dengan 1 diperoleh a — b € C dan ra € C untuk
setiapa,b € Cdanr € R.
Dari 1 dan 2 dapat disimpulkan bahwa C adalah ideal dalam R.

Di lain pihak, karena 4 ¢ B, untuk setiap i € I maka 4 < UB,. =C.

iel
Karena B; # R untuk setiap i € / dan B; merupakan ideal untuk setiap i € I,
maka 1 ¢ B; untuk setiap i € I (perhatikan Lemma 3.1.1).

Sehingga 1 ¢ UB,. = ( dengan 1 adalah elemen satuan dalam R.

iel
Jadi C # R dan akibatnya C € 3.

Sehingga dapat disimpulkan bahwa C = | | B, adalah batas atas dari rantai C.

iel
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Berarti hipotesa Lemma Zorn dipenuhi dan akibatnya 3 memuat elemen
maksimal M.

Tetapi elemen maksimal dari 3 adalah ideal maksimal di R yang memuat 4. |l

Akibat 3.1.1
Jika R adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan M adalah ideal

maksimal dalam R, maka a € M jika dan hanya jika g bukan suatu unit.

Bukti:

=)

Diketahui a € M.

Andaikan g adalah unit, maka ada r € R sehingga ar = 1.

Karena a € M dan M adalah ideal dalam R, maka ar=1 € M.

Menurut Lemma 3.1.1, maka M = R.

Terjadi kontradiksi dengan pernyataan bahwa M adalah ideal maksimal.

Jadi, jika a € M maka g bukan suatu unit.

(<)

Diketahui a bukan suatu unit, berarti ar # 1 untuk setiap r € R.

Perhatikan bahwa menurut Teorema 2.3.1, <a> = {ar |r e R} merupakan ideal
dalam R.

Jelas bahwa <a> — R.

Karena ada 1 € R sehingga 1 # ar, untuk setiap » € R, maka 1 ¢ <a>.
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Sehingga <a> # R.

Menurut Teorema 3.1.1, dapat ditemukan suatu ideal maksimal A dalam R
sedemikian sehingga <a> < M.

Di lain pihak, a = al € <a> dengan 1 elemen R.

Karena a € <a> dan <a> c M, makaa € M.

Jadi, jika a bukan suatu unit maka a € M.

Dengan demikian terbukti bahwa a € M jika dan hanya jika a bukan suatu

unit. F J

Akibat 3.1.2
Jika R adalah ring komutatif dengan elemen satuan, maka ideal maksimal

dalam R selalu ada.

Bukti:

Perhatikan bahwa {0} adalah suatu ideal dalam R sedemikian schingga
{0} #R.

Menurut Teorema 3.1.1, dapat ditemukan suatu ideal maksimal A/ dalam R
sedemikian sehingga {0} c M.

Jadi terbukti bahwa ideal maksimal dalam R selalu ada. [ |
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B. Ring Lokal
Dalam subbab ini akan dibahas mengenai ring lokal yang merupakan
materi utama dari tulisan ini. Namun, kita mulai subbab ini dengan beberapa

definisi dan teorema yang nantinya mendasari definisi ring lokal.

Definisi 3.2.1
Andaikan 4 adalah ring komutatif. Sebuah himpunan bagian tidak kosong S
dari A dikatakan multiplikatif jika setiap hasil kali berhingga dari elemen-

elemen dari S termasuk pada S.

Contoh 3.2.1:
Jika A4 adalah ring komutatif.
Untuk setiap a € 4, himpunan dari ¢”, di mana n € N, adalah himpunan

bagian yang multiplikatif dari 4.

Teorema 3.2.1
Jika 4 adalah ring komutatif dan P adalah sebuah ideal dari 4, maka S=A4 - P
adalah himpunan bagian yang multiplikatif dari 4 jika dan hanya jika P adalah

sebuah ideal prima.
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Bukti:

=)

Diketahui A adalah ring komutatif, P adalah sebuah ideal dari 4, dan S=A4 — P
adalah himpunan bagian yang multiplikatif dari 4.

Karena S = 4 — P adalah himpunan bagian yang multiplikatif dari 4, maka
untuk setiap x, y € S mengakibatkan xy € S.

Dengan kata lain, jikax ¢ Pdany ¢ P makaxy ¢ P.

Jadi, jika S = 4 — P adalah himpunan bagian yang multiplikatif dari 4 maka P

adalah sebuah ideal prima dari 4.

(&)

Diketahui 4 adalah ring komutatif dan P adalah sebuah ideal prima dari 4.
Karena P adalah sebuah ideal prima dari 4, maka P # 4 dan (Vx, y € A)
xye P=>xePvyelP.

Dengan kata lain, jikax ¢ Pdany ¢ P makaxy ¢ P.

Berarti xy € S untuk setiap x, y € S dengan S=4 — P.

Jadi, jika P adalah sebuah ideal prima dari 4 maka S = 4 — P adalah himpunan

bagian yang multiplikatif dari 4.

Dengan demikian terbukti bahwa S = 4 — P adalah himpunan bagian yang

multiplikatif dari 4 jika dan hanya jika P adalah sebuah ideal prima dari 4.
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Untuk setiap himpunan bagian tidak kosong S dari sebuah ring komutatif
A, ada himpunan bagian-himpunan bagian dari 4 yang multiplikatif yang

memuat S, untuk contoh A sendiri.

Definisi 3.2.2
Andaikan S adalah himpunan bagian tidak kosong dari sebuah ring komutatif
A. Irisan dari semua himpunan bagian yang multiplikatif dari 4 yang memuat

S dikatakan dibangun oleh S.

Sebagai akibatnya, himpunan yang dibangun oleh S tersebut terdiri dari

semua hasil kali berhingga dari elemen-elemen dari S.

Definisi 3.2.3

Suatu relasi “~” di dalam himpunan tidak kosong 4 disebut relasi ekuivalensi
jika relasi tersebut memenuhi:

a. Sifat refleksif yakni (Va € 4) a ~ a.

b. Sifat simetris yakni (Va, b € A4) jika a ~ b maka b ~ a.

c. Sifat transitif yakni (Va, b, ¢ € A) jikaa ~ b dan b ~c makaa ~c.

Definisi 3.2.4
Jika “~” adalah relasi ekuivalensi pada himpunan tidak kosong 4, maka [a] =

{beA |5~ a} disebut kelas ekuivalensi yang memuat a.
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Definisi 3.2.5
Misal 4 adalah himpunan tidak kosong. R adalah relasi ekuivalensi pada A4.
Maka himpunan kelas-kelas ekuivalensi yang dihasilkan oleh R disebut

himpunan kuosien dari 4.

Teorema 3.2.2

Andaikan 4 adalah ring komutatif dengan elemen satuan, S adalah himpunan
bagian tidak kosong dari 4, dan S adalah himpunan bagian dari 4 yang
multiplikatif yang dibangun oleh S. Di 4 x § = {(a, s)la e 4, s € S}
didefinisikan relasi “~” dengan (a, s) ~ (a’, s°) bila ada ¢ € S sedemikian

(1)
~

sehingga t (s’a — sa’) = 0, maka relasi tersebut merupakan relasi

ekuivalensi.

Bukti:
Akan dibuktikan bahwa relasi “~” adalah relasi ekuivalensi pada 4 x S.
a. Jika sebarang (a, s) € 4 x §, maka (a, s) ~ (a, s) karena untuk setiap
r € S sedemikian sehingga
r (sa—sa) =rsa—rsa
=0.
Jadi relasi tersebut merupakan relasi yang bersifat refleksif.
b. Ambil sebarang (a, 5), (@', s’) € 4 x S.

Jika(a, s) ~(a’,s’) makaadat e S sedemikian sehingga
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t(s’a~-sa’) =0
t((sa’—s’a)=0
—t(sa’ —s’a) =0, untuk suatu—t e S.
Sehingga (a’, 5°) ~ (a, 5).
Jadi relasi tersebut merupakan relasi yang bersifat simetris.
¢. Ambil sebarang (a, s), (a’, s°), (@”’, s>’) € A x S
Jika (a, s) ~ (@’, s’) dan (a’, s°) ~ (@, s”’) maka ada t, u € S sedemikian

sehingga t (s’a —sa’) =0 dan u (s”’a’ —s’a’’) = 0, sehingga

tuls’s’ (sa—sa’)+s’s(s’a’ —s’a”)] =0
tu[(s’s’s’a—s’s’sa’) + (s’s’sa’ — s’s’sa’’)] =0
tu(s’s’s’a—s’s’sa’’ =0
tus’s’ (s”’a—sa’” =0,

untuk suatu fus’s’ € S .
Sehingga (a, s) ~ (a’’, 57°).
Jadi relasi tersebut merupakan relasi yang bersifat transitif.

Jadi terbukti bahwa relasi “~” adalah relasi ekuivalensi pada 4 x S. |

Teorema 3.2.3

Andaikan 4 adalah ring komutatif dengan elemen satuan, S adalah himpunan

bagian tidak kosong dari 4, dan S adalah himpunan bagian dari 4 yang
multiplikatif yang dibangun -oleh S. Misal 4 [S"] adalah himpunan kuosien

dari A x S terhadap relasi ekuivalensi “~” yang didefinisikan dengan
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(a,s)~(a’,s’)bilaadat e S sedemikian sehingga t (s’a — sa’) = 0. Misal g
s

adalah notasi kelas ekuivalensi yang memuat (a, s). Bila pada 4 [S]

didefinisikan 2 operasi yaitu operasi penjumlahan dan perkalian sebagai

berikut:
a b ta+ sb
—_— et — =
K st
a b _ ab
K st

untuk @, b € A, s, t € S, maka 4 [S!] adalah ring komutatif dengan elemen

satuan.

Bukti:
Akan dibuktikan bahwa 4 [S'] adalah ring komutatif dengan elemen satuan.

1. Akan dibuktikan bahwa 4 [S"'] merupakan grup Abel.

i Ambibsebatng 2. 2 £ BiisY.
st u
a b ¢ a ub+tc . 3 .
—+[=+— =—+ (definisi penjumlahan)
S t u s tu
_ AT GO SE) b simehil o)
Stu
- (uat sub) +SIC it assosiatif
Stu
penjumlahan pada 4)
ta+sb ¢ .. .
= + — (definisi penjumlahan)

st U
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- (ﬁ N ?J + € (definisi penjumlahan)
S u

Maka operasi penjumlahan di 4 [S'] bersifat assosiatif.

b. Jika 0 merupakan elemen identitas terhadap operasi penjumlahan

dalam A4, maka 9 merupakan elemen identitas terhadap operasi

penjumlahan dalam 4 [S'] karena jika % € 4 [S'] maka:

0 a s0 +1a
— + — =
1 S 1s
=9
s
dan
£+2 =1a+s0
Ky 1 1s
-4
—

c. Invers dari < terhadap operasi penjumlahan dalam 4 [S'] adalah -4
s s

karena:
-a_ a _ (~as)+as
s s s
_G
S2
=9
1

dan
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a_-a _ as+(2—as)
s s s
-9
s2
_0
1

Akan ditunjukkan bahwa (0, 5°) ~ (0, 1) sehingga =

0
oz

0
$ 1

Perhatikan bahwa untuk setiap € S berlaku
t((1) (0)-s0)y=1(0-0)

=10 10

=0.

1

-4
s2

Jadi terbukti bahwa (0, 5°) ~ (0, 1) yang mengakibatkan % !
d. Karena 4 Abel, maka didapat:

__ta+sb
st

a b
— + =
S t

_sb+ta

st

t

v |8

Maka 4 [S'] berlaku sifat komutatif.

Jadi 4 [S"'] merupakan grup Abel.
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2. Sekarang akan ditunjukkan bahwa pada 4 [S™'] berlaku pula sifat assosiatif

terhadap perkalian dan juga sifat distributif perkalian terhadap

penjumlahan.
Jika diambil sebarang 3, ?, i [S], maka:
s u
[ﬁ 2] < _abc (definisi perkalian)
stju st u
_ @) (definisi perkalian)
(st)u
_ @ (sifat assosiatif
s (tu)
perkalian pada A)
_abe (definisi perkalian)
s fu
_a [2 ﬁ] (definisi perkalian)
s\t u
dan
4 (2 + EJ ~aubtic (definisi penjumlahan)
s\t u s tu
_ b i)y (definisi perkalian)
s (tu)
_ uab +tac (sifat distributif pada 4)
stu
_ab ac (definisi penjumlahan)
st su

= (_ _) + (E EJ (definisi perkalian)
u
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Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa pada 4 [S "1 berlaku
distributif kanan.

Maka dalam A4 [S'] berlaku sifat assosiatif perkalian dan hukum
distributif.

Jadi 4 [S"] merupakan suatu ring.

3. Akan ditunjukkan bahwa 4 [S"'] merupakan suatu ring komutatif.

Jika diambil sebarang £, % e 4 [S], maka:
S

ab _ab (definisi perkalian)
s t st
ba . :
= i (sifat komutatif pada 4)
s
b a . . .
= P (definisi perkalian)
s

Jadi 4 [S"] merupakan suatu ring komutatif.

4. Akan ditunjukkan bahwa 4 [S"'] merupakan suatu ring komutatif dengan

elemen satuan.

Jika diambil sebarang < € 4 [S"], maka ada % € 4 [S"] sehingga:
S

1 a
1 s

it
v |8

1
1

i

v | R

Jadi 4 [S™"] merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan. |
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Definisi 3.2.6
Ring 4 [S] yang dimaksud dalam Teorema 3.2.3 disebut ring fraksi dari A

yang didefinisikan oleh S.

Untuk selanjutnya ring fraksi 4 [S] ditulis juga dengan S'A4. Bila S

adalah komplemen dari ideal prima P dari 4, ditulis Ap = S'A.

Sekarang kita akan mendefinisikan ring lokal.

Definisi 3.2.7
Suatu ring komutatif 4 dengan elemen satuan disebut ring lokal jika A

mempunyai sebuah ideal maksimal tunggal.

Catatan:
Dari Teorema 3.1.1 berarti setiap ideal dalam sebuah ring dengan elemen
satuan termuat dalam suatu ideal maksimal, ideal maksimal tunggal dari

sebuah ring lokal 4 harus memuat setiap ideal dari 4 (kecuali 4 sendiri).

Lemma 3.2.1
Jika (F, +, .) adalah lapangan, maka ideal dalam F hanyalah {0} atau F

sendiri.
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Bukti:

Misalkan 7 adalah ideal dalam F dan diandaikan 7 = {0}.

Sehingga harus dibuktikan bahwa I = F.

Diketahui F merupakan lapangan, berarti (Va#0 € F) (3a” € F)aa' = 1.
Ambil sebarang a € L

Karena / ideal dalam F makaa € F.

Sehingga berlaku aa’ =1, untuk suatua® € F.

Di lain pihak, karena 7 ideal dalam F, maka untuk a € I dan a” € F berlaku
aa'=1¢el

Maka menurut Lemma 3.1.1, F=1.

Jadi ideal dalam F hanyalah {0} atau F sendiri. [ |

Teorema 3.2.4

Setiap lapangan merupakan ring lokal.

Bukti:

Diketahui (F, +, .) adalah lapangan.

Menurut Lemma 3.2.1, ideal dalam F hanyalah {0} atau F sendiri.

Karena tidak ada ideal N dalam F sedemikian sehingga {0} ¢ N < F, maka
{0} merupakan ideal maksimal dalam F.

Sehingga ideal maksimal dalam F hanya tunggal yaitu {0}.

Karena ideal maksimal dalam F hanya tunggal, maka menurut Definisi 3.2.7,

F merupakan ring lokal. [ ]
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Contoh 3.2.2

a. Diketahui Z3 adalah ring komutatif dengan elemen satuan terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian di Zg. Dalam ring Zg, ideal maksimal yang
dapat dibentuk adalah {[0], [2], [4], [6]}. Karena ideal maksimal dalam
ring Zg hanya tunggal, maka menurut Definisi 3.2.7, ring Zg merupakan
ring lokal, tetapi bukan lapangan.

b. Diketahui Z;¢ adalah ring komutatif dengan elemen satuan terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian di Z,9. Dalam ring Z;o, ideal-ideal
maksimal yang dapat dibentuk adalah {[0], [2], [4], [6], [8]} dan
{[0], [5]}. Karena dalam ring Z;p mempunyai dua ideal maksimal, maka

ring Z ;o bukan merupakan ring lokal.

Teorema 3.2.5

Setiap daerah integral berhingga merupakan ring lokal.

Bukti:
Misalkan D adalah daerah integral yang berhingga.
Menurut Teorema 2.2.2 dan Teorema 3.2.4, D merupakan ring lokal.

Jadi terbukti bahwa setiap daerah integral berhingga merupakan ring lokal. W

Teorema 3.2.6

Jika » adalah bilangan prima, maka Z, merupakan ring lokal.
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Bukti:
Menurut Teorema 2.2.3 dan Teorema 3.2.5, Z,, merupakan ring lokal.
Jadi terbukti bahwa jika » adalah bilangan prima, maka Z, merupakan ring

lokal. |

Teorema 3.2.7

Andaikan A4 adalah ring komutatif dengan elemen satuan, P adalah sebuah

ideal prima dari 4, S adalah komplemen dari ideal prima P dari 4, dan S
adalah himpunan bagian dari 4 yang multiplikatif yang dibangun oleh S. Maka

ring Ap merupakan ring lokal dengan ideal maksimal dari Ap adalah ideal

M={£|aeP,se§ }
s

Bukti:

Andaikan 4 adalah ring komutatif dengan elemen satuan, P adalah sebuah
ideal prima dari 4, S adalah komplemen dari ideal prima P dari 4, S adalah
himpunan bagian dari 4 yang multiplikatif yang dibangun oleh S, dan
Ax S ={(a,s)|a €d,s e g}.

Misal (a, 5), (b, /) € Ax S.

@as)~b,He3Jue S, u (ta—sb)=0.

Menurut Teorema 3.2.2, relasi “~” adalah relasi ekuivalensi.

L={B.DedxS|@®1~(@,s5)-
S
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Ap={—a—|aeA,se S }
s

Dengan operasi yang didefinisikan:

a_ b :ta+sb’
1 st
ab _ab
t st

(4p, +, .) adalah ring komutatif dengan elemen satuan menurut Teorema 3.2.3.

‘Mm&mm&mMMmM={ghelﬂseS

} merupakan ideal
s

maksimal dari Ap.

ngehjm%eM
S

Gla_ 20
s 1

st

Karena P ideal, maka ab € P dan st € S.

Jadi ﬂﬁ e M.
st

Berarti M merupakan ideal dari Ap.
2. Misalkan J adalah ideal dari 4p dengan M < I < 4p.
Andaikan 7# M.

Berartiadax € I, x ¢ M.

Makax=f1 dengana ¢ P, s € §,iniberartia,se S.
Ky .

Diambil y = > e 4p.
a
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Maka xy =

Karena I memuat elemen satuan %, maka menurut Lemma 3.1.1, /= A4p.

Jadi M merupakan ideal maksimal dari 4p.
Akan ditunjukkan bahwa 4p merupakan ring lokal.
Misalkan 7 ideal maksimal dari 4p.
Andaikan ada x € I dengan x ¢ M, seperti cara 2, maka I = 4p.
Kontradiksi, karena 7 ideal maksimal.
Jadi x € I maka x € M yang berarti / ¢ M.
Karena / ideal maksimal dengan M # Ap, maka I = M.
Jadi ideal maksimal dari 4p adalah tunggal.

Sehingga terbukti bahwa 4p merupakan ring lokal. [ |

Sebagai akibatnya, andaikan 4 adalah ring komutatif dengan elemen
satuan dan P adalah sebuah ideal prima dari A. Ring Ap disebut ring lokal dari

A pada P, atau ring lokal dari P.

Contoh 3.2.3:
Diketahui 4 = Z¢ adalah ring komutatif dengan elemen satuan terhadap

operasi penjumlahan dan perkalian di Z¢. Dalam ring Z, ideal prima yang
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dapat dibentuk adalah ideal P = {[0], [3]}. Komplemen dari ideal prima P dari
Zs adalah S = {[1], [2], [4], [5]}- Himpunan bagian dari Z¢ yang multiplikatif
yang dibangun oleh S adalah S = {[1], [2], [4], [5]} =S.

Maka ring

P={mmmmmmmm@ﬂlmmﬂ1@mm}
(07007 007 007 [0 017 (21 [21° (21 (41 (41 (41" 151151 [51 5]

merupakan ring lokal dengan ideal maksimal dari 4p adalah ideal

17 [1°[2]°[41°[5]

Teorema 3.2.8

Jika R adalah sebuah ring komutatif dengan elemen satuan, maka kondisi
berikut adalah ekuivalen.

(i) R adalah sebuah ring lokal;

(i) semua elemen nonunit dari R termuat dalam suatu ideal M # R;

(iii)elemen—elemen nonunit dari R membentuk sebuah ideal.

Bukti:

Untuk membuktikan bahwa kondisi (i), (ii), dan (iii) adalah ekuivalen, cukup
dibuktikan (i) = (ii) = (iii) = (i).

(i) = (ii)) Jika a € R adalah sebuah nonunit, maka menurut pernyataan dalam

bukti dari Akibat 3.1.1, <a> # R. Oleh karena itu, menurut catatan
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setelah Definisi 3.2.7, <a> termuat dalam ideal maksirﬁal tunggal
dari R.

(i) = (iii) Jika semua elemen nonunit dari R termuat dalam suatu ideal
M # R, maka dengan jelas dapat dilihat bahwa elemen-elemen
nonunit dari R membentuk sebuah ideal.

(iii) = (i) Jika elemen-elemen nonunit dari R membentuk sebuah ideal, maka
ideal yang dibentuk tersebut adalah sebuah ideal maksimal dari R
(menurut Akibat 3.1.1). Jadi, jika elemen-elemen nonunit dari R

membentuk sebuah ideal, maka R adalah sebuah ring lokal. [ |

Teorema 3.2.9
Jika R dan S adalah ring, f adalah epimorfisma ring dari R ke S, dan 7 adalah

ideal dalam R, maka f (/) = {f (a) | a € I} merupakan ideal dalam S.

Bukti:
Diketahui fadalah epimorfisma ring dari R ke S dan 7 adalah ideal dalam R.
Karena I adalah ideal dalam R, maka 0 € I, sehingga f(0) € f(J).
Karena fhomomorfisma ring dari R ke S, maka f(0) = 0" € f(J).
Jadif () # @.
Ambil sebarang x, y € f (I), maka ada a, b € I sedemikian sehingga x = f (a)
dan y = f(b), sehingga

x® () =f(a) ® (/1))

=f(@®f(-D)
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=f(a+ (b))
=f(a—b) ef()sebaba-b e I.
Jadi (Vx,y € f(D) x® () € (D).
Ambil sebarang r € S dan x € £(J).
Karena f merupakan fungsi surjektif dari R ke S, maka ada a € R sehingga
r=f(a), dan karena x e f(I), maka ada b I schingga x = 1 ().
Selanjutnya
r®x =f(a)®f(b)
= f(ab)  f(I) sebab ab € I
dan
x®r =£(b)® f(a)
=f(ba) € f(I) sebab ba € I.

Jadi (Vx e f(D) (Vre ) r®x e f(DAxQr e f(I).

Jadi f(/) merupakan ideal dalam S. |

Teorema 3.2.10

Setiap bayangan homomorfis tidak nol dari sebuah ring lokal adalah lokal.

Bukti:

Andaikan R adalah ring lokal dengan ideal maksimal tunggal dari R yaitu ideal
M dan R’ adalah ring.

Misal pemetaan ®@: R — R’ adalah suatu epimorfisma ring.

Akan dibuktikan bahwa @ (R) merupakan ring lokal.
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1. Akan ditunjukkan bahwa @ (M) merupakan ideal.
Menurut Teorema 3.2.9, ® (M) merupakan ideal dari ® '(R).
2. Akan ditunjukkan bahwa ® (M) merupakan ideal maksimal.
Misalkan N’ adalah ideal dari ® (R) dengan ® (M) c N' c R'.
Andaikan V' # © (M).
Berartiadax € N',x ¢ ® (M).
Maka x =f(a) dengana ¢ M.
Diambil y =f(a™) € R'.

Makaxy =f(a)f(@")=f(aa’)=f(1) € N'.

Karena N' memuat elemen satuan, maka menurut Lemma 3.1.1, N = R'.

Jadi @ (M) merupakan ideal maksimal dari @ (R).
3. Akan ditunjukkan bahwa ® (M) merupakan ideal maksimal tunggal.

Misalkan V' ideal maksimal dari @ (R).

Andaikan ada x € V' dengan x ¢ @ (M), seperti cara 2, maka N' = R'.

Kontradiksi, karena N' ideal maksimal.

Jadi x € N' maka x € ®@ (M) yang berarti N' < © (M).

Karena N ideal maksimal dengan @ (M) # @ (R), maka N' = @ (M).
Jadi ideal maksimal dari @ (R) adalah tunggal.

Sehingga dari 1, 2, dan 3 terbukti bahwa ® (R) merupakan ring lokal.

48
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C. Ring Semilokal

Dalam pembahasan ini akan dibahas mengenai definisi ring semilokal

serta contoh-contohnya.

Definisi 3.3.1

Sebuah ring komutatif 4 dengan elemen satuan disebut ring semilokal jika A

mempunyai sejumlah hingga ideal maksimal.

Catatan:
i. Karena setiap ring lokal hanya mempunyai ideal maksimal tunggal (dapat
juga dikatakan berhingga), maka setiap ring lokal adalah ring semilokal.

ii. Karena setiap lapangan merupakan ring lokal, maka setiap lapangan juga

merupakan ring semilokal.

Contoh 3.3.1:

a. Diketahui Z,¢ adalah ring komutatif dengan elemen satuan terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian di Z;9. Dalam ring Z;o, ideal-ideal
maksimal yang dapat dibentuk adalah {[0], [2], [4], [6]. [8]} dan
{[0], [5]}. Karena dalam ring Z;o hanya mempunyai dua ideal maksimal
(dapat juga dikatakan berhingga), maka ring Z;o merupakan ring

semilokal, tetapi bukan ring lokal.
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b. Diketahui ring (Z, +, .) merupakan ring komutatif dengan elemen satuan.
Karena dalam ring (Z, +, .) mempunyai ideal maksimal tak hingga banyak,

maka ring (Z, +, .) bukan merupakan ring semilokal.

Sekarang kita akan mengetahui hubungan antara ring lokal dan ring

semilokal dengan macam-macam ring lainnya.

Andaikan:

A adalah himpunan semua ring lokal.

B adalah himpunan semua ring semilokal.

C adalah himpunan semua ring komutatif dengan elemen satuan.
D adalah himpunan semua ring komutatif.

Maka hubungan antara 4, B, C, dan D adalah sebagai berikut:

AcBcCcD.
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BAB1V

KESIMPULAN

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan pada bab-bab sebelumnya, dapat

ditarik kesimpulan sebagai berikut:

1.

Dari definisinya bahwa ring lokal adalah ring komutatif dengan elemen satuan
yang mempunyai sebuah ideal maksimal tunggal dan ring semilokal adalah
ring komutatif dengan elemen satuan yang mempunyai sejumlah hingga ideal
maksimal, berarti setiap ring lokal merupakan ring semilokal.

Setiap lapangan merupakan ring lokal dan juga merupakan ring semilokal.
Andaikan 4 adalah ring komutatif dengan elemen satuan, P adalah sebuah
ideal prima dari 4, S adalah komplemen dari ideal prima P dari 4, dan S
adalah himpunan bagian dan 4 yang multiplikatif yang dibangun oleh S. Maka

ring Ap merupakan ring lokal dengan ideal maksimal dari 4p adalah ideal
M= {9—|aeP,se S }
s

Jika R adalah sebuah ring komutatif dengan elemen satuan, maka kondisi
berikut adalah ekuivalen.

(i) R adalah sebuah ring lokal;

(ii) semua elemen nonunit dari R termuat dalam suatu ideal M # R;
(iii)elemen-elemen nonunit dari R membentuk sebuah ideal.

Setiap bayangan homomorfis tidak nol dari sebuah ring lokal adalah lokal.

51
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. Andaikan 4 adalah himpunan semua ring lokal, B adalah himpunan semua

ring semilokal, C adalah himpunan semua ring komutatif dengan elemen
satuan, D adalah himpunan semua ring komutatif, maka hubungan antara 4, B,

C, dan D adalah sebagai berikut:

AcBc CcD.
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