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ABSTRAK

Tujuan penulisan karya ilmiah ini adalah untuk maatbmodel dan
menyelesaikan persamaan diferensial linear ordesed

Metode yang digunakan dalam penulisan ini adalatodeestudi pustaka.
Sehingga dalam penulisan ini belum dapat ditemiieduinal baru.

Hasil dari penulisan skripsi ini adalah : 1) pemlad dan penyelesaian
model persamaan diferensial linear orde dua dalatargn mekanik dan 2)
pemodelan dan penyelesaian model persamaan difdrénear orde dua dalam
getaran elektrik.

Jenis getaran mekanik ada tiga yaitu getaran hasmnosilasi paksa dan
getaran teredam. Dengan mengasumsikan bahwa gagpbgkerja pada titik
pusat massa terletak pada satu garis lurus dak &da gaya luar yang bekerja
maka persamaan diferensial yang memodelkan getarharmonis adalah
my" +ky=0. Penyelesaian persamaan diferensial ini adalah

y =c,cosat +C, sinat . Jika pada getaran harmonis diberikan gaga maka
persamaan diferensial linearnya menjadiy” +ky=r(t disgbut persamaan
getaran osilasi paksa. Penyelesaian persamaan erdifak ini adalah

y =¢, cosat +c, sinat +y, di manay, adalah penyelesaian partikular. Jika pada
getaran harmonis diberikan gaya peredams —cy’' maka persamaan diferensial
linearnya menjadiy” +cy' +ky= @isebut persamaan getaran teredam.
Penyelesaian persamaan diferensial wi=ce ' +c,e’'di mana Aadalah

penyelesaian persamaan karakteristik +cA +k = 0

Jenis getaran elektrik misalnya getaran yang dillk@n dari rangkaian
RLC paralel tanpa sumber dan getaran yang ditinaoutkari rangkaian RLC seri
dengan sumber. Persamaan diferensial RLC paralgbatasumber adalah
Cv"+iv'+iv=0 Penyelesaian persamaan diferensial ini adalah

v(t) = Ae’' + Ae’2' di mana Aadalah penyelesaian persamaan karakteristik
CA*+iA+1=0 Persamaan diferensial RLC seri dengan suiafieradglah
Li"+Ri"+Zi =E(t). Penyelesaian persamaan diferensial ini adalah
i(t) =ce’ +c,e’?' +i  di manaAadalah penyelesaian persamaan karakteristik
LA>+RA+1=0 dan y,adalah penyelesaian partikular persamaan difelensia
Li"+Ri"+Zi = E(t)

Vi
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ABSTRACT

Aim of writing this scholarly paper is to makingreodel and solve linear of
similarity differential second order.

Method that we use in this writing script is a noettof book study. Thus, in
this writing script has not found yet new things.

Result of writing this script are: 1) modeling aswlution model of linear of
similarity differential second order in mechanidndtion and 2) modeling and
solution model of linear of similarity differentiabecond order in electric
vibration.

Mechanic vibration has 3 kinds that are harmoniaibsation, compulsive
oscillation, and hushed vibration. Assuming tha& émergy work on centre point
of mass is located on one vertical line and no ro#imergy out there been work,
then similarity differential which modeling harmonis vibration ismy” +ky= 0

Solution of this similarity differential is y=c, cosat +c,sinat. If on
harmonious vibration, gave an energy as large(fas then the linear of similarity
differential becomemy” +ky=r(t ) called similarity of compulsive oscillation
vibration. Solution of this similarity differentialy =c, cosat +c,sinat +y,
where y, is a particular solution. If on harmonious viboatigave a forse as large
as F=-c¢y', then similarity differential becomemy” +cy’' +ky= ,Ocalled
similarity of hushed vibration. Solution of this nslarity differential is
y=ce "' +c,e', where 1 is a solution of similarity characteristic
mA’ +cAd+k =0.

Kind of electric vibration such as a vibration tlgherge from combination

of RLC parallel without source and a vibration teaterge from combination of
RLC series with source. Similarity differential BLC parallel without source is

Cv"+iv'+iv=0. Solution of this similarity differential is
v(t) = Ae’' + Ae’?', where 1 is a solution of similarity characteristic
CA*+iA+1=0. Similarity differential from RLC series with sa&E(t)is

Li"+Ri"+Z%i =E(t). Solution of this similarity differential is
i(t) =ce' +ce'? +i,, where A is a solution of similarity characteristic
L)I2+R/1+%:O and y, is a particular solution of similarity differentia

Li"+Ri"+ i = E(t).

Vil
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah
Telah kita ketahui bahwa situasi dan fenomena dd&emdupan sehari-
hari di dunia ini dapat dilukiskan ke dalam benm&tematika yang disebut

model matematika Salah satu topik dalam matematika yang banyak

digunakan dalam penyusunan model matematika untakalah-masalah
dalam kehidupan ini antara lain adalah dalam beRtrsamaan Deferensial.

Persamaan Deferensial banyak memegang perananngemintuk
menyatakan peristiva-peristiva dalam dunia nyatasamya dalam

pertumbuhan dan peluruhan, yang dirumuskan secatienmatika oleh:
I ky (1.6)

Persamaan Deferensial di atas melukiskan besasardve yang sering
dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, misalnyayekuhan penduduk, arus
listrik dalam kapasitor, dan peluruhan radio akt#ng berubah dengan waktu
sedemikian sehingga laju perubahan besaran bermphdngsung dengan
besaran itu sendiry adalah besaran yang berubah tladalah waktu, maka
peristiwa tersebut disajikan dengan Persamaan &ef@l (1.6), dimank
adalah konstanta pembanding. Contoh yang lain:

P_,
5 =KO-9) (1.1)
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Persamaan Deferensial ini merupakan PersamaaneDsiar orde pertama,
yang sering kita jumpai dalam kehidupan nyata &nat dalam bidang
Ekonomi. Persamaan Deferensial (1.1), menggambaifarharga dari suatu
produk tertentu, dimana laju waktu perubahan hdrgdanding langsung
dengan selisih permintaan dan penawaran. AndaikaneRyatakan harga
produk pada saat, D adalah permintaan untuk produk d& adalah

penawaran, maka peristiwa tersebut dapat dirumuskanurut persamaan
(1.1). Contoh yang lain yaitu:

dv
a e .
dt A

Persamaan (1.2) diatas melukiskan percepatiari suatu benda atau partikel
yang bergerak adalah laju perubahan kecepataradap wakttl

Dari beberapa uraian di atas dapat dilihat balsvagmaan diferensial dan
aplikasinya sangat penting untuk dipelajari. Matéentang persamaan
diferensial dapat kita pelajari dalam perkuliahttapi untuk penerapannya
sangat sedikit dibahas dalam kuliah. Oleh karemapienulis berminat untuk
mengangkat judul aplikasi persamaan diferensiad oiuwh dalam fisika. Hasil
penulisan ini diharapkan dapat menarik minat untakmpelajari dan

mengembangkan persamaan diferensial.

1.2 Perumusan masalah
Masalah yang akan dibahas dalam penulisan ini ladaknerapan

persamaan deferensial dalam Fisika
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1.3 Pembatasan Masalah
Masalah yang akan dibahas dalam penulisan ini asbdtanya pada

penerapan persamaan deferensial linear orde kealaen djetaran rangkaian

listrik dan mekanika.

1.4 Tujuan Penulisan
Penulisan ini bertujuan untuk membentuk dan mesgétan pemodelan

dalam bentuk persamaan deferensial linear ordeskddiam fisika

1.5 Metode Penulisan
Metode yang akan digunakan dalam penulisan kahdalah metode studi

pustaka. Sehingga dalam penulisan ini belum dapahdkan hal-hal baru.

1.6 Manfaat Penulisan

Bagi penulis, penulisan ini bertujuan untuk lebilendalami Persamaan
deferensial linear orde kedua dan penerapan pessadederensial linear orde
kedua dalam Fisika.

Bagi bidang llmu yang bersangkutan, hasil penulisadiharapkan dapat
memperjelas kegunaan dan penerapan persamaan ndeferknear orde
kedua dalam kehidupan nyata terutama dalam ilmikaisehingga menarik
minat untuk mempelajari dan mengembangkan ilmu ybaegsangkutan.
Dengan demikian, ilmu tersebut akan semakin beragaifagi manusia dalam

membantu menyelesaian masalah dalam kehidupannya.
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1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika dalam skripsi ini, akan ditulis dengasunan sebagai berikut:
BAB| PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang Masalah

1.2Perumusan Masalah

1.3Pembatasan Masalah

1.4Tujuan Penulisan

1.5Metode Penulisan

1.6 Manfaat Penulisan

1.7 Sistematika Penulisan

BAB Il LANDASAN TEORI

2.1 Persamaan Diferensial Linear

2.2 Penyelesaian Umum Persamaan Diferensial Linear
2.2.1 Persamaan Diferensial Linear Homogen Ordedangan

Koefisian Konstan
2.2.2 Persamaan Diferensial Linear Non Homogen Orcke
dengan Koefisien Konstan

2.3 Eksistensi dan Ketunggalan Soal Nilai Awal Beraan
Diferensial Linear

2.4 Hukum-hukum dalam Fisika

2.5 Rangkaian Sederhana

2.6 Pemodelan Matematika
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3.2 Aplikasi Persamaan Diferensial dalam Mekanika

BAB |V PENUTUP
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BAB 11

LANDASAN TEORI

2.1 Persamaan Deferensial Linear
Pada bagian ini akan dibahas tentang pengertiasampeaan diferensial
linear.

Berikut akan diberikan pengertian dari persamateratisial linear tingkat

Definisi 2.1
Persamaan deferensial linear tingkat (ondejalamy adalah persamaan
yang berbentuk
2,y +a,,(x)y" +..+a ()Y +a,(y = f(X)
(2.1)
fungsi-fungsif(x), a(x), a(x),..., a(x) adalah fungsi dark, bukany,
dimanaa,(x)#0 dalam interval [a,b]
Suatu persamaan diferensial disebut linear jikaratygyarat berikut
dipenuhi:
* Fungsi yang belum diketahui dan derivatif-derivad secara aljabar
hanya berderajat satu
» Tidak ada hasil kali yang berkaitan dengan fungsigybelum diketahui
dan derivatif - derivatifnya atau dua atau lebih\asif

» Tidak ada fungsi tansendental dgriy’, y" dan seterusnya.
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Contoh 2.1

Berikut ini diberikan contoh persamaan diferenkredar

y"+y=sinx
dy
—==-2y=9
dx y

pada persamaan (2.1), fungsi) di ruas kanan disebut fungsi masukan(input)
atau penggerak (driving). Apabila ruas kiri darrgzenaan (2.1) sama dengan
nol atau

a,()y"™ +a,,(y"™ +..+a (X)y +a,(x)y=0 (2.2)

maka persamaan (2.2) disebut persamaan deferdimgal homogen. Jika
ruas kanan persamaan tidak sama dengan nobffan# O untuk semua
dalam [a,b] persamaan disebut persamaan diferdimgal non homogen. Jika
ao(X), a(x), &(x),.. , a(x), merupakan fungsi konstan, maka persamaannya
disebut persamaan diferensial linear dengan keefidtonstan, dan jika
koefisien fungsi itu berubah maka persamaannyabdispersamaan dengan

koefisien variabel.

Contoh 2.2
Persamaan

y'+2y=0

dy , dy

dx®*  dx +x7y =0

kedua contoh di atas adalah persamaan diferemmgalIhomogen, sedangkan

kedua contoh berikut adalah persamaan diferemsesdrd non homogen
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y" +y =cosx
y'+2y+e* =0
jika kita subtitusikann = 2 pada persamaann (2.2), maka persamaan (2.2)
menjadi
a,(\)Y" ta(x)y +a,(X)y =0,a,(x) #0
(2.3)
karenaa, (x) # 0 maka persamaan diferensial (2.3) dapat kita tulis
y'+P(9y +Q(x)y =0 (2.4)
Persamaan deferensial (2.4) disebut bentuk balsaperan deferensial linear

homogen orde dua.

Contoh 2.3

2- .
- il , Gl g
dtz  dt

2. X°y"+y=0
contoh 2.3.1 merupakan persamaan deferensial lihearogen orde dua
dengan koefisien konstan, sedangkan contoh 2.3.2ipalean Persamaan

deferensial homogen orde 2 dengan koefisien vdriabe
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2.2 Penyelesaian Persamaan Deferensial Linear Homogen
Persamaan diferensial linear dikelompokan menjadi yhitu persamaan
diferensial linear homogen dan persamaan diferetisi@ar non homogen.
Sebelum membahas penyelesaian persamaan diferénse berikut akan

diberikan penjelasan tentang penyelesaian bebearlin

Penyelesaian Bebas Linear
Definisi 2.2

Penyelesaian persamaan diferensial tingkat-n disebhempunyai n
konstanta dasar sebarang, jika penyelesaian itarseajabar tidak dapat
disederhanakan menjadi bentuk yang memuat kuramg rdakonstanta

sebarang.

Definisi 2.3

1. nfungsiy,,Yy,,..Y,disebut tak bebas linear pada interval [a,b] jiepat
ditentukan konstanta-konstant&i,c,,...,g; yang tidak semua nol
sedemikian sehinggacyyr + Cy» + .. + Ccyn = O
(2.5)

2. jika relasi dalam persamaan (2.5) benar, haiga b
C1=C2=... = C, = 0, makan fungsiy, Y», ..., ¥ disebut bebas linear
Apabila dua fungsi tak bebas linear maka saldhnga sama dengan

kelipatan dari yang lain, sebaliknya fungsi bebasdr maka tak mungkin

menyatakan suatu fungsi sebagai kelipatan yang lain
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Misal ada dua fungsi(x) dany»(x) yang tak bebas linear pada selang
a < x < b, maka dapat diambil kesimpulan bahwa salah &atgsinya
merupakan Kkelipatan konstan dari fungsi yang lannyndai, yi(X)
merupakan kalipatan konstan dgi(x), dapat ditulis
ya(x) = k ¥a(X)
(2.6)

atau

K= 1
Y2(X)

turunkan persamaan (2.6), menjadi

y1(X) = ky,(X) (2.7)
atau
k= L(X)
Y,'(X)
jadi A y'i(X)
Y, (X) V2 (X)
atau

Y1(X) Y2 (¥) = Y, () y1(X)
Y1 (%) Y2 (X) = Y, () y1(x) =0 (2.8)
persamaan (2.8) dapat diubah dalam bentuk detennyaitu

Y,(%) ¥,(%)
yi(%) v3(x)

(2.9)

10
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jadi dua fungsi tak bebas linear, dapat diubahndddantuk determinan seperti
(2.9) yang nilai determinannya sama dengan nol.
Untuk tiga fungsiyi(x), y(x), y(X) yang tak bebas linear pada interval [a,b],

dengan jalan yang sama dapat ditentukan bahwa

V(X)) Y.(%) Ys(X)
i(X)  ¥o(X)  y3(x) |=0as<0<b
i) ¥a(X)  y3(X)

Teorema 2.1

Andaikan koefisien-koefisieny, ai, &,..., & adalah fungsi-fungsi kontinu
dari x pada interval & x < b danys, Y, Vs,..., h» adalah penyelesaian-
penyelesaian persamaan diferensial linear homogen

a, (Y™ +a_,(X)y"? +..+a,(X)y +a,(x)y=0 (2.2)

maka fungsi-fungsyi, y», s,..., » adalah bebas linegada [a,b] jika dan

hanya jika determinan

Y, (X) () e V.
Y (X) Vo(¥) e YA(X)

W(X) =y;(X) Y5 (X) o Ye(x) |20 (2.10)
A ¢ N A 64 R VA 0%

11
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Bukti:
< jika W(x)# 0, fungsi harus bebas linear. Kita andaikan &)+ 0, maka
fungsi tidak bebas linear. Karena fungsi tidak Isebbi@mear makadapat
ditentukan sebarang konstaotac,, c,..., G, tidak semua nol, sehingga

G Y (X) +C,Y,(X) +...+ ¢y, (X) =0
kita turunkan relasn -1

€Y () +C,Y5(0) * e+ €y, (0) =0

Y, (X)+c,y,(X) +...+¢c,y (X) =0

Y, " () +c,y, " () +..+c,y, " (x) =0
jadi semuac memenuhi persamaan homogen, karepac, Gs,..., G tidak
semua nol, maka determin®¥(x) harus nol untuk setiap Tetapi determinan
W(x) telah kita asumsikan tidak sama dengan nol. Barajadi kontradiksi,

maka fungsi harus bebas lineBukti selesai

Contoh 2.4

Fungsi-fungsily; = sin 2xdany, = cos 2xadalah penyelesaian persamaan
tingkat dua y"+4y = 0 Perlihatkan bahwa mereka membentuk himpunan

funggsi-fungsi bebas linear.
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Penyelesaian

W() = sin2x COS2X
2c0os2x  —2sin2x

-2sin?2x—-2cos 2x=-2#0

KarenaW(x) # 0 untuk semu&, maka fungsi-fungssin 2xdancos 2xbebas
linear.

Setelah membahas penyelesaian bebas linear, falanjakan kita cari
penyelesaian persamaan diferensial linear homogkan diawali dengan

devinisi kombinasi linear dari dua penyelesaian.

Definisi 2.4
Andaikany; dany, adalah penyelesaian basis persamaan deferendgipl (2
yang bebas linear dam sertac, adalah konstanta-konstanta sebarang, maka

ciy1 + C2 Y2 disebut kombinasi linear dari dua penyelesaian.

Teorema 2.2

Jikay; dany, adalah penyelesaian basis persamaan deferendialy@ng
bebas linear daoy sertac, adalah konstanta-konstanta sebarang, maka
kombinasi lineacyy; + c, Y, juga penyelesaian persamaan diferensial (2.4).
Bukti

y1 merupakan penyelesaian, maka berlaku+ P(x)y; + Q(x)y, =0
dan

y> merupakan penyelesaian, maka berlgku P(x)y, + Q(X)y, =0

akan dibuktikan bahweyy; + coy. memenuhi

13
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Y

(eys+ey,) +PMe Y, +,3,) +QM(ey +c,y,)=0

dengan linear derivatif maka

C,y1 + P(X)c,y; + Qe Y +6,Y; + P(X)C,y; +Q(X)¢,y, =0
karenay; + P(X)y; +Q(X)y, =0 dany; + P(x)y, + Q(X)y, =0, maka

Ciy1 + C2y2 memenuhi

U

(€Y, +¥,) +POIEY: +CY,) +QM)(EY: +C,y,)=0

Bukti selesai

Teorema 2.3 Prinsip Superposisi
Jikays, V», ..., ¥ adalah penyelesaian dasar yang bebas linear daH P
3,y +a,, ()Y +..+a ()Y +a,(x)y =0 (2.2)
dan jikacy, ¢, ..., ¢ adalah konstanta sebarang, maka kombinasi linear
y = Y1 + Cy2 + ... + GV, jJuga merupakan penyelesaian persamaan
deferensial (2.2)

Bukti:

Kita buktikan untuk = 2, karenay; dany, adalah penyelesaian persamaan

(2.2), maka kita tulis

a,(0)Y," +a,, (Y, +..+a,()y; +3,(x)y, =0 (2.11)
dan

a,(0Y,"” +a,, ()Y, +..+a,(X)Yy, +a,(X)y, =0 (2.12)

andaikan setiap suku persamaan (2.11) kita kalilearganc; dan setiap suku

persamaan (2.12) kita kalikan dengankemudian kita jumlahkan, hasilnya

14
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a, (e ™ + ¢, |+ ..+ a,([cy; +¢,y,] = 0 (2.13)

dengan sifat linearitas derivatif kita mempunyai

™ —

oy +6,y," =y +c,y, ]

jadi persamaan (2.13) adalah pernyataan bahwac,y, +c,y, adalah

penyelesaian persamaan (2.2)

Bukti selesai

Contoh 2.5

Misalkan fungsiy; = € dany, = e adalah penyelesaian persamaan
y" +2y' -3y =0. Tunjukkan bahwa kombinasi linear=c, e* +c,e™ juga
penyelesaian persamaan diferengiat 2y' -3y = 0

Penyelesaian

Untuk memperlihatkan bahwa kombinasi linear damluee fungsi tersebut
adalah suatu penyelesaian, kita tunjukkan bapwiany, saling bebas dengan
mencari wroskiannya

X —3X

e e
ex i, 3e—3x

W(y,,Y,) = =-3e¥-e*=-4e %0

KarenaW(y,Y-) # 0, makay; dany, saling bebas.
Kemudian kita mensubtitusikan= c,€* + c,e>* ke dalam persamaan

y" +2y' -3y =0, maka akan didapatkan
d 2 X -3x d X -3x X —3x
prees (ce” +c,e™)+ 25 (ce” +c,e™)—-3(ce +c,e ™)

=€ + 906 + 2 C1€°- 6 e - 3 1€ - 30, = 0.
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Ini  memperllihatkan bahwa kombinasi linear tersebatlalah suatu

penyelesaian.

Contoh 2.6

Fungsiy = 2" dany, = 46 keduanya adalah penyelesaian persamaan
y" +6Yy' +9y =0. Tunjukkan bahwa y = &* + 4™ bukan penyelesaian
persamaan diferensigl’ +6y' +9y = .0
Penyelesaian

Untuk memperlihatkan bahwa kombinasi linear dadueefungsi tersebut
adalah suatu penyelesaian, kita tunjukkan bahwiany, saling bebas dengan

mencari wroskiannya

26 g4e™
-6e* —12e7*

W(y., ;) = =24 4246 =0

KarenaW(y,Y2) = 0, makay; dany, tak bebas linear.
Kemudian kita mensubtitusikan= 26 + 4¢™* ke dalam persamaan

y"+2y' -3y =0.maka akan didapatkan
d2 2 -3X 4 -3X d 2 —-3X 4 S3X; 2 X 4 —-3X
W(e +e)+a(e +tde ™) - (2¢" +4e)

- 1&-3X + %-3X = 66-3X _ 1&-3X _ 26-3X o 4e-3X

:_36-3X #O
jadi y = 2e¥* + 4e® bukan penyelesaian persamaan diferensial
y'+2y'-3y=0

16
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Dari contoh 2.5 dan 2.6 dapat kita lihat bahwa Bim@si linear
penyelesaian-penyelesaian basis akan menjadi @may@h persamaan

diferensial jika penyelesaian-penyelesaian basibebas linear

Penurunan Tingkat
Teorema 2.4
Jikay; adalah penyelesaian Persamaan Deferensial lineaoden tingkat
n
2,y +a,,()y"? +..+a )y +a,(x)y=0 (2.2)
maka subtitusiy, = y;v diikuti subtitusi w=V', menjadikan persamaan
(2.2) menjadi Persamaan Deferensial tindhkat)
Bukti:
Kita perlihatkan bukti untuk Persamaan Deferenlanagar homogen tingkat
dua, penjelasan untuk persamaan tingkat lebih Igbggi buktinya sejalan
dengan bukti untuk persamaan tingkat dua.
a,(¥)y" +a,(x)y' +a,(x)y=0 (2.3)
di manaay, &, dan a; kontinu danay(x) # 0 untuk setiapx dalam suatu
interval & x < b. Andaikany; adalah penyelesaian non trivial persamaan (2.3)
dan
y> = y1v, di manav adalah fungsi dar yang akan ditentukan. Turunkas
dua kali maka akan diperoleh
Y2 YV YV

n __ n I I I,
Y, =YV 2y V YV

17



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

masukany,, y,,Y,, ke dalam persamaan (2.3) kita peroleh
2, ()(y2v" + 2y + ypv) + & () (v’ + Yiv) + 2, () (y.v) = 0
a,(X) V" +28, () Y1V +8,(X) Y1V +a () Y,V + 8, (X Y1V + 8, (X) y,v = 0
dengan menulis persamaan ini dalam persamaan dalgita peroleh
a,()yV" +(2a8,(0y; +2,0y, V' + (2, () Y1 +2,()y; +2,(x)y, v =0 (2.14)
karena diketahuy; adalah penyelasaian persamaan (2.3), maka kaefisie
adalah nol. Maka dari itu persamaan (2.14) menjadi
a,()y,v" +(28,(x)y; +a,()y, V' =0
akirnya kita misalkarw =V', maka dihasilkan Persamaan Deferensial linear
homogen tingkat satu
a,(X) ;W +(2a,(x)y; +a,(x)y, w=0
yang memperlihatkan penurunan tingkat. Kargna yiv di manav adalah
fungsi darix, maka ini memperlihatkan bahwadany, adalah penyelesaian-
penyelesaian bebas lineBukti selesai

Penyelesaian Persamaan Deferensial tingkat dua adengetode

penurunan tingkat menghasilkan Persamaan Defeleimsgkat satu yang

dapat diselesaikan dengan perhitungan faktor pasgyal.

Contoh 2.7
Perlihatkan bahwa fungsj, = € adalah penyelesaian persamaan

diferensial y" —4y = Q Gunakan metode reduksi tingkat untuk menenntukan

penyelesaian bebas linear yang kedua dan tulisspesaian umumnya
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Penyelesaian

< Masukkan y, =e* y, =2e”*,dan y; =4e*,dalam persamaan
y'-4y=0

di dapat 4e™ -4(e*)= Q yang memperlihatkan bahwsg, = e*adalah
penyelesaian

< penyelesaian kedua berbentyk = ve™
diperoleh dengan memasukkan = ve™, y, = Vv'e™ +2ve® dan

y, =V'e® +4v'e”™ + 4ve’™ ke dalam persamaan diferensial yang diketahui.
Jadi

v'e” +4v'e™ + 4ve™ - 4(ve*) =0

dengan menjabarkan dan mengelompokkan suku-sukpéableh

V'+4v' =0

misalkanw = V' kita peroleh

W +4w =0

dengan memisahkan variabel didapatkan

W adx=0
W

kemudian kita integralkan didapat
Inw+4x=Inc
Inw =1Inc—4x

S4X

w=ce

W=V =ce’
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penyelesaian kedua adalah
Vo=V eZX — e—4x e2x: e—2x
maka penyelesaian umum persamaan diferensial adalah

y=cg e +c e

2.2.1 Penyelesaian Persamaan Deferensial Linear Homogen Orde Dua
dengan Koefisien Konstan
Kita sekarang akan mempelajari tentang penyersapersamaan
diferensial linear homogen orde dua dengan koefigenstan. Berikut ini
akan dibahas tentang persamaan diferensial lineaogen dengan koefisien

konstan yang akan dimulai dengan definisi berikut.

Definisi 2.5

Persamaan diferensial linear homogen orde duaatiekgefisien konstan
mempunyai bentuk baku:
y'+ay' +by=0 (2.15)

dimanaa danb adalah konstanta.

Persamaan dengan koefifien konstan sedikit spestagi sangat luar biasa
dalam penerapan. Di dalam sub bab ini kita akangmesilkan penyelesaian

umum dari (2.15)
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Untuk menentukan penyelesaian umum persamaan kité, harus
memperhatikan bahwa setiap penyelesaian persan?adh) @dalah fungsi-
fungsi yang memenuhi pesamaan diferensial. Meskgm banyak fungsi

yang mempunyai sifat ini, suatu fungsi yang deiinga adalah kelipatan

konstanta dengan dirinya sendiri, salah satunytu yangsi e'*. Jadi jika

"X maka derivatif - derivatifnya adalaly’ = Ae'*,y" = A?e'*. Kita

y=e
subtitusikan bentuk ini dalam persamaan (2.15krdieh

e +ale’ +be' =0

(2 +a1+b)e’ =0

karenae’* tidak pernah nol, maka persamaan ini dipenuhilkuséimua nilai,
pembuat nol. Ini berarti, persamaan (2.15) dapaelesaikan dengan
menentukan akar-akar persamaan

PQ)=i2+al+b=0 (2.16)

Kedua akar persamaan tersebut adalah
A, =1i(-a++a’-4b) dan A, =i(-a-+a’ - 4b) (2.17)
jilka 4, adalah penyelesaian persamaan (2.16) makae™* adalah

penyelesaian persamaan (2.15). Persamaan (2. Hbutlisebaggiersamaan

bantu atau persamaan karakteristdlri persamaan diferensial (2.15).

Contoh 2.8
Persamaan bantu dari persamaan diferengial7y’'—9y = addlah
A +71-9=0
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Untuk menyelesaikan persamaan (2.15), dapat dakbn dengan
mencari akar-akar persamaan karakteristik (2.1&reKaa dan b dalam
persamaan (2.17) adalah bilangan-bilangan nyat&a np@rsamaan (2.16)
mempunyai 3 kemungkinan yaitu
Kasus | (dua akar nyata yang berbeda)

Kasus Il (dua akar nyata kembar)

Kasus lll(dua akar kompleks sekawan)

Tentang penyelesaian persamaan (2.16) akan dik@bhsbeberapa kasus
berikut ini.

Kasus|

Kita misalkan akar-akar persamaan (2.16) adalahdeea berbeda. Kasus ini
muncul bila diskriminare? — 4b persamaan (2.17) positif, dengan demikian
akar-akar dalam persamaan (2.16) merupakan bilaregnyang tidak sama
dengan nol.

Jadi persamaan karakteristik mempunyai dua akar xgalan 1,, yang
berbeda. Karena akar-akarmyjadanl,, maka penyelesaian persamaan (2.15)
adalah

A X

y1 = e dany, = e®*

Untuk memperlihatkan kedua fungsi tersebut beba®ati digunakan

wroskian dari pasangan penyelesaian ini adalah

A x e/lzx

W(y,,y, )(x) = = (), - 1, )tk

Ale/llx AzeAzx
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Karena A, - A, # 0, maka Wroskian tidak sama dengan nol untuk serua

Jadi kedua fungsi tersebut, bebas linear.

Dapat disimpulkan bahwa jika persamaan karaktkrgdri persamaan (2.15)
mempunyai dua akar real yang berbeda yaituan A,, maka penyelesaian
umumnya adalah

A x

y =ce® +c,e™ (2.18)

persamaan (2.18) merupakan penyelesaian umum peaBaf2.15) bila akar-

akar persamaan bantunya merupakan akar real berbeda

Contoh 2.9
Tentukan penyelesaian umum dary”-3y'+2y=  (Persamaan
karakteristiknya ~ adalah A*-31+2=(1-2)(A-1)=0.  Akar-akar

karakteristiknya adalahy = 2 dani, = 1. Jadi penyelesaian umumnya adalah

y = €7+ Cef

Contoh 2.10

Selesaikan persama&y"-y'-y= 0

Penyelesaian

Tentukan dahulu persamaan karakteristiknya, yaitu

P(A) =242 -1-1=(24+1)(A-1)=0 kemudian dapat ditentukan akar-akar

karakteristiknya yaitul, = -1 danA, =1

. 1
Penyelesaian umumnya adalgl ce?” +c,e*
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Kasusl|
Misalkan akar-akar persamaan (2.16) adalah reakdara. Kasus ini muncul

bila diskriminana® — 4bpersamaan (2.17) bernilai nol atau

2
b= %. Dengan demikian persamaan (2.15) menjadi

2

y"+ay'+a7y:O (2.19)

2
dan persamaan (2.16) menjadfi + al +a7=0, yang mempunyai dua akar

real yang sama, = A, = —%

kita peroleh dua solusy, =e* dany, =e ?". Karena kedua penyelesaian

tidak bebas linear, maka penyelesaian kedua tielpatt Sekarang kita akan

mencariy, yang bebas linear terhadgp

Kita andaikany, = ve**, v = v(x) maka

a
] 7 =X

- 2 _E _%X
y, =ve 2ve

2
" n_—ox 1o a -2x
y,=V'e? —ave:? +—2 ve 2
kemudian subtitusikary,, y,, Y, kedalam persamaan (2.15),

2 2 2
n 2 _a a _a , -2 a _a a _a
v'e 2 —ave > +7ve - —7ve o +7ve =0

Ve =0
V" - O

kita misalkanw = V', maka
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w =0

d—W=O—>dw=O
dx

selanjutnya kita integralkan kedua ruas, kita dapatw = ¢
sehinggay = cx +d
kita ambil untukc =1 dand = 0— v =X

X

jadi penyelesaian kedua dari persamaan (2.15) ladala xe
jadi penyelesaian umum persamaan (2.15) adalah
y=ce 2 +C,xe

y=(c,+c,x)e " (2.20)
persamaan (2.20) merupakan penyelesaian umum peaBaf2.15) bila akar-

akar persamaan bantunya merupakan akar real daam $tahini berarti jika

akarnya berulangh kali, maka penyelesaian memuat polinom berderajad

(n-3

Contoh 2.11

Selesaikan persamaan diferensgrak 4y’ + 4y = 0

Penyelesaian

Persamaan bantu dari persamaan diferensial adaladA + 4 = 0

atau(A+2)A1+2)=0
Maka penyelesaian umum persamaan adalah

— -2 —2X — -2
y=ce > +c,xe® =(c, +c,x)e
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Kasus|l|

Misalkan akar-akar (2.15) adalah kompleks. Kasugs nmuncul bila
diskriminan

a® — 4bpada persamaan (2.15) bertanda negatif.

Bila @’ — 4b< 0, maka persamaan (2.16) menjadi

A= - %a +iw dan iy = - %a — io ( dua bilangan kompleks sekawan )

dengamw = /b —la2

sekarang andaikan bahwa metode yang digunakan akarkakar real yang

berbeda dapat digunakan, maka penyelesaian umuahada

é—iw)x

y=c,e et ol
y=ce e +c,e el
y=e 2" (c,é* +c, e (2.21)
untuk mengubaha(_%““’)x dalam bentuk real kita gunakan definisi berikut in
Definisi 2.6

Fungsi eksponen komplek¥ didefinisikan sebagai berikut

eX = cosx+isinx

Dengan definisi 2.5, persamaan (2.21) dapat kitdnubenjadi

y =e (¢, (coswx +i sinwx) + ¢, (coswx —i sinwx))
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y=e? (c3 COSwWX + C4i SINWX+C, COSWX—C, i sina)x)

y=e ((c, +c,) coswx + (¢, —¢,)isinwx)

dengan memisalkam = c3 + ¢4 danc, = (C3 - ¢&4)i, maka kita peroleh

y =€ #*(c, coswx +c, i sinwx) (2.22)
persamaan (2.22) merupakan penyelesaian umum peaBaf®@.15) bila akar-

akar persamaan bantunya merupakan akar kompleks.

Contoh 2.12

Tentukan suatu penyelesaian umum dari persamgaar2y’ + 10y = 0
Penyelesaian

Persamaan ciri daiy” -2y’ +10y = @dalahA®* =21 +10= 0

yang memiliki dua akar kompleks

A, =1+4/1-10=1+3 dan A, =1-3

penyelesaian persamaannya yaitu

y, =€e*“cos3x dany, =e”*sin3x

jadi solusi umumnya adalah

y = €*(c, cos3x + ¢, sin3x)

2.2.2 Penyelesaian Persamaan Deferensial Linear NonHomogen Orde Dua
dengan Koefisien Konstan
Pada sub bab sebelumnya telah kita bahas tentasgnpean diferensial

linear homogen orde dua dan penyelesaiannya. Sek&ita akan membahas
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tentang persamaan diferensial linear nonhomogene omua dan

penyelesaianya.

Definisi 2.7
Persamaan diferensial linear non homogen orde dumash koefisien
konstan adalah persamaan yang mempunyai bentuk
y'+ py' +qy= f(X) (2.23)
di manap dang adalah konstan ddix) adalah fungsi yang kontinu pada

interval a< x < b.

Definisi 2.8
Suatu fungsiy, yang tidak memuat konstanta sebarang dan memenuhi

persamaan (2.23) diselpegnyelesaian partikular dari persamaan.

Contoh 2.13

Tunjukkan bahway, =3e" adalah penyelesaian khusus dari persamaan

y"+3y +2y=18¢"

Penyelesaian

Untuk menunjukkan tinggal mensubtitusikay, =3e*, y, =3¢* dan
Y, =3¢

ke dalam persamaayl’ + 3y’ + 2y =18e* menghasilkan
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3e* +3e")+ 2(3e* ) = 18¢"

Definisi 2.9
Bersesuaian dengan (2.23), adalah persamaan dii@reomogen
y'+py+qy=0 (2.24)

disebutpersamaan diferensial homogen yang terkait

Definisi 2.10
Penyelesaian umum dari persamaan diferensial hamymeg terkait(yc)

disebutpenyelesaian komplementer.

Teorema 2.5: Prinsip Superposisi
Andaikany, merupakan penyelesaian partikular dari (2.23) alathaikan
Yo merupakan penyelesaian komplementer dari persant2a24), maka

penyelesaian umum (2.23) adalah

Y=Yt VYp (2.25)

Bukti

Yp adalah penyelesaian khusus dari (2.23), mgka py, +qy, = f(x dan)

y. adalah penyelesaian komplementer, mpkay. + y, adalah fungsi yang
mempunyai dua konstanta sebarang. Akan dibuktikamvay = y: + yp

merupakan penyelesaian persamaan (2.23)
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Andaikany = y; + y, adalah penyelesaian persamaan diferensial (2.33 mak
(v +y,) +plye +v,) +aly. +v,)= 10

(vi+py. +ay.)+ vy + py, +ay,)= f(x)

0 +f(x) =f(x)

f(x) =1(x)

Persamaary, + py. +qy, = ,karenay. adalah penyelesaian komplementer,
persamaary, + py, +qy, = f(x ,)karenay, adalah penyelesaian pertikular

dari persamaan diferensial linear nonhomogen. Mika itu fungsiy: + yp
adalah penyelesaian persamaan (2.23) dan karenalpeamian itu memuat
dua konstanta sebarang, maka penyelesaian itunpegapakan penyelesaian

umum persamaan diferensial (2.B2)kti selesai

Contoh 2.14

Tunjukkan bahwa y = %xz adalah penyelesaian pertikular dari

y'+2y=x*+1, kemudian tentukan penyelesaian umum persamaan

diferensial linenar non homogeyt +2y =x*+ 1

Penyelesaian:
Untuk menunjukkan bahway = %xz adalah penyelesaian persamaan
diferensial, subtitusikany = %xz dan y"=1 ke dalam persamaan

y" +2y = x* +1, maka didapatkary” + 2y =1+ 2(% xzj =x*+1
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perhatikan persamaan homoggh+2y = d@n akar-akar persamaan bantu

A +2=0 adalah A1=iv/2 dan A=-i/2. jadi penyelesaian umum

persamaan homogen adalah
Y, =C,cosV2x+c,sin/2x

jadi penyelesaian umum persamaan diferensialrlimea homogennya adalah

y= clcos\/§x+czsin\/§x+%x2

Teorema 2.6

Andaikan Yo, adalah penyelesaian partikular dari
Yot Py, tay, = f,(X)
Yo tPY, Ay, = fi(X) (2.26)
dany, adalah penyelesaian partikular day|, + py, +qy, = f,(x )
Yo, tPY,, +AY, = f2(X) (2.27)
makay, +y, adalah penyelesaian partikular dari persamaan
y'+py +qy=f,(x)+ f,(x) (2.28)

Bukti

Untuk menunjukkan bahway =y +y, adalah penyelesaian umum dari
persamaan (2.28), kita subtitusikap=y, +y ke dalam ruas kiri dari

persamaan (2.28) dan sehingga akan sama dengdwansas Maka diperoleh

(ypl +Y, ) + p(ypl +Y, ) + q(ypl +Y,, ) =f,(x)+ f,(¥)
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i, + pyy, +ay, )+ lys, + oy, +ay, )= 00+ £,

fL () + £,(3) = f,(x) + f,(x)

bentuk y, +py, +qy, sama dengafh(x) karenay, adalah penyelesaian
partikular dari (2.26) dan bentuk, + py, +qy, sama dengah(x) karaena
y,, adalah penyelesaian partikular dari (2.27)

Bukti selesai

Metode Koefisien Tak Tentu

Sekarang kita akan menentukgnpersamaan diferensial non homogen
yang didasarkan pada pengandaian baypraempunyai bentuk umum yang
sama dengan penyelesaian khusus dari fungsi peggdan kemudian
menentukan koefisien-koefisien pagiayang memenuhi pesamaan diferensial.
Proses perhitungan koefisien-koefisigg ini disebut metode koefisien tak

tentu.

Definisi 2.11
Keluarga diferensial suatu fungsi adalah himpunamg$i yang terdiri dari
fungsi itu sendiri dan semua derivatif bebas lingar dimana koefisien-

koefisien numerik dihapus dari keluarga diferensial

Metode koefisien tak tentu hanya efektif untuk fsingenggerak berupa

fungsi-fungsi yang telah dicantumkan pada tabebaivah ini. Andaikan
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fungsi penggeraknya mempunyai bentgkx, sec xdanx*? metode ini akan
sulit digunakan, tetapi untuk fungsi seperti itlaki akan dibahas di sini.

Daftar tabel fungsi(x) dan bentuk keluarga diferensialnya

Fungsi Keluarga diferensial
x" (n bilangan bulat positif) {ax, ..., &

= &

sin bxataucos bx {ssin bx, cos bx

X" e {e® x& X¥e™ ..., Xe™
€™ sin bxataue™ cos bx {e™ sin bx, & cos b¥

Arti penting konsep keluarga diferensial dalam @desaian persamaan
diferensial linear non homogen adalah bahwa ketuatderensial dapat
diperlihatkan dengan syarat-syarat yang sesuaukamnum dariy, terdiri
dari kombinasi linear dari anggota-anggota keluadderensial dari fungsi
penggerak.

Kita formalkan penulisan bentuk umymadalah sebagai berikut

a. Bentuk umumy,, kecuali untuk kasus yang dijelaskan padégerdiri dari
kombinasi linear dari fungsi-fungsi keluarga difesal dari fungsi
penggerak.

b. Jika suatu suku day}p adalah duplikat dalay, maka suku duplikat dalam
yp harus digandakan denganberpangkat bilangan bulat positif untuk

membuat semua suku dalgat+ y, fungsi-fungsi bebas linear.
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Contoh 2.15

Diketahui y" — 4y = 5sin3x—9e™*, tulis bentuk umuny,!

Penyelesaian

Penyelesaian persamaan diferensial homogen yakgitaer adalah

Ve =Cp & + o e

keluarga diferensial dari sinx3adalah {sin &, cos X} dan keluarga
diferensial darie™ adalah £} maka bentuk umuny, adalah

yp =Asin X+ Bcos X+ C e

dengan membandingkan suku-suku ggdengary. kita melihat bahw&e?
adalah suku dary.. Oleh karena itu kita gandakan suku ini dengan
sehingga

yp = A sin X + B cos X + Cxe™

FungsiA sin X danB cos X tidak dikalikan dengar karena bukan kelipatan

konstan dari kedua suky

Contoh 2.16

Tentukan penyelesaian umum persamaan diferegSialy = 3cosx
Penyelesaian

Penyelesaian persamaan diferensial homogen yasgrigkutan adalah

Ve = €1 Sin X + C, COS2X

untuk menentukan penyelesaian khusus dari pe@a kita lihat bentuk

dari
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f(x) = 3 cosx. Keluarga diferensial dari cosadalah {cos, sin x} sehingga
kita andaikan bahwa bentuk umypadalah

Yp = Asinx + B cosx

bentuky, ini sudah benar, karena suku-sukunya bukan funiggisi dalamy.

y, = Asinx+ Bcosx
Y, = —Asinx - Bcosx
Masukkany, dany; ke dalam persamaan diferensial, kita peroleh

(- Asinx — Bcosx) + 4(Asinx +cosx) = 3cosx

3Asinx + 3B cosx = 3cosx

dengan menyamakan koefisien-koefisien sejenis Ild&patkan sitem
persamaan

3A=03B=3

yang mempunyai penyelesai@= ddh B =1, makay, =cosx

sehingga penyelesaian umumnya adalah

Y=Y, +Y, =C Sin2X+C, COS2X + COSX

2.3 Eksistensi dan Ketunggalan Soal Nilai Awal Persamaan Diferensial
Linear
Telah kita ketahui bahwa persamaan diferensiabfiapat mempunyai
tak hingga banyak penyelesaian atau juga dapatk tideempunyai
penyelesaian, tetapi dengan syarat tertentu, padamaan diferensial linear

itu mempunyai penyelesaian tunggal.
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Dalam sub bab ini, kita akan membahas tentang reoreksistensi dan
ketunggalan untuk soal nilai awal persamaan diatninear. Teorema

umum berikut ini untuk soal nilai awal linear tiregk2

Teorema 2.7 Eksistensi dan Ketunggalan

Perhatikan persamaan diferensial linear orde 2

y'+P(X)y' +Q(x)y=0 (2.4)
jika P(x) danQ(x) kontinu pada [a,b] dan andaikag adalah titik dalam
[a,b], maka  masalah nilai awal y"+P(X)y'+Q(X)y= ,0
y(X,) = Yo, Y (%) =V, mempunyai solusi tunggay(x) pada interval
tersebut

Teorema 2.7 tidak dibuktikan di dalam skripsi ini.

Contoh 2.17

Tentukan penyelesaian umum persamadr-y' = kefhudian perlihatkan
bahwa y"-y'=0,y(0)=1Yy'(0)= 2 mempunyai penyelesaian tunggal

pada

—00 < X< +oo
Penyelesaian
Persamaan karakteristik dayf —y' = a@alahA* -1 = Oyang akar-akarnya
adalahA = 0dan A = 1, sehingga penyelesaian umumnya adalah

y=¢ +c,e"
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karenay(0) = Imakac, +c, =1

! X

y'=c,e
karenay'(0) = 2maka c, =2
kita dapatkan nilac, =1 danc, =2

sehingga penyelesaian khususnya yajter 2e* - 1

2.4 Hukum-hukum dalam Fisika
241 Hukum Hokke
Hukum Hokke berbunyi :
F =-kx
di manaF adalah gay& adalah konstanta yang bertanda positif, xladalah
simpangan
2.4.2 Hukum Newton
Hukum Newton berbunyi :
F =ma
di manaF adalah gayan adalah massa beban, daadalah kecepatan
243 Hukum | Kirchhoff
Hukum | Kirchhoff berbunyi : Jumlah aljabar arueng melewati sebuah

simpul sama dengan nol

>i=0

37



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

244 Hukum Il Kirchhoff

Hukum Il Kirchhoff berbunyi : Jumlah tegangan yanglewati sebuah lop

sama dengan nol

> e+ iR=0

2.5 Rangkaian Sederhana
25.1 Rangkaian RL sederhana

it)
—>

WR v
+§R L g

Gambar 2.1

Bila sebuah resistor dan induktor dihubungkan seli,mana hambatan

Ohmnya tidak sama dengan nol, maka dengan refedansgambar (2.1) dan

menurut hukum tegangan Kirchhoff kita peroleh peraan

Vo +v =0
Ri+Lﬂ:
dt
9, Ro (2.29)
dt L

persamaan (2.29) adalah persamaan diferensiar Ineeaogen orde pertama
di mana i adalah arusR adalah tahanan ohmi = beda potensial antara

simpul atas dengan simpul bawah yang melalui tahdalan L adalah

induktansi.
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Untuk menyelesaikan (2.29), kita dapat menggunakemtode pemisahan

variabel sehingga

kemudian kita integralkan setiap ruas persamaaehat

di R
—=|-—dt
i
bila arus yang mengalir adalijpada sadt= 0 dani(t) pada waktu, maka

[ -

) R
Init) =Inlyg =——t
() 0 2

_R,
i(t)=1,e "

jadi arus yang mengalir dalam rangkaian padatsagdlah

R
i(t)=1,e -

R

R
—t -t
untukt —oo makael — « ataue ‘-

— 0 sehinggd(t > 0 berarti untuk

waktu yang lama maka arus akan mendekati nol.
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Contoh 2.18

Sebuah resistor yang mempunyai tahanan 10 ohmolmé@n seri seperti
gambar (3.13) dengan induktor yang mempunyai irehgit2 H. Tentukan
bentuk arus dalam induktor pada dagika i = 3 A pada saat=0
Penyelesaian

Persamaan diferensial yang sesuai dengan rangkdadah

10 +2$:O
dt

kita pisahkan variabel-variabelnya

10dt+2$:O
[

LI

i) di
oy = Jaset

In i(t) — In i(0) = -5t

i(t)=i(0) e™

karena i(0) = 3 A makat) =3e™

jadi bentuk arus yang mengalir dalam induktor peatkett adalah

i(t)=3e™A

untuk t—o makae™ — o ataue™ — 0 sehinggd(t ) 0, ini berarti untuk

waktu yang lama maka arus akan mendekati nol.nhalaipat kita lihat dalam

grafik gambar 3.14
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i 29

1

D "p2040B08 1 12141618 2
t

Gambar 2.2

2.4.2 Rangkaian RC sederhana

| €
C

Gambar 2.3
Bila sebuah resistor dan kapasitor dihubungkanlglardi mana hambatan
Ohmnya tidak sama dengan nol, maka dengan refedarnisjambar (2.3) dan

menurut hukum arus Kirchhoff kita peroleh persamaan

ic +ig=0

4+ = v=0 (2.30)

persamaan (2.30) adalah persamaan diferensial Ineaogen orde pertama
di manaR adalah tahanan ohm,adalah beda potensial antara simpul atas

dengan simpul bawah yang melalui tahaRatanC adalah kapasitansi.
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Untuk menyelesaikan (2.30), kita dapat menggunakemtode pemisahan

variabel sehingga

kemudian kita integralkan setiap ruas persamaaeleat
ﬂl = I—i dt
v RC

bila tegangan yang mengalir adaldpada saat= 0 dani(t) pada waktu,

maka
.[V(t)ﬂl = —i tdt
VoV RC-o
Inv(t) = In \§ = ———t
RC
P VO 1
V, RC
1
V) _ owe
VO
_y
v(t) =V, e R

jadi tegangan dalam rangkaian pada sadtalah

1

V(t) =V, e ’¢

1, _1,
untuk t -0 makaeR® — « ataue R¢ — 0 sehingga/(t )0, ini berarti

untuk waktu yang lama maka arus akan mendekati nol.

Contoh 2.19
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Sebuah resistor yang mempunyai tahanan 8 ohm #aédmn paralel dengan
kapasitor yang mempunyai kapasitansi 2 F sepenibga (3.15). Tentukan
bentuk umum dari beda potensial dalam kapasitoa gadt, jika i = 2 volt
pada saat= 0

Penyelesaian

Persamaan diferensial yang sesuai dengan rangkdadah

i’+lv:0
d 2

kita pisahkan variabel-variabelnya

N Lhi=o0
v 2

-—dt

ﬂ/_l
\Y; 2

Ivm dv _ t

L
v(0) v o 2

In v(t) — In v(0) = —;t

1

vit) =v(0) e 2
karenav(0) = 2 maka

v(t)=2e?

L

jadi bentuk arus yang mengalir dalam induktor peatt adalah

1
v(t) =2e 2 yolt
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1, 1,
untukt —oo makae? — « ataue 2 — 0 sehinggav(t ) 0, ini berarti untuk

waktu yang lama maka arus akan mendekati nol.

ini ditunjukan pada gambar 2.4

3q
281
29

v 1.57

0.5

Gambar 2.4

2.6 Pemodelan M atematika
Model Matenatika adalah salah satu bentuk kordapm matematika
untuk mempelajari fakta-fakta dalam kehidupan nyi&aomena)
Beberapa prosedur dalam pembuatan model matematika:
a. Mengidentifikasi masalah
b. Membuat asumsi-asumsi, maksudnya yaitu mengurakgprtfaktor yang
ada yang dianggap kurang berpengaruh
c. Menteremahkan model
Terdapat dua tahap penterjemahan model yaitu:
= Penentuan variabel-variabel yang sesuai
Kita harus memilih variabel-varibel yang sesuatulk mewakili suatu

kejadian dan kita harus mengerti arti dari simbwibol dalam

44



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

pemodelan yang akan kita gunakan sehingga kitat dag@@ahami arti
dari model itu
= Menentukan hubungan antara variabel-variabel yadgrsdipilih
Jika dalam menentukan hubungan antara variabedhelri kita
menemui masalah yang sangat kompleks sedemikianggeh kita
kesulitan untuk menemukan hubungan antara variabebel maka
kita harus membuat penyederhanaan tambahan. Daddnmihkita
membutuhkan sub model.
d. Membuktikan Kevalidan Model
Sebelum menggunakan model, kita harus menguji leban model
dengan pertanyaan-pertanyaan
e. Menggunakan Model

f. Mempertahankan Model

Gambar 2.5 menjelaskan proses pemodelan sekalignsmukan grafik
langkah-langkah pemodelan yang saling memperngafehimbar tersebut
memperlihatkan bagaimana kita menganalisis kejadiapata dan
menggolongkannya. Selanjutnya kita golongkan vatighriabel dan
menyederhanakan asumsi-asumsi serta menghasilkaebush model,
kemudian kita uji coba kevalidan model dengan pegdan-pertanyaan atau
dengan tes ketepatan. Jika hasilnya tepat, kitatdapnggunakan model itu
dan mempertahankannya, jika tidak tepat, modelelberts tidak dapat

digunakan.
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Hasil tidak dapat diterima

A 4 A 4
Memeriksa Menggolongkan
susunan dan membuat
kejadian nyata asumsi

e Menerapkan
selesal hasil dalam

kejadian nyata

Dapatkah anda
membuat
model?

ATidak,
sederhanakan

Tidak,

Dapatkah anda
menyelesaikan
model?

Ya

sederhanakan

Ujicoba
kebenaran
model

Membuat
prrediksi/

keterangan

Gambar 2.5
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BAB 111
APLIKASI PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDE KEDUA

DALAM FISIKA

3.1 Aplikasi dalam Getaran
a) Getaran Tak Teredam

Sistem sederhana yang dapat digunakan untuk majapeberakan
getaran adalah pegas berbebaseperti tampak pada gambar (3.1) kita andaikan

berat pegas diabaikan.

I

Gb 3.12 Gb 31
Gambar 3.1

Sebuah pegas berbeban diletakkan vertikal, bebaad&depada titik
kesetimbangan (gambar 3.1a). Pada titik ini bebasimdalam keadaan diam
(belum bergerak). Untuk membuat beban bergerals, tdtik beban sejaul
kemudian dilepaskan, sehingga beban bergerak berulang secara periodik
(gambar 3.1b). Pada beban bekerja gaya F yangyaradaialu menuju ke titik
kesetimbangan dan besarnya sebanding dengan siamphegda terhadap titik

kesetimbangan.,
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maka menurut Hukum Hooke berlaku:

F =-ky
dengark = konstanta pegas (tingkat kekakuan pegas)simpangan, yaitu jarak
dari titik kesetimbangan, F = gaya pemulih dan &anegatif menunjukkan bahwa
arah simpangan dalam gerak harmonik, selalu benawdengan arah gaya.
Menurut Hukum Newton Il, gaya tersebut besarnyaasdemgan F ma
Persamaan Deferensial yang memodelkan kejadiasschatalah sebagai berikut:

ma = -ky

+w'y=0 (3.1)

dimana w= \/E
m

jadi sistem massa pegas tak teredam dalam gambd), @lukiskan oleh

persamaan diferensial linear homogen tingkat dngale koefisien konstan.
persamaan karakteristik dari (3.1) adaldh+w® = . Akar-akar persamaan
karakteristiknya adalah A, =-a dan A, =a, sedemikian sehingga
penyelesaian persamaan (3.1) adalah

y(t) = ¢, cosat +C, sinat (3.2)
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di manaw =\/: disebut frekuensi natural dari sistem. Frekuersunal ini
m

bergantung pada kekakuan pegas dan massa. Gegakngagikuti persamaan ini
disebut osilasi selaras/harmonis. Dengan menerapkamus kosinus, maka
persamaan (3.2) dapat ditulis sebagai berikut

y(t) = Ccost — 9)

di mana C adalah amplitudo gerakan (A) yang nitaisw/c,” +c,” , tgd = G

C1
periodeT = 2_n_|_ = 2_72 = E
27T 21 w'
T
frekuensi f = 1 =& 3
T 2

fase geses

0E

kurva 1 kurva 2 karry

Gambar 3.2
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Perhatikan gambar (3.2) di atas.

Gambar (3.2) memperlihatkan grafik beberapa oskasisus untuk pergeseran
awal positif dan beberapa kecepatan awal yang tarbe

Kurva 1 dalam gambar (3.2) adalah bentuk dari peasa (3.2) dengan syarat
awal yaitu pergeseran awal positif dan kecepataal gasitif. Pergeseran awal
positif berarti

t=0— y(0) =c,cos0+c,sin0>0—c; >0

Kecepatan awal positif berarti

t=0— y()=-ac,sin0+axc,cos0>0 — ac, >0— ¢, >0, karenac > 0

Jadi, kurva 1 dalam gambar (3.2) adalah bentukpgasamaan (3.2) dimamga>

0 danc; > 0. Sehingga persamaan (3.2) menjadi

y(t) = a cosat +b sinat

(3.3)

di manaa, badalah bilangan real positif.

Grafik y(t) =a cosat +b sinat akan mencapai nilai ekstrim bilgt) = 0

—aasinat + awbcosat=0

aasinat = abcosat

tanat = E
a

-1p
L
w

tan™(2) untuk t mempunyai 2 kemungkinan yaitu untuk O dana>0 maka
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tan™(2) di kuadran ke 1 atau untik< 0 dana < 0 makatan™(2) di kuadran ke

_lg
a

3. Sehingga kita dapatkan dua titik kritis yaiter fan (di kuadran 1) dan

-1p

t
t=-2"_a (gi kuadran 3).
w

Untuk mengetahui di mana terjadi nilai maksimum danimum, kita gunakan
uji turunan ke dua. Bilay(t) > ,0maka terjadi minimum dan bilgt) < 0, maka
terjadi maksimum. Pendiferensialan kedua dari peasa (3.3) adalah

y(t) = —w’a cosat — o’ bsinat (3.4)

-1p
a

subtitusikant = (di kuadran 1) ke persamaan (3.4)

3 tan‘lb/aJ_ : { tan‘lb/aj 1.5 ( tan‘lb/aJ
jy| — = | = —wfacos w— —— |- wbsin| o———=
w w w

tan™ 2
v ar;) a} = —cazacos(tan‘1 2)— a)zbsin(tan‘1 %)
_lg
karenat = & (di kuadran 1) bila dan hanya bila b > 0 dan a méka

Rl = —afal 2 |-wi —2 | <0
w /a2 +b2 /aZ +b2

_12
jadi di titik t = & (di kuadran 1)terjadi nilai maksimum.
w

= Q
Kemudian, subtitusikamh = a

(di kuadran 3) ke persamaan (3.4)

tan™2 tan™tt . tan™t
y{ aj = —a)zaco{a) aj—wzbsm(a) a
w w w
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w

y{tan‘lg] = —a)zacos(tan‘l 2) - aJstin(tan‘l g)

= Q
karenat = a

(di kuadran 3) bila dan hanya bila b < 0 dan a méka

(vl
w (@)" +(b)° (@)° +(b)°

-1p
a

jadi di titik t = 2

(di kuadran 3)terjadi nilai minimum.

Kurva 2 dalam gambar (3.2) juga merupakan ben&ukmbrsamaan (3.2) untuk
pergeseran awal positif dan kecepatan awal nojjeRBeran awal positif berarti
t=0—-y(0)=c,cos0+c,sin0>0 —c; >0

Kecepatan awal positif berarti

t=0—y(0) = -wc, sin0+wc,cos0=0 - w ¢, =0— ¢ =0, karenaw >0

Jadi, kurva 2 dalam gambar (3.2) adalah bentukpgasamaan (3.2) dimaica>

0 danc; = 0. Sehingga persamaan (3.2) menjadi

y(t) = acosat (3.5)

di manaa adalah bilangan real positif.

Grafik y(t) = acosat akan mencapai nilai ekstrim bijgt) = 0
—aasinat=0
sinwt=0
(= sin™0
w

kita dapatkan tiga titik kritis= 0,t = n/w, dant = 2t/®
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untuk mengetahui di mana terjadi nilai maksimum danimum, kita gunakan
lagi uji turunan kedua. Pendiferensialan kedua plrsamaan (3.5) adalah

y(t) = —w* acosat (3.6)
subtitusikan tiga titik kritit = 0,t = n/w, dant = 2t/m ke persamaan (3.6)
t=0— y(t) =-w?acos0 = -w’a(l) <0

t=nlo — Y(77/ W) = —w? acosm = -w? a(-1) > 0

t=2nlo — Y2l ) = —w? acos2r = -w? a(l) < 0

dari uji turunan kedua di atas, dapat kita lihatviea di titik t = 0 dant = 2t/w
terjadi maksimum dan di= n/® terjadi minimum.

Kurva 3 adalah bentuk dari persamaan (3.2) untuggseran awal positif dan
kecepatan awal negatif.

Pergeseran awal positif berarti

t=0—-y(0)=¢gcosc,sin0>0—-c;>0

Kecepatan awal positif berarti

t=0—y(0) = -wc, sin0+ wc, cos0<0— wc, <0 — ¢, <0, karenac> 0
Jadi, kurva 3 dalam gambar (3.2) adalah bentukpgasamaan (3.2) dimaica>
0 danc; < 0. Sehingga persamaan (3.2) menjadi

y(t) = acosat +bsinat (3.7)

di manaa, badalah bilangan real positif.

Grafik y(t) =acosat +bsinat akan mencapai nilai ekstrim bilgt) = 0
—aasinat —abcosat =0

—aasinat = abcosat
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tanat = 2

—a

@)
w

tan‘l(_i) untukt mempunyai 2 kemungkinan yaitu bite> 0 dan a > 0 maka

a

tan*(£) di kuadran ke 2 atau untik< 0 dana < 0 makatan™(2) di kuadran

tan™ (&2
ke 4. Safihoue KBk TEpAtkan dua titk KHE e L (i kuadran 2)
w

anMEk)

ataut =t—‘a (di kuadran 4)
w

Untuk mengetahui di mana terjadi nilai maksimum danimum, kita gunakan

lagi uji turunan kedua. Pendiferensialan kedua pirsamaan (3.7) adalah

y(t) = —wacosat + o’ bsinat (3.8)

an™(2)

t D
subtitusikan tiga titik kritis = ———=2% (di kuadran 2)ke persamaan (3.8)
w

tan™ (2 tan™ (2 tan™ (2
y—an o) :—wzacos(a)—an (‘a)J+w2b sin(a)—an (‘a)]
w w w

[ tan™(2)
y —_— T

i ~wacos(tan™ (2))+ wbsin (tan?(2))

=il L
karenat = tan—(_a) (di kuadran 2) bila dan hanya bila b > 0 dan a méka
w

y(tan‘l(b/— a)j e -a b b 0
w /(_a)Z +b2 /(_a)z +b2

-1 L
jadidit =M (di kuadran 2) terjadi minimum.
w
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tan™ (2%
Kemudian, subtitusikan fitik kritie = °" =) ( di kuadran 4), ke persamaan
w

(3.8)

tan™ (2 tan™ (2 tan™ (2
Y tan () = -’ acos(a)—an (‘a)}wz bsin(a)—an (‘a)j

w w w

tan™ (2

¥ anT(_a) = -’ acos(tan‘l(_%))ﬂa2 bsin(tan‘l(_%))
tan (). .. . :
karenat =——=2~ (di kuadran 4) bila dan hanya bila b < 0 dan a méka
w

[ tan™(2) -a b
— Y& i-_fal——— |+ b ———— 0
= a[Ja2+<—b>2]+ {Ja2+<—b>2}

tan™ (2
fadilafe PTG F S (et 4) ferBdFhaksilm.
w
Contoh 3.1
—
S
Gambar 3.3

Diketahui bahwa gaya 4 Ib menarik sebuah pegantert3 inci. Setelah

mencapai titik kesetimbangan, beban ditarik ke ba@anci dan dilepas dengan

kecepatan awak/2 ft/sec. Tentukan amplitudo, sudut fase, periodegensi

hasil gerakan kemudian cari tentukan kapan terjedkisimum atau minimum!
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Penyelesaian
Untuk menentukan nild, kita gunakan hukum Hooke dengan

F =4 Ib dany = 3inci =  ft

k=—=16Ib/ ft

e

dengan g: 32 ft/seé, kita dapatm = % = %, sehingga persamaan diferensial dari

sistem ini adalah

1d%y

== 72+16/=0

8 dt? v

atau

d?y
+128/=0

dt? ¥

persamaan karakteristinya adaldh 128 = 0 yang mempunyai akar-akar

A = +8i+/2 oleh karena itu penyelesaian umumnya

y(t) =c, cos@v/2t) + c, sin@/2t) (3.9)
untuk menentukan penyelesaian khusus, perhatikandobeban mula-mula
diam, kemudian ditarik ke bawah sejauh 6 inci dvéa titik setimbang, sehingga
y(0) =6 inci =% ft

dan selanjutnya bila beban dilepaskan, kecepa&lnwsadalah/?

y(0) =2

dengan menggunakan kedua syarat kita peroleh

=%

pendiferensialan kedua terhadajari persamaan (3.9) menghasilkan
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y(t) = —8v2c, sin@V/2t) +8v2c, cosv/2t)
karena y(0) =+/2 dan y(t) = -8v2c, sin@/2t) +8v2c, cos@v/2t) maka

C= 1/8

penyelesaian yang dicari adalah

y = 1cos@v2t) +1sin@y2t) (3.10)
V17 o, &\
A:C:\/Cl2+022 =\/(%)z+(%)2 =5 dan tgd—é_i_z

Karenac, danc; positif, maka ada di kuadran pertama das tan™1 = 0,24

rad, sehingga

y(t) = ‘/fcos(sﬁt - o)

persamaan ini memperlihatkan bahwa bahwa amplinsi@asi adalahﬁ,
8

periodenya adalatm®y = 21/82, frequensinya adalah 1/P 28r dan

sudut fasenyadj = arc tg+

Sekarang akan kita cari pada sadiarapa akan terjadi nilai maksimum atau
minimum. Grafik y:%cos(&/zt)+%sin(8\/§t) akan mencapai nilai ekstrim bila
y() =0

—4/2sin(82t) + 2cos(8V2t) = 0

2c0s(8v2t) = 442 sin@V2t)

tan@ﬁt) = %
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tan*(2) untuk t berada di kuadran ke 1 karena & dan 1> 0 atau beradadi

kuadran ke 3 karena <40 dan-1< 0. Sehingga kita dapatkan dua titik kritis yaitu
tan™1 tan™ ()

t= % (di kuadran 1) dam = -4 (di kuadran 3).

a3 ( ) o ( )

Untuk mengetahui di mana terjadi nilai maksimum danimum, kita gunakan
uji turunan kedua. Bilay(t) > Omaka terjadi minimum dan bijgt) < ,Onaka
terjadi maksimum. Pendiferensialan kedua dari peasa (3.3) adalah

y(t) = —64cos(8v/2t) —16sin (8v/2t)
(3.11)

tany &
subtitusikant = * ke persamaan (3.11)
8v2

—+

QD

D

G

NN

<« h?
I

8v2

tan™1 : tant1
—64 cog 82 41-16sin| 82— 4
82

_64cos(tan‘1 %) —-16si n(tan_l %)

EamasR e

tan™t1 256 16
= - J17—-—4/17 = -16,/17 <0
y{ 8J2 J 17 17

-1
jadi di titik t = 20

, terjadi nilai maksimum.
82
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_1 ;1
Kemudian subtitusikah = arz;\/(i_4) ke persamaan (3.11)
[ tan™ () tan™ () . tan™ ()
=64 cog 8/2——** | -16sin 82 1
17 av2 { 8v2 82
tan™ (=2 e . S
y /2 = | =-64 cos(tan 1_—}1)—16 sm(tan 1_—}1)

i L 256 16
¥ =—64 — |-16 — :—«/17+—«/17:16\/1_7>0
17 a2 («/17] 6(«/17} 17 17

tan™ ()

8v2

jadi di titik t = , terjadi nilai minimum.

Gambar 3.4

b) Osilasi Paksa

Kita ingat bahwa persamaan (3.1) telah diperolelaliepenyimakan
terhadap gaya-gaya yang bekerja pada benda ituademgnggunakan hukum
kedua Newton. Sekarang akan dijelaskan padanamrpaan diferensial yang
dapat diperoleh dari persamaan (3.1) dengan merkabagayar(t), sehingga

menghasilkan

2
‘itzy + Py =1 (t) (3.12)
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dimanaw = \/E
m

r(t) disebut masukan (input) atau gaya penggerak dasisyga disebut keluaran
(output) atau respons sistem itu terhadap gayageszal tersebut. Gerak yang
dihasilkannya tersebut disebut gerak paksa.

Yang menarik disini adalah fungsi masukan yangookki Kita akan membahas

satu masukan sinusoidal, misalnya

2
d y+
dt?

dimanaw = \/E
m

solusi komplementer dari (3.13) adalahy,(t) = c, coswt +c, sinwt . Untuk

W’y = F,sinyt (3.13)

menemukan solusi partikularnya, kita misalkan sqdastikular dari (3.13) adalah
Y, (t) = Acosyt+Bsinyt (3.14)
pendiferensialan pertama dan kedua persamaan @latgh

Y, () =—Aysinyt + Bycosyt

¥, (t) = —Ay? cosyt — By’ sinyt

subtitusikany, (t), y,(t )dan y,(t) ke persamaan (3.13)

y, +w’y, = A’ - y?)cosyt + B(w - y?)sinyt = Fysinyt

) F
kita dapatkanA= QanB = 0 =7)
p G (v w)

FO
wZ y2

maka vy, (t) =

sinyt
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sehingga penyelesaian umum persamaan (3.13) adalah

Fo

o’ -y

y(t) = ¢, coswt + ¢, sinwt +

sinyt

Contoh 3.2

Jika kejadian pada contoh (3.1) diberikan inputesab 20 sin 4t, tulis
penyelesaian umumnya!

Penyelesaian

Persamaan diferensial yang menggambarkan kejadranlc(3.2) adalah

d?y

dt®

+128y = 20sin4t (3.15)

Penyelesaian komplementer dari (3.15) adalah
y, (t) = LcosgV2t) + Lsin@y2t)
Untuk menemukan solusi partikularnya, kita misalkalusi partikular dari (3.15)

adalah
Y, (t) = AcosAt + Bsin4t

pendiferensialan pertama dan kegié) adalah

Y, (t) = —4Asindt + 4B cosAt

Y, (t) = —16AcosAt —16Bsin4t

subtitusikany,(t), ¥, (t )dan y,(t) ke persamaan (3.15)
y, +128y, = A(128-16)cosAt + B(128-16)sin4t = 20 sin4t

20
112

kita dapatkaA = 0 danB =
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20 .
makay_ (t) =——sin4t
Yo 112
jadi penyelesaian umum dari persamaan (3.15) adalah

y(t) = 1 cos@y2t) + 1sin@2t) +%sin4t
Z

c) Getaran Teredam

k
m
< AN
c“

Gambar 3.5

Jika kita hubungkan suatu massa yang digantungkda pegas dengan
suatu peredam (gambar 3.5), maka kita harus meitpsgkan pengaruh
redaman tersebut. Gaya peredam ini mempunyai aal perlawanan dengan

gerak saat itu, dan kita asumsikan bahwa begaya peredam ini sebanding

dengan kecepatay:%. Hampiran ini biasanya sudah baik, setidaknyakuntu

kecepatan rendah. Jadi gaya peredam berbeRfuk—cy, dimanac adalah
konstanta peredamayang nilainya positif.

Jadi gaya yang bekerja pada benda itu (menurut iHWtaoke) adalah
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F+F =-ky-¢oy

Berdasarkan Hukum Newton II:

my = —-ky-cy

my+cy+ky=0 (3.16)
dari persamaan (3.16), dapat kita lihat bahwa gesiatem mekanis teredam
ditentukan oleh persamaan diferensial linear ostki& dengan koefisien konstan.

persamaan karakteristik dari (3.16) adalah

2+ Kog
m m

dengan akar-akarnya, , = —Zi izix/c2 —4mk
m 2m

jika kita gunakan lambang
a=-= dan,B:i\/c2 - 4mk
2m 2m

maka

A =-a+pdan A, =-a-3

bentuk solusi bagi (3.16) akan bergantung padadparannya dan kita bedakan
menjadi tiga kasus yang muncul dari ni{m yaitu

Kasus |, disebuperedaman lebih terjadi apabilac®> > 4mk di mana dua akar
A, A, nyata dan berbeda

Kasus I, disebuperedaman kritis terjadi apabilac® = 4mk di mana dua akar

A, A, adalah dua akar kembar
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Kasus IIl, disebuperedaman kurang terjadi apabilac® < 4mk di mana dua akar

A, A, adalah dua akar kompleks

Kasus| Peredaman Lebih ( Overdamp )

Bila konstanta peredamart cukup besar sehingga® > 4mk maka
A, A, merupakan akar nyata yang berbeda. Dengan demgadusi umum bagi
(3.16) adalah

y(t) =ce @At +c e @ P! (3.17)
dalam kasus ini, benda itu tidak berosilasi. Ipatadiperlihatkan bahwa untuk
> 0, kedua eksponen dalam (3.17) bernilai negatiflseba
a>0,>0danp?=a’-kim<a?

Dengan demikian, kedua suku dalam (3.17) mendeidatijika t menuju tak
hingga.

secara praktis, setelah waktu yang cukup lama nitasakan berhenti pada posisi
kesetimbangan statik, oleh karena itu sistem selalitoverdamped.

gambar (3.7) memperlihatkan gerakan overdamped

1.4 14 143
025 1.2 123
13 11 13
0.34 ] 3
¥ YDB YD.B
0.6 0.5 059
0.4 0.4 0.4
0.29 0.2 0213
a 'i2'13'4'5' a 1'2'13'45' g 1'2't3'zi5'
kurva 1 kurva 2 kurva 3
Gambar 3.7
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Perhatikan gambar (3.7)

Kurva 1 pada gambar (3.7) adalah bentuk dari peaaan(3.17) untuk pergeseran
awal positif dan kecepatan awal positif.

Pergeseran awal positif berarti
y(@0) =ce’ +ce’>0 - c +c, >0
kecepatan awal positif berarti

y(0) =—c(a+ B’ —c,(a-p)e’ >0
y@)=-ca-cf-c,a+c,5>0

y(0) =—(c, t¢,)a +(-¢, +c,) >0
y(0) = (¢, +c,)a >(-¢c, +¢c,)

y(o):a>L+Cz
c, +C

B

2

Kurva 2 pada gambar (3.7) adalah bentuk dari peaaarn(B.17) untuk pergeseran

awal positif dan kecepatan awal nol.

Pergeseran awal positif berarti

y(0) =ce’ +c,e’>0 — c +c, >0
kecepatan awal nol berarti

y(0) = —c,(a+ p)e’ —c,(a-P)e’ =0
y(©0)=-ca-cB-c,a+c,=0

y(0) =-(c,+c)a+(-¢,+c,)5=0

y0) =(c, +c,)a=(-¢c +c,)B

yO=a="2"%p

G +C,

65



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Kurva 3 pada gambar (3.7) adalah bentuk dari peaaan(3.17) untuk pergeseran
awal positif dan kecepatan awal negatif.

Pergeseran awal positif berarti

y(@) =ce’ +c,e’ >0 — c +c, >0

kecepatan awal negatif berarti

y(0) =-c/(a+p)e’ —c,(a-p)e’ <0

y0)=-ca-cf-ca+c,B<0

y(0) =—(c, +c)a+(-¢ +¢,)B<0

y(O) = (C1 ) Cz)a < (_Cl L Cz)ﬂ

yO) =a<—2 2 p
G *+¢,

Contoh 3.3

Diketahui Sebuah beban 1 slug digantungkan padasp&gmudian ditarik 1 ft di
bawah titik kesetimbangan dengan kecepatan awab&eah 1 ft/sec dan
konstanta pegas tersebut adalah 4 Ib/ft Gaya reslama dengan lima Kkali
kecepatan sesaat. Tentukan penyelesaian khusysedseimaan gerakan!
Penyelesaian

Persamaan diferensial dari sistem di atas adalah

y+5y+4y=0,y(0)=1y(0) =1

persamaan bantunya adaldh+ 5\ + 4 = 0 yang mempunyai akar-akar real yaitu
M=-1ldam,=-4

jadi penyelesaian umum sistem overdamp adalah

66



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

yt) =c,e” +c,e™

turunan fungsy(t) adalah

yt)y=-c,e' -4c,e™

dengan syarat awal(0) = , ¥(0) =1, kita perolelc; = 5/3 darc, = -2/3
oleh karena itu, penyelesaian khususnya adalah

y(t) =5/3¢e'- 2/3e™

0.81

0.6
¥

0.41

0.21

02 t

Gambar 3.8

Kasus |l Peredaman Kritis ( Critically damp )

Jikac® = 4mk makapB = 0,11 =X, = -, solusi umum bagi (3.16) adalah

y(t) =(c, +ct)e™

(3.18)

Karena fungsi eksponensial tidak pernah nol, dahn c,;t mempunyai maksimal
satu nilai nol yang positif, maka gerak itu mempainyaling banyak satu jalur

melalui satu titik kesetimbangan. gambar (3.9) m@rkkan bentuk persamaan

(3.18).
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1.4 1.4 1;
1.2 124 ]
14 14
-_‘II.DB' DB_ YDB-
0.5 ! U.61
: 0.6
0.4 0.4 0.4+
E|2- |:|2_ |:|2-
07T T 3TEE bl N e ¢ ST -
t
kurva 1 kurva 2 a3
Gambar 3.9

Perhatikan gambar (3.9)
Kurva 1 pada gambar (3.9) adalah bentuk dari pexaan(3.18) untuk pergeseran
awal positif dan kecepatan awal positif.

Pergeseran awal positif berarti
y(0)=ce’>0— ¢ >0

Pendeferensialan pertama dari (3.18) adalah
y(t) =e“(-ac, +c, —ac,t)

kecepatan awal positif berarti

y(0) =€’(-ac,+c,) >0

y(0)=-ac,+c, >0

y(©0)=c,>ac,

C
O =c >
y(@) =c, om &

Kurva 2 pada gambar (3.9) adalah bentuk dari pexaarn(3.18) untuk pergeseran
awal awal positif dan kecepatan awal nol.

Pergeseran awal positif berarti
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y(0)=ce’>0— ¢ >0

Pendeferensialan pertama dari (3.18) adalah
y(t) =e ™ (-ac, +c, —ac,t)

kecepatan awal nol berarti

y(0) =€’(-ac, +c,) =0

y(0)=-ac +c, =0

¥ =c,=ac,
C

v(0) = =

y(0) =c, 58

Kurva 3 pada gambar (3.9) adalah bentuk dari pexaan(3.18) untuk pergeseran
awal positif dan kecepatan awal negatif.

Pergeseran awal positif berarti

y(0) =ce’>0— ¢ >0

Pendeferensialan pertama dari (3.18) adalah
y(t) =e“(-ac, +c, —ac,t)

kecepatan awal negatif berarti

y() =€°(-ac, +c,) <0

y(0) =-ac +c, <0

yO) =c,<ac

C
oy =c < C
y(@0) =c, om &
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Contoh 3.4

Diketahui konstanta pegas adalah 8 Ib/ft. Sebubhrbé Ib ditarik 0,5 ft di bawah
titik kesetimbangan dan kemudian diberi kecepaiaal &e atas 5 ft/sec. Gaya
redam sama dengan dua kali kecepatan sesaat. nmigakyelesaian khusus dari
persamaan gerakan!

Penyelesaian

Persamaan diferensial yang bersesuaian dengandsegichtas adalah
4

—y+2y+8y=0

37 ytzy+toy

atauy+16y+64y= 0

dengan syarat awg{0) = 0,5 dany(0) =- 5

persamaan bantunya adalh+ 16, + 64 = 0 yang mempunyai akar kembar yaitu
A = -8. jadi penyelesaian umum sistem critically gachadalah

y(t) = € (e + cot )

turunan fungsy(t) adalah

y(t) =€®(c2-8c. - 8 ot)

dengan syarat awg{0) = 0,5 dany (0) = -5, kita perolelt; = %2 danc, = -1

oleh karena itu, penyelesaian khususnya adalah

y(t) = (3 -t)e™
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17
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Gambar 3.10

Kasus|Il Peredaman Kurang ( Underdamp )
Jika konstanta peredamanbegitu kecilnya sehingge® < 4mk, makaA,, A,

merupakan akar kompleks, misalnya

2
L =iw denganw :i\/4mk—c2 - ket C >0 (3.19)
2m m 4m?

Dengan demikian, solusi umum bagi (3.16) adalah

y(t) =e " (c,coswt+c,sinwt) =Ce ™ cos(w't - J)) (3.20)
dalam hal iniC* =¢,* +¢,” dantand = &

Solusi menggambarkan osilasi teredam. Kar@os(w't-oJ terjetak
antara—1 dan 1, berarti kurva solusinya terletak antara&wy = Ce™™ dan kurva
y=-Ce ™, dalam gambar (3.11) menyinggung kedua kurva il (@*t - §)

merupakan kelipataim
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¥ 11

U@vﬂuﬁwﬁy 7z 0 wﬂyﬂv’]‘g Fe ] I

L}

3

(\[\f\r\
{/ké\ﬁ

kurva 1 kurva 2 kurva 3
Gambar 3.11
Perhatikan gambar (3.11)
Kurva pada gambar (3.11) adalah bentuk dari pergar(®20) untuk pergeseran
awal awal positif dan kecepatan awal yang berbedizb
Kurva 1 pada gambar (3.11) adalah bentuk dari pezaa (3.20) untuk
pergeseran awal positif dan kecepatan awal positif

Pergeseran awal positif berarti

y(0) =€°(c, cosO+c,sin0) >0 — ¢, >0
Pendeferensialan pertama dari (3.20) adalah

y(t)=e ™ coswt(-ac, +c,w)+e " sinw*t(-cw —c,a)

kecepatan awal positif berarti

y(0) =€’ cos0(-ac, +c,w ) +€e°’sin0(-c,w —c,a)>0
y(0)=-ac,+c,w >0

y0) =c,w >ac

. a
y(@0) =c, >EC1
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karenaa = —— dan =i\/4mk—c2 sehingga

2m 2m

c
y0)=c,>——2M ¢
—~4mk-c®

y(0) =c,>——

mk—c?

Dari persamaan (3.19) kita lihat bahwa semakinl ked>0), semakin
besaro* dan semakin cepat osilasinya. Jikanendekati nol, makav*

mendekati nilai

o = Vk/m pada osilasi selaras.

Contoh 3.5

Diketahui konstanta sebuah pegas adalah 25 [@hHu&h beban dengan massa 1
slug ditarik 1 ft di bawabh titik kesetimbangan. @agdam sama dengan delapan
kali kecepatan sesaat. Tentukan penyelesaian el@amaan gerakan!
Penyelesaian

Persamaan diferensial dari sistem di atas adalah

y+8y+25y=0

persamaan karakteristiknyad® +81+25= Oyang akar-akar persamaan
karakteristiknya adalah=-4 + 3

jadi penyelesaian umumnya adalah

y(t) = e* (c; cos 3t + ¢ sin 3t)

turunan dari persamaan di atas
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y(t) = —4c, €™ cos3t —3c,e™ sin3t — 4c,e ™ sin3t + 3¢, €™ cos3t
dengan syaray(0) = dan y(0) = O kita dapatkan sistem

¢, =1-4c, +3c, =0

dua solusi dari sistem persamaan di atas adaki, ¢, = 4/3

penyelesaian khusus persamaan diferensial di dédaha

y(t) = e* (cos3t + 4/3sin 3t)

A= c®+c,” =5/3 dan ta = 4/3

y(t) = 5/3 6" cos(3t - )

dengard = arc tg 4/3 = 53,1 rad

jadi pegas bergerak sesuai persamagé) = €*' ( cos3t + 4/3 sin 3t) Ini berati
bahwa dalam waktw yang lama, maka pegas akan diam. Hal ini diturgunkk
dalam gambar 3.12

1.67
1.4
1.24
1_

¥ 0.87
0.6
0.4
0.29

o 02 04 0B 08 1
t

Gambar 3.12
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3.2 Aplikasi dalam Rangkaian Listrik

a) Rangkaian Paralel Tanpa Sumber

R UV ic

Ref.

Gambar 3.13
Bila sebuah resistor, induktor dan kapasitor dimgxan paralel di mana
resistor mempunyai tahanan ohm yang tak sama demgladan dianggap
energi dapat disimpan dalam kapasitor sehingga wang mengalir tidak
sama dengan nol, maka jaringan yang dihasilkan tdajygerlihatkan
mempunyai model rangkaian ekivalen seperti dipatkian dalam gambar

(3.13).

Menurut hukum Ohm, arus yang mengalir dalam resestalahi, =%,

di manair adalah arusy adalah beda potensial antara simpul atas dan bawah
melewatiR, danR adalah tahanan Ohm.

Menurut definisi arus dalam induktor, maka arusgyamengalir dalam
induktor pada sadt adalahi, :%fvdt—i(to), di manai, adalah arus yang

mengalir dalam induktory adalah beda potensial antara simpul atas dan

bawah melewatL, i(t,)adalah arus dalam induktor pada saat O (tanda

minus adalah akibat dari aralgang dimisalkan) dah adalah induktansi.
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Kemudian menurut definisi arus dalam kapasitor, anakus yang
mengalir melalui kapasitor adalap =C%, di mana i. adalah arus yang

melewati kapasitory adalah beda potensial antara simpul atas dan bawah
melewati darC adalah kapasitansi.

Dengan referensi dari gambar (3.13) dan dengan nayghken hukum arus
Kirchhoff, kita dapat menuliskan persamaannya yaitu

VAR . dv
—+—| vdt-i(t,)+C—=0 3.21
R LJ-toV I(O) dt ( )

di manav adalah beda potensial antara simpul atas dan HyaRaadalah

tahanan Ohm,L adalah induktansiy(t, gdalah arus dalam induktor pada saat

t = 0 (tanda minus adalah akibat dari araiang dimisalkan),C adalah
kapasitansi
Kita pecahkan persamaan (3.21) dengan syarat awal
i(0"=1o
v(0") = Vo
t = 0" adalah waktisetelahterjadi perubahan arus pada gaa0
Jika (3.21) kita diferensialkan terhadap wakdy ljasilnya adalah persamaan

diferensial linear homogen orde kedua

2
d¥+lgy+lv=0 (3.22)
dt> Rdt L

persamaan karakteristik dari (3.22) adalah

cr+iavlog (3.23)
R L

yang mempunyai 2 akar yaitu
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2 2
/11:—1+(1J—i dan 4, = 1 (1]_i

2rRC \(2RC) L "2rCc |l2rRC) LC
atau
A =-a+a?-w’ (3.24)
dan
A, =—a—+a® -w,’ (3.25)
di mana
- ﬁ 48)

(3)27

1
“Hjic
persamaan (3.26) disebfrekuensi radian resonaatau frekuensi resonan
sedangkan persamaan (3.27) disdbeikuensi neper atau koefisien peredam
eksponensial.

Nyatalah sekarang bahwa sifat respons tergantadg magnitudo relatif
a danwmo. Nilai di bawah akar dalamy dani, adalah riil bilao > w, imaginier
bila a < we dan nol bilao = ®y sedemikian sehingga RLC paralel tanpa sumber

mempunyai 3 kemungkinan penyelesaian yaitu:

1) Rangkaian RLC Parald Terlalu Redam
Kasus terlalu redam terjadi apabila> @, atau jikaLC > 4R?C?, sedemikian

sehinggai; dan, akan riil negatif. Untuk memperlihatkan dani, akan riil

negatif, kita subtitusikan persamaaﬂgz—a)o2 <a, ke dalam persamaan
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(3.24) dan (3.25). Kareria danA; riil negatif, maka penyelesaian persamaan

diferensial (3.22) adalah

u(D) = Ae™ + A

Contoh 3.6
Rangkaian RLC dipasang seperti pada gambar)(3lédgan R =€, L =7
H, C = 1/42 F. Energi yang disimpan semula (dirk@tadengan tegangan

awal) melintasi rangkaian yaitf0) = O dan arus induktor awi0) = 10 A.

m% 7H§T % F:lz

Ref.

Gambar 3.14
Tentukan
a. frekuensi resonan dan frekuensi neper!
b. kapan terjadi tegangan maksimum dan berapagaganaksimumnya ?
Penyelesaian

1 4" 1

a. frekuensi resonan)(= = =
2RC  2(6)(1/42)

1

frekuensi neperap) = J_
LC | 7W42

b. persaman diferensial dari sistem di atas adalah

1 d’v 1dv 1
—— +=—+Zv=0 atau
42dt2 6dt 7
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2
%+7%+6v=0 (3.28)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.28) agata7x. + 6 = 0.

Akar-akar persamaan karakteristiknya adalah

1 _—71\/49—4(1)(6) P _=7%5
- — My

12 2 27 9

M =-1danm,=-6
penyelesaian persamaan diferensial (3.28) adalah
v(t) = Ae™ + Ae™

diferensialkan terhadap

dv —t 6t
—=-Ae -6Ae
B Ay

dengan syarat aw&(0) = 0, maka

Al+A=0 (329
dan

d

— — &5 _6

I

karenai, = C%’, maka

dt|, C C C

sehingga, kita dapatkan syarat kedua yaitu
-A1 — 6A; =420 (330)
penyelesaian sistem persamaan (3.29) dan )(3.3@emberikan

amplitudo
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A; = 84 dam; = -84.

Penyelesaian umum persamaan diferensial (3.28tadal

v(t) = 84" —e®) (3.31)
persamaan (3.31) disebut juga penyelesaian resaam a

Selanjutnya, kita diferensialkan persamaan (3 &headap

dv 4 .
— =84(-e™" +6e "
it A )

untuk menentukan waktu.j di mana terjadi tegangan maksimum, kita
hitung

i’:o
dt

84(-e™ +6e") =0

Fe ' +6e° 3

6e ' =g

6=e"(e"")

e’ =6

S5tn=1In6

tn=0,358 s

subtitusit,= 0,358 s ke dalam persamaan (3.31), kita peroleh
V(tm) = 48,9 V

Ini berarti bahwa tegangan maksimum pada rangkdiiatas terjadi pada
saat

t = 0,358 sekon dengan tegangan maksimumnya sebest,5 volt

Dapat kita lihat persamaatt) = 84€" — e®) untukt —o makae' — 0 dan
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e® 0 sehingga/(t) —0. Jadi untuk — , makav(t) = 84€* — e®) akan
terus naik sampai(t) maksimum ( pada= 0,358 sekon ), dan selanjutnya
v(t) akan terus turun mendekati nol. Hal ini dapaa kibat dalam gambar

3.15

704

B0

a0

404
W

30

204

10

0 " T334 s B

Gambar 3.15

2) Rangkaian RLC Paralel Redaman Kritis

Hal terlalu redam terjadi bila > @, atau jikaLC > 4R°C? sekarang kita
atur harga elemen dan oy sedemikian sehingga = wo. Inilah hal yang
sangat khusus yang dinamai redaman kritis. Andakiianmencoba membuat
RLC yang teredam kritis, maka kita melakukan tugasg tidak mungkin,
karena kita tidak akan pernah mendapapersis sama dengas. Hasil dari
usaha demikian adalah rangkaian yang terlalu reddéen yang kurang
teredam yang akan dibahas dalam sub bab berikuttayaun, kita akan bahas
rangkaian redaman kritis, karena rangkaian ini mgrkan suatu peralihan
yang menarik antara terlalu redam dan kurang redam.

Kasus redaman kritis terjadi apabita= oo atau jikaLC = 4R°C?

sedemikian sehingga A; dan A, merupakan dua akar kembar. Untuk
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memperlihatkark; dank, sama, kita subtitusikan persamda® = 4R°C?, ke
dalam persamaan (3.24) dan (3.25) sedemikian sgdikitp dapatkan; = A,

= -0.. Oleh karena itu, maka penyelesaian persamaaredsial (3.22) adalah

v(t) = (At+A)e™

Contoh 3.7
Rangkaian RLC dipasang seperti pada gamB®dM) dengan R%\/E

Q, L=7H, C =F. Energi yang disimpan semulaydtakan dengan
tegangan awal) melintasi rangkaian ya#0) = O dan arus induktor awal

i(0) = 10 A.

Pertanyaan : kapan terjadi tegangan maksimum daapdetegangan
maksimumnya ?

Penyelesaian

Persamaan diferensial yang bersesuaian dengam sistgas adalah

i\ d?y =2 dv 1
. IR A A T 0 atau
42dt? 76 dt 7

—+2\/_—+6v 0 (3.32)

Persamaan karakteristiknyaA® + 261+6=0 Akar-akar persamaan

karakteristiknya adalah

L _-2lex24-4m@E)

2 12

S

—\/6 dani, = —\/6
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penyelesaian persamaan diferensial (3.32) adalah

v(t) = Ate ™t + AV

dengan syarat awa{0) = 0, makad, = 0

syarat awal kedua harus digunakan pddat maka kita diferensialkam(t)
dengan menggant; =0

% = At(-/B)e" + A

pada saat= 0, maka

dv

karenai, =C%, maka

420= A

d_ﬂ _i,(0) _i(©)-ig(0) _ 0/6 _ 10 _
dt|, C C 1/42 1/42

sehingga penyelesaian khusus persamaan diferateiapenyelesaian respon

alaminya adalah
v(t) = 420te ™
Selanjutnya, kita diferensialkan persamaét) = 420te™®" terhadap

%’ = 420e™'%" + 420t (—/6)e ™o

untuk menentukan wakttf) di mana terjadi tegangan maksimum, kita hitung

d_V=O
dt

420e™% +420t_(-/6)e™*" =0
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420e™% (1-+/6t,) =0
t_=0,408

subtitusit, = 0,408 s ke dalam persamae(h) = 420te™®" , kita peroleh
V(tm) = 63,1 volt
Ini berarti bahwa tegangan maksimum pada rangldiiatas terjadi pada saat

t = 0,408 sekon dengan tegangan maksimumnya sebe<%#,1 volt

Dapat kita lihat persamaaw(t) = 420te™® untuk t —o maka e*' — 0

sehinggav(t) —0. Jadi untukt —c , maka v(t) = 420te™® akan terus naik

sampaiv(t) maksimum ( pada = 0,408 sekon ), dan selanjutny@) akan

terus turun mendekati nol. Hal ini dapat kita lidatam gambar 3.16

70 5
50
50
407
W
30
20
10

O~ Y Sge 5 1 s s

Gambar 3.16

3) Rangkaian RL C Paralel Kurang Redam
Misalkan kita naikan R pada peredaman kritis, madefisiena berkurang

sedangkan @, tetap konstan,a® menjadi lebih kecil darime?, dan

Ja? - w? menjadi imajiner.

Kita mulai dengan bentuk eksponensial
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v(t) = Ae™ + Ae

di mana A= -a = Ja® -’ dano®—we® <0

sekarang kita ambil{a’ - a,? =v-1Jw? -a’ = j\w,’ -a>
dimanaj = V-1

misalkanw, =+/a,° —a? , maka

v(t) e (AR + AT (3.33)

dengan definisi 2.6, persamaan (3.33) menjadi
v(t) =e ' (A (cosw,t +isimaw,t) + A, (cosw, t—isin w, t))
v(t) = e " (B, cosw,t + B, sinw,t)
di manaB; = A; + Ay danB; = (A + A)i
jadi penyelesaian persamaan diferensial (3.22padal

v(t) =e 7' (A coswt + A, sinw,t)

Contoh 3.8
. ; . 21
Rangkaian RLC dipasang seperti pada gani®d4) dengan R =2—

Q, L=7H, C=1/42F. Energi yang disimpamsé (dinyatakan dengan
tegangan awal) melintasi rangkaian yai(Q) = O dan arus induktor awgD)
=10 A.

Pertanyaan : kapan terjadi tegangan maksimum daapdetegangan

maksimumnya ?
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Penyelesaian

Persamaan diferensial yang bersesuaian dengam sistdas adalah

iﬂ 2—1$/+1v 0 atau

42dt> 2 dt 7

M+43_V+6v 0 (3.34)

dt?
Persamaan karakteristik dari (3.34) adaliah 4, + 6 = 0.

Akar-akar persamaan karakteristiknya adalah

/ :—41«/16—4(1)(6) A _—4+i48

2 Ay 2
A = —2-iv2 dand, = —2+i4/2

penyelesaian umum persamaan diferensial (3.34aladal

v(t) = e (B, cosv2t + B, sin/2t)
dengan syarat aw&{0) = 0 dan(0) =0
v(0) =0, makaB; =0
sehinggav(t) = e B, sin/2t
diferensialkan terhadap
i(t) ———\/_B e cos\/_t—ZB e siny/2t

pada saat= 0, maka

i(O):% =28,

t=0

karenai, =C%, maka
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sehingga penyelesaian khusus persamaan diferéd.§id) adalah

v(t) = 21072 7 sin+/2t

Selanjutnya, kita diferensialkan persamad) = 210/2e% siny/2t terhadap

t

%’ =210V2 (— 2e7 siny/2t,, ++/2e7h cos\/itm)

untuk menentukan waktt,f) di mana terjadi tegangan maksimum, kita hitung

i’:o
dt

210V2 (- 267 siny/2t,, ++/2e?" cosv2t,, )= 0
-2e?nsiny/2t_ ++/2e?" cosy2t_ =0

- 2sinv/2t,, ++/2 cosv2t,, =0

siny/2t,, . 1 b
cosv2t = 2

tany/2t,, = %\/E

V2t = tan‘léx/i

V2t =0615

t =0435

subtitusit,, = 0, 435s ke dalam persamaat) = 210J2e7? sin/2t, kita

peroleh
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V(tm) = 71,8 volt
Ini berarti bahwa tegangan maksimum pada rangldiiatas terjadi pada saat

t,, = 0,435sekon dengan tegangan maksimumnya selvesar,8 volt

Dapat kita lihat, persamaarny(t) = 210/2e7? siny/2t untuk t —oo
maka

e — 0 sehingga(t) —0. Jadi untuk —o , makav(t) = 210/2e siny/2t
akan terus naik sampai(t) maksimum ( padat, =0, 43&kon), dan

selanjutnyav(t) akan terus turun mendekati nol. Hal ini dapaa khat dalam

gambar 3.17
04
B0
S04
Va’lD-
a0
204
104
o 12 ? A s B
Gambar 3.17

d) Rangkaian RL C Seri dengan sumber

%

E) = E, sin ot

Gambar 3.18
Kita perhatikan rangkaian RLC dalam gambar 3.18gyerdiri dari suatu

resistor Ohm yang mempunyai resistaisi[Ohm], suatu induktor yang
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mempunyai induktansL [henry], dan kapasitoC yang berkapasitansC

[farad] dihubungkan secara seri dengan suatu sumaga gerak listrik
(elektromotif) E(t) [volt], di mana t menyatakan waktu. Persamaanlkuatus
i(t) [ampere] pada rangkaian RLC tersebut diperolemgde meninjau tiga

buah pengurangan tegangan.
E = L% (yang melalui induktor), di mangk, adalah tegangan yang

melewatiL, L adalah induktansi, daradalah arus.

Menurut hukum Ohm, tegangan yang mengaleglemati resistor
adalah
Er = Ri, di manaEg adalah tegangan yang melewRtR adalah resistor, dan

adalah arus
- :é.[i(t)dt (yang melalui kapasitor) deng&a adalah tegangan yang

mengalir melewati kapasitof, adalah kapasitor daradalah arus .

Jumlah ketiga tegangan ini sama dengan gaya geésak IE(t). Ini
merupakan hukum tegangan Kirchhoff. Untuk fungsusidalE(t) = Ep sin wt
(Eo konstan), hukum ini menghasilkan

di Ry 1 .. ]
La+ R|+Ejl(t)dt= E(t) = E,sinat

Untuk mengeluarkan bentuk integral, kita mendefeedkan terhadap,

menghasilkan

2. .
Ld—2|+ Rﬂ +ii = E,wcosat
dt dt C
(3.35)
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Persamaan diferensial linear homogen yang berseswd@ngan persamaan

diferensial (3.35) adalah

2. -
L rdL Loy (3.36)
dtz  dt C

Persamaan karakteristik dari (3.36) adalah
2 1
LA +RA+==0
C

Akar-akar persamaan karakteristik adalah

L
-R*.|RP-4—
- C . —REdL [, ot
’ 2L 2L 2L C
atau
A,=-axp
dengan
a=2 dan,B:i re- Ak
2L 2L C

sehingga penyelesaian komplementer dari persand&zi) @dalah

i, =ce*' +c,e™!

Untuk memperoleh solusi khusus dari (3.35), kitaaikian bentuk, terlebih
dahulu. Keluarga diferensial ddhw coswt adalah foswt, sin wt}sehingga
bentuki, adalah

i, =acosat +bsinat

Diferensialkan terhadap

i’p = —awsinat + b wcosat
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i" = —aw’ cosat —ba’ sinat
Subtitusikani,, i, dani; ke persamaan (3.35)

Li"+Ri’ +éi = E,wcosat

L(~ ac? coswt - ba? sinwt )+ R(- awsinwt +bwcoswt)

+é(acosa)t +bsinwt) = E,wcoswt

. ) 1
- Law?® coswt — Lba? sinwt — Rawsinwt + Rbwcoswt + Eacosa)t
1, .
+Ebsmwt = E,wcoswt

(— Law” + Rba)+%aj coswt +(— Lbaw’ — Raw+ébjsinwt = E,wcoswt
kita dapatkan sistem persamaan yaitu:
.
-Law’ + Rba)+6a = E,w
. ]
- Lbw - Raa)+6b =0

kita bagi masing-masing dari persamaan di atasafeag

- Law+ Rb+ia =E, (3.37)
Cw
1
-Lbw-Ra+—b=0 (3.38)
Cw

kita selesaikan persamaan (3.38)

wa—ib=—Ra
Cw
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(La)—ijb:—Ra

Cw
-Ra . 1 . L ,
b= e di manaS = La)—C— disebutreaktansiyaitu sifat suatu rangkaian
N~ a)

yang memiliki induktansi atau kapasitansi

subtitusikanb = — -

dalam persamaan (3.37)

- Law+ R(_ Raj+ia= E,
S Cw

R’a 1
a
S Cw

- Law-

Cw S
2
[sij =
s
~E,S
kemudian subtitusa = — =>_dalamb =~
S’ +R S

[ -ES
b: SZ+R2
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E,R
S?2+R?

b=

(3.40)

dalam prakteknyaR # €ehinggaS’ + R*tidak pernah nol.
Jadi penyelesaian partikular persamaan difere(&iab) adalah

ip = acosat +bsinat

i o= ~ S cosat + ER sinat
P S?+R? S? +R?

&7 E -s R .
Ip— cosat + —————SIinat
JS2+R? |/S?+R? S? + R?

i, = i,{-sin@ cosat + cosfsinat}

i, = i,{ sinat cosd - cosat siné}

i, =lysin(at - 6)

di manai, = i tand :E danZ =+'S? + R? adalahmpedansi

VS? +R?
penyelesaian umum dari persamaan diferensial (a&&nh
=i, +i,
i =ceM +c,e®" +i,sin(at-6)
di mana

_-R L[ AL

A, =—=
YL 2L C
iy = 5 ,tang =§ dany'S? + R? adalahmpedansiaitu besaran yang

mengukur perlawanan suatu rangkaian terhadap jgdasmus.
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c,,C,adalah konstanta yang dicari dengan syarat awal.

Contoh 3.9

Tentukan kuat arud(t) dalam suatu RLC dengan R = 100 ohm, L = 0.1
hendry,

C = 9,9 x 1C farad, yang dihubungkan pada sebuah sumbeng y
bertegangan

E(t) = 155 sin 371 jika diasumsikan muatan dan kuat arusnya nol pada
t=0.

Penyelesaian

Persamaan diferensial yang menggambarkan rangiesdas adalah
0.1i"+100'+990G =0 (3.41)
persamaan karakteristik dari (3.41) adalah

0.14* +1001 +990=0

akar-akar persamaan karakteristiknya adalah

. ~loos: V100 - 4(0.1)(990 _ 1001007 ~396 _ 100+ 98
L2 2(0.) 02 02

A, =-10dan A, = -990

jadi penyelesaian komplementer persamaan (3.413lada
i, =ce™® +c,e™™

Selanjutnya kita akan mencari penyelesaian pagrkyh.

Fungsi masukannya adal&t) = 155 sin 37¥ maka keluarga diferensial dari

E(t) adalah { cos 3717sin 371} sehingga kita memisalkan
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ip =acos37h +bsin377

untuk mencara danb, kita subtitusikan

S=Lw-—+ = (01377 - L -376,E,=155dan R = 100
Cw (99X10°)(377)

dalama danb

_ ~ES _-(159(376) _ -5828 _ =
R?+S%? 10C®+37.6> 11417

E,R _ (1550100 _ 15500 _ ..

TRE+S? 10C+37.67 114147
sehingga penyelesaian partikular dari persamadd)(@dalah
Ip =-0.51 cos 37AA 1.36 sin 377
jadi penylesaian umum dari PDLNH (3.41) adalah
i(t)=ce™ +c,e™ - 051c0s377 +136sin377% (3.42)
kita tentukarc; danc, dari kondisi awafQ(0) = 0 darn(0) =0
menurut kondisi kedua
1(0)=c+c,—051=0 (3.43)

Untuk syarat pertama, kita pecahkan secara alpdraamaan

Li'+Ri+éji(t)dt:E(t)
Li'(t) = E(t) - Ri(t) —éji(t) dt

i'(t) =%(E(t) - Ri(t) —%ji(t) dtj

karenaji(t) dt=Q, maka
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i'(t) =%(E(t) ~ Ri(t) —%Qj

di sini E(0) = 0,i(0) = 0, darQ(0) = 0 sehingga’'(0) = O

dengan mendiferensialk#(h) diperoleh

i'(t) = -10c,e™ -990c,e™*** —19227 sin377 +51272 cos377t

untukt = 0

i(0) =-10c, —990c, +51272=0 (3.44)
solusi bagi sistem (3.43) dan (3.44) adalah -0.01 darc,; = 0.52

jadi solusi khusus dari PDLNH (3.41) adalah

i(t) =-001e™® + 052 — 051¢c0s377 +1.36sin377

karena

E, 155 155

= = = = 145
° JR2+s? 1007 +376° 1068

Dua suku pertama akan segera habis, dan kita dagatliskan arus dalam

keadaan stabil dalam bentuk

i(t) = 145{- 035c0s377 + 094 sin377}

i(t) =145{-sin 036c0s377 + cos036sin377 }

i(t) =145{sin377 cos036-cos377 sin 036}

i(t) = 145sin(377% - 036)

ini berarti bahwa(t) maksimum terjadi jikasin(377 — 036) = 0 sehingga(t)

maksimum sama dengan 1.45
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3.3 Aplikasi dalam M ekanika

a) Bandul Sederhana

Gambar 3.19

Sebuah bandul sederhana didefinisikan sebagai lsebardikel dengan
massam yang digantungkan dari titik O oleh tali yang @argnyal dan
massanya diabaikan (Gambar 3.19). Jika partikelidike samping ke posisi
B sehingga tali membuat sudistdengan garis vertikal OC, kemudian partikel
dilepas, maka partikel akan berisolasi anBacan posisi simetril8’ . Pertikel
bergerak sepanjang busur sebuah lingkaran yangribgni | = OA. Gaya-
gaya yang bekerja pada partikel adalah gaya bmgtdan tegangan T
sepanjang tali. Dari gambar 3.19, komponen tangkmri gaya resultan
adalah:

Fr =—-mgsinéd

Dimana tanda minus muncul karena gaya berlawanagatesimpangan.
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Karena partikel bergerak sepanjang lingkaran kigger |, maka jarak
yang ditempuh bandul adalak=168, sehingga kecepatan bandul adalah

2
v=I % danpercepatan tengensial bandul yaital % =| ((jjtzg

Menurut hukum Newton I

F=ma
2
F=ml d f
dt
sehingga
2 2 g
ml—- =-mgsing atau—-+-=sinfd =0
dt dt I

bila sudutd cukup kecil dan amplitudo osilasi juga kecil, makab ~ 0. Jadi

persamaan untuk gerak bandul itu adalah

2
th+|99=0 (3.45)

persamaan karakteristik dari (3.45) adalali +|g =0

akar-akar dari persamaan karakterstiknya adalahs J_ri\/lg

penyelesaian persamaan (3.45) adalah

o(t) =c, cos\/lgt +C, sin\/lgt

jadi partikel atau bandul akan berisolasi menuens@maan

o(t) =c, cos\/lgt +c, sin\/lgt (3.46)
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Dengan menerapkan rumus kosinus, maka persamaé®) @apat ditulis

sebagai berikut

y(t)=C co{\/lgt + 5]

di mana C adalah amplitudo gerakan (A) yang nitaimy/c,” +c,” , tgd =

, periodeT = 2—T 2 2
c1 2l 21T )
T
frekuensif = e S ,
T 2m

o
fase geser—

\/IE

Contoh 3.10

Sebuah bandul digantungkan pada tali yang panjan@yci ( g = 32 ft/sec)
Tentukard pada saatjika 6(0) = %, g0 =1

Penyelesaian
| =6inci =05 ft
Persamaan diferensial yang sesuai adalah

2
d<é 320

0
dt? 05

2
99 . 6a6=0

persamaan karakteristiknya adaldh+64= 0
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Akar-akar persamaan karakteristiknya adalah=+ 8i

Penyelesaian persamaan diferensialnya adalah
6(t) =c, cosdt +c, sindt

untuk mencari penyelesaian khususnya kita gunayamatsawal.
1 15 . 1 .
6(0) = 2 makac, = i sehinggad(t) = ZCOS& +¢C, sin8t

untuk mencari £kita gunakan syarat awal keddg0) = 1
kita diferensialkang(t) = c, cost + ¢, sin8t

6'(t) = -8 sin8t + 8¢, cos8t
' 1
@' (0) = 8c, cos0=1 makac, = 3

sehingga penyelesaian khusus persamaan difereyesidialah

O(t) =4 cos8t +¢sinst (3.47)
a(t) = —“(‘1‘)2+(é)2 (1; cosBt +%sin8t)
Gr+@)
o) = ﬁ(ﬁsin& 4 Lﬁcos&j
8| 5 5
a(t) = g(sin¢sin8t +COSpCcost)

di manatggp = —% ataug¢ = — 046sehingga

o(t) = gcos(& — 046)
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ini berarti bahwa partikel atau bandul akan belglermonis sesuai
persamaan

a(t) = gcos(& — 046)

persamaand(t) = ﬁ

cos(8t - 046) menunjukkan bahwa bandul bergerak

harmonis dengan amplitud%? periodenya adala% = 2, frekuensi

T
dan sudut fasenya adalgh= - 046

Sekarang akan kita cari pada sadlarapa akan terjadi nilai maksimum

atau minimum. Grafiké(t) =4 cos8t++sin8t akan mencapai nilai ekstrim
bila &'(t) =0

g'(t) =—2sin8t+cos8t =0

2sin 8t = cos8t

tan@) = }

tan‘l(%) untuk t berada di kuadran ke 1 karena @ dan 2> 0 atau berada

di kuadran ke 3 karena 4 0 dan-2 < 0. Sehingga kita dapatkan dua titik
tan™ 1
kritis yaitu t = an

_1 ;1
(di kuadran 1) dan = -2 =) (di kuadran 3).

Untuk mengetahui di mana terjadi nilai maksimum aaimimum, kita
gunakan uji turunan kedua. Bil&"(t) >

, Omaka terjadi minimum dan
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bilagd"(t) <0, maka terjadi

maksimum. Pendiferensialan keduai dar
persamaan (3.47) adalah

6" (t) = -16cos(8t) —8sin (8t)

L tan™1
subtitusikant = 2

(3.48)

ke persamaan (3.48)

tan™ 1 tan™ 1
g -2 |=-16c0§ 82 |-

8 8
H( —16cos(tan“) 85|n(tan11)

(oo B3

t 11
o2t |=-25- 2s=-aE<o

Nh—\

0

.
jaici clinitik {2

terjadi nilai maksimum

J . tan
Kemudian subtitusikam = ( )

-1 -1

LT L [ _tan™ L
2 |=-16c09 8 2 |1-8sin| 8 -2
8 8 8

0,,(tan; E —16005(tan )Ssm(tan )

ke persamaan (3.48)
t
( an

102



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

tan™ =L
0,,( an8 _zjz%z¢5+§£=&/§>o

tan™(3)

8

0.3
theta 0.2
0.1

DJ 02 D_'dtn_ 08 1

jadi di titik t = , terjadi nilai minimum.

-0.1
0.2
0.3

Gambar 3.20
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BAB IV

PENUTUP

Dalam skripsi ini dibahas tentang aplikasi persamdiderensial linear
homogen orde kedua yang mempunyai bentuk
a,(\)y" +a(X)y +a,(x)y =0,a,(x) #0 (4.1)
juga dibahas tentang persamaan diferensial lineahamogen orde kedua yang
mempunyai bentuk
a,(X)Y" +a,(X)y +a,(x)y = f(x),a,(x) 0 (4.2)
Penyelesaian pesamaan (4.1) dan (4.2) terdiripgiagelesaian umum dan
penyelesaian khusus. Penyelesaian umum persamaah) (@erbentuk
y=cy, +c,y, di manac,;, ¢ adalah konstanta dan, y» adalah penyelesaian
bebas linear dari (4.1), sedangkan penyelesaianmmupaisamaan (4.2) berbentuk

y=Yy.+y, di manay. adalah penyelesaian komplementer dgnadalah

penyelesaian partikular persamaan (4.2). Jika uktukstantac; dan c, pada
penyelesaian umum diberikan nilai tertentu, makasreertentu yang diperoleh
disebut penyelesaian khusus.

Beberapa aplikasi persamaan diferensial lineae émtlua dalam fisika,
diantaranya adalah getaran, rangkaian listrik dakamika.

Pembahasan tentang aplikasi persamaan diferéingiat dalam skripsi ini
sebenarnya barulah pada permukaannya saja dan saamjht dangkal. Banyak
masalah-maslalah yang balum dapat dibahas olehlipekarena keterbatasan

pikiran, tenaga dan waktu yang dimiliki.
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Hal-hal tentang aplikasi persamaan diferensiagédinorde yang lebih
tinggi dalam fisika atau pun penerapan yang laingykebih kompleks seperti
daya kompleks tidak dijumpai dalam skripsi ini. Blaal persamaan diferensial
linear merupakan cabang matematika yang sangat tes aplikasinya
berkembang diberbagai ilmu pengetahuan terutamamdalmu fisika. Oleh
karena itu, penulis menyarankan agar hal-hal tbrgagapat diteliti lebih lanjut,
mengingat pentingnya persamaan diferensial lineatand menyelesaikan

masalah-masalah dalam kehidupan nyata.
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