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ABSTRAK 

 

Ada berbagai metode yang dapat digunakan untuk menentukan penyelesaian 
masalah nilai awal dari suatu persamaan diferensial. Salah satunya adalah metode 
transform Laplace. Transform Laplace dari suatu fungsi )(tf  adalah fungsi )(sF  

yang dinyatakan oleh L{ } ∫
∞

−==
0

)()()( dttfesFtf st . Jika L{ } )()( sFtf =  maka )(tf  

disebut invers transform Laplace dari )(sF  dan secara simbolis ditulis  
=)(tf L { })(1 sF− . 
Langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah nilai awal persamaan 

diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan yaitu dengan mengambil 
transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. Dengan menggunakan sifat 
linearitas transform Laplace, teorema transform Laplace dari turunan, dan kondisi 
awal yang diberikan akan diperoleh persamaan aljabar dalam s. Kemudian kita 
selesaikan persamaan aljabar tersebut. Selanjutnya untuk menentukan penyelesaian 
masalah nilai awal adalah dengan menggunakan invers transform Laplace. 

Persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan mempunyai 
penerapan pada getaran pegas. Dalam penerapan ini, untuk mendapatkan persamaan 
diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan dari getaran pegas tersebut kita 
terapkan hukum Hooke dan hukum Newton II. Untuk menentukan persamaan 
perpindahan benda dari getaran pegas dapat digunakan metode transform Laplace 
dengan langkah-langkah yang sama seperti yang dikemukakan di atas. 
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ABSTRACT 

 

There are some methods that can be used to determine the solution of the initial 
value problem of a differential equation. One of them is the Laplace transform 
method. Laplace transform of function )(tf  is function )(sF  stated by 

L{ } ∫
∞

−==
0

)()()( dttfesFtf st . If L{ } )()( sFtf =  then )(tf  is called the inverse 

Laplace transform of )(sF  and symbolically it is written =)(tf L { })(1 sF− . 
Steps for solving the initial value problem of a second order linear differential 

equation with constant coefficients are obtained by taking the Laplace transform of 
both sides of the differential equation. By using the linear property of the Laplace 
transform, the theorem of the Laplace transform of derivatives and the initial 
condition that is given, we will get an algebraic equation in s. Then we solve the 
algebraic equation. Next, to determine the solution of the initial value problem we use 
the inverse Laplace transform. 

Second order linear differential equation with constant coefficients have an 
application in spring vibration. In this application, in order to get a second order 
linear differential equation with constant coefficients of the spring vibration we apply 
the Hooke law and the second Newton law. To determine the equation for the object 
displacement in the spring vibration, we can use the Laplace transform method with 
the same steps as mentioned above. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat derivatif atau 

diferensial dari satu atau lebih fungsi. Persamaan diferensial dapat 

diklasifikasikan dengan banyak cara. Jika fungsi yang belum diketahui dalam 

persamaan diferensial bergantung hanya pada satu variabel bebas maka 

persamaan itu disebut persamaan diferensial biasa. Bentuk umum persamaan 

diferensial biasa : 

0),...,,,,,( 3

3

2

2

=n

n

dx
yd

dx
yd

dx
yd

dx
dyyxf , 

dengan x menyatakan variabel bebas dan y menyatakan variabel tak bebas. 

Sedangkan jika fungsi yang belum diketahui bergantung pada dua atau lebih 

variabel bebas, maka persamaan itu disebut persamaan diferensial parsial. Bentuk 

umum persamaan diferensial parsial : 

0),...,,,,,,,,( 2

22

2

2

=
∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

n

n

y
z

y
z

yx
z

x
z

y
z

x
zzyxf , 

dengan x dan y menyatakan variabel bebas, sedangkan z menyatakan variabel tak 

bebas. Contoh persamaan diferensial : 

xy
dx
dy 2=          (1) 
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0232

2
2 =−+ y

dx
dyx

dx
ydx       (2) 

0=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u        (3) 

x
x
u

t
u

+=
∂
∂

+
∂
∂ 12

2

2

2

       (4) 

Persamaan (1) dan (2) merupakan contoh persamaan diferensial biasa, sedangkan 

persamaan (3) dan (4) merupakan contoh persamaan diferensial parsial. 

Persamaan diferensial dibedakan menurut tingkat (orde) dan menurut 

derajatnya. Orde persamaan diferensial adalah tingkat derivatif tertinggi yang 

muncul dalam persamaan diferensial. Derajat adalah pangkat dari derivatif tingkat 

tertinggi yang muncul dalam persamaan diferensial. Persamaan (1) merupakan 

persamaan diferensial biasa orde satu dan berderajat satu, sedangkan persamaan 

(2) merupakan persamaan diferensial biasa orde dua dan berderajat satu. 

Persamaan (3) merupakan persamaan diferensial parsial orde satu dan berderajat 

satu, sedangkan persamaan (4) merupakan persamaan diferensial parsial orde dua 

dan berderajat satu.  

Persamaan diferensial biasa masih bisa dibagi lagi menjadi 2 kelompok 

besar, yaitu persamaan diferensial linear dan persamaan diferensial non linear. 

Persamaan diferensial biasa tingkat n disebut linear dalam y jika persamaan 

diferensial dapat ditulis dalam bentuk : 

)()()()()( 01
1

1
)( xfyxayxayxayxa n

n
n

n =+′+++ −
− L                 (5)  
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di mana naaa ,,, 10 L  dan f adalah fungsi-fungsi kontinu pada suatu interval x dan 

0)( ≠xan  pada interval itu. Fungsi )(xan  disebut fungsi-fungsi koefisien. Jadi, 

persamaan diferensial biasa dikatakan linear jika syarat-syarat berikut dipenuhi : 

1. Fungsi yang belum diketahui dan derivatif-derivatifnya secara aljabar yang 

terjadi hanya berpangkat satu. 

2. Tidak ada hasil kali yang berkaitan dengan fungsi yang belum diketahui dan 

derivatif-derivatifnya atau dua atau lebih derivatif. 

3. Tidak ada fungsi transendental dari yyy ′′′,, , dan seterusnya. 

Persamaan diferensial yang tidak linear disebut persamaan diferensial non 

linear. Jika pada persamaan (5) 0)( =xf , maka persamaan itu disebut persamaan 

diferensial linear homogen. Tetapi jika 0)( ≠xf , maka persamaan itu disebut 

persamaan diferensial linear non homogen. Jika koefisien )(,),(),( 10 xaxaxa nL  

adalah konstan, maka persamaan (5) disebut persamaan diferensial linear dengan 

koefisien konstan, sedangkan jika koefisien-koefisiennya berupa variabel maka 

persamaan (5) disebut persamaan diferensial linear dengan koefisien variabel. 

Persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan mempunyai 

penerapan pada getaran pegas. Untuk lebih memahami penerapan persamaan 

diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan pada getaran pegas, 

perhatikan contoh berikut. 

Contoh :  Sebuah benda bermassa m tergantung dari keadaan seimbang pada  

sebuah pegas dengan konstanta pegas k kemudian benda itu ditarik ke 
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bawah sejauh jarak tertentu dengan pengandaian tak ada gesekan 

seperti gambar di bawah ini : 

                                                     

 

                           

 

 

 

Jika x menyatakan perpindahan benda dari keadaan seimbang dan F 

menyatakan gaya pengembalian pegas maka berdasarkan hukum 

Hooke kxF −= . Dengan menggunakan hukum Newton II, maF =  di 

mana m adalah massa benda, a adalah percepatan benda, dan  F adalah 

gaya yang bekerja pada benda dengan massa m maka kita mempunyai 

hubungan : 

      kx
dt

xdm −=2

2

  

atau  02

2

=+ kx
dt

xdm . 

Persamaan di atas merupakan persamaan diferensial linear homogen 

orde dua dengan koefisien konstan. Persamaan karakteristiknya dapat 

m

k

x
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ditulis dalam variabel r yaitu 02 =+ kmr  yang mempunyai akar-akar 

±=r
m
ki . Jika 

m
k

=0ω  maka penyelesaian umumnya : 

tctctx 0201 sincos)( ωω += .  

Persamaan tersebut menyatakan perpindahan benda pada saat t. Untuk 

menentukan penyelesaian khususnya kita harus mengetahui titik awal 

dan kecepatan awal dari benda yaitu : 

0)0( xx = , 0)0( vx =′ .                 

Penyelesaian dari masalah nilai awal di atas dapat diperoleh dengan 

mensubstitusikan penyelesaian umum ke dalam kondisi awal ini. 

                                 tctctx 0201 sincos)( ωω +=  disubstitusikan ke 0)0( xx = . 

                       0sin0cos)0( 21 ccx +=  

                          0.1. 210 ccx +=  

                           01 xc =  

tctctx 0201 sincos)( ωω +=  disubstitusikan ke 0)0( vx =′ . 

                       tctctx 020010 cossin)( ωωωω +−=′  

                      0cos0sin)0( 2010 ccx ωω +−=′  

                          1.0. 20100 ccv ωω +−=  

                      020 vc =ω  
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0

0
2 ω

v
c =  

Sehingga didapat penyelesaian khususnya : 

t
v

txtx 0
0

0
00 sincos)( ω

ω
ω += . 

Dari contoh di atas, dapat dilihat bahwa dalam menentukan penyelesaian 

khusus suatu persamaan diferensial kita perlu mengetahui kondisi awalnya. 

Persamaan diferensial beserta kondisi awal tersebut dinamakan masalah nilai 

awal. Metode-metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai 

awal dari persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan 

misalnya metode reduksi, metode koefisien tak tentu, metode variasi parameter, 

dan lain-lain. Tetapi ada salah satu metode yang berbeda dengan metode lainnya 

yaitu metode transform Laplace.  

Dalam menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial, biasanya 

yang pertama dilakukan adalah menentukan penyelesaian umumnya. Setelah 

memperoleh penyelesaian umum, kita menggunakan syarat-syarat awal yang 

diberikan untuk mencari penyelesaian khusus yang diinginkan. Melalui transform 

Laplace, kita dapat menyelesaikan masalah nilai awal tanpa mencari penyelesaian 

umumnya terlebih dahulu. 
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Transform Laplace didefinisikan sebagai berikut : misalkan )(tf  suatu 

fungsi dari t yang terdefinisikan untuk 0>t  maka transfom Laplace dari )(tf  

yang dinyatakan oleh  L{ })(tf , didefinisikan sebagai  

L{ } ∫
∞

−==
0

)()()( dttfesFtf st , untuk 0>s . 

Karena alasan itulah penulis tertarik untuk mengkaji lebih jauh transform 

Laplace secara teoritik dan penerapan transform Laplace dalam menyelesaikan 

masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien 

konstan khususnya pada getaran pegas.  

 

B. Rumusan Masalah 

Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam penulisan ini adalah 

membahas transform Laplace dan bagaimana penerapan transform Laplace dalam 

menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde dua dengan 

koefisien konstan khususnya pada getaran pegas. 

 

C. Batasan Masalah 

Dalam skripsi ini, permasalahan yang akan dibahas dibatasi pada 

penggunaan transform Laplace dalam menyelesaikan masalah nilai awal 

persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan. Untuk penerapan 

transform Laplace penulis akan membahas bagaimana transform Laplace 
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digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial linear 

orde dua dengan koefisien konstan khususnya pada getaran pegas. 

 

D. Tujuan Penulisan 

Tujuan penulisan ini adalah untuk lebih memahami transform Laplace 

secara teoritik dan penerapan transform Laplace dalam menyelesaikan masalah 

nilai awal persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan 

khususnya pada getaran pegas. 

 

E. Metode Penulisan 

Metode yang akan digunakan dalam membahas topik tersebut adalah 

metode studi pustaka. 

 

F. Sistematika Penulisan 

Penulisan ini terbagi dalam beberapa bab, yakni : 

BAB I        Pendahuluan 

A. Latar Belakang 

B. Rumusan Masalah 

C. Batasan Masalah 

D. Tujuan Penulisan 

E. Metode Penulisan 

F. Sistematika Penulisan 
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BAB II      Transform Laplace 

A. Pengertian Transform Laplace 

B. Sifat-Sifat Transform Laplace 

C. Invers Transform Laplace 

D. Transform Laplace dari Turunan dan Integral 

E. Konvolusi Dua Fungsi f(t) dan g(t) 

F. Aplikasi Transform Laplace dalam Menyelesaikan Masalah      

Nilai Awal Persamaan Diferensial Linear Orde Dua dengan 

Koefisien Konstan 

BAB III    Penerapan Transform Laplace dalam Penyelesaian Masalah Nilai Awal 

Persamaan Diferensial Linear Orde Dua dengan Koefisien Konstan 

pada Getaran Pegas 

A. Getaran Tak Teredam 

B. Getaran Teredam 

C. Getaran Terpaksa Tak Teredam 

D. Getaran Terpaksa Teredam 

BAB IV     PENUTUP 
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BAB II  

TRANSFORM LAPLACE 

 

A. Pengertian Transform Laplace 

Definisi (transform Laplace) : Misalkan )(tf  suatu fungsi dari t yang 

terdefinisikan untuk 0>t  maka transfom Laplace dari )(tf  yang dinyatakan oleh  

L{ })(tf , didefinisikan sebagai  

L{ } ∫
∞

−==
0

)()()( dttfesFtf st , untuk 0>s . 

Integral pada definisi transform Laplace merupakan bentuk integral tak 

wajar sehingga untuk mengerjakan integral tak wajar ini kita kerjakan : 

∫∫ −

∞→

∞
− =

T
st

T

st dttfedttfe
00

)(lim)( .     

Jadi, transform Laplace bergantung pada ada tidaknya nilai limit.  

Dengan menggunakan definisi di atas, kita dapat mencari transform Laplace 

dari beberapa fungsi elementer. 

Contoh 1 : Tentukan transform Laplace dari 1)( =tf , 0>t . 

Dengan menggunakan definisi transform Laplace maka 

L{ }1  = ∫
∞

−

0

)1( dte st  

= ∫ −

∞→

T
st

T
dte

0

)1(lim  
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= 
Tst

T s
e

0

lim ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

∞→
  

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−

∞→ ss
e sT

T

1lim  

= 
s
1   

Jadi, L{ }1  = 
s
1 , di mana 0>s . 

Contoh 2 : Tentukan transform Laplace dari ttf =)( , 0>t . 

Dengan menggunakan definisi transform Laplace maka 

L{ }t  = ∫
∞

−

0

tdte st  

= ∫ −

∞→

T
st

T
tdte

0

lim  

Kita gunakan pengintegralan parsial. 

Misalkan : tu =                                  dtedv st−=  

                  dtdu =                              ste
s

v −−=
1  

sehingga 

L{ }t  = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ∫ −−

∞→

T
st

T
st

T
dte

s
te

s 00

11lim  

= 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− −−

∞→

T
st

T
st

T
e

s
te

s 0
2

0

11lim  
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= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +− −−

∞→ 22

1101lim
s

e
s

Te
s

sTsT

T
 

= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− −−

∞→ 22

111lim
s

e
s

Te
s

sTsT

T
 

= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−− −−

∞→ 22

111lim
s

e
s

Te
s

sTsT

T
 

= 2

1
s

 

Jadi, L{ }t = 2

1
s

, di mana 0>s . 

Contoh 3 : Tentukan transform Laplace dari nttf =)( , 0>t . 

Dengan menggunakan definisi transform Laplace maka 

L{ }nt   = ∫
∞

−

0

dtte nst  

                          = ∫ −

∞→

T
nst

T
dtte

0

lim  

Kita gunakan pengintegralan parsial. 

Misalkan : ntu =                                dtedv st−=  

                  dtntdu n 1−=                      ste
s

v −−=
1  

Sehingga 

∫ −

∞→

T
nst

T
dtte

0

lim   = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ∫ −−−

∞→

T
nst

T
stn

T
dtte

s
net

s 0

1

0

1lim  
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= ∫ −−

∞→

−

∞→
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

T
nst

T

T
stn

T
dtte

s
net

s 0

1

0

lim1lim  

= ∫ −−

∞→

−

∞→
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

T
nst

T

sTn

T
dtte

s
neT

s 0

1lim01lim  

= ∫ −−

∞→
+

T
nst

T
dtte

s
n

0

1lim0  

= ∫ −−

∞→

T
nst

T
dtte

s
n

0

1lim  

L{ }nt  = 
s
ndtte

s
n T

nst

T
=∫ −−

∞→
0

1lim L{ }1−nt  

Apabila n diganti dengan 1−n  maka 

L{ }1−nt  = 
s

n 1−
 L{ }2−nt  

sehingga L{ }nt  = 
s

n
s
n 1−
⋅  L{ }2−nt  

        = 2

)1(
s
nn −

 L{ }2−nt  

Jika diteruskan akan didapat  

L{ }nt  = ns
nnn 123)2)(1( ⋅⋅−− L

 L{ }0t  

di mana !123)2)(1( nnnn =⋅⋅−− L  dan L{ }0t  = L{ }
s
11 =  

Jadi, L{ }nt  = 1

!1!
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nn s
n

ss
n , di mana 0>s . 
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Contoh 4 : Tentukan transform Laplace dari atetf =)( , 0>t . 

Dengan menggunakan definisi transform Laplace maka 

L{ }ate  = ∫
∞

−

0

dtee atst  

= ∫
∞

−−

0

)( dte tas  

= ∫ −−

∞→

T
tas

T
dte

0

)(lim  

= 
Ttas

T as
e

0

)(

lim ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−−

∞→
 

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

−
−−

∞→ asas
e Tas

T

1lim
)(

 

= 
as −

1  

Jadi, L{ }ate  = 
as −

1 , di mana as > . 

Contoh 5: Tentukan transform Laplace dari kttf sin)( = , 0>t . 

Dengan menggunakan definisi transform Laplace maka 

L{ }ktsin  = ∫
∞

−

0

sin kte st dt 

                      = ∫ −

∞→

T
st

T
kte

0

sinlim dt 
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Untuk mencari ∫ −
T

st kte
0

sin dt kita gunakan pengintegralan parsial. 

Misalkan : steu −=                             ktdv sin= dt 

dtsedu st−−=                   kt
k

v cos1
−=  

sehingga 

∫ −
T

st kte
0

sin dt = ∫ −− −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

T
st

T
st kte

k
skte

k 00

coscos1 dt 

Untuk mencari ∫ −
T

st kte
0

cos dt kita gunakan pengintegralan parsial. 

Misalkan : steu −=                             ktdv cos= dt 

dtsedu st−−=                   kt
k

v sin1
=  

didapat 

∫ −
T

st kte
0

sin dt = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− ∫ −−−

T
st

T
st

T
st ktdte

k
skte

kk
skte

k 000

sinsin1cos1  

        = ∫ −−− −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

T
st

T
st

T
st kte

k
skte

kk
skte

k 0
2

2

00

sinsin1cos1 dt 

Tambahkan kedua ruas dengan ∫ −
T

st kte
k
s

0
2

2

sin dt akan diperoleh 

∫ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

T
st kte

k
s

0
2

2

sin1 dt = 
T

st
T

st kte
kk

skte
k 00

sin1cos1
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− −−  
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∫ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ + T
st kte

k
sk

0
2

22

sin dt = 
T

st
T

st kte
kk

skte
k 00

sin1cos1
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− −−  

∫ −
T

st kte
0

sin dt = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

+
−−

T
st

T
st kte

kk
skte

kks
k

00
22

2

sin1cos1   

maka 

L{ }ktsin  = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

+
−−

∞→

T
st

T
st

T
kte

kk
skte

kks
k

00
22

2

sin1cos1lim  

= 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

+
−−

∞→

T
st

T
st

T
kte

kk
skte

kks
k

00
22

2

sin1cos1lim  

= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

+
−−

∞→
0sin11cos1lim22

2

kTe
kk

s
k

kTe
kks

k sTsT

T
 

                     = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

+
−−

∞→
kTe

k
s

k
kTe

kks
k sTsT

T
sin1cos1lim 222

2

 

= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

+
−

∞→

−

∞→
kTe

k
s

k
kTe

kks
k sT

T

sT

T
sinlim1cos1lim 222

2

 

= 
kks

k 1
22

2

⋅
+

 

= 22 ks
k
+

 

Jadi, L{ }ktsin  = 22 ks
k
+

, di mana 0>s . 
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Contoh 6 : Tentukan transform Laplace dari kttf cosh)( = , 0>t . 

Kita ketahui bahwa 
2

cosh
ktkt eekt

−+
=  untuk 0>k . 

Dengan menggunakan definisi transform Laplace maka 

L{ }ktcosh  = ∫
∞

−

0

cosh kte st dt 

 = ∫
∞ −

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

0 2
dteee

ktkt
st  

 = ( )∫ −−

∞→
+

T
ktktst

T
dteee

02
1lim  

 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∫∫ −−−

∞→

T
ktst

T
ktst

T
dteedtee

00

lim
2
1  

 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∫∫ +−

∞→

−−

∞→

T
tks

T

T
tks

T
dtedte

0

)(

0

)( limlim
2
1  

 = 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+−

∞→

−−

∞→

Ttks

T

Ttks

T ks
e

ks
e

0

)(

0

)(

limlim
2
1  

 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

−
+−

∞→

−−

∞→ ksks
e

ksks
e tks

T

tks

T

1lim1lim
2
1 )()(

 

 = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

− ksks
11

2
1  

 = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−++
222

1
ks

ksks  
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 = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− 22

2
2
1

ks
s  

 = 22 ks
s
−

 

Jadi, L{ }ktcosh  = 22 ks
s
−

, di mana ks > .  

Transform Laplace yang dihasilkan dari contoh-contoh tersebut dapat 

dirangkum menjadi sebuah tabel yang disebut tabel transform Laplace. Tetapi 

tabel ini tidak hanya berisi contoh-contoh di atas karena masih ada transform 

Laplace yang lain dan tidak mungkin untuk dibahas satu persatu. Jadi, transform 

Laplace dari beberapa fungsi elementer lainnya dapat dilihat dalam tabel 

transform Laplace pada lembar lampiran.   

Dari contoh-contoh di atas dapat dilihat bahwa transform Laplace dari suatu 

fungsi selalu ada untuk 0>s . Untuk hal tersebut terdapat teorema eksistensi 

transform Laplace. Tetapi terlebih dahulu akan dibicarakan mengenai pengertian 

fungsi kontinu sepotong-sepotong dan fungsi berorde eksponensial. 

Definisi (fungsi kontinu sepotong-sepotong) : Sebuah fungsi )(tf  disebut 

kontinu sepotong-sepotong pada sebuah interval terhingga [ ]ba,  jika )(tf  

kontinu di setiap titik pada interval [ ]ba,  selain di sejumlah titik tertentu di mana 

)(tf  diskontinu serta memiliki limit kanan dan limit kiri yang berhingga. 
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Contoh 7 : Sebuah fungsi )(tf  didefinisikan dengan 
⎩
⎨
⎧

=
,2
,1

)(tf    
2

20
>

<<
t

t
. 

Fungsi )(tf  kontinu pada selang )2,0(  karena pada selang tersebut fungsi )(tf  

bernilai 1. Demikian pula pada selang ),2( ∞  fungsi )(tf  kontinu karena fungsi 

)(tf  bernilai 2. Dan pada 2=t  terdapat dua limit yaitu 

1)(lim)2(
2

==−
−→

tff
t

 

2)(lim)2(
2

==+
+→

tff
t

 

Jadi, fungsi )(tf  tersebut kontinu sepotong-sepotong pada ∞<< t0 . 

Contoh 8 : Perlihatkan bahwa 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
−=

,3
,2

,
)(

2

t
t

t
tf  

32
21
10

≤≤
<≤
<≤

t
t
t

 kontinu sepotong-

sepotong dalam selang tertutup [ ]3,0 . 

Fungsi )(tf  kontinu dalam selang [ )1,0  karena pada selang itu 2)( ttf = , )(tf  

juga kontinu dalam selang [ )2,1 . Demikian juga pada selang [ ]3,2 . Pada 1=t , 

1)(lim)1(
1

==−
−→

tff
t

 dan 1)(lim)1(
1

==+
+→

tff
t

. Sedangkan pada 2=t  terdapat 

dua limit, yaitu 0)(lim)2(
2

==−
−→

tff
t

 dan 1)(lim)2(
2

==+
+→

tff
t

. Jadi, fungsi )(tf  

kontinu sepotong-sepotong dalam selang 30 ≤≤ t . 

Definisi (fungsi berorde eksponensial) : Sebuah fungsi )(tf  adalah fungsi 

berorde eksponensial jika ada bilangan real α , M, dan T sedemikian hingga  

tMetf α≤)( , untuk Tt ≥ . 
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Contoh 9 : Sebuah fungsi btetf kt sin)( =  termasuk fungsi berorde 

eksponensial dengan k=α  karena menurut definisi fungsi berorde eksponensial 

btbteetfe ktktkt sinsin)( == −−     

yang terbatas untuk semua t. 

Contoh 10 : Setiap fungsi yang terbatas adalah fungsi berorde eksponensial 

seperti btsin  dan btcos  dengan 0=α . 

Contoh 11 : Fungsi yang dinyatakan dengan rumus 
3

)( tetf =  tidak 

termasuk fungsi berorde eksponensial karena ttttt eeetfe ααα −−− ==
33

)(  menjadi 

tak berhingga jika ∞→t  untuk berapapun nilai α .  

Teorema (eksistensi transform Laplace) : Jika sebuah fungsi )(tf  

kontinu sepotong-sepotong pada selang [ )∞,0  dan berorde eksponensial α , maka 

transform Laplace ada untuk α>s . 

Bukti : ∫
∞

−

0

)( dttfe st  dapat kita bagi dua menjadi ∫∫
∞

−− +
T

st
T

st dttfedttfe )()(
0

. 

Integral pertama yaitu ∫ −
T

st dttfe
0

)(  ada karena )(tf  kontinu sepotong-sepotong 

dalam interval [ ]T,0 .  Untuk membuktikan bahwa integral kedua juga konvergen 

maka kita gunakan teorema uji banding untuk integral tak wajar yaitu jika g dan 

G fungsi-fungsi real sedemikian hingga )()(0 tGtg ≤≤  dalam interval ∞<≤ ta  
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dan andaikan ∫
∞

a

dttG )(  ada dan g terintegralkan dalam setiap interval ∞<≤ ta  

maka ∫
∞

a

dttg )(  juga ada. Karena )(tf  adalah fungsi berorde eksponensial α  

untuk Tt ≥  maka berlaku  

Mtfe t ≤− )(α , untuk Tt ≥  

Kalikan dengan tstee α−  sehingga kita memperoleh 

tstst eMetfe α−− ≤)(  

Andaikan )()( tfetg st−=  dan tstst MeeMetG )()( αα −−− == . 

Oleh karena itu, 

∫
∞

−−

T

ts dtMe )( α  = ∫
∞

−−

T

ts dteM )( α  

                            = ∫ −−

∞→

x

T

ts

x
dteM )(lim α  

 = 
x

T

ts

x s
eM ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−−

∞→ α

α )(

lim  

 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

−
−−−−

∞→ αα

αα

s
e

s
eM

Tsxs

x

)()(

lim  

 = 
α

α

−

−−

s
eM

Ts )(
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Jadi, ∫
∞

−−

T

ts dtMe )( α  ada untuk α>s . Karena tsst Metfe )()( α−−− ≤  untuk Tt ≥  

dan ∫
∞

−−

T

ts dtMe )( α  ada maka berdasarkan teorema uji banding, integral 

∫
∞

−

T

st dttfe )(  ada untuk α>s  sehingga ∫
∞

−

T

st dttfe )(  juga ada untuk α>s . Jadi, 

karena kedua integral tersebut ada maka transform Laplace )(sF  ada untuk 

α>s . 

 

B. Sifat-Sifat Transform Laplace 

Selain menggunakan definisi transform Laplace untuk mencari transform 

Laplace, kita juga memerlukan sifat-sifat dari transform Laplace yang dapat 

mempermudah kita untuk mencari transform Laplace tersebut. Sifat-sifat dari 

transform Laplace ini dapat juga diperoleh dengan menggunakan definisi 

transform Laplace. 

Teorema (sifat linearitas) : Misalkan )(1 tf  dan )(2 tf  adalah fungsi-fungsi 

dengan transform Laplacenya masing-masing )(1 sF  dan )(2 sF  sedangkan 1c  dan 

2c  adalah sebarang konstanta maka 

L{ })()( 2211 tfctfc ±  = 1c L{ })(1 tf ± 2c L{ })(2 tf  = )()( 2211 sFcsFc ± . 

Bukti : L{ })()( 2211 tfctfc ± = ∫
∞

− ±
0

2211 ))()(( dttfctfce st  
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= ∫∫
∞

−
∞

− ±
0

22
0

11 )()( dttfecdttfec stst  

= 1c L{ })(1 tf ± 2c L{ })(2 tf  

= )()( 2211 sFcsFc ±  

Contoh 12 : Tentukan transform Laplace dari fungsi kttf sinh)( =  dengan 

menggunakan sifat linearitas. 

Kita ketahui bahwa 
2

sinh
ktkt eekt

−−
=  untuk 0>k  dan L{ }

ks
ekt

−
=

1
 maka 

L{ }ktsinh  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ − −

2

ktkt ee  

= 
2
1

 L{ }−kte
2
1

 L{ }kte−  

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− ksks
1

2
11

2
1  

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−+

22

)()(
2
1

ks
ksks  

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− 22

2
2
1

ks
k  

= 22 ks
k
−

 

Jadi, L{ }ktsinh  = 22 ks
k
−

, untuk ks > . 
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Contoh 13 : Tentukan L{ }tet 253 −+  dengan menggunakan sifat linearitas. 

L{ }tet 253 −+  = 3 L{ }t +5 L{ }te 2−  

Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa  

L{ }t = 2

1
s

 dan L{ }te 2−  = 
2

1
+s

 

sehingga 

L{ }tet 253 −+  = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1513 2 ss

 

 = 
)2(
5)2(3

2

2

+
++

ss
ss  

 = 
)2(
635

2

2

+
++

ss
ss  

Jadi, L{ }tet 253 −+  = 
)2(
635

2

2

+
++

ss
ss . 

Contoh 14 : Tentukan L{ }tet sin34 +−  dengan menggunakan sifat 

linearitas. 

L{ }tet sin34 +−  = 4 L{ }−1 3 L{ }te + L { }tsin  

Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa  

L{ }1  = 
s
1 , L{ }te  = 

1
1
−s

, dan L { }tsin = 
1

1
2 +s

 

sehingga  
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L{ }tet sin34 +− = 
1

1
1

1314 2 +
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sss
 

= 
)1)(1(

)1()1(3)1)(1(4
2

22

+−
−++−+−

sss
ssssss  

= 
)1)(1(

334444
2

2323

+−
−+−−−+−

sss
sssssss  

= 
)1)(1(

43
2

23

+−
−−

sss
ss  

Jadi, L{ }tet sin34 +−  = 
)1)(1(

43
2

23

+−
−−

sss
ss . 

Teorema (sifat translasi) : Jika )(tf  adalah sebuah fungsi sedemikian 

hingga L{ } )()( sFtf =  ada untuk α>s  maka untuk setiap konstanta a berlaku : 

L{ } )()( asFtfeat −= , untuk as +> α .  

Bukti : L{ } )()()(
0

sFdttfetf st == ∫
∞

−  

 L{ })(tfeat  = ∫
∞

−

0

)( dttfee atst  

 = ∫
∞

−−

0

)( )( dttfe tas  

 = )( asF −  

Contoh 15 : Dengan menggunakan sifat translasi tentukan L{ }kteat sin . 
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Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa L{ } 22sin
ks

kkt
+

= , 0>s  

Menurut sifat translasi diperoleh 

L{ }kteat sin  = 22)( kas
k
+−

  

Jadi, L{ }kteat sin  = 22)( kas
k
+−

, di mana as > . 

Contoh 16 : Dengan menggunakan sifat translasi tentukan L{ }nat te . 

Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa L{ } 1

!
+= n

n

s
nt , 0>s . 

Menurut sifat translasi diperoleh 

L{ }nat te  = 1)(
!

+− nas
n  

Jadi, L{ }nat te  = 1)(
!

+− nas
n , di mana as > . 

Contoh 17 : Dengan menggunakan sifat translasi tentukan L{ }te t sin3 . 

Dari contoh 15 telah kita ketahui bahwa L{ }kteat sin   =  22)( kas
k
+−

, as >  

sehingga L{ }te t sin3  = 
1)3(

1
2 +−s

. 

 

C. Invers Transform Laplace 
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Definisi    :    Jika    diketahui    suatu   fungsi   )(tf    sedemikian   hingga 

L{ } )()( sFtf =  maka )(tf  disebut invers transform Laplace dari )(sF  dan 

secara simbolis ditulis =)(tf  L { })(1 sF− . 

Invers transform Laplace juga memiliki sifat yang sama dengan transform 

Laplace yaitu : 

1. Sifat linearitas 

L { } )()()()( 22112211
1 tfctfcsFcsFc ±=±−  

2. Sifat translasi 

L { } )()(1 tfeasF at=−−  

Untuk mencari invers transform Laplace, kita dapat melihat tabel transform 

Laplace. Kadang dalam menemukan invers transform Laplace, kita perlu 

mengubah bentuk persamaan fungsi )(sF  agar mempunyai bentuk yang sesuai 

dengan tabel.  

Contoh 18 : Tentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

9
3

2
1

s
s . 

Dengan menggunakan sifat linearitas dan tabel transform Laplace diperoleh  

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

9
3

2
1

s
s = 3 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

92
1

s
s

 

                           = 3 L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

3s
s

 

                           = t3cos3  
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Jadi, L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

9
3

2
1

s
s = t3cos3 . 

 

Contoh 19 : Tentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

136
1

2
1

ss
. 

Kita perlu mengubah bentuk penyebut pecahan menjadi bentuk kuadrat sempurna.  

22222 2)3(
1

4)3(
1

139)3(
1

136
1

+−
=

+−
=

+−−
=

+− sssss
 

Dengan menggunakan sifat translasi dan tabel transform Laplace diperoleh  

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

136
1

2
1

ss
 = L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

22
1

2)3(
1

s
 

 = 
2
1 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

22
1

2)3(
2

s
 

 = te t 2sin
2
1 3  

Jadi, L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

136
1

2
1

ss
 = te t 2sin

2
1 3 . 

Contoh 20 : Tentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

3

2
1

)1(s
s . 

Dengan menggunakan pecahan parsial diperoleh 

323

2

)1()1(1)1( +
+

+
+

+
=

+ s
C

s
B

s
A

s
s  

        CsBsAs ++++= )1()1( 22  
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        CBBsAAsAss +++++= 222  

        )()2(22 CBAsBAAss +++++=  

Dari persamaan di atas akan kita dapatkan sistem persamaan berikut : 

              1=A  

     02 =+ BA  

0=++ CBA  

Dari sistem persamaan di atas kita dapatkan 1=A , 2−=B , dan 1=C  sehingga 

323

2

)1(
1

)1(
2

1
1

)1( +
+

+
−

+
=

+ ssss
s  

maka  

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

3

2
1

)1(s
s  = L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
−

+
−

32
1

)1(
1

)1(
2

1
1

sss
 

                                = L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
11

s
L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
1

)1(
2

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

3
1

)1(
1

s
 

= L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
11

s
2 L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
1

)1(
1

s
 
2
1  L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

3
1

)1(
2

s
 

= 2

2
12 tetee ttt −−− +−  

Jadi, L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

3

2
1

)1(s
s  = 2

2
12 tetee ttt −−− +− . 

 

D. Transform Laplace dari Turunan dan Integral 
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Transform Laplace dari turunan dan integral sangat berguna dalam 

menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde dua dengan 

koefisien konstan. 

Teorema (Transform Laplace dari turunan berorde satu) : Misalkan 

)(tf  adalah fungsi yang kontinu dan merupakan fungsi berorde eksponensial α  

untuk 0≥t  dan jika )(tf ′  kontinu sepotong-sepotong untuk 0≥t  maka  

L{ } stf =′ )( L{ } )0()( ftf − . 

Bukti : Menurut definisi transform Laplace  

 L{ })(tf ′ ∫∫ ′=′= −

∞→

∞
−

T
st

T

st dttfedttfe
00

)(lim)(  

Gunakan pengintegralan parsial. 

Misalkan steu −=                       dttfdv )(′=  

                stsedu −−=                 )(tfv =  

Sehingga  

L{ })(tf ′  = [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∫ −−

∞→

T
stTst

T
dttfestfe

0
0 )()(lim  

 = [ ] ∫ −

∞→

−

∞→
+

T
st

T

Tst

T
dttfestfe

0
0 )(lim)(lim  

 = ( ) ∫ −

∞→

−

∞→
+−

T
st

T

sT

T
dttfesfTfe

0

)(lim)0()(lim  

 = sf +− )0( L{ })(tf  
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 =  s L{ } )0()( ftf −  

 

Teorema (transform Laplace dari turunan berorde dua) : Misalkan 

)(tf  dan )(tf ′  adalah fungsi yang kontinu dan merupakan fungsi berorde 

eksponensial α  untuk 0≥t  dan jika )(tf ′′  kontinu sepotong-sepotong untuk 

0≥t  maka  

L{ } 2)( stf =′′ L{ } )0()0()( fsftf ′−− . 

Bukti : Misalkan )()( tftg ′= , maka )()( tftg ′′=′  sehingga 

L{ })(tf ′′  = L{ })(tg ′  

 = s L{ } )0()( gtg −  

 = s L{ } )0()( ftf ′−′  

 = [ss L{ } ] )0()0()( fftf ′−−  

 = 2s L{ } )0()0()( fsftf ′−−  

Contoh 21 : Tentukan L{ }t  dengan menggunakan teorema transform 

Laplace dari turunan berorde satu. 

Misalkan ttf =)(  maka 0)0( =f  dan 1)( =′ tf . Menurut teorema transform 

Laplace dari turunan berorde satu : 

L{ })(tf ′  =  s L{ } )0()( ftf −  

         L { }1  = s L{ }t  
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Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa L{ }1  = 
s
1  sehingga  

s
s
=

1 L{ }t  

Jadi, L{ }t  = 2

1
s

. 

Contoh 22 : Tentukan L{ }ktsin  dengan menggunakan teorema transform 

Laplace dari turunan berorde dua. 

Misalkan kttf sin)( =  maka ktktf cos)( =′  dan ktktf sin)( 2−=′′  sehingga 

0)0( =f  dan kf =′ )0( . Menurut teorema transform Laplace dari turunan 

berorde dua : 

L{ })(tf ′′  = 2s L{ } )0()0()( fsftf ′−−  

L{ }ktk sin2−  = 2s L{ } kskt −⋅− 0sin  

L{ }ktk sin2−  = 2s L{ } kkt −sin  

Menurut sifat linearitas 

2k− L{ }ktsin = 2s L{ } kkt −sin  

2s L{ }ktsin 2k+ L{ }ktsin  = k 

)( 22 ks + L{ }ktsin  = k 

Jadi, L{ }ktsin  = 22 ks
k
+

. 
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Teorema (transform Laplace dari integral) : Misalkan )(tf  fungsi yang 

kontinu sepotong-sepotong dan merupakan fungsi berorde eksponensial untuk 

0≥t  maka 

L
s

dxxf
t 1)(
0

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫  L{ })(tf = )(1 sF

s
 untuk α>s .          

Bukti : Misalkan ∫=
t

dxxftg
0

)()(  maka )()( tftg =′  dan 0)0( =g . Dengan 

menggunakan teorema transform Laplace dari turunan berorde satu diperoleh 

L{ } stg =′ )( L{ } )0()( gtg −  

L{ })(tf  = s L{ })(tg  

L{ })(tg  = 
s
1 L{ })(tf  

L )(1)(
0

sF
s

dxxf
t

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫  

Contoh 23 : Tentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫
t

xdx
0

 dengan menggunakan teorema transform 

Laplace dari integral. 

Misalkan ∫=
t

xdxtg
0

)(  maka ttftg ==′ )()( . Berdasarkan teorema transform 

Laplace dari integral diperoleh  

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫
t

xdx
0

 = 
s
1 L{ })(tf  
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                       = 
s
1 L { }t  

  = 2

11
ss
⋅  

                 = 3

1
s

 

Contoh 24 : Tentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫
t

xdx
0

sin  dengan menggunakan teorema 

transform Laplace dari integral. 

Misalkan ∫=
t

xdxtg
0

sin)(  maka ttftg sin)()( ==′ . Berdasarkan teorema 

transform Laplace dari integral diperoleh 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫
t

xdx
0

sin  = 
s
1 L{ })(tf  

  = 
s
1 L{ }tsin  

  = 
1

11
2 +

⋅
ss

 

  = 
)1(

1
2 +ss

 

 

E. Konvolusi Dua Fungsi  f(t) dan g(t) 
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Prosedur penting yang lain dalam hubungannya dengan penggunaan tabel 

transform Laplace adalah teorema konvolusi dari fungsi )(tf  dan )(tg . 

Definisi : Misalkan )(tf  dan )(tg  adalah fungsi yang kontinu sepotong-

sepotong untuk 0≥t  maka konvolusi dari )(tf  dan )(tg  didefinisikan dengan 

 ∫ −=∗
t

dxxgxtftgtf
0

)()()()( . 

Misalkan kita ganti xt −  menjadi u sehingga xtu −=  maka dxdu −= . Untuk 

0=x  maka tu = , sedangkan untuk tx = , 0=u  sehingga  

∫ −=∗
t

dxxgxtftgtf
0

)()()()(  

= ∫ −−
0

)()(
t

duutguf  

= ∫ −
t

duufutg
0

)()(  

= )()( tftg ∗  

Jadi, konvolusi memiliki sifat komutatif yaitu )()()()( tftgtgtf ∗=∗ . 

Contoh 25 : Tentukan konvolusi dari 1 dan tsin . 

Misalkan 1)( =tf  dan ttg sin)( =  

∫ ⋅=∗
t

xdxt
0

sin1sin1  

= ∫
t

xdx
0

sin  
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= [ ]tx 0cos−   

= 1cos +− t  

= tcos1−  

Contoh 26 : Tentukan konvolusi dari te  dan te2 . 

Misalkan tetf =)(  dan tetg 2)( =  

tt ee 2∗ = ∫ −
t

xxt dxee
0

2)(  

= ∫
t

xt dxee
0

 

= ∫
t

xt dxee
0

 

= [ ]txt ee 0  

= )1( −tt ee  

= tt ee −2  

Contoh 27 : Tentukan konvolusi dari tsin  dan tcos . 

Misalkan ttf sin)( =  dan ttg cos)( =  

∫ −=∗
t

xdxxttt
0

cos)sin(cossin  

Berdasarkan rumus perkalian sinus dan cosinus : 

{ })sin()sin(
2
1cossin βαβαβα −++=  
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sehingga  

[ ]∫ −+=∗
t

dxxtttt
0

)2sin(sin
2
1cossin  

= 
t

xttx
0

)2cos(
2
1sin

2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+  

= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+ tttt cos

2
1)cos(

2
1sin

2
1  

= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+ tttt cos

2
1cos

2
1sin

2
1  

= tt sin
2
1  

Teorema (konvolusi) : Misalkan )(tf  dan )(tg  kontinu sepotong-sepotong 

dan merupakan fungsi berorde eksponensial untuk 0≥t  maka transform Laplace 

dari )()( tgtf ∗  adalah  

L{ } )()()()( sGsFtgtf =∗ . 

Bukti : Dengan menggunakan definisi transform Laplace dan definisi 

konvolusi diperoleh 

L{ })()( tgtf ∗  = ∫ ∫
∞

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

0 0

)()( dtdxxgxtfe
t

st  

  = ∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

∞→

B t
st

B
dxxgxtfe

0 0

)()(lim dt  
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Batas dari integral berulang tersebut sesuai dengan daerah R dalam bidang tx  

yang diperlihatkan pada gambar 1a yaitu daerah antara sumbu t dan garis tx = . 

Dengan melakukan pengubahan variabel misalkan xtu −=  dan xv =  akan 

mengubah daerah R menjadi daerah R* (lihat gambar 1b) dalam bidang uv .      

Oleh karena itu, 

L{ })()( tgtf ∗  = ∫ ∫
−

+−

∞→

B vB
vus

B
dudvvgufe

0 0

)( )()(lim  

= ∫ ∫
∞ ∞

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0 0

)( duufe su dvvge sv )(−  

Jadi, L{ })()( tgtf ∗   =  L{ })(tf L{ })(tg  

= )()( sGsF  

                                                                                                                         

 

 

 

            Gambar 1a                                                     Gambar 1b                                                   

Dapat juga dikatakan 

L { } )()()()(1 tgtfsGsF ∗=−  

Contoh 28 : Tentukan transform Laplace dari te32∗  dengan menggunakan 

teorema konvolusi. 

Misalkan 2)( =tf  dan tetg 3)( =  

B 

x 

0 t

R

B

B 

R*

u 

v 

0
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Berdasarkan teorema konvolusi 

L { })()( tgtf ∗  = L { })(tf  L{ })(tg  

L{ }te32∗  = L{ }2  L{ }te3  

                      = 
3

12
−

⋅
ss

 

                      = 
)3(

2
−ss

 

Contoh 29 : Tentukan transform Laplace dari tt sin3 ∗  dengan 

menggunakan teorema konvolusi. 

Misalkan 3)( ttf =  dan ttg sin)( =  

Berdasarkan teorema konvolusi 

L{ })()( tgtf ∗  = L{ })(tf  L{ })(tg  

L{ }tt sin3 ∗  = L{ }3t L{ }tsin  

                    = 
1

1!3
24 +

⋅
ss

 

                    = 
)1(

6
24 +ss

 

Contoh 30 : Tentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

)1(
1

s
 dengan menggunakan teorema 

konvolusi. 

22 )1(
1
+s

 dapat kita tulis menjadi 
1

1
1

1
22 +

⋅
+ ss
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Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa L t
s

sin
1

1
2

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−  sehingga 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

)1(
1

s
 = tt sinsin ∗  

                                = ∫ −
t

xdxxt
0

sin)sin(  

Berdasarkan rumus perkalian sinus dan sinus : 

{ })cos()cos(
2
1sinsin βαβαβα −−+−=  

maka  

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

)1(
1

s
   = [ ]∫ −−−

t

xtt
0

)2cos(cos
2
1 dx 

= 
t

xttx
0

)2sin(
2
1cos

2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−  

= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+− tttt sin

2
1)sin(

2
1cos

2
1  

= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−− tttt sin

2
1sin

2
1cos

2
1  

= [ ]ttt sincos
2
1

−−  

= ttt sin
2
1cos

2
1

+−  
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F. Aplikasi Transform Laplace dalam Menyelesaikan Masalah Nilai Awal 

Persamaan Diferensial Linear Orde Dua dengan Koefisien Konstan 

Dalam menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial, biasanya 

yang pertama dilakukan adalah menentukan penyelesaian umumnya. Setelah 

memperoleh penyelesaian umum, kita menggunakan syarat-syarat awal yang 

diberikan untuk mencari penyelesaian khusus yang diinginkan. Dengan  transform 

Laplace, kita dapat menentukan penyelesaian khusus tanpa mencari penyelesaian 

umumnya terlebih dahulu. Pertama-tama kita lihat bentuk umum persamaan 

diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan : 

)(012

2

2 tfya
dt
dya

dt
yda =++ , di mana 02 ≠a  

dengan kondisi awal 0)0( cy =  dan 1)0( cy =′ . Kemudian kita ambil transform 

Laplace dari kedua ruas persamaan tersebut. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ ya
dt
dya

dt
yda 012

2

2  = L{ })(tf  

Dengan menggunakan sifat linearitas transform laplace diperoleh 

2a L 12

2

a
dt

yd
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L 0a
dt
dy

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ L{ })(ty  = L{ })(tf       (1) 

Menurut teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal yang diberikan 

maka 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

dt
yd

 = 2s L{ } 2)0()0()( sysyty =′−− L{ } 10)( cscty −−  
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L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dy

 = s L{ } )0()( yty − = s L{ } 0)( cty −  

Andaikan L{ } )()( sYty =  dan L{ } )()( sFtf =  maka persamaan (1) menjadi 

)()())(())(( 00110
2

2 sFsYacssYacscsYsa =+−+−−       (2) 

Persamaan (2) merupakan persamaan aljabar dalam s. Untuk memperoleh )(sY  

kita selesaikan persamaan aljabar tersebut. Kemudian kita cari invers dari 

transform Laplace tersebut yaitu =)(ty L { })(1 sY−  dengan melihat tabel atau 

menggunakan metode yang sesuai (misalnya pecahan parsial, konvolusi). 

Langkah-langkah di atas dapat diringkas menjadi : 

1. Ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

2. Gunakan sifat linearitas, teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi 

awal yang diberikan untuk memperoleh persamaan aljabar. 

3. Selesaikan persamaan aljabar tersebut untuk memperoleh transform 

Laplacenya. 

4. Cari invers transform Laplace dengan melihat tabel atau menggunakan 

metode yang sesuai (misalnya pecahan parsial, konvolusi) sehingga diperoleh 

penyelesaian masalah nilai awal yang diberikan. 

Contoh 31 : Selesaikan masalah nilai awal 0232

2

=++ y
dt
dy

dt
yd , 0)0( =y ,  

2)0( −=′y  dengan menggunakan transform Laplace. 

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 
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L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ y
dt
dy

dt
yd 232

2

 = L{ }0  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 32

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
yd L 2+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dy L{ }=)(ty L{ }0         (3) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L 2)()0()0()( 22
2

2

+=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

sYsysysYs
dt

yd
      

L )()0()( ssYyssY
dt
dy

=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

                                           

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (3). 

0)(2)(32)(2 =+++ sYssYsYs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

2)()23( 2 −=++ sYss  

)1)(2(
2

)23(
2)( 2 ++

−=
++

−=
ssss

sY  

Langkah 4 : mencari invers )(sY  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−−

)1)(2(
21

ss
. 

Dengan menggunakan metode pecahan parsial : 

12)1)(2(
2

+
+

+
=

++
−

s
B

s
A

ss
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)2()1(2 +++=− sBsA  

Untuk 2−=s  maka 2=A   

Untuk 1−=s  maka 2−=B  sehingga   

1
2

2
2

)1)(2(
2

+
−

+
=

++
−

ssss
 

Maka =)(ty  L { })(1 sY−   = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−−

)1)(2(
21

ss
  

  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

+
−

1
2

2
21

ss
 

  = L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
21

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
21

s
   

  = 2 L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
11

s
2 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
11

s
   

  = tt ee −− − 22 2  

Jadi, penyelesaian dari masalah nilai awal yang diberikan adalah 

tt eety −− −= 22)( 2 . 

Contoh 32 : Selesaikan masalah nilai awal 142

2

=+ y
dt

yd , 0)0( =y , 

0)0( =′y  dengan menggunakan transform Laplace. 

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ y
dt

yd 42

2

= L{ }1  
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Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 42

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
yd L{ }=)(ty L{ }1          (4) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L )()0()0()( 22
2

2

sYsysysYs
dt

yd
=′−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

      

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (4). 

s
sYsYs 1)(4)(2 =+  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

s
sYs 1)()4( 2 =+  

)4(
1)( 2 +

=
ss

sY  

Langkah 4 : mencari invers )(sY  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(
1

2
1

ss
. 

Maka =)(ty  L { })(1 sY−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(
1

2
1

ss
 

= 
2
1 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(
2

2
1

ss
 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari integral : 

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 

 

46

misalkan 
4

2)( 2 +
=

s
sF  maka L t

s
2sin

4
2

2
1 =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−  

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(
2

2
1

ss
 = ∫

t

xdx
0

2sin  

= 
t

x
0

2cos
2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−  

= t2cos
2
1

2
1
−  

Sehingga =)(ty  L { })(1 sY−  = 
2
1 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(
2

2
1

ss
 

 =  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − t2cos

2
1

2
1

2
1  

 =  t2cos
4
1

4
1
−  

Jadi, penyelesaian dari masalah nilai awal yang diberikan adalah 

tty 2cos
4
1

4
1)( −= . 

Contoh 33 : Selesaikan masalah nilai awal ty
dt

yd
=+2

2

, 1)0( =y , 

2)0( −=′y  dengan menggunakan transform Laplace. 

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ y
dt

yd
2

2

= L{ }t  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 
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L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

dt
yd L{ }=)(ty L{ }t          (5) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L 2)()0()0()( 22
2

2

+−=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ssYsysysYs
dt

yd
      

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (5). 

2
2 1)(2)(

s
sYssYs =++−  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

21)()1( 2
2 −+=+ s

s
sYs  

1
2

1)1(
1)( 2222 +

−
+

+
+

=
ss

s
ss

sY  

Langkah 4 : mencari invers )(sY  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

+
+

+
−

1
2

1)1(
1

2222
1

ss
s

ss
. 

Untuk menentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(
1
22

1

ss
 kita gunakan teorema konvolusi. 

)1(
1
22 +ss

 dapat kita tulis menjadi 
1

11
22 +

⋅
ss
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Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa L t
s

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−

2
1 1  dan                      

L t
s

sin
1

1
2

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−   

sehingga 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(
1
22

1

ss
 = tt sin∗  

= ∫ −
t

xdxxt
0

sin)(  

Dengan menggunakan sifat komutatif dari konvolusi diperoleh 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(
1
22

1

ss
 = ∫ −

t

xdxxt
0

)sin(  

Untuk menyelesaikan integral tersebut kita gunakan pengintegralan parsial. 

Misalkan xu =                       dxxtdv )sin( −=  

               dxdu =                    )cos( xtv −=  

sehingga  

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(
1
22

1

ss
 = ∫ −

t

xdxxt
0

)sin(  

 = [ ] ∫ −−−
t

t dxxtxtx
0

0 )cos()cos(  

                                  = [ ]txtt 0)sin( −+  

 = [ ]tt sin0sin −+  
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 = tt sin−  

Maka  

)(ty = L { })(1 sY−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

+
+

+
−

1
2

1)1(
1

2222
1

ss
s

ss
 

                                         = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(
1
22

1

ss
+ L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

12
1

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
2

2
1

s
 

 = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(
1
22

1

ss
+ L 2

12
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
1

2
1

s
 

 = tttt sin2cossin −+−  

 = ttt sin3cos −+  

Jadi, penyelesaian dari masalah nilai awal yang diberikan adalah 

tttty sin3cos)( −+= . 

Contoh 34 : Selesaikan masalah nilai awal tey
dt
dy

dt
yd 2
2

2

423 =+− , 

3)0( −=y ,  5)0( =′y  dengan menggunakan transform Laplace. 

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+− y
dt
dy

dt
yd 232

2

= L{ }te24  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 32

2

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
yd L 2+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dy L{ }=)(ty 4 L{ }te2        (6) 
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Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L 53)()0()0()( 22
2

2

−+=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ssYsysysYs
dt

yd
      

L 3)()0()( +=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ssYyssY

dt
dy

                                           

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (6). 

2
4)(2)3)((353)(2

−
=++−−+

s
sYssYssYs  

   
2

4)(29)(353)(2

−
=+−−−+

s
sYssYssYs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

2
4143)()23( 2

−
=−++−

s
ssYss  

23
14

23
3

)23)(2(
4)( 222 +−

+
+−

−
+−−

=
ssss

s
sss

sY  

        
)2)(1(

14
)2)(1(

3
)2)(2)(1(

4
−−

+
−−

−
−−−

=
ssss

s
sss

 

        2)2)(1(
)2(14)2(34

−−
−+−−

=
ss

sss  

        2

2

)2)(1(
24203

−−
−+−

=
ss

ss  

Langkah 4 : mencari invers )(sY  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
−+−−

2

2
1

)2)(1(
24203

ss
ss . 
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Dengan menggunakan metode pecahan parsial : 

22

2

)2(21)2)(1(
24203

−
+

−
+

−
=

−−
−+−

s
C

s
B

s
A

ss
ss  

)1()2)(1()2(24203 22 −+−−+−=−+− sCssBsAss  

CCsssBssAss −++−++−=−+− )23()44(24203 222  

CCsBBsBsAAsAsss −++−++−=−+− 234424203 222  

)24()34()(24203 22 CBAsCBAsBAss −+++−−++=−+−  

Dari persamaan di atas akan kita dapatkan sistem persamaan berikut : 

              3−=+ BA  

2034 =+−− CBA  

   2424 −=−+ CBA  

Dari sistem persamaan di atas kita dapatkan 7−=A , 4=B , dan 4=C  sehingga 

22 )2(
4

2
4

1
7

)2)(1(
24203

−
+

−
+

−
−=

−−
−+−

sssss
ss  

Maka =)(ty  L { })(1 sY−   = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
−+−−

2
1

)2)(1(
24203

ss
ss

  

  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
+

−
+

−
−−

2
1

)2(
4

2
4

1
7

sss
 

  = L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−

1
71

s
L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

2
41

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

2
1

)2(
4

s
 

  = 7− L 4
1

11 +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

s
L 4

2
11 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

2
1

)2(
1

s
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  = ttt teee 22 447 ++−  

Jadi, penyelesaian dari masalah nilai awal yang diberikan adalah 

ttt teeety 22 447)( ++−= . 

Contoh 35 : Selesaikan masalah nilai awal ty
dt
dy

dt
yd 2cos62

2

=−− , 

0)0( =y ,  1)0( =′y  dengan menggunakan transform Laplace. 

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−− y
dt
dy

dt
yd 62

2

= L{ }t2cos  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

dt
yd L 6−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dy L{ }=)(ty L{ }t2cos         (7) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L 1)()0()0()( 22
2

2

−=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

sYsysysYs
dt

yd
      

L )()0()( ssYyssY
dt
dy

=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

                                           

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (7). 

4
)(6)(1)( 2

2

+
=−−−

s
ssYssYsYs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 
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4
1)()6( 2

2

+
=−−−

s
ssYss  

6
1

)6)(4(
)( 222 −−

+
−−+

=
sssss

ssY  

        
)2)(3(

1
)2)(3)(4( 2 +−
+

+−+
=

sssss
s  

        
)2)(3)(4(

4
2

2

+−+
++

=
sss

ss  

Langkah 4 : mencari invers )(sY  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−+
++−

)2)(3)(4(
4

2

2
1

sss
ss . 

Dengan menggunakan metode pecahan parsial : 

234)2)(3)(4(
4

22

2

+
+

−
+

+
+

=
+−+

++
s

D
s

C
s

BAs
sss

ss  

)3)(4()2)(4()2)(3)((4 222 −++++++−+=++ ssDssCssBAsss  

)1243()842()6)((4 232322 −+−+++++−−+=++ sssDsssCssBAsss  

3232232 842664 DsCCsCsCsBBsAsBsAsAsss +++++−−−+−=++  

 DDsDs 1243 2 −+−  

sDCBAsDCBAsDCAss )446()32()(4 232 ++−−+−++−+++=++  

 )1286( DCB −+−+  

Dari persamaan di atas akan kita dapatkan sistem persamaan berikut : 

               0=++ DCA  

  132 =−++− DCBA  
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1446 =++−− DCBA  

     41286 =−+− DCB  

Dari sistem persamaan di atas kita dapatkan 
52
5

−=A , 
26
1

−=B , 
65
16

=C  dan 

20
3

−=D  sehingga 

)2(
1

20
3

)3(
1

65
16

)4(
1

26
1

)4(52
5

)2)(3)(4(
4

222

2

+
−

−
+

+
−

+
−=

+−+
++

ssss
s

sss
ss  

Maka  

)(ty  = L { })(1 sY−    

= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−+
++−

)2)(3)(4(
4

2

2
1

sss
ss

 

= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

−
+

+
−

+
−−

)2(
1

20
3

)3(
1

65
16

)4(
1

26
1

)4(52
5

22
1

ssss
s

 

= L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−−

)4(52
5

2
1

s
s L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(
1

26
1

2
1

s
L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

)3(
1

65
161

s
 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)2(
1

20
31

s
 

         = 
52
5

− L
52
1

42
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

65
16

4
2

2
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
L

20
3

3
11 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
11

s
 

         = tt eett 23

20
3

65
162sin

52
12cos

52
5 −−+−−  
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Jadi, penyelesaian dari masalah nilai awal yang diberikan adalah 

tt eettty 23

20
3

65
162sin

52
12cos

52
5)( −−+−−= . 

Contoh 36 : Selesaikan masalah nilai awal tey
dt

yd t sin2
2

2
−=+ , 0)0( =y ,  

0)0( =′y  dengan menggunakan transform Laplace. 

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ y
dt

yd
2

2

= L{ }te t sin2−  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

dt
yd L{ }=)(ty L{ }te t sin2−         (8) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L )()0()0()( 22
2

2

sYsysysYs
dt

yd
=′−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

      

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (8). 

1)2(
1)()( 2

2

++
=+

s
sYsYs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

1)2(
1)()1( 2

2

++
=+

s
sYs  
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)1)(1)2((
1)( 22 +++

=
ss

sY  

Langkah 4 : mencari invers )(sY  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++
−

)1)(1)2((
1

22
1

ss
. 

Dengan menggunakan metode pecahan parsial : 

11)2()1)(1)2((
1

2222 +
+

+
++

+
=

+++ s
DCs

s
BAs

ss
 

)1)2)((()1)((1 22 ++++++= sDCssBAs  

)54)(()1)((1 22 ++++++= ssDCssBAs  

DDsCsDsCsCsBAsBsAs 54541 22323 +++++++++=  

)5()45()4()(1 23 DBsDCAsDCBsCA +++++++++=  

Dari persamaan di atas akan kita dapatkan sistem persamaan berikut : 

           0=+CA  

  04 =++ DCB  

045 =++ DCA  

         15 =+ DB  

Dari sistem persamaan di atas kita dapatkan 
8
1

=A , 
8
3

=B , 
8
1

−=C  dan 
8
1

=D  

sehingga 

)1(
1

8
1

)1(8
1

)1)2((
1

8
3

)1)2((8
1

)1)(1)2((
1

222222 +
+

+
−

++
+

++
=

+++ ss
s

ss
s

ss
 

Maka  
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)(ty  = L { })(1 sY−    

= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++
−

)1)(1)2((
1

22
1

ss
 

= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
−

++
+

++
−

)1(
1

8
1

)1(8
1

)1)2((
1

8
3

)1)2((8
1

2222
1

ss
s

ss
s

 

= L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)1)2((8
1

2
1

s
s L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)1)2((
1

8
3

2
1

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(8
1

2
1

s
s  

   + L 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)1(
1

8
1

2
1

s
 

= 
8
1 L

8
3

1)2( 2
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
s L

8
1

1)2(
1

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

12
1

s
s  

   
8
1

+ L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
1

2
1

s
 

Untuk menentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

1)2( 2
1

s
s

 kita kerjakan 

1)2(
2

1)2(
2

1)2( 222 ++
−

++
+

=
++ ss

s
s

s  

Akan didapat  

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

1)2( 2
1

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

++
+−

1)2(
2

1)2(
2

22
1

ss
s  

Sehingga 
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)(ty  = 
8
1 L

8
3

1)2(
2

1)2(
2

22
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

++
+−

ss
s L

8
1

1)2(
1

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

12
1

s
s  

8
1 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
1

2
1

s
 

= 
8
1 L

8
1

12)(s
2
2

1 −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+− s L

8
3

1)2(
2

2
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

1)2(
1

2
1

s
 

8
1 L

8
1

12
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
1

2
1

s
 

= 
8
1 L

8
2

12)(s
2
2

1 −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+− s L

8
3

1)2(
1

2
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

1)2(
1

2
1

s
 

8
1 L

8
1

12
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
1

2
1

s
 

= 
8
1 L

8
1

12)(s
2
2

1 +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+− s L

8
1

1)2(
1

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

12
1

s
s  

8
1 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

1
1

2
1

s
 

         = tttete tt sin
8
1cos

8
1sin

8
1cos

8
1 22 +−+ −−  

Jadi, penyelesaian dari masalah nilai awal yang diberikan adalah 

tttetety tt sin
8
1cos

8
1sin

8
1cos

8
1)( 22 +−+= −− . 

Contoh 37 : Selesaikan soal pada contoh 34 dengan menggunakan metode 

koefisien tak tentu. 
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tey
dt
dy

dt
yd 2
2

2

423 =+−           (9) 

Persamaan diferensial linear homogen yang bersangkutan : 0232

2

=+− y
dt
dy

dt
yd  

Persamaan karakteristiknya dapat kita tulis dalam variabel m yaitu 

0232 =+− mm  

0)2)(1( =−− mm  

1=m  atau 2=m  

Sehingga penyelesaian komplementernya : 

tt
c ececy 2

21 +=  

Keluarga diferensial dari { }tetR 2)( =  sehingga bentuk umum py  adalah 

t
p Atey 2=  

tt
p AteAey 22 2+=′  

tt
p AteAey 22 44 +=′′  

Masukkan nilai-nilai ini ke dalam persamaan (9) akan kita peroleh 4=A , 

sehingga t
p tey 24= . 

Maka penyelesaian umumnya adalah  

pc yyy +=  

   ttt teecec 22
21 4++=  

tttt teeececy 222
21 842 +++=′  
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Dengan menggunakan syarat awal 3)0( −=y  dan 5)0( =′y  kita peroleh 71 −=c  

dan 42 =c . 

Jadi, penyelesaian dari masalah nilai awal yang diberikan adalah 

ttt teeey 22 447 ++−= . 

Dapat kita lihat perbandingan contoh 34 dan contoh 37. Pada contoh 34 kita 

dapat menentukan penyelesaian khusus tanpa mencari penyelesaian umumnya 

terlebih dahulu. Sedangkan pada contoh 37, penyelesaian khusus didapat setelah 

menentukan penyelesaian umumnya. Selain itu, penyelesaian dengan 

menggunakan metode koefisien tak tentu nampaknya lebih sederhana bila 

dibandingkan dengan metode transform Laplace. 
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BAB III 

PENERAPAN TRANSFORM LAPLACE DALAM  

PENYELESAIAN MASALAH NILAI AWAL PERSAMAAN DIFERENSIAL 

LINEAR ORDE DUA DENGAN KOEFISIEN KONSTAN  

PADA GETARAN PEGAS 

 

Pada bab II telah kita ketahui bahwa persamaan diferensial linear orde dua 

dengan koefisien konstan dapat diselesaikan dengan transform Laplace. Pada bab ini 

kita akan membahas penerapan transform Laplace dalam menyelesaikan masalah 

nilai awal persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan pada 

getaran pegas.  

Ketika sebuah benda bermassa m tergantung dari keadaan seimbang pada  

sebuah pegas dengan konstanta pegas k kemudian benda itu ditarik ke bawah yang 

akan merentangkan pegas sejauh jarak tertentu seperti gambar di bawah ini : 

 

 

 

 

 

 

Pegas akan memberikan gaya pada benda yang bekerja dalam upaya 

mengembalikan benda ke posisi seimbang. Gaya ini disebut gaya pengembalian pegas 

m

k

x

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 61

yang akan dijelaskan oleh hukum Hooke. Hukum Hooke menyatakan bahwa gaya 

pengembalian berbanding langsung dengan perubahan penyangganya. Jika x 

menyatakan perpindahan benda dari keadaan seimbang dan F menyatakan gaya 

pengembalian pegas maka berdasarkan Hukum Hooke kxF −= , di mana tanda 

negatif )(−  menyatakan bahwa gaya pengembalian pegas selalu berlawanan arah 

dengan perpindahan benda.  

Sekarang kita akan menghitung bermacam-macam gaya yang bekerja pada 

benda. Gaya-gaya itu adalah : 

1. 1F , gaya pengembalian pegas. Seperti yang sudah kita bahas di atas bahwa gaya 

pengembalian pegas selalu berlawanan arah dengan perpindahan benda sehingga 

gaya pengembaliannya dapat ditulis sebagai berikut : 

kxF −=1          (1) 

2. 2F , gaya redaman. Gaya tersebut mempunyai arah yang berlawanan dengan gerak 

benda dan kita andaikan bahwa gaya ini sebanding dengan kecepatan. Ketika 

benda bergerak ke bawah, 2F  bekerja dengan arah ke atas (berlawanan dengan 

gerakan benda). Begitu juga sebaliknya. Karena gaya redaman sebanding dengan 

kecepatan dan melawan gerakan benda maka gaya redamannya dapat kita tulis : 

dt
dxcF −=2          (2) 

di mana c disebut konstanta redaman.  
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3. 3F , gaya luar yang bekerja pada benda. Misalkan kita notasikan gaya luar tersebut 

dengan )(tF  maka kita dapat menulis : 

)(3 tFF =         (3) 

Sekarang kita akan menggunakan hukum Newton II yang menyatakan bahwa 

percepatan sebuah benda berbanding lurus dengan gaya yang bekerja pada benda. 

Jika m adalah massa benda, a adalah percepatan benda (a dapat kita tulis sebagai 

2

2

dt
xd ), dan F adalah gaya yang bekerja pada benda maka berdasarkan hukum Newton 

II maF = . Dengan menggunakan persamaan (1), (2), dan (3) serta kita kombinasikan 

dengan hukum Newton II akan diperoleh : 

         321 FFFF ++=   

atau )(tF
dt
dxckxma +−−=  

atau )(2

2

tFkx
dt
dxc

dt
xdm =++        (4) 

Persamaan (4) akan kita ambil sebagai persamaan diferensial untuk getaran pegas. 

Persamaan tersebut merupakan persamaan diferensial linear non homogen orde dua 

dengan koefisien konstan. Jika 0=c  getaran itu disebut tak teredam, dan sebaliknya 

jika 0≠c  getaran itu disebut teredam. Jika tidak ada pengaruh dari gaya luar maka 

0)( =tF  dan getaran itu disebut bebas. Sebaliknya jika ada pengaruh dari gaya luar 

maka getaran itu disebut terpaksa. Sekarang kita akan membahas kasus tersebut satu 

persatu. 
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A. Getaran Tak Teredam 

Dalam kasus ini kita andaikan bahwa tidak ada gaya luar yang bekerja pada 

benda dan tidak ada gaya redaman maka 0)( =tF  dan 0=c  sehingga persamaan 

(4) menjadi 

kx
dt

xdm −=2

2

 atau 02

2

=+ kx
dt

xdm         (5) 

 

 

 

 

 

di mana m adalah massa benda dan k adalah konstanta pegas. Persamaan (5) 

merupakan persamaan diferensial linear homogen orde dua dengan koefisien 

konstan untuk getaran tak teredam.  

Persamaan karakteristiknya dapat kita tulis dalam variabel r yaitu 

02 =+ kmr  yang mempunyai akar-akar ±=r
m
ki . Jika 

m
k

=0ω  maka 

penyelesaian umum dari persamaan (5) adalah tctctx 0201 sincos)( ωω +=  di 

mana 
m
k

=0ω  disebut frekuensi natural. Penyelesaian umumnya dapat kita tulis 

dalam bentuk )cos()( 0 φω −= tAtx  di mana 2
2

2
1 ccA +=  dan 

1

2

c
ctg =φ . 

+

m

k
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Amplitudonya adalah A, periodenya 
0

2
ω
π  detik, frekuensinya 

π
ω
2

0  putaran/detik, 

dan fase geser 
0ω
φ . 

Untuk menentukan persamaan perpindahan benda kita harus mengetahui 

titik awal dan kecepatan awal dari benda yaitu 0)0( xx = , 0)0( vx =′ . Untuk 

menyelesaikan masalah nilai awal tersebut pertama-tama kita ambil transform 

Laplace dari kedua ruas persamaan tersebut.     

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ kx
dt

xdm 2

2

L{ }0  

Dengan menggunakan sifat linearitas transform Laplace diperoleh 

m L k
dt

xd
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

L{ }=)(tx L{ }0          (6) 

Menurut teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal yang diberikan 

maka  

L 2
2

2

s
dt

xd
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L{ } 2)0()0()( sxsxtx =′−− L{ } 00)( vsxtx −−  

Andaikan L{ } )()( sXtx =  dan L{ } 00 =  maka persamaan (6) menjadi 

0)())(( 00
2 =+−− skXvsxsXsm         (7) 

Persamaan (7) merupakan persamaan aljabar dalam s. Untuk memperoleh )(sX  

kita selesaikan persamaan aljabar tersebut. Kemudian kita cari invers dari 
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transform Laplace tersebut yaitu =)(tx L { })(1 sX−  untuk mendapatkan persamaan 

perpindahan benda dengan melihat tabel atau menggunakan metode yang sesuai 

(misalnya pecahan parsial, konvolusi). 

Contoh 1 : Sebuah benda bermassa 1 slug tergantung pada pegas yang 

mempunyai konstanta pegas 4 lb/ft. Tentukan persamaan perpindahan benda 

sebagai fungsi waktu jika benda mulai bergerak dari kedudukan seimbang dengan 

kecepatan ke bawah 1 ft/det. 

 

 

 

                                                   

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

042

2

=+ x
dt

xd , 0)0( =x , 1)0( =′x  

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ x
dt

xd 42

2

= L{ }0  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 42

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L{ }=)(tx L{ }0          (8) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

k

v
m
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L 1)()0()0()( 22
2

2

−=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

sXsxsxsXs
dt

xd
                                                

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (8). 

0)(41)(2 =+− sXsXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

1)()4( 2 =+ sXs  

4
1)( 2 +

=
s

sX  

Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

4
1

2
1

s
. 

Maka =)(tx  L { })(1 sX−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

4
1

2
1

s
  

 = 
2
1 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

4
2

2
1

s
   

 = t2sin
2
1                                                                                                        

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah ttx 2sin
2
1)( = . 
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Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 

 

 

Persamaan perpindahan benda di atas dapat kita tulis dalam bentuk 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
2cos

2
1)( πttx . Persamaan ini memperlihatkan bahwa amplitudonya adalah 

2
1  feet, periodenya adalah ππ

=
2

2  detik, dan frekuensinya adalah 
π
1  

putaran/detik. Sedangkan fase gesernya adalah 
4
π  detik. Amplitudo maksimum 

pertama terjadi pada saat 
4
π

=t . Gerakan yang terjadi adalah gerakan harmonis. 

Contoh 2 : Sebuah benda bermassa 
8
1  slug digantung pada pegas dengan 

konstanta pegas 2 lb/ft. Tentukan perpindahan benda sebagai fungsi waktu jika 

benda ditarik ke bawah 
2
1 ft di bawah keadaan seimbang dan kemudian diberi 

kecepatan ke bawah 2 ft/det. 

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 68

                                                                                                                                                       

                                                                                                                                                                

 

  

 

 

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

        02
8
1

2

2

=+ x
dt

xd , 
2
1)0( =x , 2)0( =′x  

atau 0162

2

=+ x
dt

xd  

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ x
dt

xd 162

2

= L{ }0  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 162

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L{ }=)(tx L{ }0          (9) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L 2
2
1)()0()0()( 22

2

2

−−=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ssXsxsxsXs
dt

xd
                                                

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (9). 

v 
m

x
m 

m
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0)(162
2
1)(2 =+−− sXssXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

2
2
1)()16( 2 +=+ ssXs  

16
2

)16(2
1)( 22 +

+
+

=
ss

ssX  

Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
−

16
2

)16(2
1

22
1

ss
s . 

Maka =)(tx  L { })(1 sX−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
−

16
2

)16(2
1

22
1

ss
s

  

 = L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)16(2
1

2
1

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

16
2

2
1

s
   

 = 
2
1 L

2
1

162
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

16
4

2
1

s
   

 = tt 4sin
2
14cos

2
1

+  

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah tttx 4sin
2
14cos

2
1)( += . 
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Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 

 

Persamaan perpindahan benda di atas dapat kita tulis dalam bentuk 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
4cos2

2
1)( πttx . Persamaan ini memperlihatkan bahwa amplitudonya 

adalah 2
2
1  feet, periodenya adalah 

24
2 ππ

=  detik, dan frekuensinya adalah    

π
2  putaran/detik. Sedangkan fase gesernya adalah 

16
π  detik. Amplitudo 

maksimum pertama terjadi pada saat 
16
π

=t . Gerakan yang terjadi adalah gerakan 

harmonis. 

 

B. Getaran Teredam 

Dalam kasus ini masih kita andaikan bahwa tidak ada gaya luar yang 

bekerja pada benda tetapi ada gaya redaman. Oleh karena itu, dengan konstanta 

redaman c dan 0)( =tF  maka persamaan (4) menjadi : 
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02

2

=++ kx
dt
dxc

dt
xdm          (10) 

                                                                                                                                                       

 

 

 

 

Persamaan (10) merupakan persamaan diferensial linear homogen orde dua 

dengan koefisien konstan untuk getaran teredam.  

Persamaan karakterisitiknya dapat kita tulis dalam variabel r yaitu 

02 =++ kcrmr  yang mempunyai akar-akar mkc
mm

c 4
2
1

2
2 −±− . Misalkan 

m
c

2
=α  dan mkc

m
4

2
1 2 −=β  maka akar-akarnya menjadi βα ±− . Bentuk 

penyelesaiannya tergantung dari nilai mkc 42 −  maka kita akan membahasnya 

satu persatu. 

Kasus 1 : 

Jika 042 <− mkc  maka kasus ini disebut teredam kurang. Akar-akarnya menjadi 

∗±− ωα i  di mana ∗= ωβ i  dan 24
2
1 cmk
m

−=∗ω . Penyelesaian umumnya 

adalah )sincos()( 21 tctcetx t ∗∗− += ωωα  atau )cos()( φωα −= ∗− tAetx t . Periode 

getaran ∗ω
π2  detik dan frekuensinya 

π
ω
2

∗

 putaran/detik. 

+c

m

k
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Kasus 2 : 

Jika 042 =− mkc  maka kasus ini disebut teredam kritis. Persamaan 

karakteristiknya mempunyai akar kembar yaitu α−=r  sehingga penyelesaian 

umumnya adalah )()( 21 tccetx t += −α . 

Kasus 3 : 

Jika 042 >− mkc  maka kasus ini disebut teredam lebih. Akar-akarnya menjadi 

βα ±−  sehingga penyelesaian umumnya adalah tt ecectx )(
2

)(
1)( βαβα +−−− += . 

Untuk menentukan persamaan perpindahan benda kita harus mengetahui 

titik awal dan kecepatan awal dari benda yaitu 0)0( xx = , 0)0( vx =′ . Untuk 

menyelesaikan masalah nilai awal tersebut pertama-tama kita ambil transform 

Laplace dari kedua ruas persamaan tersebut.     

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ kx
dt
dxc

dt
xdm 2

2

L{ }0  

Dengan menggunakan sifat linearitas transform Laplace diperoleh 

m L c
dt

xd
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

L k
dt
dx

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ L{ }=)(tx L{ }0        (11) 

Menurut teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal yang diberikan 

maka  

L 2
2

2

s
dt

xd
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L{ } 2)0()0()( sxsxtx =′−− L{ } 00)( vsxtx −−  
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L s
dt
dx

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ L{ } sxtx =− )0()( L{ } 0)( xtx −  

Andaikan L{ } )()( sXtx =  dan L{ } 00 =  maka persamaan (11) menjadi 

0)())(())(( 000
2 =+−+−− skXxssXcvsxsXsm       (12) 

Persamaan (12) merupakan persamaan aljabar dalam s. Untuk memperoleh )(sX  

kita selesaikan persamaan aljabar tersebut. Kemudian kita cari invers dari 

transform Laplace tersebut yaitu =)(tx L { })(1 sX−  untuk mendapatkan persamaan 

perpindahan benda dengan melihat tabel atau menggunakan metode yang sesuai 

(misalnya pecahan parsial, konvolusi). 

Contoh 3 : Sebuah benda bermassa 1 slug digantung pada pegas dengan 

konstanta pegas 5 lb/ft. Andaikan gaya redam sama dengan dua kali kecepatan 

benda. Tentukan perpindahan benda sebagai fungsi waktu jika benda ditarik 2 ft 

di bawah posisi seimbang dan dilepaskan. 

                                                                                                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

x
c

m

k

m

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 74

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

0522

2

=++ x
dt
dx

dt
xd , 2)0( =x , 0)0( =′x  

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ x
dt
dx

dt
xd 522

2

= L{ }0  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 22

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L 5+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dx L{ }=)(tx L{ }0         (13) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L ssXsxsxsXs
dt

xd 2)()0()0()( 22
2

2

−=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

        

L 2)()0()( −=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ssXxssX

dt
dx

                                                                                   

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (13). 

0)(5)2)((22)(2 =+−+− sXssXssXs  

0)(54)(22)(2 =+−+− sXssXssXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

42)()52( 2 +=++ ssXss  

4)1(
4

4)1(
2

52
4

52
2)( 2222 ++

+
++

=
++

+
++

=
ss

s
ssss

ssX  
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Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+

++
−

4)1(
4

4)1(
2

22
1

ss
s . 

Maka  

=)(tx  L { })(1 sX−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+

++
−

4)1(
4

4)1(
2

22
1

ss
s

 

= L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1(
2

2
1

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1(
4

2
1

s
 

= 2 L 2
4)1( 2

1 +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1(
2

2
1

s
 

Untuk menentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1( 2
1

s
s  kita kerjakan  

4)1(
1

4)1(
1

4)1( 222 ++
−

++
+

=
++ ss

s
s

s  

Akan didapat  

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1( 2
1

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

++
+−

4)1(
1

4)1(
1

22
1

ss
s  

Sehingga 

)(tx  = 2 L 2
4)1(

1
4)1(

1
22

1 +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

++
+−

ss
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1(
2

2
1

s
 

  = 2 L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+−

4)1(
1
2

1

s
s L 2

4)1(
2

2
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1(
2

2
1

s
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  = 2 L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+−

4)1(
1
2

1

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

4)1(
2

2
1

s
 

  = tete tt 2sin2cos2 −− +  

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah tetetx tt 2sin2cos2)( −− += . 

Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 

 

Persamaan perpindahan benda di atas dapat kita tulis dalam bentuk 

)46,02cos(5)( −= − tetx t . Persamaan ini memperlihatkan bahwa periodenya 

adalah ππ
=

2
2  detik dan frekuensinya adalah 

π
1  putaran/detik. Gerakan pada 

grafik di atas merupakan gerakan teredam kurang. Dapat kita lihat bahwa 

gerakannya berosilasi. Amplitudo gerakan akan mendekati nol jika ∞→t . 

Contoh 4 : Sebuah pegas mempunyai konstanta pegas 16 lb/ft dan sebuah 

benda bermassa 1 slug digantung pada pegas itu. Andaikan gaya redam sama 

dengan 8 kali kecepatan benda. Jika benda mulai bergerak dari kedudukan 
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seimbang dengan kecepatan ke bawah 1 ft/det tentukan perpindahan benda 

sebagai fungsi waktu. 

 

                                                                                                                                                       

 

 

 

 

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

01682

2

=++ x
dt
dx

dt
xd , 0)0( =x , 1)0( =′x  

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ x
dt
dx

dt
xd 1682

2

= L{ }0  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 82

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L 16+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dx L{ }=)(tx L{ }0         (14) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L 1)()0()0()( 22
2

2

−=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

sXsxsxsXs
dt

xd
        

k

v
c

m

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 78

L )()0()( ssXxssX
dt
dx

=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

                                                                                   

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (14). 

0)(16)(81)(2 =++− sXssXsXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

1)()168( 2 =++ sXss  

22 )4(
1

168
1)(

+
=

++
=

sss
sX  

Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
1

)4(
1

s
. 

Maka =)(tx  L { })(1 sX−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
1

)4(
1

s
  

 = tte 4−  

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah ttetx 4)( −= . 

Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 
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Gerakan ini merupakan gerakan teredam kritis. Dengan mencari turunan pertama 

dari persamaan perpindahan benda kemudian kita samakan dengan nol maka kita 

akan mendapatkan amplitudo maksimumnya yaitu pada saat 
4
1

=t . Gerakan 

mula-mula dari titik pangkal kemudian naik sampai amplitudo maksimum. Untuk 

4
1

>t  amplitudonya semakin berkurang. Dapat kita lihat bahwa gerakannya tidak 

berosilasi. Benda mendekati posisi seimbang tetapi tidak pernah mencapainya. 

Dengan kata lain amplitudo gerakan  mendekati nol jika ∞→t . 

 

C. Getaran Terpaksa Tak Teredam 

Bila pada pembahasan sebelumnya tidak ada gaya luar yang bekerja pada 

benda, maka sekarang kita andaikan ada gaya luar yang bekerja pada benda. 

Misalkan gaya luar tersebut diberikan oleh tFtF ωcos)( 0= , di mana 0F  dan ω  

adalah konstanta. Jika kita andaikan juga bahwa tidak ada gaya redaman )0( =c  

maka persamaan (4) menjadi : 

tFkx
dt

xdm ωcos02

2

=+          (15) 

                                                

 

 

 m

k

+

)(tF  
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Persamaan (15) merupakan persamaan diferensial linear non homogen orde dua 

dengan koefisien konstan untuk getaran terpaksa tak teredam.  

Andaikan 
m
k

=≠ 0ωω  maka penyelesaian umumnya adalah 

t
m

F
tctctx ω

ωω
ωω cos

)(
sincos)(

22
0

0
0201

−
++= . Jika 0ωω =  maka persamaan 

(15) menjadi tFkx
dt

xdm 002

2

cosω=+  sehingga penyelesaian umumnya adalah 

tt
m
F

tctctx 0
0

0
0201 sin

2
sincos)( ω

ω
ωω ++= . 

Untuk menentukan persamaan perpindahan benda kita harus mengetahui 

titik awal dan kecepatan awal dari benda yaitu 0)0( xx = , 0)0( vx =′ . Untuk 

menyelesaikan masalah nilai awal tersebut pertama-tama kita ambil transform 

Laplace dari kedua ruas persamaan tersebut.     

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ kx
dt

xdm 2

2

L{ }tF ωcos0  

Dengan menggunakan sifat linearitas transform Laplace diperoleh 

m L k
dt

xd
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

L{ }=)(tx 0F L{ }tωcos         (16) 

Menurut teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal yang diberikan 

maka  
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L 2
2

2

s
dt

xd
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L{ } 2)0()0()( sxsxtx =′−− L{ } 00)( vsxtx −−  

Andaikan L{ } )()( sXtx =  dan dari tabel transform Laplace diketahui bahwa 

L{ } 22cos
ω

ω
+

=
s

st  maka persamaan (16) menjadi 

22
0

00
2 )())((

ω+
=+−−

s
sF

skXvsxsXsm        (17) 

Persamaan (17) merupakan persamaan aljabar dalam s. Untuk memperoleh )(sX  

kita selesaikan persamaan aljabar tersebut. Kemudian kita cari invers dari 

transform Laplace tersebut yaitu =)(tx L { })(1 sX−  untuk mendapatkan persamaan 

perpindahan benda dengan melihat tabel atau menggunakan metode yang sesuai 

(misalnya pecahan parsial, konvolusi). 

Contoh 5 : Sebuah benda bermassa 1 slug digantung pada pegas dengan 

konstanta pegas 64 lb/ft. Gaya luar yang diberikan sebesar 15 cos 7t. Tentukan 

perpindahan benda jika titik awal dan kecepatannya sama dengan nol. 

                                                                                          

 

 

 

 

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

m

k

)(tF  
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tx
dt

xd 7cos15642

2

=+ , 0)0( =x , 0)0( =′x  

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ x
dt

xd 642

2

= L{ }t7cos15  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 642

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L{ } 15)( =tx L{ }t7cos         (18) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L )()0()0()( 22
2

2

sXsxsxsXs
dt

xd
=′−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

      

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (18). 

49
15)(64)( 2

2

+
=+

s
ssXsXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

49
15)()64( 2

2

+
=+

s
ssXs  

)64)(49(
15)( 22 ++

=
ss
ssX  

Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)64)(49(
15

22
1

ss
s . 
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Maka =)(tx  L { })(1 sX−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)64)(49(
15

22
1

ss
s

  

  = 
7

15 L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)64)(49(
7

22
1

ss
s  

Untuk menentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)64)(49(
7

22
1

ss
s

 kita gunakan teorema konvolusi. 

)64)(49(
7

22 ++ ss
s  dapat kita tulis menjadi 

6449
7

22 +
⋅

+ s
s

s
 

Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa L t
s

7sin
49

7
2

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−  dan                      

L t
s

s 8cos
642

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−   

sehingga 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)64)(49(
7

22
1

ss
s

 = tt 8cos7sin ∗  

  = ∫ −
t

xdxxt
0

8cos)(7sin  

Berdasarkan rumus perkalian sinus dan cosinus : 

{ })sin()sin(
2
1cossin βαβαβα −++=  

Akan kita dapatkan 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)64)(49(
7

22
1

ss
s

  = [ ]∫ −++
t

xtxt
0

)157sin()7sin(
2
1 dx 
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  = 
t

xtxt
0

)157cos(
15
1)7cos(

2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++−  

  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+− tttt 7cos

15
17cos)8cos(

15
18cos

2
1  

  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++− tttt 7cos

15
17cos8cos

15
18cos

2
1  

  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +− tt 7cos

15
148cos

15
14

2
1  

  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − tt 8cos

15
147cos

15
14

2
1  

                                                    = tt 8cos
15
77cos

15
7

−  

sehingga  

)(tx = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − tt 8cos

15
77cos

15
7

7
15  

 = tt 8cos7cos −  

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah tttx 8cos7cos)( −= . 

Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 
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Dapat kita lihat pada grafik di atas bahwa gerakan benda teratur. Jadi amplitudo-

amplitudo itu pada awalnya bertambah besar kemudian semakin berkurang 

sampai berhenti dan begitu pula yang terjadi seterusnya. 

Contoh 6 : Sebuah benda bermassa 1 slug digantung pada pegas dengan 

9=k  lb/ft. Sebuah gaya luar sebesar 12 cos 3t bekerja pada pegas itu. Jika benda 

ditarik ke bawah 4 ft dan dilepaskan tentukan persamaan perpindahan benda. 

                                                                                                                        

 

 

 

 

 

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

tx
dt

xd 3cos1292

2

=+ , 4)0( =x , 0)0( =′x  

m

k

x

)(tF  

m
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Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ x
dt

xd 92

2

= L{ }t3cos12  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 92

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L{ } 12)( =tx L{ }t3cos         (19) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L ssXsxsxsXs
dt

xd 4)()0()0()( 22
2

2

−=′−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

      

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (19). 

9
12)(94)( 2

2

+
=+−

s
ssXssXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

s
s

ssXs 4
9

12)()9( 2
2 +

+
=+  

9
4

)9(
12)( 222 +

+
+

=
s

s
s

ssX  

Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
−

9
4

)9(
12

222
1

s
s

s
s . 

Maka =)(tx  L { })(1 sX−  = L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
−

9
4

)9(
12

222
1

s
s

s
s
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  = L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

)9(
12

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

9
4

2
1

s
s  

  = 4 L 4
)9(

3
22

1 +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

92
1

s
s  

Untuk menentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

)9(
3

s
s

 kita gunakan teorema konvolusi. 

22 )9(
3
+s
s  dapat kita tulis menjadi 

99
3

22 +
⋅

+ s
s

s
 

Dari tabel transform Laplace diketahui bahwa L t
s

3sin
9

3
2

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−  dan                      

L t
s

s 3cos
92

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−   

sehingga 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

)9(
3

s
s

 = tt 3cos3sin ∗  

= ∫ −
t

xdxxt
0

3cos)(3sin  

Berdasarkan rumus perkalian sinus dan cosinus : 

{ })sin()sin(
2
1cossin βαβαβα −++=  

Akan kita dapatkan 

L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

22
1

)9(
3

s
s

 = [ ]∫ −+
t

xtt
0

)63sin(3sin
2
1 dx 
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  = 
t

xttx
0

)63cos(
6
13sin

2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+  

  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+ tttt 3cos

6
1)3cos(

6
13sin

2
1  

  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+ tttt 3cos

6
13cos

6
13sin

2
1  

  = tt 3sin
2
1  

sehingga  

)(tx = ttt 3cos43sin
2
14 +⋅  

 = ttt 3cos43sin2 +  

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah ttttx 3cos43sin2)( += . 

Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 

 

Dapat kita lihat pada grafik di atas bahwa semakin lama amplitudonya akan 

semakin besar. Dengan kata lain amplitudonya naik tanpa batas jika ∞→t . 
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D. Getaran Terpaksa Teredam 

Apabila dalam kasus ini ada gaya redaman dan gaya luar yang bekerja pada 

benda sedangkan gaya luarnya diberikan oleh tFtF ωcos)( 0=  maka persamaan 

(4) menjadi : 

tFkx
dt
dxc

dt
xdm ωcos02

2

=++         (20) 

                                                        

 

 

 

 

Persamaan (20) merupakan persamaan diferensial linear non homogen orde dua 

dengan koefisien konstan untuk getaran terpaksa teredam.  

Telah kita bahas sebelumnya bahwa penyelesaian dari 

02

2

=++ kx
dt
dxc

dt
dm

x

 tergantung dari nilai mkc 42 −  yaitu  

1. Jika 042 <− mkc  maka )sincos()( 21 tctcetx t
c

∗∗− += ωωα     (21) 

2. Jika 042 =− mkc  maka )()( 21 tccetx t
c += −α     (22) 

3. Jika 042 >− mkc  maka tt ecectx )(
2

)(
1)( βαβα +−−− +=     (23) 

+

)(tF  

c

m

k
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Sedangkan t
cm

cF
t

cm
mF

tx p ω
ωωω

ω
ω

ωωω
ωω

sin
)(

cos
)(

)(
)(

22222
0

2
0

22222
0

2

22
00

+−
+

+−

−
=  

atau dapat kita tulis dalam bentuk )cos()( φω −= tAtx p  di mana 

22222
0

2

0

)( cm

F
A

ωωω +−
=  dan 

)( 22
0 ωω
ωφ
−

=
m

ctg . Jadi penyelesaian 

umumnya adalah )()()( txtxtx pc +=  di mana )(txc  adalah salah satu dari 

persamaan (21), persamaan (22) atau persamaan (23). 

Untuk menentukan persamaan perpindahan benda kita harus mengetahui 

titik awal dan kecepatan awal dari benda yaitu 0)0( xx = , 0)0( vx =′ . Untuk 

menyelesaikan masalah nilai awal tersebut pertama-tama kita ambil transform 

Laplace dari kedua ruas persamaan tersebut.     

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ kx
dt
dxc

dt
xdm 2

2

L{ }tF ωcos0  

Dengan menggunakan sifat linearitas transform Laplace diperoleh 

m L c
dt

xd
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

2

L k
dt
dx

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ L{ }=)(tx 0F L{ }tωcos       (24) 

Menurut teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal yang diberikan 

maka  

L 2
2

2

s
dt

xd
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L{ } 2)0()0()( sxsxtx =′−− L{ } 00)( vsxtx −−  

L s
dt
dx

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ L{ } sxtx =− )0()( L{ } 0)( xtx −  
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Andaikan L{ } )()( sXtx =  dan dari tabel transform Laplace diketahui bahwa 

L{ } 22cos
ω

ω
+

=
s

st  maka persamaan (24) menjadi 

22
0

000
2 )())(())((

ω+
=+−+−−

s
sF

skXxssXcvsxsXsm      (25) 

Persamaan (25) merupakan persamaan aljabar dalam s. Untuk memperoleh )(sX  

kita selesaikan persamaan aljabar tersebut. Kemudian kita cari invers dari 

transform Laplace tersebut yaitu =)(tx L { })(1 sX−  untuk mendapatkan persamaan 

perpindahan benda dengan melihat tabel atau menggunakan metode yang sesuai 

(misalnya pecahan parsial, konvolusi). 

Contoh 7 : Sebuah benda bermassa 
16
5  slug digantung pada pegas dengan 

konstanta pegas 20 lb/ft. Sebuah gaya luar sebesar 10 cos 8t bekerja pada pegas 

dan gaya redamnya sama dengan 5 kali kecepatan benda. Tentukan perpindahan 

benda jika titik awal dan kecepatannya sama dengan nol. 

 

 

 

 

                                         

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

)(tF  

c

m

k
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        tx
dt
dx

dt
xd 8cos10205

16
5

2

2

=++ , 0)0( =x , 0)0( =′x  

atau tx
dt
dx

dt
xd 8cos3264162

2

=++  

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ 64162

2

dt
dx

dt
xd L{ }t8cos32  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

L 162

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L 64+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dx L{ } 32)( =tx L{ }t8cos       (26) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L )()0()0()( 22
2

2

sXsxsxsXs
dt

xd
=′−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

      

L )()0()( ssXxssX
dt
dx

=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

                                                                                   

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (26). 

64
32)(64)(16)( 2

2

+
=++

s
ssXssXsXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

64
32)()6416( 2

2

+
=++

s
ssXss  
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)6416)(64(
32)( 22 +++

=
sss

ssX  

Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++
−

)6416)(64(
32

22
1

sss
s . 

Dengan menggunakan metode pecahan parsial : 

641664)6416)(64(
32

2222 ++
+

+
+
+

=
+++ ss

DCs
s

BAs
sss

s  

)64)(()6416)((32 22 ++++++= sDCsssBAss  

DCsDsCsBBsAsBsAsAss 64646416641632 23223 +++++++++=  

)6464()641664()16()(32 23 DBsCBAsDBAsCAs +++++++++=  

Dari persamaan di atas akan kita dapatkan sistem persamaan berikut : 

                  0=+CA  

        016 =++ DBA  

32641664 =++ CBA  

          06464 =+ DB  

Dari sistem persamaan di atas kita dapatkan 0=A , 2=B , 0=C  dan 2−=D  

sehingga 

6416
2

64
2

)6416)(64(
32

2222 ++
−

+
=

+++ ssssss
s  

Maka  

)(tx  =  L { })(1 sX−    
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= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++
−

)6416)(64(
32

22
1

sss
s

 

= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

+
−

6416
2

64
2

22
1

sss
 

= L −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

64
2

2
1

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
1

)8(
2

s
 

= 
4
1 L 2

64
8

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

2
1

)8(
1

s
 

= ttet 828sin
4
1 −−  

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah ttettx 828sin
4
1)( −−= . 

Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 

 

Dapat kita lihat bahwa setelah beberapa saat gerakan akan berosilasi harmonis. 
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Contoh 8 : Sebuah benda bermassa 
2
1  slug digantung pada pegas dengan 

10=k  lb/ft. Gaya luar yang diberikan sebesar 5 cos 2t dan gaya redamnya sama 

dengan 2 kali kecepatan benda. Tentukan perpindahan benda jika titik awal dan 

kecepatannya sama dengan nol. 

 

 

 

                                                                                               

 

 

 

 

Persamaan diferensial dari sistem itu adalah 

        tx
dt
dx

dt
xd 2cos5102

2
1

2

2

=++ , 0)0( =x , 0)0( =′x  

atau tx
dt
dx

dt
xd 2cos102042

2

=++  

Langkah 1 : ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial. 

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++ 2042

2

dt
dx

dt
xd L{ }t2cos10  

Langkah 2 : gunakan sifat linearitas transform Laplace. 

)(tF  

c

m

k
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L 42

2

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
xd L 20+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dt
dx L{ } 10)( =tx L{ }t2cos       (27) 

Dengan menggunakan teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi awal 

yang diberikan diperoleh 

L )()0()0()( 22
2

2

sXsxsxsXs
dt

xd
=′−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

      

L )()0()( ssXxssX
dt
dx

=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

                                                                                   

Kemudian kita substitusikan hasil yang diperoleh di atas ke persamaan (27). 

4
10)(20)(4)( 2

2

+
=++

s
ssXssXsXs  

Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar tersebut. 

4
10)()204( 2

2

+
=++

s
ssXss  

)204)(4(
10)( 22 +++

=
sss

ssX  

Langkah 4 : mencari invers )(sX  yaitu L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++
−

)204)(4(
10

22
1

sss
s . 

Dengan menggunakan metode pecahan parsial : 

2044)204)(4(
10

2222 ++
+

+
+
+

=
+++ ss

DCs
s

BAs
sss

s  

)4)(()204)((10 22 ++++++= sDCsssBAss  

DCsDsCsBBsAsBsAsAss 4420420410 23223 +++++++++=  
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)420()4420()4()(10 23 DBsCBAsDBAsCAs +++++++++=  

Dari persamaan di atas akan kita dapatkan sistem persamaan berikut : 

               0=+CA  

      04 =++ DBA  

104420 =++ CBA  

        0420 =+ DB  

Dari sistem persamaan di atas kita dapatkan 
2
1

=A , 
2
1

=B , 
2
1

−=C  dan 

2
5

−=D  sehingga 

)204(
1

2
5

)204(2
1

)4(
1

2
1

)4(2
1

)204)(4(
10

222222 ++
−

++
−

+
+

+
=

+++ ssss
s

ss
s

sss
s

 

Maka  

)(tx  =  L { })(1 sX−    

= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++
−

)204)(4(
10

22
1

sss
s

 

= L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

++
−

+
+

+
−

)204(
1

2
5

)204(2
1

)4(
1

2
1

)4(2
1

2222
1

ssss
s

ss
s

 

= L +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(2
1

2
1

s
s L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

)4(
1

2
1

2
1

s
L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)16)2((2
1

2
1

s
s  

    L 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

)16)2((
1

2
5

2
1

s
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= 
2
1 L

4
1

42
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

2
1

4
2

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

16)2( 2
1

s
s  

    
8
5 L 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

16)2(
4

2
1

s
 

Untuk menentukan L
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

16)2( 2
1

s
s

 kita kerjakan 

16)2(
2

16)2(
2

16)2( 222 ++
−

++
+

=
++ ss

s
s

s  

Akan didapat  

L =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

16)2( 2
1

s
s  L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

++
+−

16)2(
2

16)2(
2

22
1

ss
s  

Sehingga 

)(tx  = 
2
1 L

4
1

42
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

2
1

4
2

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

++
+−

16)2(
2

16)2(
2

22
1

ss
s

 

8
5 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

16)2(
4

2
1

s
 

   = 
2
1 L

4
1

42
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

2
1

4
2

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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+−

162)(s
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2
1 s  

L
8
5

16)2(
1

2
1 −

⎭
⎬
⎫
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⎨
⎧

++
−
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L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−
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1

s
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⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

2
1

4
2
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1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
L +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+−

162)(s
2

2
1 s  
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4
1 L

8
5

16)2(
4

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

s
L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

16)2(
4

2
1

s
 

= 
2
1 L

4
1

42
1 +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
s L

2
1

4
2

2
1 −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

s
L −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+−

162)(s
2

2
1 s  

8
3 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
−

16)2(
4

2
1

s
 

         = tetett tt 4sin
8
34cos

2
12sin

4
12cos

2
1 22 −− −−+  

Jadi, persamaan perpindahan bendanya adalah : 

tetetttx tt 4sin
8
34cos

2
12sin

4
12cos

2
1)( 22 −− −−+= . 

Grafik dari penyelesaian di atas ditunjukkan oleh gambar berikut : 

 

Dapat kita lihat bahwa setelah beberapa saat gerakan akan berosilasi harmonis. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

Dari permasalahan yang sudah dibahas dalam skripsi ini, kita dapat mengambil 

beberapa kesimpulan sebagai berikut : 

1. Transform Laplace merupakan salah satu metode yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde dua dengan 

koefisien konstan. Transform Laplace didefinisikan sebagai berikut : misalkan 

)(tf  suatu fungsi dari t yang terdefinisikan untuk 0>t  maka transfom Laplace 

dari )(tf  yang dinyatakan oleh  L{ })(tf , didefinisikan sebagai :  

L{ } ∫
∞

−==
0

)()()( dttfesFtf st , untuk 0>s .         

Berikut ini merupakan langkah-langkah transform Laplace dalam menyelesaikan 

masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien 

konstan  : 

a. Ambil transform Laplace dari kedua ruas persamaan diferensial 

b. Gunakan sifat linearitas, teorema transform Laplace dari turunan dan kondisi 

awal yang diberikan untuk memperoleh persamaan aljabar. 

Sifat linearitas transform Laplace : 

L{ })()( 2211 tfctfc ±  = 1c L{ })(1 tf ± 2c L{ })(2 tf  = )()( 2211 sFcsFc ±  

 

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIPLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI



 101

 

Teorema transform Laplace dari turunan berorde satu : 

L{ } stf =′ )( L{ } )0()( ftf −  

Teorema transform Laplace dari turunan berorde dua : 

L{ } 2)( stf =′′ L{ } )0()0()( fsftf ′−−  

c. Selesaikan persamaan aljabar tersebut untuk memperoleh transform 

Laplacenya. 

d. Cari invers transform Laplace dengan melihat tabel atau menggunakan 

metode yang sesuai (misalnya pecahan parsial, konvolusi) sehingga diperoleh 

penyelesaian masalah nilai awal yang diberikan.  

Invers transform Laplace :  

=)(tf  L { })(1 sF− . 

Teorema konvolusi :  

L{ } )()()()( sGsFtgtf =∗ . 

2. Transform Laplace dapat diterapkan untuk menyelesaikan masalah nilai awal 

persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan khususnya pada 

getaran pegas dengan langkah-langkah yang sama seperti di atas. 

Dengan transform Laplace kita dapat menyelesaikan masalah nilai awal tanpa 

mencari penyelesaian umumnya terlebih dahulu. 
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TABEL TRANSFORM LAPLACE 

 

f(t) L{f(t)}=F(s) 

1 
s
1 , 0>s  

nt  1

!
+ns

n , 0>s  

ate  as −
1 , as >  

nat te  1)(
!

+− nas
n , as >  

ktsin  22 ks
k
+

, 0>s  

ktcos  22 ks
s
+

, 0>s  

ktsinh  22 ks
k
−

, ks >  

ktcosh  22 ks
s
−

, ks >  

kteat sin  22)( kas
k
+−

, as >  

kteat cos  22)( kas
as
+−

− , as >  

ktt sin  222 )(
2

ks
ks
+

, 0>s  

ktt cos  222

22

)( ks
ks

+
− , ks >  

)()( 2211 tfctfc ±  )()( 2211 sFcsFc ±  
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)(tfeat  )( asF −  

f(t) L{f(t)}=F(s) 

)(tf ′  s L{ } )0()( ftf −  

)(tf ′′  2s L{ } )0()0()( fsftf ′−−  

∫
t

dxxf
0

)(  )(1 sF
s

 

)()( tgtf ∗  )()( sGsF  
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TABEL SATUAN BESARAN 

 

Besaran Satuan British Satuan SI 

Panjang Feet (ft) Meter (m) 

Waktu Second (s) Detik (s) 

Massa Slug Kilogram (kg) 

Gaya Libra (lb) Newton (N) 

 

 

KONVERSI SATUAN 

 

Mengubah dari Menjadi  Dikalikan dengan 

feet meter 0,3048 

slug kilogram 14,5939 

libra newton 4,4482 

Gravitasi = 32,1740 ft/s 2  = 9,80665m/s 2  
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