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ABSTRAK

Veronika Fitri Rianasari, 2008. Deret Fourier dan Pemakaiannya.
Skripsi. Program Studi Pendidikan Matematika, Jurusan Pendidikan
Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Fakultas Keguruan dan limu
Pendidikan, Universitas Sanata Dharma, Yogyakarta.

Fungsi f(x) yang didefinisikan pada interval (~L,L), periodik
dengan periode 2L, dan kontinu sepotong-sepotong dalam interval tersebut,
dapat dinyatakan dalam bentuk deret Fourier sebagai berikut

- nz . nr .

a, + Z(an COS——X +b, sm—x) , dimana

L L
n=1

L

£
a, :2—1LJ'Lf(x)dx, a, = j cos—dx dan b, = i{f(x)sin%dx
untuk n adalah bilangan bulat positif.
Sebuah teorema yang penting yang dibahas dalam skripsi ini yaitu teorema
mengenai kekonvergenan deret Fourier. Teorema tersebut menyatakan
bahwa deret Fourier dari fungsi f(x) yang mempunyai periode 27 , kontinu

sepotong-sepotong dalam interval — 7z < x <z, dan mempunyai turunan kiri
dan turunan kanan di setiap titik pada interval tersebut akan konvergen ke

f(x) jika x titik kontinuitas, dan konvergen ke M jika x titik

diskontinuitas.

Dalam studi ini dibahas pemakaian deret Fourier dalam bidang
fisika, khususnya pada osilasi paksa, konduksi panas, dan getaran dawai.
Persamaan  diferensial  biasa  dari  osilasi  paksa  berbentuk
my'+cy'+ky=F(), dimana F(t) berupa fungsi kontinu sepotong-
sepotong dalam suatu interval . Persamaan tersebut merupakan persamaan
diferensial linear non homogen orde dua dengan koefisien konstan. Pada
osilasi paksa, deret Fourier digunakan untuk merepresentasikan gaya luar
(F(t)) yang bekerja pada sistem, sehingga akhirnya dapat diperoleh
penyelesaian dari persamaan diferensial biasa dari osilasi paksa. Persamaan

ou 282

diferensial parsial dari konduksi panas berbentuk E_C e . Sedangkan
X

2 2
persamaan diferensial parsial dari getaran dawai berbentuk gt—g:cz(;—l:.
Pada konduksi panas dan getaran dawai, deret Fourier digunakan untuk
menentukan solusi bagi kedua persamaan diferensial biasa yang
persamaannya diperoleh dari metode hasilkali dua fungsi untuk mencari
penyelesaian masalah nilai batas pada persamaan diferensial parsial dari
masing-masing kasus.

Vi
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ABSTRACT

Veronika Fitri Rianasari, 2008. Fourier Series and Its Use. Thesis.
Mathematics Education Study Program, Mathematics and Science
Education Department, Faculty of Teacher Training and Education,
Sanata Dharma University, Yogyakarta.

Function f(x) defined in interval (~L,L), periodic function with
period 2L, and piecewise continuous in its interval, can be expressed in the
Fourier Series form as follows
a, + Z[an cos™ x+b. sinn—”xj :

n=1 L L

IF

a, =—
° 2L Y
for n is a positive integer.

An important theorem discussed in this thesis is a theorem about
convergence of Fourier series. The theorem defined that the Fourier series of

f(x) that have period 27, piecewise continuous in interval — 7z < x < 7,
and left derivative and right derivative of f(x) at each point in the interval
exist converges to f(x) if x is continuity point, and converges to

f(x,)+ f(x)

2

This study discussed the use of the Fourier series in physics,
particularly forced oscillations, heat conduction, and string vibration.
Ordinary differential equation from forced oscillations is of the form
my"+cy'+ky=F(), F(t) is a piecewise continuous function in an
interval. It is second order nonhomogeneous linear differential equation with
constant coefficients. In the forced oscillations, the Fourier series is used to
represent the external force (F(t)) acting on a spring-mass system so it is
obtained the solution of ordinary differential equation from forced
oscillations. Partial differential equation from heat conduction is of the form

L L
f(x)x, an:%jf(x)cos%dx, and b, = iJ'Lf sm—dx

-L

if x is discontinuity point.

2
Z—l: cR Z . Moreover, partial differential equation from string vibration is
X’
o%u , 0°U . . .
of the form 5 =C v In the heat conduction and string vibration, the
X

Fourier series is used to decide the solution for two ordinary differential
equations in which the equations are obtained from product of two functions
method, so it is obtained the solution of the boundary value problem in the
partial differential equation from the heat conduction and string vibration.

vii
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Fenomena periodik sangat sering dijumpai di dalam fisika dan penerapan
rekayasanya, dan suatu masalah praktis yang penting adalah merepresentasikan
fungsi periodik yang muncul dengan fungsi-fungsi periodik yang sederhana
seperti sinus dan kosinus. Hal ini membawa deret Fourier, yang suku-sukunya
adalah fungsi sinus dan kosinus. Temuan Jean-Baptiste Joseph Fourier (yang
mengembangkan temuan Euler dan Daniel Bernoulli) merupakan salah satu
kejadian paling penting di dalam perkembangan matematika terapan.

Fungsi f(x) dikatakan periodik jika ada bilangan positif o sedemikian
rupa sehingga f(x+p)= f(x) untuk semua x. Bilangan p ini dinamakan
periode fungsi f(x). Grafik fungsi periodik diperoleh melalui pengulangan

periodik grafiknya untuk sembarang selang yang panjangnya p .

f(X)A

— e
%

X<V
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Fungsi periodik yang telah kita kenal adalah fungsi sinus dan kosinus, dan
kita lihat bahwa fungsi f(x) =C (c = konstanta) juga merupakan fungsi periodik ,
sebab fungsi ini memenuhi f(x+ p)= f(x) untuk setiap p positif.

Contoh-contoh lain dari fungsi periodik bisa dilihat pada gambar berikut :

)t e foo] P
T T
ARV \NAANAN,
X X

Jika suatu fungsi memiliki periode p, maka

f(x+2p)= f[(x+p)+ p]= f(x+p)= f(x),
dan juga

f(x+3p)= fl(x+2p)+p]= f(x+p)= f(x),
dan seterusnya , sehingga untuk setiap bilangan bulat n berlaku f(x+np)= f(x)
untuk semua x. Jika f(x) dan g(x) masing-masing adalah fungsi periodik dengan
periode p , maka berdasarkan sifat linearitas berlaku h(x)=a- f(x)+b-g(x) juga
merupakan fungsi periodik dengan periode p .

Fungsi periodik yang dijumpai di dalam masalah rekayasa sering kali agak

rumit, oleh karena itu kita berusaha untuk merepresentaskan fungsi itu ke dalam
bentuk yang lebih sederhana. Berikut adalah fungsi-fungsi sederhana yang

berperiode 27 :

1, cosX, sinx, cos2x, sin2x, ..., cosnx, sinnx, ....
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Deret yang diperoleh akan berbentuk

a, +a, Ccosx+b, sinx+a, cos2x+h, sin2x+...
dengan a,, a,, a,,..., b, b,,... adalah bilangan real. Deret ini dinamakan deret
trigonometrik, sedangkan a, dan b, disebut koefisien deret trigonometrik.

Dengan menggunakan notasi sigma, kita dapat menuliskan deret itu sebagai

o0

a, + > (a, cosnx+b, sinnx) . Himpunan fungsi-fungsi yang menyusun deret
n=1

trigonometrik sering dinamakan sistem trigonometrik. Hampir semua fungsi
periodik f(x) yang berperiode 27 yang banyak dijumpai dalam penerapan
(misalnya dalam kaitan dengan getaran dan konduksi panas) dapat
direpresentasikan oleh deret trigonometrik.

Dalam penerapan, khususnya dalam getaran dan konduksi panas, penuh
dengan masalah-masalah yang harus dimodelkan dengan persamaan diferensial.
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat derivatif atau diferensial
dari satu atau lebih fungsi yang belum diketahui. Jika fungsi yang belum diketahui
dalam persamaan diferensial bergantung hanya pada satu variabel bebas maka
persamaan itu disebut persamaan diferensial biasa. Bentuk umum persamaan

diferensial biasa yaitu:

dy d?
f X1 1T
%y dx dx

y dy d"y
2 3 )=0,

d3
Tax® T dx”
dengan x menyatakan variabel bebas dan y menyatakan variabel tak bebas.

Sedangkan jika fungsi yang belum diketahui bergantung pada dua atau lebih
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variabel bebas, maka persamaan itu disebut persamaan diferensial parsial. Bentuk

umum persamaan diferensial parsial yaitu :

oz oz 9°1 0’z 8z 0"z
ox oy ox® oxoy oy oy"

f(x,v,z,

)=0,

dengan x dan y menyatakan variabel bebas, sedangkan z menyatakan variabel tak
bebas.
Persamaan diferensial biasa mempunyai penerapan pada getaran pegas.
Untuk lebih memahami penerapan persamaan diferensial biasa pada getaran
pegas, perhatikan contoh berikut.
Contoh 1.1 : Sebuah benda bermassa m tergantung dari keadaan seimbang pada
sebuah pegas dengan konstanta pegas k. Sebuah gaya luar bekerja

pada pegas tersebut sebesar

T jika-z<t<0
F(t)= 27[ , F(t+27)=F(t)
5 jikaO<t<nxz

dan terdapat gaya redaman sebesar ¢ satuan seperti terlihat pada

gambar di bawah ini : F ()

T

T.

Tentukan solusi keadaan stabilnya!



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 5

Untuk menentukan keadaan stabil dari masalah di atas berarti menentukan
penyelesaian dari persamaan diferensial biasa berikut:

my"+cy' +ky=F(t).
Karena gaya luar F(t) bukan berupa suatu fungsi sinus atau kosinus murni maka
langkah pertama yang harus dilakukan yaitu merepresentasi gaya luar F(t)

dengan suatu deret Fourier. Setelah ditentukan deret Fourier dari gaya luar
tersebut, maka langkah selanjutnya yaitu menentukan penyelesaian dari
persamaan diferensial yang telah terbentuk.

Persamaan diferensial parsial banyak dijumpai dalam kaitan dengan
berbagai masalah fisik seperti konduksi panas, teori mengenai getaran dan
berbagai bidang fisik lainnya yang penuh dengan masalah-masalah yang harus
dimodelkan dengan persamaan diferensial parsial. Untuk lebih memahami
penerapan persamaan diferensial parsial pada konduksi panas, perhatikan contoh
berikut.

Contoh 1.2 : Tentukan suhu u (x,t) dalam suatu kawat yang telah diisolasi, yang

panjangnya L cm, dan kedua ujungnya dipertahankan pada suhu

0°C, jika diasumsikan suhu awalnya

X jikaO<x<L
f(x)= 2 dalam satuan °C .
L-x jikaE<X<L

Syarat batas dari masalah tersebut yaitu u (0,t)=0dan u (L,t)=0 untuk semua't,

sedangkan syarat awalnya yaitu u (x,t)= f(x).
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Untuk menentukan suhu u (x,t) dalam kawat tersebut berarti menentukan

penyelesaian dari persamaan diferensial parsial berikut

—=cC
ot

ou _ ,ou’
o’

yang harus memenuhi syarat awal dan syarat batas di atas.

Suatu metode umum untuk menyelesaikan masalah tersebut yaitu dengan

menggunakan metode hasil kali dua fungsi. Pada metode ini diasumsikan

solusinya berbentuk hasil kali dua fungsi, yang masing-masing hanya tergantung

pada salah satu peubah saja. Jadi, persamaan (1) diuraikan menjadi
u(x,t)=F(x)-c(x) ... )

Substitusi persamaan (2) ke dalam persamaan (1) menghasilkan persamaan

diferensial biasa untuk F dan G, dan akhirnya diperoleh takhingga banyaknya

solusi F=F dan G=G,, sedemikian rupa sehingga fungsi

n

u,(x,t)=F,(x)-G,(x) merupakan solusi untuk persamaan diferensial parsial (1)

yang memenuhi syarat batas. Agar solusi terebut juga memenuhi syarat awal,

harus dibentuk deret takhingga bagi u, yang koefisien-koefisiennya merupakan

koefisien Fourier untuk fungsi f(x) yang merepresentasikan syarat awal. Dari

contoh di atas, dapat dilihat bahwa dalam mencari penyelesaian persamaan
diferensial diperlukan pengetahuan bagaimana mengekspansi suatu fungsi
menjadi deret trigonometri.

Deret Fourier merupakan deret yang bersuku sinus dan kosinus (deret
trigonometrik) yang muncul ketika kita ingin merepresentasikan fungsi periodik

umum. Deret ini merupakan alat yang sangat penting untuk memecahkan masalah
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yang melibatkan persamaan diferensial biasa maupun parsial. Karena alasan itulah
penulis tertarik untuk mengkaji lebih jauh deret Fourier secara teoritik dan
pemakaian deret Fourier dalam menentukan penyelesaian persamaan diferensial

khususnya pada osilasi paksa , konduksi panas, dan getaran dawai.

B. Perumusan Masalah

Dengan latar belakang yang telah diungkapkan diatas, dapat dirumuskan
beberapa masalah :
1. Apakah yang dimaksud dengan deret Fourier?

2. Bagaimana pemakaian deret Fourier dalam bidang fisika?

C. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah :
1. Penulis dapat memahami deret Fourier secara teoritik.
2. Penulis dapat menggunakan deret Fourier dalam menyelesaikan persoalan-

persoalan dalam bidang fisika.

D. Manfaat Penelitian
Manfaat penulisan topik ini bagi penulis adalah penulis lebih mengerti
tentang konsep, fakta dan teknik dasar yang berkaitan dengan deret Fourier

beserta berbagai pemakaiannya dalam bidang fisika.
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E. Pembatasan Masalah

Materi yang akan dibahas pada skripsi ini mencakup konsep deret Fourier,
dan teorema kekonvergenan deret Fourier. Dalam pembahasan akan dibahas juga
tentang pemakaian deret Fourier dalam osilasi paksa , konduksi panas, dan getaran

dawai.

F. Metode Penulisan
Metode yang akan digunakan dalam membahas topik tersebut adalah

metode studi pustaka.

G. Sistematika Penulisan

Penulisan ini terbagi dalam beberapa bab, yakni :
Bab |  Pendahuluan

Pada bab ini dikemukakan hal-hal yang melatarbelakangi penulisan
skripsi, beserta perumusan masalah, tujuan penulisan, manfaat penulisan,
pembatasan masalah, metode penulisan, dan sistematika penulisan.
Bab Il Deret Fourier

Pada bab ini dijelaskan berbagai hal mengenai deret Fourier secara
teoritik. Hal-hal yang dibahas dalam bab ini meliputi pengertian deret Fourier,
menghitung koefisien Fourier dengan rumus Euler, ekspansi fungsi menjadi deret
Fourier, fungsi genap dan fungsi ganjil, penguraian setengah kisaran, konvergensi

uniform, sifat koefisien deret Fourier, dan kekonvergenan deret Fourier.
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Bab Il  Pemakaian Deret Fourier

Pada bab ini diuraikan mengenai pemakaian deret Fourier dalam bidang
fisika, khususnya pemakaian deret Fourier pada osilasi paksa, konduksi panas, dan
getaran dawai.
Bab IV Kesimpulan

Pada bab ini diuraikan mengenai kesimpulan yang diperoleh dari

pembahasan pada bab-bab sebelumnya.
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BAB I1

DERET FOURIER

A. Pengertian Deret Fourier
1.  Fungsi Periodik

Fungsi f(x) disebut mempunyai periode o atau periodik dengan periode
p jika untuk semua nilai x, f(x+p)= f(x) dengan p adalah bilangan positif.
Nilai terkecil dari p disebut sebagai periode terkecil atau periode dari f (x) . Jika
fungsi periodik f(x) mempunyai periode terkecil p, ini sering dinamakan
periode primitif dari fungsi f(x). Jika f(x) dan g(x) masing-masing adalah
fungsi periodik dengan periode p, maka berdasarkan sifat linearitas berlaku
h(x)=a- f(x)+b-g(x) juga merupakan fungsi periodik dengan periode p .
Contoh 2.1:
Fungsi cosx mempunyai periode 2z, 4x, 6x, .., 2nz, ... (n =1, 2, 3, ..),
karena cos(x+27) = cos(x +47) = cos(x + 67) = cos(x + 2n7) = cosx . Walaupun

demikian, 2z adalah periode terkecil atau periode dari cosx.

Contoh 2.2:

Periode dari fungsi sinnx atau fungsi cosnx, dengan n =1, 2, 3, ... adalah 2—”
n

karena f (x)= cosnx = cos(nx + 27) = cos n[x + 2—”] = f (x + 2—”) dan
n n

f(x) = sinnx =sin(nx + 27) = sin n(x +ZT7[) = f(x +ZT”j

10
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Contoh 2.3:

Periode dari tan x yang didefinisikan pada interval (—%%) adalah 7, karena

f(x)=tanx = tan(x + 7) = f(x+ 7).

Contoh 2.4:

Fungsi f(x)=c (c = konstanta) mempunyai sebarang bilangan positif sebagai
periodenya, sehingga dapat dikatakan bahwa f(x): ¢ merupakan fungsi periodik
tanpa periode primitif.

Contoh 2.5:

Tentukan periode dari fungsi berikut:

a. f(t)=sin2t

f (t) 2mt

b. = CO0S——
k

c. f(t)=tan2t+cos’t
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Jawab:
a. Fungsi sinus dan kosinus merupakan fungsi periodik dengan periode 27,
maka f(t)=sin2t=sin(2t+27)=sin2(t+z)= f(t+ ). Oleh karena itu, sin2t

periodik dengan periode 7.

b. Karena f(t)= cos% = cos(@+ 27:) = coszTﬂn(t +Ej = f(t +£j maka
n n

COS? periodik dengan periode E
n
c. Fungsi tangen dan cotangen merupakan fungsi periodik dengan periode .

Misal:  h(x)=tan 2t = tan(2t + z) = tan Z(t + %) , maka p = % , dan

g(x)=cos® x = %(1+ C0S2X) = %(1+ cos(2x + 27)) = %(1+ cos2(x + 7))
=cos’(x+7)=g(x+7), maka p, = 7.

Oleh karena itu, periode dari f(t)=tan 2t +cos”t adalah KPK (7[%) =7.

Contoh 2.6:
Gambarkan grafik dari fungsi berikut yang dipandang periodik dengan periode
diketahui.

3, 0<x<3 )
a.  f(x)= , periode = 6
-3,-3<x<0

Jawab:
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)4
| | A I
b. f(t)=|t, periode 27 untuk -z <t<z
Jawab: ot
- ;

Dari contoh-contoh di atas dapat dilihat bahwa tidak semua fungsi
periodik kontinu untuk setiap bilangan real yang diberikan. Sebelum membahas
mengenai definisi deret Fourier terlebih dahulu akan dibicarakan mengenai
pengertian fungsi kontinu sepotong-sepotong.

Definisi 2.1 (fungsi kontinu sepotong-sepotong) : Fungsi f (x) disebut fungsi
kontinu sepotong-sepotong atau kontinu bagian demi bagian pada interval [a,b]
bila dipenuhi syarat-syarat berikut :

1. Interval [a,b] dapat dibagi menjadi sebanyak hingga sub interval sehingga
f (x) kontinu pada setiap sub interval tersebut.

2. Limit dari f(x) jika x mendekati ujung-ujung dari sub interval ada dan

terhingga.
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Atau dapat dikatakan bahwa f(x) mempunyai sebanyak hingga titik
diskontinu.

Contoh 2.7 : Sebuah fungsi f (x) didefinisikan dengan

f(x)={1_

selang tersebut fungsi f(x) bernilai -1. Demikian pula pada selang [2,4] fungsi

1, < _ _
0 Xzi Fungsi f(x) kontinu pada selang [0,2) karena pada

f (x) kontinu karena fungsi f(x) bernilai 1.
Dan pada x =2 terdapat dua limit yaitu
o f(X)=-1,0<x<2

lim f(x) = lim-1=-1, f(x)=-1(0<t<2) mempunyai limit kiri untuk

lim
X 2,

e f(x)=12<x<4
lim f(x) = lim1=1, f(x)=1(2<t<4) mempunyai limit kanan untuk
X=2.

Jadi, fungsi f(x) tersebut kontinu sepotong-sepotong pada 0 < x < 4.

e 0 <1 <1
Contoh 2.8 : Perlihatkan bahwa f(t)=42-t, 1<t<2 Kkontinu sepotong-
3-t, 2<t<3

sepotong dalam selang tertutup [0,3].
Fungsi f(t) kontinu dalam selang [0,1) karena pada selang itu f(t) =t*, f(t)
juga kontinu dalam selang [1,2). Demikian juga pada selang [2,3].

Padat=1,
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o f(t)=t>0<t<1

lim f(t) =limt®> =1, f(t)=t* (0 <t <1) mempunyai limit Kiri untuk t =1,
t->1"

t—>1"
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o f()=2-t1<t<2

lim f(t) = lim2-t =1, f(t)=2—-t(1<t<2) mempunyai limit kanan untuk
t—1*

t—o1*"
t=1.
Pada t =2,

o f()=2-t1<t<2

limf(t)=1lim2-t=0, f(t)=2—t(1£t<2) mempunyai limit Kkiri untuk
t—>2"

t—>2"
=2,
e f(t)=3-t,2<t<3

lim f(t) = Iir2n3—t =1, f(t) :3—t(2§t£3) mempunyai limit kanan untuk
t—>2*

t—>2*
{ =i

Jadi, fungsi f(t) kontinu sepotong-sepotong dalam selang 0 <t < 3.

1.  Definisi Deret Fourier
Fungsi periodik yang dijumpai di dalam masalah rekayasa sering kali agak
rumit, oleh karena itu kita berusaha untuk merepresentaskan fungsi itu ke dalam
bentuk yang lebih sederhana. Berikut adalah fungsi-fungsi sederhana yang
berperiode 27 :
1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., cosnx, sinnx, ....
Deret trigonometri yang didefinisikan oleh

a, +a, Cosx+b, sinx+a, cos2x +h, sin2x +...
mempunyai periode 2z dengan a,, a,,a,,..., b, b,,... adalah bilangan real.

Dengan menggunakan notasi sigma, kita dapat menuliskan deret itu sebagai
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a,+ Y (a,cosnx+b,sinnx), a, dan b, disebut koefisien-koefisien deret
n=1

trigonometri.

Definisi 2.2 (deret Fourier) : Misalkan f(x) didefinisikan pada interval
(— 7r7r) periodik dengan periode 2 7, dan f(x) kontinu sepotong-sepotong pada

interval tersebut, maka deret Fourier dari f (x) didefinisikan sebagai berikut:

a, + Z.O:(an cosnx +b, sin nx)

n=1
dengan harga-harga koefisien Fourier a,, a, dan b, ditentukan oleh rumus-

rumus Euler sebagai berikut:

T

[ a, =2i.[f(x)dx

T

==z

V4

{ a = If(x)cosnxdx n=1,2,3, ..

A. Menghitung Koefisien- Koefisien Fourier dengan Rumus Euler
Misalkan f(x) adalah fungsi periodik dengan periode 2z. Akan

ditentukan deret trigonometri dari fungsi itu,

f(x)=a, + Zw:(an cosnx + b, sinnx) dengan n=1, 2, 3, ... (1)

n=1

Selanjutnya akan ditentukan koefisien-koefisien deret trigonometrik tersebut.
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Langkah I

Langkah pertama yaitu menentukan a, dengan mengintegralkan kedua ruas pada

persamaan (1) dari —z sampai 7.

n=1

_T f(x)dx = Hao + i(an cosnx +b_ sin nx)}dx

Kemudian dilakukan pengintegralan suku demi suku ( untuk lebih jelas akan

dibahas pada konvergensi uniform), didapat:

v

J' f(x)dx = a, _]idx + g(an jcos nxdx + b, ]['sin nxde

- T -

L oz~ D i(an[sin nz _sin(- n;z)} . bn{cos nz cos(— n;z)D

n n n n

= 27a,

V4

Sehingga didapatkan a, :zi I A T Y (2)
T -7

Langkah 11

Langkah kedua yaitu menentukan a,a,,a,,... pada persamaan (1) dengan cara
mengalikan kedua ruas pada persamaan (1) dengan cosmx (m adalah bilangan
bulat positif) dan kemudian mengintegralkan persamaan tersebut dari — 7 sampai

T.
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J' f (x)cos mxdx = j{ao + i(an cosnx +b, sin nx)} cos mxdx
n=1

- /1

Kemudian dilakukan pengintegralan suku demi suku, didapat:

V4 V4 o T 4
J f (x)cos mxdx = a, J cos mxdx + Z (an Icos nx cos mxdx + b, Isin nx cos mxde
-

-z n=1 -z -z

sinmx |© & F f
= ao[ } + | a, [cosnxcosmxdx +b, [sin nxcos mxdx
m - n=1 - -

o ao{sin mz _sin(- mﬁ)}

m

o0

¥ Z( Icos nx cos mxdx + b, _[sm NX COS mxdx]

n =

2,[0-0]+>" ( jcos nx cos mxdx + b, jsm nX cos mxdx]
n=1

- -
-0+ Z[ Icos nx cos mxdx + b, jsm NX COS mxde
—T -

Penjabaran tiap bagian:

J'cos nxcos mxdx = — jcos N+ mxdx += I cos(n — m)xdx

=7

n+m 2 n—-m

[sin(n+ m)x}” +£[sin(n - m)xT

_(sin(n + m)ﬂj _(sin(— (n+ m)yz)}

n+m n+m
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sin(n+m)z _sin(=(n+m)x)
n+m n+m

karena =0 (untuk semua nilai n dan m) dan

sin(n—m)z _sin(-(n-m)z)

=0 (untuk semua nilai n dan mdan n=m).

T 17. 17.
_[sm nxcosmxdx:E:[zsm(n+m)xdx+5:[rsm(n—m)xdx

-

2 2

f 1{_ cos(n + m)x}” +£{_ cos(n—m)x|*
n+m |, n—m

=7

1 K cos(n + m);z) \ (cos(— (n+ m);r)j_

2 n+m n+m

-3 (emto=mbe) (solo-mi)]

=0

cos(n+m)z _ cos(~(n+m)z)
n+m n+m

karena

(untuk semua nilai n dan m) dan

cos(n—m)z _ cos(~(n—m)z)

(untuk semua nilai n dan m dan n = m).

Pengintegralan dari keempat bagian di atas sama dengan nol, kecuali untuk

%Icos(n—m)xdx:n jlka n=m. Dengan demikian jika n=m,

maka I f(x)cosmxdx = za,,.

T

Jadi didapatkan a,, = 1 _[ f(x)cosmxdx ,m=1,2,3,.. ... (3)
T
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Langkah 111

Langkah ketiga yaitu menentukan b,,b,,b,,... pada persamaan (1) dengan cara

mengalikan kedua ruas pada persamaan (1) dengan sin mx (m > O) dan kemudian

mengintegralkan persamaan tersebut dari — sampai = .

J f (x)sin mxdx = j{ao + i(an cosnx +b, sin nx)}sin mxdx

g i n=1

Kemudian dilakukan pengintegralan suku demi suku, didapat:

J f (x)sin mxdx = a, Isin mxadx + i(an jcos nxsin mxdx + b, jsin nxsin mxdx)

= g n=1

T © T V4

COS MX : N

= a{— } +> | a, J'cosnxsm mxdx + b, jsm nx sin mxax
m - n=1

=7 -

- -

cosmz  cos(-mr)
T T

n=1 = i

0 T T
+Z{an Icos nxsin mxdx +b, Isin nxsin mxde

0 T T
=0+ Z(an Icos nxsin mxdx + b, Isin nxsin mxdxj
n=1 _r

-

cosmz _ cos(-mz)
m om

karena untuk semua nilai m.

Penjabaran tiap bagian:

T . 17. 17.
jcosnxsm mxdx=§Iﬁsm(n+m)xdx—§Iﬁsm(n—m)xdx

-7

- E[_MT _i{_m}”

2 n+m 2 n—m
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2 n+m n+m

Aty o)

=0

1 H cos(n + m);zj ~ [cos(— (n+m)z )ﬂ

cos(n+m)z _ cos(-(n+m)z)
n+m n+m

karena (untuk semua nilai n dan m) dan

cos(n—m)z _ cos(~(n—m)z)

(untuk semua nilai n dan m dan n = m).

A . ] 1 A 1 T
_[sm nxsin mxdx = E__[rcos(n —m)xdx —E_J;cos(n +m)xdx

-

['sin(n— m)x}” 1 [sin(n + m)x}”

n—m 2 n+m

(sin(n z m);:j _(sin(— (n- m)ﬂ)ﬂ

n—m n—-m

_%Hsin(n + m);rj _(sin(— (n+ m)zr)ﬂ

=0

sin(n+m)z _sin(=(n+m)r)
n+m n+m

=0 (untuk semua nilai n dan m) dan

karena

sin(n—m)z _sin(-(n—m)z)

=0 (untuk semua nilai n danmdan n=m).

Pengintegralan dari keempat bagian di atas sama dengan nol, kecuali untuk

%Icos(n—m)xdx:z jikan=m.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI  ,,

Dengan demikian jika n =m, maka I f (x)sin mxdx = zb,, .

Jadi didapatkan b_ 1 .[ f(x)sinmxdx ,m=1,2,3,.. .. (5)
72-77[
Dengan mengganti m dengan n pada persamaan (2), (3), dan (4), diperoleh

rumus-rumus Euler sebagai berikut:

T

[oa, :ij.f(x)dx

A
/o) :ljf(x)cosnxdx n=1,2,3, .. ....(6)
72-—7[
17 .
\ b, == j f (x)sin nxdx
V4

Deret trigonometri a, + Z(an cosnx + b, sinnx) dengan koefisien-koefisien yang
n=1

ditentukan oleh (6) dinamakan deret Fourier untuk f(x).

Di dalam penerapan, fungsi periodik kadang tidak mempunyai periode 2 =
melainkan mempunyai periode lain yaitu 2L. Jika f(x) didefinisikan pada
interval (— L, L), periodik dengan periode 2L, dan kontinu sepotong-sepotong
dalam interval tersebut, maka deret Fourier dari f(x) didefinisikan sebagai

berikut:

< nrz . Nrx
a, + Z[an COS——X + D, sm—xj
L L
n=1

dengan harga-harga koefisien Fourier a,, a, dan b, ditentukan oleh rumus-

rumus Euler sebagai berikut:
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L L L
a, =i:[f(x)dx, a, =%J' f(x)cosnTﬂde,dan b, =%:[Lf(x)sinnTﬂde

-L

untuk n adalah bilangan bulat positif.

A. Ekspansi Fungsi Menjadi Deret Fourier

Contoh 2.9 : Tentukan koefisien Euler dan deret Fourier dari f (x) bila

-k, -7 <x<0
f(x):{ C ol dan f(x+27)= f(x)

Jawab:
Fungsi tersebut periodik dengan periode 27 dan dapat digambarkan sebagai

berikut
S

|

Ty

|

Koefisien Euler dari f (x) ditentukan sebagai berikut:

b 0 b d
a, :i.[f(x)dx:ij—kdx+%jkdx
X - 0

Y4

V4 0 V4
a -1 [ £ (x)cos nxdx = i{ [ (= k)cos nxdx + [ k cos nxdx
72- /2

4 0
sinnx,
o:|:0

n

o 4k

_ 1{(_ I()sin nx
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(karena sinnx=0 untuk x=-7x, 0 dan 7 dan untuk semua nilai n)

T [0 T
b, = 1 J. f (x)sin nxdx = 1 I(— k)sin nxdx +J.ksin nxdx}
7[—71' T L -7 0
_ 1] cosnx o SoSX 3’}
P n n

= ni[coso —cosn(-z)-cosnz +cos0]
T

= L[2—2cos n7r]=2—k(1—005n72')
nz nz

Karena 1-cosnz =2 untuk n ganjil dan 1-cosnz =0 untuk n genap, maka

b, :ﬁ, =0, b, :ﬁ, b, =0, bs :ﬂ
3 o
Deret Fourier untuk f(x) adalah :
z&(l— cos Nz )sin nx = ﬂ(sin X +%sin 3X +%sin 5X +]
T

n1 N7T

Gambar grafik di bawah ini merupakan representasi deret Fourier dari fungsi

periodik tersebut dengan mengambil nilai k =1.

e ~ FA
!7"(9 -"-ull'-- y 1= |I'r'I'/— \'\‘;\ T l['l L“ a’rﬂ\lr. ¥ 1..-{ K llf 1lll
/ \ [ f \ if '
/M [ ' n
A = SR SHEE —— A
] 4 2 2 4 B ] 4 2 2 4 B
\? \ \ f, | )
\'- f ll" / || | ll I
\ i \ / | ]I ] | D |
X _.-" H - /:.I ) '..1‘ "’r\u _?‘I-' .I\U"I LI
/" - N 7
1 1. 1
.Sl=;(s:|.'ruc) , .Sg-i[sm+—sm3.x] _‘.
Gambar (b)

Tambar (&)
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g
&
- 1
+
h‘_f:
&
<4

L
| | 4 H|
| f
Il A | ﬂ]' e I{
ol ¥ I.". \.".. ._; f" 'JII').". ‘.UI

A
% =—[sr:1x +sin-x +si.néx] 5
(rambar ()

Ketiga gambar tersebut menunjukkan tiga jumlah parsial yang pertama dari

deret Fourier yang dihasilkan.

Contoh 2.10: Tentukan koefisien Euler dan deret Fourier dari f (t) bila
f(t)=t,~7<t<zdan f(t+27)= f(t).
Jawab:

Fungsi tersebut periodik dengan periode 27 dan dapat digambarkan sebagai

berikut
eriku i 4

-

—~V

W

e

Koefisien Euler dari f (t) ditentukan sebagai berikut:

17 17 2|
aO:EIf(t)dt:EJ-tdt:{E} =0
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Vi

a, = 1 j f(t)cosnt dt = 1 jtcosnt dt
- T e

T
= l{lsin nt } — J‘lsin ntdt}
7|l n . N

t . 1 -.
=—|—sinnt +—-C0s nt
n n .

X o /.
(—sm Nz ———sin(- n;z)) +
n n

1 1
—cosnz —n—zcos(— nr)

(niz cosnz — nizcos(— nz)= 0karenacosnz = cos(— n;r)j

V4

b, == j f (t)sin ntdt = 1 jtsin nt dt
T 7

:i{{—lcosnt} - J.—lcosntdt}
T n - =/ n

1] t T, . i
=—| ——cosnt + —-sinnt
T n n e

-

1 {( r -7 j
= =4 ==cosnz +——cos(-nz) |+
z|U n n

[izsin nz —n—lzsin(— n;z)j}
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T n n

- i{(—z—”cos nzrj +(0- 0)} = Zcosnz

Deret Fourier untuk f (t) adalah :

o0

2 )
Z(‘HCOS nzsin nt}

n=1
Ketiga gambar di bawah ini menunjukkan tiga jumlah parsial yang pertama dari

deret Fourier yang dihasilkan.

K= 2o eind \x o

1 et

AF

2
A= —do0s e - cos s 3t - E‘_-ms Iwem it \ R,

3
Garnbar (c)
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A. Fungsi Genap dan Fungsi Ganjil

Definisi 2.3 (fungsi genap dan fungsi ganjil) : Fungsi f(x) disebut
fungsi genap bila berlaku f(—x) = f(x) untuk semua x dalam daerah asal dan
f(x) disebut fungsi ganjil bila berlaku f(—x)=—f(x) untuk semua x dalam

daerah asal.
Sifat-sifat fungsi genap dan fungsi ganjil yaitu sebagai berikut:
1. Grafik fungsi genap y = f(x) simetris terhadap sumbu y dan grafik fungsi

ganjil y = f(x) simetris terhadap titik pusat salib sumbu.

»

f()t fi(t) 4
~ Y/ AR R
L V I/ t

Fungsi genap Fungsi ganjil

v

f(t) A

f(t) |
/ \ \

/ \

Fungsi genap Fungsi ganjil

v
4
vy

2. Hasil kali dua fungsi genap dan hasil kali dua fungsi ganjil merupakan fungsi
genap, sedangkan hasil kali antara fungsi ganjil dan fungsi genap adalah fungsi
ganjil.
Bukti:

a. Misalkan f(x) adalah hasil kali antara fungsi genap g(x) dan fungsi

genap h(x), maka f(x) = g(x)h(x)
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Jadi hasil kali dua fungsi genap adalah fungsi genap.

b. Misalkan f(x) adalah hasil kali antara fungsi ganjil g(x) dan fungsi
ganjil h(x), maka f(x) = g(x)n(x)
f(=x) = g(=x)h(-x)
(- () h(x)
= f(x)
Jadi hasil kali dua fungsi ganjil adalah fungsi genap.

c. Misalkan f(x) adalah hasil kali antara fungsi genap g(x) dan fungsi
ganjil h(x), maka f(x) = g(x)(x)
f(=x) = g(-x)h(-x)
= g(x)Y~ h(x))
=—(g(x)n(x))
= f(x)

Jadi hasil kali antara fungsi ganjil dan fungsi genap adalah fungsi ganjil.

L L
3. Bila f(x) fungsi genap, maka If(x)dx:ij(x)dx. Bila f (x) fungsi
-L 0

L
ganjil, maka J' f(x)dx=0.
-L

Bukti:
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Tafsiran geometri dari sifat ini diperlihatkan dalam gambar 1 dan 2 sebagai

berikut:
A
f(x)
A f(X)
i Luas kanan
Luas kiri + X
X »
-L L -L - L
Gambar 1 Gambar 2
Fungsi genap Fungsi ganjil
Luas Kiri = Luas kanan Luas kiri menetralkan lus kanan

JL‘ f(x)dx = j{ f(x)dx + JL. f (x)dx

Dalam integral di ruas kanan, dilakukan substitusi u = —x, —du = dx.

a. Jika f(x) fungsi genap, maka f(—x)= f(x) dan.

Jq f(x)dx = T f (—x)dx = T f(u)(—du)= —T f(u)du = _L[ f(u)du = j f (x)dx

Jadi, 'L[ f(x)dx = j)' f (x)dx +JE f (x)dx =JL‘ f (x)dx +.|L. f(x)dx = Z.T f(x)dx.

b. Jika f(x) fungsi ganjil, maka f(—x)=—f(x) dan

0 0

[ fodx= T— f(=x)dx = [ f (u)(~du) = T f (u)du = —j f (u)du = —f f (x)dx

Jadi, jf(x)dx: jf(x)dx+JL.f(x)dx:—jf(x)dx+JL.f(x)dx:O.

-L =I5
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b
Catatan: x adalah variabel dummy dalam lambang jf(x)dx, yaitu

dimaksudkan bahwa x dapat diganti oleh huruf sebarang lain (diganti di setiap

b b b
kemunculannya). Jadi, jf(x)jx - .[ f(t)dt = I f(u)du.

Deret Fourier untuk fungsi genap f(x) yang terdefinisi pada suatu interval
(— L, L), kontinu sepotong-sepotong dan periodik dengan periode 2L disebut juga

Deret Kosinus Fourier dengan bentuk

= nax
a+ Y., cos——
n=1

dengan koefisien-koefisien

1% 2 ¢
3= 10, a, == f(x)eos . p=1,2,3 =y 8. (7)

0 0

Deret Fourier untuk fungsi ganjil f(x) yang terdefinisi pada suatu interval
(— L, L), kontinu sepotong-sepotong dan periodik dengan periode 2L disebut juga

Deret Sinus Fourier dengan bentuk
> b, sin W
n=1 L
dengan koefisien-koefisien

L
b =%j f(x)sin%dx, n=1,2,3.. .. (8)

n
0
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Contoh 2.11:

Selidiki apakah fungsi berikut genap, ganjil, atau tidak kedua-duanya!

b h(x)= XZ):- 2

c. f(t)=t+1

Jawab:

a. f(x)= Ix? 41 adalah fungsi genap karena
F(-x)= (=X +1=x? +1= £(x).

b. h(x) = XZ):— 2 adalah fungsi ganjil karena
h(-x)= =2 foa B2

(Cxpl IR 2
c. f(t)=t+1 bukan fungsi genap maupun fungsi ganjil karena f(~t)=—t+1

bukan fungsi f(t) maupun — f (t).

Contoh 2.12:
Klasifikasikan masing-masing fungsi-fungsi berikut apakah fungsi genap, ganjil,
atau tidak genap dan tidak ganijil!

a. f(x)=x(8-x), 0<x<8,periode=8

2, O 3 .
b. f(x)= =X=° periode = 6
-2, -3<x<0
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Jawab:
a. f(x)=x(8-x), 0<x<8 dengan periode = 8 merupakan fungsi genap
karena f(—x)=x(8-x), -8<x<0
= f(x).

Secara geometri dapat diperlihatkan dalam gambar sebagai berikut:

f(x)4
\\\ ! \‘\ 16 I/II
\ 0 8 5
2, 0<x<3 . . .
b. f(x): dengan periode = 6 merupakan fungsi ganjil
-2, —3<x<0
7l TraX <l

— fi(x).

karenaf(—x):{2 i

Secara geometri dapat diperlihatkan dalam gambar sebagai berikut:

f(x)t

Contoh 2.13: Tentukan deret Fourier dari fungsi f(x) yang periodik dengan
periode 2, bila fungsi f(x)=|x|, -1<x<1.

Jawab:

Fungsi tersebut periodik dengan periode 2 dan dapat digambarkan sebagai berikut:
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»

f(t)

1
N 7

-1 1

Fungsi f(x) tersebut merupakan fungsi genap, sehingga b, =0. Dengan

demikian, koefisien Fourier dapat ditentukan sebagai berikut:

1

11 1 2 1
a, :EI|x|dx:J'xdx:[X7} =3
-1 0

0

a, :j|x|cosn7zxdx:2xIxcosnﬂxdx:— xsinnm +-—cosnax |
0

o Nz nz

2 )

2 -4 ™
= cosnz —1)=——(n ganjil) .
= (cosnz—1) 7 (n ganjil)

Jadi didapatkan deret Fourier dari f(x)=|x|, yaitu

1 4 1 1
~(cosnz —1)cosnzax = = — —| cOS X + =5 COS 37X + —COS5aX + ... | .
3 5

2
n?z 2

N |-

+2,
n=1
Ketiga gambar di bawah ini menunjukkan tiga jumlah parsial yang pertama dari

deret Fourier yang dihasilkan.

{ X {
mdd Y B q
| |

AN
1 4 Y. 1 4 1 0
o= — ——— o gy === cos B+ — cos 3 |5
Wi L 2 K ;

T
T 04 Y

Gambar (b)

CGambar (a)
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2

1 4 1 1 ..
gz === M +—cos3m +—eosSm | |
3 T 203 203 52 [a{m k) ; i ;

I;

Gambar (c]

A. Penguraian Setengah-Kisaran
Di dalam berbagai masalah penerapan, akan banyak dijumpai penggunaan

deret Fourier bagi fungsi f(x) yang didefinisikan pada suatu selang terhingga
tertentu. Dalam hal ini, f(x) didefinisikan dalam selang 0 < x <L, dan pada
selang ini f(x) akan direpresentasikan oleh deret Fourier. Untuk memperoleh
deret Fourier dari fungsi tersebut dapat menggunakan L sebagai selang
keperiodikan, namun akan lebih baik jika mengambil periode 2L. Hal ini
disebabkan karena dengan mengambil periode 2L, maka akan diperoleh suatu
deret kosinus Fourier untuk f(x) yang merupakan perluasan genap f(x) ke
kisaran penuh —L < x <L, atau dapat diperoleh suatu deret sinus Fourier untuk
f(x) yang merupakan perluasan ganjil f(x) ke kisaran penuh —L<x<L.
Masing-masing deret itu dinamakan penguraian setengah-kisaran fungsi f(x),

yang diberikan hanya pada setengah kisarannya (setengah selang keperiodikan

deret tersebut).
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Perluasan genap dan perluasan ganijil f(x) ke kisaran penuh —L <x<L

diperlihatkan dalam gambar sebagai berikut:

f(x)

»
»

L X
(a) Fungsi f(X) yang diberikan

. s ~—— | s

(c) Fungsi f (X) diperluas sebagai suatu fungsi ganjil dengan periode 2L
Keterangan gambar:
(a) Fungsi f(x) diberikan pada selang 0 < x <L,
(b) perluasan genap fungsi f(x) ke kisaran penuh — L < x < L dan perluasan
periodik periode 2L pada sumbu-x,
(c) perluasan ganjil fungsi f(x) ke kisaran penuh — L < x < L dan perluasan

periodik periode 2L pada sumbu-x.
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Penguraian setengah kisaran kosinus fungsi f(x) adalah

= n7x
a,+>.a, cos——

n=1

dengan koefisien-koefisien

L L
a, :%j f(xpx, a, :%j f(x)cosnTﬂxdx, n=1,2,3, ... .. (9)
0 0

Penguraian setengah kisaran sinus fungsi f(x) adalah
> b, sin n
= L

dengan koefisien-koefisien

2 N,
b :EI f(x)sdex, n=1,2,3,..%a -8 (10)

n
0

Contoh 2.14: Tentukan kedua penguraian setengah kisaran bagi fungsi

X jika0<x<%

f(x)=

L-X jika%<x<L

Jawab:

a. Penguraian setengah kisaran kosinus untuk f(x) adalah

L

a, :%j f (x)dx

17 [
=T !xdx+J(L—x)dx
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)
2 |7¢ nzx
=— jxcos—dx+
L|s L

JL'(L = x)cosnTﬂx dx}
Y

Melalui pengintegralan bagian demi bagian

L _ L

72 NnzX L . nax 72 L A. N 7zX
'[xcos— dx =|Xx—sin— ——'[sm—dx
A L | Nz L, nrzy

B 2 %
Lx . nax L nzx
=|—=sIn + CoS

Nz L n’z? L A
L2 - nz L2
= sin +22cos——0 73
2N 24" R0k 7= 2 n°z
L> . n = nr L?
= Sin—+——C0S—— ———
2nr Nz 2 n°r

L

nzx L . nax
( x)cos 3 X [( x)nﬂsm L}

v

L
+L.[sinnTﬂxdx
n
A

N
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LlL-x) . nmx L ]
= SIn I COoS
nz L L

nz?

L? L> . nx L2
=<0- cosnrz;— sin— ———C0S——
2 2 nr 2
2

Z—ﬁCOSI’]ﬂ'—
n°r 2nrx 2 n°r 2

Dengan menggunakan kedua hasil tersebut, diperoleh

21( L2 . nz L2 nr L2
SIN——+——C0S———— |+

a, =—
L |l 2nz 2 nr? 2 n’z

L? L> . nx L? nrz
= cosnm — sm—+ﬁcos—
2 n°r 2

n’z?® 2Nz

~— co
272 2 n’z

2( 212 nrz k4 I't
N ———Cosnﬂ'—?

L 22 n’r

L HI)

—pl [ZCOSn—”—COSI‘Vr—lj.
n“rx 2

Dengan demikian,
7 s 8L .. dana,=0jikan=261014,....

A =——, Qg =—5—>
62z Y 10242

Vsl

a, =——7,
2 X2

Jadi, penguraian setengah kisaran kosinus untuk f(x) adalah

L+Z% 2c0s _cosnz -1 |cos 2
4 =nr 2 L
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b. Penguraian setengah kisaran sinus untuk f(x) adalah

2% . nax
b :I'[f(x)sdex

n
0

b L
_2 jxsinn—7ZX dx + J'(L—x)sinn—7ZX dx
Ll L L

Melalui pengintegralan bagian demi bagian

L L s

72 . nax [ —L  nax 72 L 72 nzx
jxsm—dx —| x_—cos—2 +—jcos—dx
i L nz o Nmy

L

L L
_|.(L—x)sinnT7ZX dx={(L—x)-_—Lcosn—ﬂX} ~ b foos M g

% nrz L % nﬂ% L
“LL-x)_ = * . nm]
= cos —sin
nz n‘z L v
2
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Dengan menggunakan kedua hasil tersebut, diperoleh

L |\ 2nx 2 2nr 2

—2 —2L2 sinnl =—sin—
L{n%*z2 2 n?z? 2

Dengan demikian,

4L CoT 4L —4L
bl_lz 22 b3_32 2 b5=527z_2’ b7_72 D>
n=2,4,6,8,....

41

2 (-2 nz L . nx L? nz > . nx
bn =— COS--I-ﬁSlIl— + COS—+nz—2S1n7
VA

.., dan b, =0 jika

Jadi, penguraian setengah kisaran sinus untuk f (X) adalah

= 4L . nz . nax
ZﬁSIH—Sln—
N 2 L

—4—L isin
72 12 LY BE i g 1 Y 4 22 L

7IX 3zx 1 Sax 1 7 71X

———sin—+—sin———sin—+...]

Kedua deret di atas merepresentasikan perluasan genap dan perluasan ganjil untuk

fungsi f(X). Untuk menunjukkan tiga jumlah parsial yang pertama dari deret

Fourier yang dihasilkan, maka dimisalkan nilai L =1.

Gambar-gambar di bawah ini menunjukkan tiga jumlah parsial yang pertama dari

penguraian setengah kisaran kosinus untuk f(x).
o .

1 !
D54 [ '.-II
£\ Y 3
.‘; \ 0.4 ."IJ -"'I 04
i ) i
'] 1
L Yy 0 f y 03
il § 4 I'L F
/ H { \
] 02 f
l’ll | ! ‘H'I '
1 2 { { ¥ 1, 8 (1 v loa
= ————= cgs2m ﬂ\] J Sy =—F — o2 B H— cosfm
4 2g%) 1 g \ g 2\ 2 e
4 1

A 08 06 04 020

0z 04 0B 08

02 04 06 08 1 TTE8 §E @4 @3 U 63 01 68 88 1
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f
.-“",,
& ! 3[1 el LI
3 =— ——| o IR +—cos AfR 1.‘—*205
4 22 52 ;'102
1 o8 08 da

N

42

. L]
L

—

43 “ a2 04 QO D2

Selanjutnya ketiga gambar di bawah ini menunjukkan. tiga jumlah parsial yang

pertama dari penguraian setengah kisaran

sinus untuk f(x).

06 06-
0.44 0.44 /\
¥ Y :
0.21 021 \
k'
4 08 06 04 02 02 04 05 08 1 -hﬂ.a 06 04 02 02 04 06 08 1
# X \"-,_' X
. /cu \ 021
; - ] v - ' .
.5'1——51'113': + .47 047 SQ—T Esmm——gsmSm
2 ol 3
r
06 05
06
0.4 ,ﬂ
7{c
4 08 05 04 02 02 04 06 08 1
/ X
£.21
Pad \
41 1 g 041
gy == | D5 & - —sin3m +—sndm
72 32 #

Rilh
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A. Konvergensi Uniform

Untuk membahas mengenai konvergensi uniform, diperlukan pemahaman
mengenai hal-hal yang berhubungan dengan konvergensi suatu deret. Berikut
akan dibahas mengenai definisi limit fungsi, kekontinuan fungsi di suatu titik,
konvergensi barisan, dan konvergensi deret tak hingga.

Definisi 2.4 (limit): lim f(x)z L berarti bahwa untuk tiap €>0 yang

X—C

diberikan (betapapun kecilnya), terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga |f(X)— L| <
¢ asalkan bahwa 0 < |X — C| <0, yakni
O<[x—cl<o=|f(x)-L/<e
Definisi 2.5 (kekontinuan di suatu titik): f dikatakan kontinu di ¢ jika

memenuhi tiga syarat berikut:

1. lim f(x) ada,

X—>C

2. f (C) ada (Cberada dalam daerah asal f),

3. Wim f OJIEIF (gl

X—C

Definisi 2.6 (konvergensi barisan): Suatu barisan {U,(x)}'” disebut

n=1
mempunyai limit L(X) bila untuk sebarang €>0 ada bilangan bulat positif N

+00

sedemikian rupa sehingga |Un(x)— L(X)| <g¢ bila n> N. Bila barisan {Un(x)}n:1
mempunyai limit L(x), dikatakan bahwa barisan konvergen ke L(X) dan ditulis

limU_ (x)= L(x).

nN—owo
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Definisi 2.7 (konvergensi deret tak hingga): Andaikan {S,(x)} adalah

barisan jumlah bagian deret iuk(x). Jika barisan {S,(x)} konvergen ke limit

k=1
S(x), maka deret itu konvergen, dan S(x) disebut jumlah deret. Ditulis

S(x)=>U,(x).

k=1

Untuk sebuah deret tak terhingga ZU g (X), didefinisikan jumlah parsial ke n dari

k=1

deret tersebut sebagai jumlah n suku yang pertama dari deret tersebut, yaitu
S, (x)=> U, (x).
k=1

Berdasarkan definisi, suatu deret tak terhingga dikatakan konvergen ke
f(x) pada suatu interval kalau diberikan sebarang bilangan positif €, maka untuk
setiap X di dalam interval tersebut terdapat suatu bilangan bulat positif N, sehingga

|Sn (x)— f(X] <¢ untuk semua N> N. Bilangan N secara umum tergantung tidak

hanya pada ¢ tetapi juga pada X.

Definisi 2.8 (konvergensi uniform) : Deret » U, (x) disebut konvergen
k=1

secara uniform ke S(x) dalam suatu interval jika untuk tiap > 0 terdapat sebuah
bilangan bulat positif N sehingga untuk semua n > N berlaku

S, (x)-S(x) <e,
untuk semua X dalam interval.

Hal yang sangat mendasar dari definisi tersebut yakni bahwa N hanya tergantung

pada € dan tidak tergantung pada nilai X di dalam interval tersebut.
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Contoh 2.15: Tentukan apakah deret ZX“ konvergen secara uniform pada

n=1

interval —a<x<a (0<a<1), diketahui bahwa deret Z x" konvergen dalam

n=1
interval —1<X<1.
Penyelesaian

Jumlah n suku pertama dari deret tersebut yaitu:

Sn(x):x+x2+x3+...+x”:1_x .
1 3
Jumlah deret tersebut yaitu:
§(x) = HME () = Him e = i e i = L
n—»o0 noo ] —X nso]l—X ntoo]—X 1—X

ini karena deret z x" konvergen dalam interval —1<Xx<1.
n=1

Sisa ke-n dari deret i x" adalah R, (x)=S(x)-S,(x).

n=1

Nilai mutlak dari sisa ke-n tersebut adalah |Rn (X)| = |S(X)— St (X)|

1 1—x"

1-x 1-Xx

1-X

Untuk interval tertutup —a<x<a (0<a<1), nilai maksimum R_ (x) yaitu Ry

n n

a [
=1 (karena untuk x=a, nilai X
—a

R, (Xl ~ max | "

—a<x<a|] — X

adalah Rn = max

—as<x<a

menjadi sangat besar sedangkan nilai 1 — X menjadi sangat kecil).
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Kemudian akan ditentukan nilai En untuk N — +oo.

n

.= . a
lim Ry = lim =0,
n—-+oo n—>+0] — g

dengan kata lain Rn <& untuk n> N, sehingga |S(X)— Sn(xj <E.

Jadi berdasarkan definisi terbukti bahwa ZX” konvergen secara uniform pada
n=1

interval —a<x<a (0<a<1).
Ada beberapa cara untuk membuktikan konvergensi uniform dari suatu

deret. Cara yang pertama yaitu dengan menentukan jumlah S (X) dan kemudian

menggunakan definisi. Cara yang kedua adalah dengan menggunakan suatu

teorema yang disebut sebagai Weierstrass M test.

Teorema 2.1 (Weierstrass M test) : Andaikan deret ZU .(x) adalah deret yang

k=1

semua sukunya terdefinisi pada suatu interval. Jika terdapat deret konstan Z M,
k=1

yang konvergen, sehingga |Uk (Xl <M, untuk semua X dalam interval tersebut,

maka deret ZUk(X) konvergen mutlak dan konvergen uniform pada interval
k=1

tersebut.

Bukti

Untuk tiap X dalam suatu interval, tiap suku deret Z|U ‘ (X)| kurang dari atau sama
dengan suku ke-n dari deret Z M, yang konvergen, yaitu |U ‘ (X)| <M, . Menurut

Uji Banding, deret ZU v (X) adalah deret yang konvergen mutlak.
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Jika pendekatan suatu fungsi f oleh jumlah parsial ke-n dari deret

ZUK(X) yaitu S, (x), maka besar kesalahan pada suatu titik x adalah selisih
f(x)-S,(x). Selisih ini biasanya disebut sisa ke-n dari deret ZU . (x) dan ditulis

R, (X): f(X)— Sn(x). Nilai mutlak dari sisa ke-n tersebut adalah

IR, () =]U 1y (X)+U 10 () +U 5 (%) +
S i () U o () U s (X)) + ..

<M +M__+M__.+

n+l1 n+2 n+3
Jika T, merupakan sisa ke-n dari deret ZMk yang konvergen yaitu
T,=M

+M,,, +M,,; +..., maka

n+l
R,(X)<T,.

Karena Z M, adalah deret konstan yang konvergen, maka untuk tiap >0 yang

diberikan,terdapat bilangan bulat positif N sedemikian sehingga T, < & untuk

nx>N.

Untuk nilai N yang sama, diperoleh

|Rn(x)|£Tn < guntuk N> N.

Karena N tidak tergantung pada X, tetapi hanya tergantung pada nilai &, maka

terbukti bahwa ZU . (x) konvergen uniform pada interval tersebut.
k=1
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Jadi terbukti bahwa deret ZUk(X) konvergen mutlak dan konvergen uniform
k=1

pada interval tersebut.

Contoh 2.16: Deret ZX” pada contoh 2.15 konvergen secara uniform pada

n=1

interval —a<x<a (0<a<1), karena terdapat deret konstan Za” (0<a<1)

n=1
yang konvergen sehingga

n n

X'|[<a

untuk semua X dalam interval tersebut (berdasarkan teorema Weierstrass M test).

sin NX

-— konvergen secara uniform pada interval (— T, 7[),
n

Contoh 2.17: Deret Z
n=1

< .
karena terdapat deret konstan Z—z yang konvergen sehingga
no1 N

sin NX

n2

1
n®

<

untuk semua X dalam interval tersebut (berdasarkan teorema Weierstrass M test).
Dua buah sifat yang penting tentang deret yang konvergen secara uniform

ini disimpulkan pada dua teorema berikut:

Teorema 2.2 : Apabila masing-masing suku dari deret tak terhingga ZUK(X)

k=1
kontinu pada interval (a,b) dan deret tersebut konvergen secara uniform ke
jumlah f(x) pada interval ini, maka :
1. f(x) juga kontinu pada interval tersebut,

2. deret tersebut dapat diintegralkan suku demi suku, yaitu
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j'f(x):ix:le,(x)ix+j'U2(x)dx+...+]J'Un(x)dx+...

Bukti

1. Andaikan diberikan X,, a < X, <b, dan andaikan diberikan £> 0, maka harus
dicari 0 sedemikian sehingga untuk 0 < |X = X0| <Od=> | f(x)- f (XOX < g, dan

a<x<b.

Karena deret ZUK(X) konvergen secara uniform ke f(x), maka terdapat
k=1

suatu bilangan positif J, sedemikian sehingga
0<|x—x0|<§1:>|Sn(x)—f(x)|<%a, n>N. (1)

Fungsi S (X) sebagai jumlah bagian dari fungsi kontinu adalah juga kontinu.

Oleh karena itu, terdapat suatu bilangan positif 6, sedemikian sehingga

0 <[x—X,| <6, :>|SN(X)—SN(X0]<%8.

Oleh persamaan (11), diperoleh
| 1
|SN(x)—f(x)|<§e, |SN(x0)—f(xoj<§a.

Pilih & =min{§1,§2} yaitu pilih 6 yang terkecil di antara o, dan J,,

sehingga 0 < |X — X0| < ¢ menunjukkan

|f(X)— f(xo) :|f(X)—SN(X)+ SN(X)_SN(XO)+ SN(XO)_ f(Xo)
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<[F(x)= Sy (x) +[Sn () = Sy (x, ) +[8 (%)= £ (x, )

<%s+la +%8=auntuk O<|X—XO|<5.

Dengan demikian telah diperlihatkan bahwa
0<[x=x,| <8 =|f(x)-f(x,)< & a<x<b.

Jadi f(x) juga kontinu pada interval (a,b).

2. Seperti pembuktian sebelumnya, andaikan Sn(x) adalah jumlah n bagian dari

deret ZU . (x), maka

isn(x)dx .T dx+jU X)dx + .. +_[U

b
Untuk membuktikan teorema di atas, harus ditunjukkan bahwa _[ S, (x )

b
konvergen ke If(x)dx, sehingga untuk tiap €>0 terdapat N sehingga

a

b

J' J. X Jdx

a

<g,n>N. Untuk membuktikan ini, dipilih N yang

sangat besar sehingga

,n>N,a<x<b,

| £(x)=S,(x) < b?

—a
ini dikarenakan konvergensi uniform.

Oleh karena itu,

b

[ £ (ax— f's, (o

a

(b-a)=e, Nn>N.

<
b-a

11760, ()l
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Dengan demikian, deret tersebut dapat diintegralkan suku demi suku, yaitu

Teorema 2.3 : Deret yang konvergen dapat didiferensialkan suku demi suku jika

diketahui bahwa suku-suku dari deret tersebut mempunyai turunan yang kontinu

_du,
~dx

dan deret dari turunan itu konvergen secara uniform, yakni jika U', (X)

adalah kontinu pada interval (a,b), deret ZUk(X) konvergen ke f(X) pada
k=1

interval (a,b), dan deret ZU'k (X) konvergen secara uniform pada interval
k=1

(a,b), maka f'(x)= YU, (x).

Bukti

Andaikan g(x) adalah jumlah dari deret turunan tersebut
g(x)=iU'k (x), a<x<b.
k=1

Menurut teorema 2.2, fungsi g(x) adalah fungsi kontinu

o0

jg(x)jx :Z_fU'k (x)dx, a<x, <b,

k=1

sehingga

(e
Py
2,

Il
]

(=
iy
~
T
M8

(=
——
2

k=1 k=1 k=1

[olxx=3[0, (x )
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J o= 1(x)- ().

Jika kedua ruas diturunkan terhadap X,, maka g(x, )= f'(x ), a<x <b.

Dengan kata lain f'(x): g(x): ZU 0 (X), a<x<b.

k=1

Jadi, terbukti bahwa deret tersebut dapat dideferensialkan suku demi suku.

A. Sifat Koefisien Deret Fourier

Hal penting yang harus dibahas sebelum membahas mengenai konvergensi
deret Fourier adalah mengetahui mengenai sifat koefisien deret Fourier. Sifat
koefisien deret Fourier yaitu

lima, =limb,=0. ... (12)

nN—o0 n—oo

Untuk membuktikan sifat ini, diandaikan f kontinu sepotong-sepotong dengan

periode 27 dan mempunyai bentuk deret Fourier

a, +»_(a, cosnx+b, sin nx).

n=1
Andaikan pula S, (X) sebagai jumlah bagian yang terdiri dari jumlah N+1 (N>1)

suku dalam deret.

N
Sy(x)=a, +>_(a, cosnx+b, sinnx).

n=1

Dengan melakukan pengintegralan begian demi bagian, maka
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(ao + i (a, cosnx +b, sin nx)j
N
‘” (ao +"(a, cosnx+by sin nx)j

dx

4 0o N
= J.(ao2 +a, Z(an cosNX + b, sinnx)+ a, Z (a, cosnx +b, sin nx)} dx
S n=l

n=1

7 N
+ jZ(anz cos” nx + b, sin® nx + a,b, cos Nxsin nx)dx

_zn=1

w 2 N 2 2
=2ra, +7r2(an +b, ),

n=1

j[s |’ dx = j( i(an cosnX + b, sin nx)jz dx

—r n=l1

z N N ¢
- j{ao +2a, Y (a, cosnx-+b, sinnx) (Z a, cosnNx + by, sin nx)] ]dx
o n=1

n=1

_» 2 - 2 2
=2rxa, +7r2(an +b, ),

n=1

sehingga

j[f |’ dx = jf X)dx — 2_[ (x)dx+jSN2(x)dx

= I,f 2(x)dx—7z'[2a02 +%‘l(an2 + bnz)]

Karena nilai ”f (x)— Sy ()]’ dx adalah tak negatif, maka

-

_T f 2(x)dx—f{zao2 Jri(an2 + bnz)} >0
“r n=1
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= [Zao2 + i(an2 + bnz)} < 1 T f 2(x)dx , untuk semua N.
72-*71’

n=1

Untuk N — oo, maka {Zao2 +i(an2 +bn2)} _l ]i f2(x)dx.
72-*71’

n=1

z )

Karena 1 I f 2(X)dX berhingga, maka Z:(an2 +bn2) menjadi terbatas sehingga

T n=1

deret i (an2 + bnz) konvergen.

n=1

Dengan kata lain lim(an2 +b,? ): 0 atau lima, =limb, =0.

nN—oo n—oo n—oo

Teorema 2.4 (Teorema Riemann): Jika f kontinu sepotong-sepotong pada

selang 0 < X < 7, maka

4

lim | f(x)cosnxdx = lim | f(x)sinnxdx=0. .. (13)

n—o n—o
T T

Bukti

f(x)cosnxdx adalah koefisien a, dalam deret kosinus Fourier untuk fungsi f

N —y

kontinu sepotong-sepotong pada selang 0 < X < 7, dengan mengabaikan nilai 2
V1

pada persamaan (7).
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a

Demikian pula J- f (X)sin nxdx, dengan mengabaikan nilai 2 pada persamaan (8),
7

T

Vi

maka jf(x)sin nxdx adalah koefisien b, dalam deret kosinus Fourier untuk

4

fungsi f kontinu sepotong-sepotong pada selang 0 < X< 7.

Menurut sifat koefisien deret Fourier, jika N — o0, maka lima, =limb, =0 atau

n—w n—oo

T T

lim | f(x)cosnxdx = lim | f (x)sin nxdx = 0.

Teorema 2.5 (Teorema Akibat): Jika f kontinu sepotong-sepotong pada selang

0<x< 7, maka

lim | f (x)sinde - A% AF B (14)
dimana N adalah bilangan bulat positif.
Bukti
Dengan menggunakan rumus identitas trigonometri
sin(A+ B) = sin Acos B +cos Asin B, I f (X)sinw dx atau

N —y

f(x)sin(g + ijdx dapat ditulis menjadi

N

f (X)singcos Nxdx +;[ f (X)cosgsin Nxdx .
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Karena fungsi f(x)sing dan fungsi f(X)cosg adalah fungsi kontinu sepotong-

sepotong pada selang 0 < X < 7, maka menurut teorema Riemann persamaan (14)

dapat ditulis menjadi

T _2N+1x % = f X) .
;[ f (X)sdeX = J f (X)smE cos Nxdx +;[ f (X)cosz sin Nxdx

a

=g 0 = (%

n(2N +1)x

Jadi terbukti bahwa lim | f (x)si dx=0.

n—o0
V4

B. Kekonvergenan Deret Fourier

Dalam pembahasan sebelumnya, telah diuraikan mengenai bentuk deret
Fourier dari suatu fungsi periodik f(X) yang mempunyai periode 2z dan
kontinu sepotong-sepotong dalam interval —z < x < 7. Akan sangat baik jika
deret yang diperoleh konvergen ke f(X) (kecuali pada titik loncatan, yang akan

dibahas dibawah). Dalam hal demikian deret Fourier untuk f(x) memang

merepresentasikan f (X) , sehingga dapat dituliskan

f(x)=a, + i (a, cosnx + b, sin nx)

n=1
dengan tanda sama dengan. Jika deret Fourier untuk f(x) tidak memiliki jumlah

f(x) atau tidak konvergen ke f(x), maka dituliskan

f(x)~a, + i(an cos NX + b, sin nx)
n=1
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yang menunjukkan bahwa deret trigonometri di ruas kanan mempunyai koefisien
Fourier untuk f(X) sebagai koefisien-koefisiennya, sehingga deret tersebut
merupakan deret Fourier untuk f(x).

Sebelum membahas mengenai kekonvergenan deret Fourier, terlebih dahulu akan
didefinisikan mengenai Kernel Dirichlet yang akan digunakan dalam pembahasan

lema dan teorema selanjutnya.

N
Kernel Dirichlet adalah suatu fungsi dengan bentuk D, (x)= % + Z cosnx,
n=1

dimana N adalah bilangan bulat positif.

Fungsi D, (X) bersifat kontinu, merupakan fungsi genap dan periodik dengan

periode 27 . Sifat-sifat fungsi D, (X) yaitu:

o t—y

1 11 - o
D, (x)dx = (—+ cosnx)dx:[—x+—n sinnx} ==,
§ ! 2 2 27 2 2 2

n=l1 n=1 0

sin[(ZN +l))2(}
2. Dy(x)= K 20l %N .
2Sin5

Bukti:
Untuk membuktikan hal tersebut, perhatikan persamaan berikut.

Untuk n=1,2,..., N

. 1 . 1 X
sin|| N+— |[X|—=sin|| n—— |X | =2cosnXsin—
H ZJ } K 2) } 2
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) 1 . (% X\
= sin|| N +— |X |—sin| — | =sin| — z2cosnx
2 2 2 )=
X . X
— ZZCosnX+sm —
2 2

n=

) 1 . Y
= sin|| N +— [X [=2sin| — —+Zcosnx
2 2 N2 =

= sin [N+

LN

2sin§
2

Lema 2.1: Andaikan f(X) adalah fungsi kontinu sepotong-sepotong pada

0 < x < 7, dan turunan kanan (f' (0)) ada, maka

T

lim [ f (x)Dy (x)dx :% fo,.). &&F ‘R ... (15)
0
dimana D, (x) adalah Kernel Dirichlet.
Bukti:
Andaikan lim [ f(x)D (X)dx =1, (x)+3,(x) .. (16)
0

T

, dimana 1, (x)= [[f(x)= (0, )]D, (x)dx, dan 3 (x)=

0

S
—
—
()

+
~—
O

=z

—_
x

N2
o
x

Dengan menggunakan sifat Kernel Dirichlet, | dapat dinyatakan menjadi
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ﬁ sin| (2N +l)5
1 ()= [[f(x)- £(0.)] { de

2sinl
2

- fwsm{(m +1)ﬂdx . (17)

Andaikan F(x)= [f(x)——f)g(h)]’ akan diperlihatkan bahwa F(x) kontinu
2sin—

sepotong-sepotong pada interval 0 < X< 7.

im F(x)= fim H®=TOI]_

lim
Xx—0,x>0 Xx—0,x>0 X Xx—0,x>0 X — X
2sin— sin —
2 2
X
= lim M L O o f'.(0).
Xx—0,x>0 X—0 x—=0,x>0 . X
Sin —

Karena keberadaan f'; (O) menjamin keberadaan F(0,), maka F(X) adalah
fungsi kontinu sepotong-sepotong pada interval 0 < X< 7.

Berdasarkan teorema akibat dan digunakan pada persamaan (17), maka diperoleh

lim I, (x)=0.

N—o0

Berdasrkan sifat Kernel Dirichlet, maka

‘]N(X)=

S N
—_
—_
o
A
N—
O
=2
—~
P
o
S
=<
1
—_
~~
o
A

—
O
=2
—~~
P
N
S
=<
Il

N
—_
—_
o
A
N—

NN
—
~~
=
A
N—

N—o© N—x©

Jadi, lim [ £ (x)Dy (x)dx = lim 1, (x)+ lim 3, (x) =0 +% £(0,)=
0
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Teorema 2.6 (Kekonvergenan Deret Fourier) : Andaikan f(x) mempunyai
periode 27, kontinu sepotong-sepotong dalam interval -z <x<7z, dan
mempunyai turunan kiri dan turunan kanan di setiap titik pada interval tersebut,

maka deret Fourier dari f(x) konvergen ke

1. f(x), jika x titik kontinuitas,

N f(x, )+ f(x )

5 , jika X titik diskontinuitas.

Bukti

Bukti kekonvergenan di dalam teorema tersebut berlaku untuk fungsi kontinu
f (X) yang mempunyai turunan pertama dan kedua yang kontinu.

Untuk n#0

a = L J‘ f(x)cosnx dx = [M} AEN j f'(x)sin nxdx

T nx nx

-

+— I f'(x)sin nxdx

Nz

=70

[f(x)sinnﬂ f(x)sin—n;z} 17

V4 1V/4

=[o- 0]+L J f'(x)sin nxdx

1 V4

n’r

- [ f'(x)cos nx} - nzlﬂj £(x)cos nxdx
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2

f'(x)cosnz  f'(X)cos—nrx 1 7.,
=[ (227[ _ ()nﬂ_ }Jrnzﬂj'f (x)cosnXdX

-

f'(x)cosnz  f'(x)cosnz 1 7.,
:[ ( 227, _ 227[ }_ nzﬂ'[[f (x)cos nxdx
! If"(x)cosnxdx

= I f "(X)cos nxadx

Fungsi f"(x) kontinu dalam interval — 7 < X <7 sehingga |f"(X)| <M untuk

suatu konstanta M yang sesuai. Lebih lanjut, |cos nX| <1. Akibatnya

Vi

1 "
re J;f (x)cos nxdx

SZL de:Mz, n=12.3,....

|a”|: n‘z? n

Begitu juga |bn| < — untuk semua n. Jadi, nilai mutlak setiap suku deret Fourier
n

bagi f (X) paling besar sama dengan suku padanannya pada deret

1 2M 2M 2M 2M 2M 2M
o[+ ——+—+ ot -+
2 1 1 2 2 3 3

yang konvergen. Berdasarkan Weierstrass M test terbukti bahwa deret Fourier
tersebut konvergen secara uniform untuk semua X.

Jadi, terbukti bahwa deret Fourier dari f(x) konvergen ke f(x), jika x titik

kontinuitas.

Untuk pembuktian yang kedua, diawali dengan menggunakan peubah s dalam

integrasi koefisien deret.
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L
a, =— J. £(s)cos 2 ds, n=1,2, 3, ..
L L

L
= L[ 1(s)sin s, n=1,2,3, ..
L) L

Dengan memasukkan koefisien a, dan b, diperoleh korespondensi

27 ?

- -

~L I f(s)ds +— 2 1[cos nx-[ f(s)cosnsds + sin nxj f(s)sinns dSJ.

Dengan menggunakan rumus cos(A - B) =cos Acos B +sin Asin B, dengan

demikian korespondensi di atas dapat ditulis sebagai berikut

171 1007[
f(x)~ 27[_J;f ds+”;_jﬂf cos[n(s—x)]ds..

Jika S (X) menyatakan jumlah bagian N suku yang pertama deret tersebut,

maka
S, (x)= ljff ds+1i]£f s)cos[n(s—x)lds. ... (18)
N 2z

o 7T a1 5,

Dengan menggunakan Kernel Dirichlet, maka persamaan (18) dapat ditulis
.. 1 : . A
menjadi S, (x)=— j f(s)D,, (s —x)ds . Karena sifat periodisitas integran, maka
T -

selang pengintegrasian dapat diubah menjadi sebarang selang dengan panjang

interval 27 .

Maka S j x)ds (19)

>~1|~

dimana x adalah titik tengah selang tersebut.

Persamaan (19) dapat ditulis menjadi
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S, ()= %p 0«3, 20)
dimana 1, (x)= jf (s)D, (s=x)ds . 1)

dn 3,()= [16)D, (5=x)ss 22)

i. Misalkan U=s—x, maka I (x)= jf(u +X)D,, (u)d(u).

Karena f(x) mempunyai periode 27, kontinu sepotong-sepotong dalam
interval — 7 < X< 7, maka f(X) kontinu sepotong-sepotong pada sebarang
interval terbatas pada sumbu X. Jadi fungsi g(u)= f(u+x) adalah fungsi
kontinu sepotong-sepotong pada sebarang interval terbatas pada sumbu X,
khususnya pada interval 0 <u <.

Berikut akan diperlihatkan bahwa turunan kanan g pada u=0 ada. Andaikan
f'. (x) ada,

9(0,)= lim g(u)= lim f(x+u)= f(x,), sehingga

u—0,u>0 u—0,u>0

Jadi terbukti bahwa @', (0) ada.

Berdasarkan lema 2.1, maka lim I,(x)= %g(O+ )= % f(x,). ... (23)

N—o
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ii. Misalkan u=x—s, maka Jy (x)= [ f(x—u)D, (u)d(u).
0

Fungsi g(u) = f (X - u) adalah fungsi kontinu sepotong-sepotong pada
sebarang interval terbatas pada sumbu X, khususnya pada interval 0 <u < 7.
Berikut akan diperlihatkan bahwa turunan kanan g pada u=0 ada. Andaikan
f', (x) ada,

9(0,)= lim g(u)= lim f(x—u)= f(x ), sehingga

u—0,u>0 u—0,u>0

. Flx=u)=f(x ,
0 :ull()rfjlm ( _)u ( ):fL(X)'

u—0,u>0

ng (0): lim g(ul_ g(0+)
Jadi terbukti bahwa @', (0) ada.

Berdasarkan lema 2.1, maka lim J (x)= % 9(0,)= % ) 1B (24)

N—o

Berdasarkan persamaan 20, 23, dan 24, maka dapat ditarik kesimpulan bahwa

lim S, (x)= 1iml[|N (x)+J, (x)]=11im N (x)+ilim J, (x)

N—x N—o 77 7T N>w 7T N>w

1 1 f(x, )+ f(x )
L)L (x-S 100

Jadi, terbukti bahwa deret Fourier dari f(x) konvergen secara uniform ke

f(x, )+ f(x)

5 , jika X titik diskontinuitas.

Contoh 2.18: Gelombang persegi panjang pada contoh 2.9 yaitu

f(x)=

{““‘““0, f(x+27) = £(x)

kK, O0<x<rx

mempunyai titik loncatan di x=...,-27,-7,0, 7, 27, ....
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Untuk X =0, limit kiri di titik itu adalah —k, dan limit kanannya adalah Kk,

sehingga rata-rata limit tersebut adalah 0. Deret Fourier untuk fungsi tersebut

yaitu ﬂ(sin X+ %sin 3X+ %sin 5X+.. j . Deret Fourier tersebut konvergen ke 0
V4

untuk X =0, sebab semua sukunya 0 untuk X =0. Demikian pula untuk titik-titik

loncatan lainnya.
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BAB I11

PEMAKAIAN DERET FOURIER

Pada bab ini akan dibahas penerapan deret Fourier dalam masalah-masalah
fisika seperti osilasi paksa , konduksi panas, dan getaran dawai.
A. Pemakaian pada Osilasi Paksa

Ketika sebuah benda bermassa m tergantung dalam keadaan seimbang
pada sebuah pegas dengan konstanta pegas & kemudian benda itu ditarik ke
bawah yang akan merentangkan pegas sejauh jarak tertentu seperti gambar di

bawah ini :

_____

Pegas penyangga akan memberikan gaya pada benda yang bekerja dalam upaya
mengembalikan benda ke posisi seimbang. Gaya ini disebut gaya pengembalian
pegas yang akan dijelaskan oleh hukum Hooke. Hukum Hooke menyatakan
bahwa gaya pengembalian berbanding langsung dengan perubahan penyangganya.
Jika y menyatakan perpindahan benda dari keadaan seimbang dan F menyatakan

gaya pengembalian pegas maka berdasarkan Hukum Hooke F =-ky, di mana
tanda negatif (-) menyatakan bahwa gaya pengembalian pegas selalu berlawanan

arah dengan perpindahan benda.

66
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Berikut akan diuraikan mengenai gaya-gaya yang bekerja pada suatu
benda, gaya-gaya tersebut adalah :

1. F, gaya pengembalian pegas. Seperti yang sudah kita bahas di atas bahwa

gaya pengembalian pegas selalu berlawanan arah dengan perpindahan benda

sehingga gaya pengembaliannya dapat ditulis sebagai berikut :

i m

2. F,, gaya redaman. Gaya tersebut mempunyai arah yang berlawanan dengan
gerak benda dan kita andaikan bahwa gaya ini sebanding dengan kecepatan.
Ketika benda bergerak ke bawah, F, bekerja dengan arah ke atas (berlawanan

dengan gerakan benda). Begitu juga sebaliknya. Karena gaya redaman
sebanding dengan kecepatan dan melawan gerakan benda maka gaya

redamannya dapat kita tulis :

di mana ¢ disebut konstanta redaman.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 4

T, 0

C

AT

3. F,, gaya luar yang bekerja pada benda. Misalkan kita notasikan gaya luar

tersebut dengan F(z) maka kita dapat menulis :

Untuk menurunkan persamaan getaran akan digunakan hukum Newton Il
yang menyatakan bahwa percepatan sebuah benda berbanding lurus dengan gaya

yang bekerja pada benda. Jika m adalah massa benda, a adalah percepatan benda

2
(a dapat kita tulis sebagai fhf ), dan F adalah gaya yang bekerja pada benda

maka berdasarkan hukum Newton Il F = ma. Dengan menggunakan persamaan
(1), (2), dan (3) serta menggunakan hukum Newton Il akan diperoleh :

F=F+F,+F

atau ma = —ky—c%+F(z‘)
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2

dy dy
atau +c—+ky=F(t
mdt2 cdt ky =F (1)

my"+cey' +ky=F(@) 4)

Gaya luar F(¢) merupakan masukan (input) dan penyelesaiannya dinamakan hasil
(output) atau reaksi sistem terhadap gaya luar F(z). Persamaan (4) merupakan
persamaan diferensial untuk getaran pegas. Persamaan tersebut merupakan
persamaan diferensial linear non homogen orde dua dengan koefisien konstan.
Jika ¢ =0 getaran itu disebut tak teredam, dan sebaliknya jika ¢ =0 getaran itu
disebut teredam. Jika tidak ada pengaruh dari gaya luar (F(t) e 0) maka getaran
tersebut disebut getaran bebas. Sebaliknya jika ada pengaruh dari gaya luar maka
getaran itu disebut getaan terpaksa. Pada bab ini, getaran bebas akan dibahas
sekilas dan hal yang akan dibahas lebih mendalam hanya meliputi getaran
terpaksa (osilasi paksa), karena gaya luar F(¢) bukan berupa suatu fungsi sinus
atau kosinus murni sehingga diperlukan representasi dengan deret Fourier.
1. Getaran Tak Teredam

Dalam kasus ini tidak ada gaya luar yang bekerja pada benda dan tidak ada

gaya redaman maka F(¢) =0 dan ¢ =0 sehingga persamaan (4) menjadi

2 2

mdfz—haMUmdf+h=O ___________________________________________________ (5)
dt dt
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di mana m adalah massa benda dan % adalah konstanta pegas. Persamaan (5)
merupakan persamaan diferensial linear homogen orde dua dengan koefisien
konstan untuk getaran tak teredam.
2. Getaran Teredam

Dalam kasus ini tidak ada gaya luar yang bekerja pada benda tetapi ada

gaya redaman. Oleh karena itu, dengan konstanta redaman ¢ dan F(¢) =0 maka
persamaan (4) menjadi :

2
ihf+c%+/oc=o _______________________________________________________________________ (6)

m

ot
Lye*
Persamaan (6) merupakan persamaan diferensial linear homogen orde dua dengan
koefisien konstan untuk getaran teredam.
3. Osilasi Paksa Tak Teredam

Dalam kasus ini terdapat gaya luar yang bekerja pada benda tetapi tidak
ada gaya redaman. Oleh karena itu, dengan gaya luar F(z) dan c=0maka
persamaan (4) menjadi :

my +ky=F() (7)
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F(r)

m

1
Persamaan (7) merupakan persamaan diferensial linear non homogen orde dua
dengan koefisien konstan untuk osilasi paksa tak teredam.
Gaya luar F(t) tidak selalu berupa fungsi kontinu saja melainkan juga dapat
berupa fungsi kontinu sepotong-sepotong, seperti yang diberikan pada contohl.
4. Osilasi Paksa Teredam

Dalam kasus ini ada gaya redaman dan gaya luar yang bekerja pada

benda, sehingga persamaan (4) menjadi :

my"+cy' +ky=F()

’4C

i,
Persamaan (8) merupakan persamaan diferensial linear non homogen orde dua
dengan koefisien konstan untuk osilasi paksa teredam.

Berikut merupakan contoh penyelesaian kasus osilasi paksa teredam. Untuk
penyelesaian pada kasus osilasi paksa tak teredam langkah-langkah yang

dilakukan sama dengan penyelesaian pada kasus osilasi paksa teredam.
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Contoh 3.1: Sebuah partikel bermassa 1 gram digantung pada pegas dengan
konstanta pegas 25 gram/detik®. Sebuah gaya luar dalam satuan gram cm/detik?

yang bekerja pada pegas sebesar

T o
t+— Jika—-7z<t<0
F(r)= 27[ , F(t+27)=F(t)
—t+5 jikaO<rt<nrm

dan gaya redamnya 0,02 gram/detik. Tentukan solusi keadaan stabilnya dan

gambarkan grafiknya!
F(t)

E=E

Penyelesaian:
Langkah 1 : merepresentasikan F(z) dengan sebuah deret Fourier

F () merupakan fungsi periodik dengan periode 2z dan dapat digambarkan

sebagai berikut

F(r) 4

ISR
NN

NN

, fungsi F(#) merupakan fungsi genap sehingga b, =0. Dengan demikian,

koefisien-koefisien Fourier dapat ditentukan sebagai berikut:
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o tfron-Hlo ot 4445

a

2 27 Vs
=—|F dt=—||—-t+— d
a, == [F(t)cosnt dt 772[( t+2jcosm 1

Lt
-
i smo-;wso}
o s -2

K 22 (1-cosnx)
nmw

h\lm

NIN
:IH

1
SII’] nrw——C0Snx
n?

73

(bernilai 0 jika n genap, dan bernilai é jika n ganjil} :
nmw

Deret Fourier untuk F(¢) adalah

o0

2
=> ——(1-cosnx)cosnt
n=1 1 7[

=(12ijcost+0+(324 )cosSt+0+(524 ]cosSt+...
T T T

1 1 1
=—| - C0St+— Cc0S3t + —C0S5¢ +..
7 \1 32 52

Ketiga gambar di bawah ini menunjukkan tiga jumlah parsial yang pertama

dari deret Fourier yang dihasilkan.
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S, =i[izcost +izcos3t)
7\ 1 3
2_

Gambar (b)

T 2

Gambar (c)

4(1 1 1
Sy =— 1—2cost+?cost+5—zcost

Langkah 2 : membentuk persamaan diferensial

Persamaan diferensial dari kasus tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:
4(1 1 1
"+0,02y'+25y=—| —cost+—-Cc0s3t+—-Cc0S5¢+...| = ... 9
y y y ”[12 Y 2 j 9)

Langkah 3 : menentukan penyelesaian persamaan diferensial

Selanjutnya perhatikan persamaan diferensial

4 cosnt, (n=135.) (10)

2
nrnw

y'+002y'+25y =

yang ruas kanannya adalah salah satu suku deret F(t).
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menentukan penyelesaian komplementer

PDLH: y"+0,02)' + 25y =0
Persamaan karakteristik : m® +0,02m +25=0
m, =—0,01+4,99999;, m, =—0,01—4,99999
Penyelesaian komplementer:
y, =e "% (¢, c054,99999¢ + ¢, 5in4,999997). .. (12)

menentukan penyelesaian khusus

F(t)= f' cos nt
nmw

Keluarga diferensial dari F(¢) = {cosnt, sinnt}

Penyelesaian khusus: (yp )n = A, cosnt + B, sinnt
(y'p )n =-nd, sinnt + nB, cosnt

(] 2 2 H
(» p)n =-—n’A, cosnt —n’B, sinnt

(y"p )n =-n’A, cosnt—n’B, sinnt
0,02(y',) =-0,02n4, sinnt +0,02nB, cosnt

25(y,) =254, cosnt +25B, sinnt

+

((25 —n? )An +0,02n8, )cos nt + (— 0,02n4, + (25 ~n’)B, )sin nt = ——Cos nt

2
nw

Koefisien cosnt: ((25—n?)4, +0,02nB, )=

2
nw

sinnt: (~0,02n4, +(25-n%)B,)=0
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kemudian diperoleh

4(25-n?) 5 - 0,08
nzzr{<25—n2)2+(0,02n)2}’ ’ nﬂ{(25—n2)2+(0,02n)2}.

A =

Sehingga diperoleh penyelesaian khusus yaitu;

(v,) = . 4 (25;'12) cosnt + 0’28 sin nt
" nr|(25-n?f +(0,020) w(25-n*) +(0,020)’
......... (12)
Jadi, penyelesaian persamaan diferensial (10) adalah
y=y.+0,),
dengan y, dan (y,) diberikan oleh (11) dan (12).
Langkah 4 : menentukan solusi keadaan stabil
Solusi keadaan stabil untuk (9) yaitu
y(t): V. +(yp)1 +(yp)2 +(yp)3 +...+(yp)n +.g7% AW (13)

dengan y, dan (y, ) diberikan oleh (11) dan (12).

Langkah 5 : menentukan amplitudo solusi keadaan stabil

Dari penyelesaian khusus (yp)n, diperoleh bahwa amplitudo solusi keadaan

stabil y(z) adalah

=4, +B,

25 n?) JZ +{ 0,08 Jz
n ‘r 25 n’ (O 02n)° } nﬁ{(25—n2)2 +(O,02n)2}
\/ 42 {25—n?)+ (0,02n) |

n47r2 25— n? (oozn)}
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4
wtr(25-n?f + (0,020)

C(1)=0,0530, C(3)=0,0088, C(5)=0,5093, C(7)=0,011, ...
Untuk n=5, nilai penyebut C(n) menjadi sangat kecil, akibatnya C(n)
menjadi sangat besar sehingga (yp )5 mendominasi keadaan stabil y(t).

Gambar berikut merupakan grafik keadaan stabil dari solusi yang diperoleh.

10+

=K

2 <«— input

output

Gambar masukan dan keluaran keadaan stabil

Input : F(¢) merupakan fungsi periodik dengan periode 27 , sehingga

memiliki frekuensi sebesar Zi .
T

Output : Persamaan gelombang yang mendominasi keadaan stabil y(t)adalah

(v,). = L0 gin 5. Persamaan tersebut memiliki kecepatan sudut () sebesar
T

5, sehingga frekuensinya dapat ditentukan sebagai berikut

Jadi, gerak keadaan stabilnya berupa suatu osilasi selaras yang memiliki

frekuensi lima kali besarnya frekuensi gaya penggeraknya.
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B. Pemakaian pada Konduksi Panas

Konduksi panas adalah suatu fenomena yang terjadi apabila suhu berubah
dari tempat ke tempat dalam suatu bahan. Perbedaan suhu menyebabkan
terjadinya suatu aliran energi, karena itu konduksi panas didefinisikan sebagai
perpindahan energi oleh adanya perbedaan suhu. Mekanisme konduksi panas
berbeda dalam padatan, cairan, dan gas karena mobilitas molekulnya berbeda
dalam ketiga keadaan ini.

Konduksi panas yang akan dibahas dalam bagian ini adalah konduksi
panas yang terjadi pada suatu kawat tipis panjang, yang irisan melintangnya

konstan dan terbuat dari bahan yang homogen, yang terletak pada sumbu-x.

L — . R
0 x L

Kawat tipis yang dibahas

Misalkan u (x,t) adalah suhu di dalam benda tersebut, maka « tergantung hanya

pada x dan waktu 7, dan persamaan panasnya dinamakan persamaan panas

berdimensi satu, yaitu:

6” 2 azu 2
Ou_ .0 Lo LM (LU S 14
P ¥ c (14)

K adalah konduktivitas panas, o adalah panas jenis, dan o adalah kerapatan

benda. Untuk kasus dimana kedua ujung kawat (x =0dan L =0) dipertahankan
pada suhu nol, maka syarat batasnya adalah

u(0,6)=0, u(L,)=0 untuk semuaz. ... (15)

Jika f(x) adalah suhu awal kawat tersebut, maka syarat awalnya adalah

u(x,0)= f(x), (f(x)diketahui). .. (16)
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Solusi u (x,z) bagi (14) yang memenuhi syarat (15) dan (16) dapat diperoleh
melalui langkah-langkah sebagai berikut:
Langkah pertama (Membentuk dua persamaan diferensial biasa melalui metode
hasil kali dua fungsi.)
Dengan menerapkan metode hasil kali dua fungsi, akan dihasilkan solusi untuk
(14) yang berbentuk

W(x,2)= Flx)G(e), Moy =—W . (17)
yang masing-masing tergantung pada salah satu variabel x atau z. Dengan

mendefinisikan (17), diperoleh

" 2
a—“=FG dan a—Lzle"G,
ot Ox

dengan tanda titik di atas melambangkan turunan terhadap z, sedangkan tanda
aksen melambangkan turunan terhadap x. Dengan menyisipkan ini ke dalam

persamaan (14), diperoleh
FG=c*F"G.

Untuk memisahkan variabel, bagi persamaan tersebut dengan ¢*FG , diperoleh

F
G F

Ruas kiri hanya mengandung fungsi yang tergantung hanya pada ¢ sedangkan ruas
kanan mengandung fungsi yang tergantung hanya pada x. Ini berarti ruas kanan
maupun ruas Kiri sama dengan suatu konstanta (misalkan k), sebab jika ruas Kiri

tidak sama dengan konstanta, maka pengubahan ¢ akan mengubah nilai ruas ini

namun jelas tidak mengubah nilai ruas kanan, sebab ruas kanan tidak tergantung
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pada ¢ Begitu pula, jika ruas kanan tidak sama dengan konstanta maka
pengubahan x akan mengubah nilai ruas ini namun jelas tidak mengubah nilai ruas
Kiri. Jadi,
G
c’G

i
i

Ini menghasilkan dua persamaan diferensial biasa linear, yaitu

AR (e (18)

dan

Gl G=0. A A (19)
Di sini, £ masih merupakan sembarang bilangan real.
Langkah kedua (Menentukan solusi bagi kedua persamaan diferensial biasa yang
memenuhi syarat-syarat batas.)
Pada langkah ini, akan ditentukan solusi /' dan G untuk (18) dan (19) sehingga
u = F G memenuhi syarat batas (15), dengan kata lain
u(0,t)= F(0)G(¢)=0, u (L,t)= F(L)G(t)= 0 untuk semua t.

Jika G =0, maka u =0, bukan hal yang menarik. Jadi, haruslah G £ 0, sehingga

F(0)=0dan F(L)=0. .. (20)
Untuk £ =0, solusi umum bagi (18) adalah F =ax+b, sehingga dari (20)
diperoleh a =b=0. Dengan demikian F =0, sehingga u =0, juga bukan hal
yang menarik.
Untuk & = z°, solusi umum bagi (18) adalah F = 4 " + 4, e™**, dan dari (20)

diperoleh F =0, seperti sebelumnya.
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Kemungkinan nilai & yang terakhir adalah % negatif, misalkan k& =—p°.
Persamaan (18) menjadi F"'+ p® F =0 dengan solusi umum yaitu
F(x)= A4, cospx+ A, sinpx. ... (21)
Dari persamaan (21) dan (20), diperoleh
F(0)= 4, =0 sehingga F(L)= 4, sin pL =0.

Nilai 4, haruslah tidak sama dengan nol (4, #0), sebab jika tidak demikian
F =0. Ini berarti sin pL =0 sehingga p :% (n bilangan bulat).

Dengan mengambil 4, =1, diperoleh tak hingga banyaknya solusi F(x)= F,(x)

yang memenuhi syarat batas (15)

Fn(x):sin?, n=123....

Untuk nilai-nilai p = % persamaan diferensial (19) mempunyai bentuk

G+42G=0 dengan =?.

Solusi umumnya adalah
G,(t)=Be™" n=123,...

dengan B, adalah konstanta. Jadi, fungsi-fungsi

n

u,(x,t)=F, (x)G,(t)= B, Sin%e_l”zt, n=123,...

merupakan solusi bagi persamaan panas (14) yang memenuhi syarat batas (15).
Langkah ketiga (Menentukan solusi bagi kedua persamaan diferensial biasa yang

memenuhi syarat-syarat awal.)
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Satu solusi u,(x,z) pada umumnya tidak memenuhi syarat awal (16). Persamaan
(14) adalah persamaan diferensial linear dan homogen, maka menurut prinsip
superposisi jumlah terhingga banyaknya solusi un(x,t) juga merupakan solusi

bagi (14). Untuk memperoleh solusi yang memenuhi syarat awal (16), perhatikan

deret

0

u(xe,t)=> u,(xt)= iBn sin %e*ﬂz’ ,dengan 4, = e (22)
=1

n=1

Dari (22) dan syarat awal (16), diperoleh
u(x,0) = an Sin% = f(x).
n=1

Agar (22) memenuhi syarat awal (16), koefisien B, harus dipilih sedemikian rupa
sehingga un(x,O) merupakan penguraian setengah kisaran sinus bagi f(x),

dengan kata lain

2% . N
B =ij(x)sdex, 71=1,23.. .08 \R..... (23)

0

Deret (22) dengan koefisien (23) merupakan solusi bagi masalah fisik tersebut,
dengan asumsi bahwa f (x) kontinu sepotong-sepotong dalam interval 0< x < L.
Contoh 3.2: Tentukan suhu u (x,t) di dalam sebatang kawat perak yang telah
diisolasi yang panjangnya 10 cm, suhu awalnya adalah x(10 — x)’C, dan ujung-
ujungnya dipertahankan pada suhu 0°C. Data fisik untuk tembaga: kerapatan
1,06 gram/cms, panas jenis 0,056 kal/gram°C, konduktivitas  panas
1,04 kal/cm det °C.

Penyelesaian:
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Syarat awal menghasilkan

ZB sin 22 = x(10 - x),

yang merupakan penguraian setengah kisaran sinus bagi f (x) dengan nilai B,

yaitu:
210
B, :—j (10— x)sin =—dx
104
10 10
{ 10x10 x n;zx} _( 10)-[(10 o, )cos@dx
10 |, nrw 10
_ofr 0 10
—2 1 x(10-x)cos 22 j(lo 2x)C0S —— dx
nrw L do %

I x(10- x)cos—ﬂx_10 - [10(10_2x)sin mxr +§Tsin 7 dx
10 10 nry 10

0

+ - 2COS
nrw 10 n°rx 10

0-0+ 22002 coswr) (0 0+ 22002}
n T n

200 200 }

0

n27r2 Cn’n?

n e 10(10 2x) sin 7% 200 nﬂxTo
10
—1untuk » ganjil

karena cosnz =
luntuk n genap

sehingga

nm

B 83003 untuk n ganjll
' 0 untuk » genap
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Untuk  menentukan solusi dari  permasalahan  tersebut dibutuhkan
A% =c*n*x?/I* , dengan nilai ¢? yaitu

, K 1,04 )
A 1 7500m?/det.
“ T op  (0.056)10,6) cm* [de

Jadi, suhu batang tersebut adalah

ulsi0)= S, ()= 3B, sin e o

n=1 n=1

_L7520°7%

1,75272 _15,768722
:@ sin® . 10 t+i35in3_me oy,
10 3 10

Karena adanya faktor eksponensial, maka semua suku deret tersebut akan

mendekati nol jika  mendekati tak hingga.

Contoh 3.3: Tentukan suhu u (x,t) dalam suatu kawat yang telah diisolasi, yang

panjangnya L cm, dan kedua ujungnya dipertahankan pada suhu 0°C, jika

diasumsikan suhu awalnya

i y
X jlka0<x<—

FE 2 dalam satuan °C .
L—x jikaE<x<L

Penyelesaian:

Syarat awal menghasilkan

u(x,0) = > B, sin% = f(x),

n=1

sehingga
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o (12
—(J.x Sln—dx+ '[ L—x Sln—dx]
L L

0 L2

2 L/2 L/2
— +— J' cos—dx +
L 0 L

L
cosmx} ——I cos—dx
L 2 N L

— 2[4 nmx L nm | L nm |
=2l xcos2E - Zsin 22| 4| (L-x)cosZE + Zsin 22
nmw L nrx L |, L nrx L 1,

2 2 nrx 2

nrw nr
_ AL Gn 7
 n’r? 2

Jika n genap, maka B, = 0. Jika n ganjil, maka

B, =L untukn=15,9,... dan B, === untuk n=3,7,11,....
nw nmw

Jadi, suhu batang tersebut adalah

u(x,t)=>"u,(x,1)=> B, sin %e’iﬁ
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C. Pemakaian pada Getaran Dawali

Salah satu permasalahan fisika yang menggunakan deret Fourier dalam
menentukan solusinya adalah pada getaran dawai. Getaran dawai yang dimaksud
di sini adalah getaran seutas dawai elastis yang diregangkan sampai panjang L dan
kedua ujungnya diikat. Jika dawai itu ditarik dan diganggu dan kemudian
dilepaskan pada =0 agar bergetar, maka untuk menentukan getaran dawai

tersebut berarti menentukan defleksi atau penyimpangannya (u(x,z)) pada

sembarang titik x dan pada waktu z > 0.
Getaran seutas dawai (misal dawai biola dan gitar), mengikuti persamaan

gelombang berdimensi satu

o%u , 0%u
A @ Sda:, R 200 AR IR 24
ot? i ox’? (24)

dengan u(x,t) adalah defleksi (penyimpangan) dawai tersebut. Untuk mengetahui
bagaimana dawai tersebut bergerak, harus ditentukan solusi u(x,¢) bagi (24) yang

harus memenuhi syarat yang terdapat pada masalah fisik tersebut.
Karena dawai tersebut diikat kedua ujungnya (x =0dan L =0), maka syarat
batasnya adalah

u(0,6)=0, u(L,)=0 untuk semuaz. ... (25)

Gerak dawai akan tergantung pada defleksi awalnya (defleksi pada saat # = 0) dan

tergantung pada kecepatan awalnya (kecepatan pada saat ¢=0). Jika f (x)

(diketahui) adalah defleksi awalnya, g(x) adalah kecepatan awalnya, dan
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diasumsikan bahwa kecepatan awalnya adalah nol, maka terdapat dua syarat awal

yaitu
u(x,0)= f(x),dan ... (26)
ou| _
Eam_gQLn. ......... (27)

Solusi u (x,z) bagi (24) yang memenuhi syarat (25) dan (26) dapat diperoleh
melalui langkah-langkah seperti yang dilakukan pada masalah konduksi panas.
Langkah-langkah tersebut yaitu sebagai berikut:
Langkah pertama (Membentuk dua persamaan diferensial biasa melalui metode
hasil kali dua fungsi.)
Dengan menerapkan metode hasil kali dua fungsi, akan dihasilkan solusi untuk
persamaan gelombang (24) yang berbentuk

ulx,t)=F(x)Gl), . (28)
yang masing-masing tergantung pada salah satu variabel x atau z. Dengan

mendefinisikan (28), diperoleh

2 T 2
a—?:FG dan a—’;'zF"G.
ot ox

Dengan menyisipkan hasil ini ke dalam persamaan (24), diperoleh
FG=c*F"G.

Untuk memisahkan variabel, bagi persamaan tersebut dengan ¢*FG, diperoleh

ill
c’G F
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Ruas kiri hanya mengandung fungsi yang tergantung hanya pada ¢ sedangkan ruas
kanan mengandung fungsi yang tergantung hanya pada x. Seperti pada langkah
pertama dalam masalah konduksi panas, disimpulkan bahwa kedua ruas tersebut
pasti sama dengan suatu konstanta (misalkan k). Jadi,

é
c*G

SEA
i

Ini menghasilkan dua persamaan diferensial biasa linear, yaitu

Blir-0 T A O ON (29)
dan
M c-0. w* I (30)

Pada langkah ini, £ masih merupakan sembarang bilangan real.

Langkah kedua (Menentukan solusi bagi kedua persamaan diferensial biasa yang
memenuhi syarat-syarat batas.)

Pada langkah ini, akan ditentukan solusi 7 dan G untuk (29) dan (30) sehingga

u = F G memenuhi syarat batas (25), dengan kata lain
u(0,t)=F(0)G(t)=0, u(L,)= F(L)G(t)= 0 untuk semua 1.
Jika G =0, maka u =0, bukan hal yang menarik. Jadi, haruslah G £ 0, sehingga
F(0)=0dan F(£)=0. ... (31)
Untuk £ =0, solusi umum bagi (29) adalah F =ax+5b, sehingga dari (31)
diperoleh a =b=0. Dengan demikian F =0, sehingga u =0, juga bukan hal

yang menarik.
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Untuk nilai & positif (k=x?), solusi umum bagi (29) adalah
F=4,e"" +4,e*", dandari (31) diperoleh F' =0, seperti sebelumnya.
Kemungkinan nilai & yang terakhir adalah % negatif, misalkan k& =—-p°.
Persamaan (29) menjadi F"'+ p® F = 0 dengan solusi umum yaitu
F(x)=A4,cospx+ A, sinpx. ... (32)
Dari persamaan (32) dan (31), diperoleh
F(0)= 4, =0 sehingga F(L)= 4, sin pL=0.

Nilai 4, haruslah tidak sama dengan nol (4, #0), sebab jika tidak demikian
F =0. Ini berarti sin pL =0 sehingga p = % (n bilangan bulat).

Dengan mengambil 4, =1, diperoleh tak hingga banyaknya solusi F(x)= F,(x)

yang memenuhi syarat batas (25)

Fn(x):sin%, n=12.3....

Untuk nilai-nilai p = % persamaan diferensial (30) mempunyai bentuk

G+42G=0 dengan 4 =%.

Solusi umumnya adalah

G,(t)=B, cosAt+C, sinAt, n=123,...
dengan B, dan C, adalah konstanta.

Jadi, fungsi-fungsi u, (x,7)= F,(x)G,(¢), yaitu

n

. Nn7nx
SIn——

u,(x,t)=(B, cos A t+C,sin A, t) T n=1273,...
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yang merupakan solusi bagi persamaan panas (24) yang memenuhi syarat batas
(25).

Langkah ketiga (Menentukan solusi bagi kedua persamaan diferensial biasa yang
memenuhi syarat-syarat awal.)

Satu solusi u,(x,z) pada umumnya tidak memenuhi syarat awal (26) dan (27).

Persamaan gelombang (24) adalah persamaan diferensial linear dan homogen,

maka menurut prinsip superposisi jumlah terhingga banyaknya solusi (x,t) juga

merupakan solusi bagi (24). Untuk memperoleh solusi yang memenuhi syarat

awal (26), perhatikan deret

u(x,t)= iun(x,t) = i(Bn cos A, t+C, sin ﬂnz)sin%,

n=1 n=1

Ccnriw

dengagl®™=—— Flow . irna. Bada.: 1% 48 - IEF (33)
L
Dari (33) dan syarat awal (26), diperoleh
u(x,0) = iBn sin% = f(x):
n=1

Agar (33) memenuhi syarat awal (26), koefisien B, harus dipilih sedemikian rupa

sehingga u,(x,0) merupakan penguraian setengah kisaran sinus bagi f(x),

dengan kata lain

2 f . N
B, =z£f(x)sun7dx, n=123.... . (34)
Dengan mendiferensialkan (33) terhadap ¢ dan dengan menggunakan syarat awal

(27), diperoleh
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Gul - _ > (= B,A,sin 4,t+C, A, cos 4,t)sin
8t =0 n=1 L t=0

ZC/l sm—

Agar (33) memenuhi syarat awal (27), koefisien C, harus dipilih sedemikian rupa

sehingga % merupakan penguraian setengah kisaran sinus bagi f (x) dengan

kata lain

L

2 . N
CA :zj.g(X)SW\TdX,

n’"n
0

cnrw
karena A, = maka

L
C, =ijg(x)sin@dx, n=1273,....
CNT L

0

Karena kecepatan awalnya g(x) sama dengan nol, maka akibatnya nilai koefisien

C, sama dengan nol, sehingga persamaan (33) menjadi

=Y B, cosasint, 4, =5 .. (35)
n=1 L L

Dengan menggunakan rumus

cos(%tj sin(% j ﬂsm{ Z(x ct)}+sin{%(x+ct)H, persamaan (35)

dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut:

ZB sm{ (x— ct} ZB sm{ x+ct)}
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L Ao P L)) — (36)

dengan nilai B, ditentukan dari persamaan (34) dan f~ adalah penguraian
setengah kisaran sinus untuk fungsi f dengan periode 2L .

Deret di atas merupakan solusi bagi masalah getaran dawai, dengan asumsi bahwa

f (x) kontinu sepotong-sepotong dalam interval 0< x < L.
Contoh 3.4: Tentukan defleksi dawai yang bergetar u(x,t) dengan panjang

dawai 1 satuan panjang dan kedua ujungnya diikat jika defleksi awalnya
berbentuk gelombang segitiga

¥ jika0<x< %

f(x)= "
il jika5<x<L
dan kecepatan awalnya nol.

Penyelesaian:

Syarat awal menghasilkan

u(x,0)= iBn sinna = f(x),

n=1
yang merupakan penguraian setengah kisaran sinus bagi f (x) dengan nilai B,

yaitu:

B, = ij(x)sin n 7oedx

n
0

% 1
=2 jxsin(nm)dx+ I(l—x)sin(nﬂx )dx

0 %
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Melalui pengintegralan bagian demi bagian

Y ) Y4
stin(n;zx) dx = [x—cos(nmc)} +— Icos(nmc)dx
5 nw o HTY
- bl
:{_xcos(nzzx)+ 21 . sin(nnx)} 2
nmw n°r 0
= {_—1cosn—+ sin ﬂ}—{o}
2nmw n’r?
o n YN nx
= COS——+——SIn——
2nw nmw
1 _1 1 1 1
J(l—x)sin(nm )dx = [(1—x)-—cos(n7z:x )} —— ICOS(nﬂx )dx

£ {_(1—x)cos(n7zx )~ 21 >sin(nr )}

nriw niw

= {0}—{_—1005ﬂ— L sin %}

2nw 2 nr?

1 nr 1 . nx
=—C0S— + > 5 Sin—
2nrw 2 n°rw 2

Dengan menggunakan kedua hasil tersebut, diperoleh

-1 nrw 1 . nx 1 nr 1 . nx
B,=2 COSSSe sy COS——+——Sin—
2nrw 2 nrx 2 2nrw 2 nrx 2

2 . nr) 4 . nrw
=2 n2ﬁ23|n7 =— 2sm7

Dengan demikian,

4 -4 4 -4

93

——,..., dan B =0 jika n genap.
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Karena kecepatan awalnya g(x)EO, maka akibatnya nilai koefisien C, sama

dengan nol, sehingga defleksi dawai u (x,z) menjadi

u(x,t)= iBn cos A tsin % 4 =%
n=1 L L
= Zw: 4 sin ﬂcos(cnﬂ)sin(nﬂx)
~ P 2

_ —(%sin(;zx)cos(cﬂ)—B%Sin(Sm)cos(3c7r)+ i\ ]
Untuk menggambar grafik (x,t), digunakan persamaan (13) yaitu
ulx,t)= %{f*(x —ct)+ f"(x+ct)f, dengan f"(x—ct) dan £ (x+ct) masing-

masing merupakan substitusi berturut-turut x —ct dan x+ ¢t bagi peubah x di

dalam penguraian setengah Kisaran sinus untuk £ (x)

Penguraian setengah kisaran sinus untuk f(x) adalah

f(x):iBn sin 7%
n=1 L

:i 5 2sin%sin(mzx)

:%(%sin(m)_?)izsin(sm)+_...j.

Gambar di bawah ini merupakan grafik solusi u(x,) untuk berbagai nilai ¢.
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Untuk 7 =0, u(x,0)= f(x)
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Untuk ¢ = —
2c
044
. o
: éoee oeeé
o
0000000 000000
o 02 04" gE 08 1
i Fay
oo X “os,
o e,
02] e e,
o oy,
0.4
5¢
044
¥
o 2-%0 L
Fos, (i
o
M%%% o
o @
0 02 0.4%4,+5% 6 0B 1
o® ¢,
STy P,
2 Aoo
D2y, oo® %™
0.4
5¢
044
¥
024
o, o
%, LI - ¥ &
0 0%, 04 0B .08 1
oo e
\b%% %:g)ég:e" oooce&’
029 oo e e 0077
g g
0.4

0.4

0.2

96

0.2

044

0.4

0.2

0.2

0.4

0.4

0.2

0.2

044

1
ul x,—
02 04 06 08 i 2¢

X
0.2 0.4 06 0.8 i
ES
3
| il
5
02 04 X3 i} 7



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI ¢

SN

014 01

02 04 05 08 1 02 o4 08 08 |
i 0

019 0.1

0.2 0.2

y -0.31 if*(x—l):if*(x+l) y 0.3 ( 1)
u

2 2 x, =
-0.44 0.4

Gambar-gambar pada bagian kanan merupakan solusi u(x,t) untuk berbagai nilai
¢t yang diperoleh melalui superposisi gelombang yang bergerak ke kanan dengan

gelombang yang bergerak kiri (gambar pada bagian kiri).
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BAB IV

KESIMPULAN

Dari permasalahan yang sudah dibahas dalam skripsi ini, kita dapat
mengambil beberapa kesimpulan sebagai berikut :

1. Deret trigonometri adalah suatu deret  yang berbentuk

a, + Y (a, cosnx+b,sinnx) dengan a,, a,, a,,..., b, b,,... adalah bilangan-
n=1

bilangan real. Deret Fourier fungsi f(x) yang berperiode 27 dan kontinu
sepotong-sepotong dalam interval (— T, 7r) adalah suatu deret trigonometri yang
koefisien-koefisiennya adalah koefisien Fourier untuk f(x) yang diberikan oleh

rumus Euler sebagai berikut

a, :zi_[f(x)jx,

T

T

a = 3 _[ f (x)cosnxdx,
Vg

n

b, = . _[ f (x)sin nxdx,

T

dengan n adalah bilangan bulat positif.

Jika f(x) adalah fungsi yang tidak berperiode 27 melainkan berperiode 2L dan
kontinu sepotong-sepotong dalam interval (— L, L), maka deret Fourier untuk

fungsi f(x) tersebut didefinisikan sebagai berikut

98
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. nrz . Nz
a, +Z[an CoOs—— X +h, sm—x)
L L
n=1

dengan harga-harga koefisien Fourier a,, a, dan b, ditentukan oleh rumus-

rumus Euler sebagai berikut:

1 L
a, :fo(x)dx,

-L

10 . nax
b :ij(x)3|anx,

ul
dengan n adalah bilangan bulat positif.

Jika fungsi f(x) adalah fungsi genap atau fungsi ganjil, maka fungsi f(x) dapat
dinyatakan menjadi deret kosinus Fourier atau deret sinus Fourier. Fungsi f(x)
yang didefinisikan dalam interval 0<x<L dapat dinyatakan menjadi deret
kosinus Fourier atau deret sinus Fourier yang merupakan perluasan genap atau
perluasan ganjil f(x) ke kisaran penuh —L <x <L, dan masing-masing deret
tersebut dinamakan penguraian setengah-kisaran fungsi f(x). Menurut teorema
kekonvergenan deret Fourier, deret Fourier dari fungsi f(x) yang mempunyai
periode 2z, kontinu sepotong-sepotong dalam interval — 7z <x<x, dan
mempunyai turunan Kiri dan turunan kanan di setiap titik pada interval tersebut

akan konvergen ke f(x) jika x titik kontinuitas, dan konvergen ke

fx.)+f(x)

5 jika x titik diskontinuitas.
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2.  Deret Fourier mempunyai peranan penting di dalam persamaan diferensial
biasa maupun persamaan diferensial parsial. Contoh pemakaian deret Fourier pada
persamaan diferensial biasa adalah pada masalah osilasi paksa, dan contoh
pemakaian deret Fourier pada persamaan diferensial parsial adalah pada masalah
konduksi panas dan getaran dawai.

Persamaan diferensial pada osilasi paksa berbentuk my"+cy'+ky=F(t),
dimana F(t) marupakan gaya luar yang berupa fungsi kontinu sepotong-sepotong

dalam suatu interval. Persamaan tersebut merupakan persamaan diferensial linear
non homogen orde dua dengan koefisien konstan. Terdapat 5 langkah untuk
mencari penyelesaian pada persamaan diferensial biasa untuk osilasi paksa.
Langkah-langkah tersebut yaitu:

I. merepresentasikan F(t) dengan sebuah deret Fourier,

ii. membentuk persamaan diferensial,

iii. menentukan penyelesaian persamaan diferensial,

iv. menentukan solusi keadaan stabil, dan

v. menentukan amplitudo solusi keadaan stabil.

Beberapa persamaan diferensial parsial yang penting dalam fisika yang dibahas di

dalam skripsi ini adalah:

2
a. u =c’ 2_121 (persamaan panas berdimensi satu),
X

ot

o%u o%u . .
b. ro =c’ pv) (persamaan gelombang berdimensi satu).
X
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Terdapat 3 langkah untuk mencari penyelesaian masalah nilai batas pada
persamaan diferensial parsial untuk konduksi panas dan getaran dawai. Langkah-
langkah tersebut yaitu:

i. Membentuk dua persamaan diferensial biasa melalui metode hasil kali dua
fungsi.

Pada langkah ini diasumsikan solusinya berbentuk hasil kali dua fungsi, yang
masing-masing hanya tergantung pada salah satu peubah saja. Jadi, persamaan
diferensial parsial tersebut diuraikan menjadi u(x,t)= F(x)-G(x).

ii. Menentukan solusi bagi kedua persamaan diferensial biasa yang memenubhi
syarat-syarat batas.

Substitusi persamaan u(x,t)=F(x)-G(x) ke dalam persamaan diferensial parsial
menghasilkan persamaan diferensial biasa untuk F dan G, dan akhirnya diperoleh

takhingga banyaknya solusi F = F, dan G =G, , sedemikin rupa sehingga fungsi
u,(x,t)=F, (x)-G,(x) merupakan solusi untuk persamaan diferensial parsial

yang memenuhi syarat batas.

iii. Menentukan solusi bagi kedua persamaan diferensial biasa yang memenubhi
syarat-syarat awal.

Agar solusi tersebut juga memenuhi syarat awal, harus dibentuk deret takhingga

bagi u, yang koefisien-koefisiennya merupakan koefisien Fourier untuk fungsi

f(x) yang merepresentasikan syarat awal.
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