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ABSTRAK

William Junior, 2012. Eksistenss dan Ketunggalan Penyelesaian Persamaan
Diferensial Orde-Satu. Skripsi. Program Studi Pendidikan Matematika, Jurusan
Pendidikan Matematika dan IImu pengetahuan alam, Fakultas Keguruan dan [Imu
Pendidikan, Universitas Sanata Dharma, Y ogyakarta.

Persamaan Diferensial Orde-Satu merupakan salah satu jenis persamaan diferensial yang
diklasifikasikan berdasarkan tingkatan derivatif tertinggi dari fungsi-fungsinya. Orde
satu berarti persamaan diferensial tersebut mengandung fungsi dengan tingkatan derivatif
tertinggi vaitu satu. Secara umum, persamaan diferensial orde-satu dituliskan dalam
bentuk x" = f(t,x) dan diprasyarati dengan masalah nilai awal / kondisi awa yaitu
x(ty) = xg-

Masalah yang seringkali dibahas dalam persamaan diferensial adalah eksistensi dari
penyelesaian persamaan diferensial, ketunggalan penyelesaiannya dan cara memperoleh
penyelesaiannya. Cara memperolen penyelesaian persamaan diferensia orde-satu
bergantung pada jenis persamaan diferensial yang dibahas. Ada beberapa jenis
persamaan diferensial orde-satu, dan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah
persamaan diferensial linear orde-satu, persamaan diferensial dengan variabel terpisah
dan persamaan diferensial eksak.

Untuk eksistensi dan ketunggalan penyelesaian persamaan diferensial orde-satu, telah
ada teorema yang menjaminnya. Secara singkat, persamaan diferensia yang mempunyai
tepat satu penyelesalan adalah persamaan diferensial yang fungsinya kontinu dan
diprasyarati dengan kondisi awal. Dalam pembukt an teorema eksistensi dan ketunggalan
tersebut, akan digunakan prinsip kekonvergenan barisan, dengan barisannya adalah

. (6) =&h +ft:|f{s.x,,_l(sjl) ds, dengan n =1,2, .... Pembukiian dimua dengan

membukUkan bahwa semua fungs x,(t) kontinu dalam [¢ —ty| < & dan bahwa
x(t) =lim,,_ x,(t) ada dadam kekonvergenan seragam barisan tersébut. Kemudian
diakhir. dengen membuktikan ketunggalannya.

vi
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ABSTRACT

William Junior, 2012. Existence and Uniqueness of Solution for First order
Differential Equation. Thesis. Mathematics Education Study Program,
Mathematics and Science Education Department, Faculty of Teacher Training and
Education, Sanata Dharma University, Yogyakarta.

The First-order Differential Equation is one types of differential equations which
classified by the highest derivative oider of the function inside. First-order means that the
highest derivative order of functions in the equation is the fi'st derivative. Commonly,
First-order Differential Equation is express by x' = f(t,x) with initial value problem /
initial condition, that is x(ty) = xg.

The problems talks in differential equation are the existence of the solution, unigueness
of the solution, and the construction of the solution. Construction of the solution is
depending on the types of differential equation. There are some types of the first-order
differential equation, and which will be discussed in this thesis are the linear equation of
the first order, the equation with separable variables, and exact differential equations.
About the existence and unigqueness of solution, there is a theorem which guarantee. In
short, first-order differential equation which has unique solution is an equation consists
of continuous function and require with initial condition. To prove the existence and
uniquenéss theorem for the first-order differential eguation, we need to know about
convergénce principles of sequence, with the sequence is
xu(t) =xo + f:n f(:-‘; x,t_ll[s)) ds, withn =1, 2, ... The proof is start with proving that

di the functions x,(t) are continuous on {t —tyl < & and that x(t) = lim,,_,.. x,,(t)
exist in the sense of uniform convergence. And the proof is ends with proving the
uniqueness of the solution.

Vi
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Persamaan Diferensial merupakan salah satu mata kuliah yang
digjarkan di tingkat universitas. Berbagai hal mengenai Persamaan Diferensial
dipelgari, mulai dari pengertian, klasifikasi hingga cara-cara menyelesaikan
persamaan diferensial tersebuit.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat derivatif atau
turunan dari satu atau lebih fungsi. Persamaan diferensia dapat
diklasifikasikan dengan beberapa macam cara. Dilihat dari banyaknya variabel
bebas yang dimiliki, persamaan diferensial dapat dibagi menjadi dua, yaitu
Persamaan Diferensial Biasa dan Persamaan Diferensial Parsial.

Persamaan Diferensial Biasa merupakan persamaan yang fungsi-
fungsinya bergantung hanya pada satu variabel. Bentuk umum persamaan
diferensial biasa adalah

F(t,x,x",,x™)=0
dengan t menyatakan variabel bebas dan x menyatakan variabel tak bebas.
Berikut adalah contoh dari persamaan diferensial biasa.

1 x"+4x=(t*+1)3

2. x'+tx=3
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Persamaan Diferensia Parsial merupakan persamaan diferensial yang
fungsi-fungsinya bergantung pada dua atau lebih variabel bebas. Berikut

adalah contoh dari persamaan diferensia parsial :

Lm0
du Ju
2. E—a—1+2x

Persamaan Diferensia juga dapat diklasifikasikan berdasarkan
tingkatan derivatif tertinggi dari fungsi-fungsinya. Jika persamaan diferensial
mengandung fungs dengan tingkatan derivatif tertinggi sama dengan satu,
maka disebut Persamaan Diferensial Orde Satu (Tingkat Satu). Jika
mengandung fungsi dengan tingkatan derivatif tertinggi sama dengan dua,
maka disebut Persamaan Diferensial Orde Dua (Tingkat Dua). Sehingga, jika
persamaan diferensial mengandung fungsi dengan tingkatan derivatif tertinggi
sama dengan n, maka disebut Persamaan Diferensial Orde-n (Tingkat ke-n)

Pada persamaan diferensial orde satu sendiri, dikenal beberapa jenis
persamaan diferensial, yaitu Persamaan Diferensial Linear Tingkat Satu,
Persamaan Diferensial dengan Variabel Terpisah, dan Persamaan Diferensial
Eksak. Dalam menyelesaikan Persamaan Diferensia Orde Satu, perlu
diperhatikan jenisjenis persamaan diferensial yang disgikan. Penyelesaian
suatu persamaan diferensial orde satu seringkali disgjikan dalam bentuk umum
yang disebut dengan Keluarga Penyelesaian. Pada tahapan yang lebih lanjut,
persamaan diferensial orde satu, baik secara umum maupun secara khusus
untuk jenir-jenisnya, diprasyarati dengan Masalah Nila Awa (MNA),

sehingga persamaan diferensial tersebut memiliki tepat satu penyelesaian.
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Karena itu, penulis perlu mengetahui dan mempelgari teorema yang
menjamin eksistensi dan ketunggalan penyelesaian persamaan diferensial orde

satu tersebut.

B. Rumusan Masalah

Pokok-pokok permasalahan yang akan dibahas adalah :

1. Persamaan diferensial orde satu yang bagaimanakah yang mempunyai
penyelesaian tunggal ?

2. Bagaimana bukti dari teorema yang menjamin eksistensi dan ketunggalan

penyelesaian persamaan diferensial orde satu?

C. Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah :

1. Memahami bentuk persamaan diferensia biasa orde satu yang dijamin
eksistensi dan ketunggalan penyelesaiannya.

2. Mengetahui teorema yang menjamin eksistenss dan ketunggalan

penyelesaian persamaan diferensial biasa orde satu.

D. Manfaat Penulisan
Manfaat pembahasan topik ini bagi penulis adalah penulis menjadi Iebih
memahami tentang kepastian adanya penyelesaian untuk suatu persamaan

diferensid.
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E. Metode Penulisan

Metode yang digunakan adalah metode studi pustaka yaitu mempelgjari
buku-buku yang berkaitan dengan Persamaan Diferensial serta teorema eksistensi
dan ketunggalan penyel esaian persamaan diferensial, sehingga di dalam skripsi ini

tidak ditemukan hal-hal yang baru.

F. Sistematika Penulisan

Daam bab I, dibahas tentang latar belakang penulisan, rumusan
masal ah, tujuan penulisan, manfaat penulisan dan sistematika penulisan.

Daam bab Il, dibahas tentang teori-teori yang dibutuhkan untuk
pembuktian teorema pada bab 3. Landasan teori ini disusun secara sistematis,
dimana teori yang mendasari teori lainnya akan disusun terlebih dahulu.
Supremum-infimum ditempatkan di awa sebagal dasar pembicaraan
himpunan, dilanjutkan dengan limit fungs sebagai awalan dari kekontinuan
fungsi. Kemudian akan dibahas mengenai derivatif dan integral, yang
berkaitan erat dengan persamaan diferensial. Selanjutnya akan dibahas tentang
kekonvergenan barisan serta deret.

Daam bab IlI, berbicara mengenai teorema-teorema eksistensi dan
ketunggalan penyelesaian persamaan diferensial, baik berdasarkan jenis
persamaan diferensialnya maupun secara umum. Teorema eksistensi dan

ketunggalan tersebut akan dibuktikan menggunakan prinsip kekonvergenan

barisan dengan barisannya adalah x,, (t) = x, + ftf} £(s, xn-1(s)) ds. Dengan
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membuktikan bahwa barisan tersebut konvergen, maka persamaan diferensial
yang diberikan selalu memiliki tepat satu penyelesaian.

Dalam bab 1V, diuraikan tentang kesmpulan yang diperoleh dari
pembahasan bab-bab sebelumnya serta menjawab rumusan masalah yang

disajikan dalam bab I.
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BAB |1

LANDASAN TEORI

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat derivatif atau
diferensial dari satu fungsi atau lebih. Fungsi yang dimaksud adalah fungsi yang
kontinu. Fungss merupakan aturan pengawanan yang mengawankan setiap
anggota A dengan anggota B secara tunggal, dengan A dan B himpunan tak
kosong. Selanjutnya, dalam bab ini, akan dibahas tentang pengertian-pengertian,
definisi-definisi dan teori-teori terkait supremum dan infimum suatu himpunan,
limit fungsi, kekontinuan fungsi, derivatif dan integral, barisan dan deret; yang

mendukung pembuktian teorema keujudan dan ketunggal an.

A. Supremum dan Infimum
Definisi 2.1
i. Himpunan A € R, dengan R adalah himpunan bilangan real, dikatakan
terbatas ke atas jika ada bilangan real £ sehingga berlaku
as#k
untuk setiap a € A, £ disebut batas atas (upper bound) himpunan A
ii. Himpunan A c R dikatakan terbatas ke bawah jika ada bilangan rea ¢
sehingga berlaku
£<a

untuk setiap a € A; { disebut batas bawah (lower bound) himpunan A
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iii. Himpunan A c R dikatakan terbatas (bounded) jika ia terbatas ke atas dan

terbatas ke bawah.

Definisi 2.2

Jika A himpunan terbatas ke atas dengan # sebagai batas atasnya, maka

setiap bilangan real £, dengan £, = # merupakan batas atas pula, karena
a<h <R

untuk setiap a € A. Oleh karena itu, jika A merupakan himpunan terbatas ke

atas, makaia mempunyai batas atas yang paling kecil yang disebut batas atas

terkecil (supremum/sup). Supremum himpunan A dituliskan dengan sup(A4).

. Jika A himpunan terbatas ke bawah dengan € sebagal batas bawahnya, maka

setiap bilangan real €, dengan €, < € merupakan batas bawah, karena

g, <€<a
untuk setiap a € A. Oleh karena itu, jika A merupakan himpunan terbatas ke
bawah, maka ia mempunyai batas bawah yang paling besar yang disebut
batas bawah terbesar (infimum/inf). Infimum himpunan A dituliskan dengan

inf(A).

B. Limit dan Kekontinuan Fungsi

Seperti yang telah dikatakan dalam pengantar di atas, fungsi dalam

persamaan diferensial adalah fungsi yang kontinu. Untuk mengetahui kekontinuan

suatu fungsi, terlebih dahulu perlu diketahui limit dari fungsi tersebut.
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Definisi 2.3
Jika p € R dan bilangan § > 0, maka himpunan
Ns(p) = (p—8,p +6)
={xeER; p—-6<x< p+ 6}
disebut persekitaran (neighborhood) titik p, dan § disebut jari-jari (radius)

persekitaran.

Contoh 2.1

e 1 é) merupakan persekitaran titik 1 dengan jari-jari persekitaran § = %
G, 1 i) merupakan persekitaran titik 1 dengan jari-jari persekitaran § = i_

(a, b) merupakan persekitaran titik 3:—5 dengan jari-jari persekitaran § = 2;—a

Teorema 2.1

Setiap selang terbuka (u, v) yang memuat p memuat suatu persekitaran titik p dan
sebaliknya setiap persekitaran titik p memuat suatu selang terbuka (u, v) yang
memuat p.

Bukti :

Diberikan selang (1, v) dengan p € (u, v). Ambil bilangan § = min {p —u,v —
p}-

Mudah dipahami bahwa é > 0 dan Ns(p) = (p — §,p + §) c (u,v). Sebaliknya,
ambil sebarang § > 0 dan Ng(p) = (p — 6,p + §) persekitaran titik p. Untuk

(w,v)denganp - <u<p<v< p+46 berlakup € (u,v) € Ng(p). m
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Definisi 2.4
Bilangan p € R disebut titik limit himpunan A c R jika untuk setiagp bilangan

§ > 0 berlaku N5(p) N A — {p} # 0.

Definisi 2.5

Diketahui fungs f: A = Dy € R—~— R dan a titik limit himpunan Dy. Jika ada
bilangan [ € R sehingga untuk setiap bilangan &£ > 0 terdapat bilangan § > 0
sehingga jika x #ux dan x € Dr N Ng(a) berakibet f(x) € N, (1), dikatakan f (x)

berlimit [ untuk x -—a dan dituliskan dengan lim,_,, f (x) = L.

Seperti telah diketahui bahwa x # a dan x € Dy N Ng(a) jika dan hanya jika
x € Dy dan 0 < |x —al| < 4§, demikian pula f(x) € N¢(1) jika dan hanya jika

If(x) =1l <e.

Definisi 2.6
(i) Fungs f: Dy € R—— R dikatakan kontinu di a € Dy jika
lim £ (x) +f Jf (@).
Secara lengkap : Fungsi f: Dy € R—— R dikatakan kontinu di a € Dy,
dengan a titik limit Dy, jika untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan
8 > 0 schinggajikax € Dy N Ns(a) berakibat f(x) € N.(f(a)).
(if) Fungsi f dikatakan kontinu pada (continuous on) B < Df jika f kontinu di

Setiap x € B.
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Poin (i) pada Definisi 2.6 mengatakan bahwa dikarenakan x € Dy N Ns(a) jika
dan hanyajika x € D; dan |x — a| < &, demikian pula f(x) € N¢(f(a)) jika dan

hanyajika|f(x) — f(a)| < &.

Contoh 2.2

1. Diberikan fungsi f yaitu f(x) = “—~. Akan ditunjukkan bahwa

o ox% -1
lim

x-1 x — 1

L
Dan fungsi (x) = =" tidak kontinu di 1.

Karenarumusfungs f adalah f(x) = %maka

x? -1
sz{xElR;f(x): .| E]R}

={xeR; x#+1}=R~ {1}
dengan 1 ¢ Dy tetapi 1 merupakan titik limit Dy sebab untuk setiap bilangan
n > 0 berlaku D NN, (1) = (R—{1}) N (1 —n,1+n) # @. Membuktikan

lin}f(x) = limx_,lg =2 bearti untuk sebarang bilangan &> 0
X—= e

ditunjukkan ada nilai § > 0 sehingga untuk setigp x # 1,x € Dy dan |x —

1| < & berlaku
x? =1
[f(x)—2| = -2l <e.
x—1
Karenax # 1,x € Dy atau |x — 1| # 0, menjadi
x—1D(x+1
E=DE+D |
x—1
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(x+1) |
1 —2|<¢

x+1-2|=|x—-1| <e.
Jadi, dapat diambil kesmpulan bahwa jika ada bilangan § > 0 dengan § < ¢

berlaku

x2 =1
-2

lf(x) -2 = <eg

x—1
asalkan x # 1, x € Dy dan [x — 1| < §; dengan demikian terbukti bahwa

o x?2-1
lim

e = 2.

Fungs f tak kontinu di 1 sebab lin}f(x) = 2 # f(1).
x—

C. Derivatif (Turunan)

Setelah membicarakan tentang limit dan kekontinuan fungsi, akan dibahas tentang
turunan fungs yang masih erat kaitannya dengan limit. Secara sederhana,
dikatakan bahwa jika suatu fungs mempunya limit, maka fungs tersebut
terdiferensial (terturunkan) di ¢. Secara lebih jelas, turunan akan dibahas dalam

subbab berikut.

Definisi 2.7
Jikadiketahui fungs f : D € R-— R dan ¢ € Dy dan c titik-limit himpunan Dy,

maka nilai

I flc+h)—f(c)
m
h—0 h
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jika ada, disebut derivatif (derivative) fungsi f di ¢ dan dituliskan dengan f”(c),

atau <L (¢), atau Df (c).

Contoh 2.3
Diberikan f(x) = x? + 5x, akan dicari f'(c).

i h)—

1) = limy,_; frexh o) ; L)

(c+h)?2+5(c+h)]-[c?+5¢]
h

= 1imh.—>0

(c2+2ch+h?)+5c+5h]—[c?+5c]
h

= limh_)o

2ch+h?+5h|

= limh_)o %

[2c+h+5]h
h

= limy,_,q
= lim;,_o[2¢ + h + 5].
Karenah — 0, maka
£(c) = 2¢ +5.
Contoh 2.3 mengatakan bahwa jika f(x) = x2 + 5x, diperoleh derivatif fungs f

adadi setiap titik ¢ yaitu f'(¢) = 2¢ + 5.

Contoh 2.4
Diberikan f(x) = sinx, akan dicari f'(c).

Untuk setiap ¢ € Dy = R diperoleh

fle+h)—f(c)
h

f'(c) = lim
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. sin(c+ h) —sinc
= lim
h-0 h

sinc-:cosh+ cosc-sinh —sinc¢

= il h
, ~ 1-—cosh sinh
=11m(—51nc———+cosc )
h-0 h h

1-cosh

ﬁnh]

= (—sinc) [’111_1}% ] + (cosc) thiiré =

1-cosh

Karenalim — 0 dan lim 322 = 1, maka
h-0 h—-0 h
f'(c) = (—sinc¢) -0 + (cosc) -1 = cosc.
Contoh 2.4 mengatakan bahwa.jika f(x) = sin x, diperoleh derivatif fungs f ada

di setigp titik ¢ yaitu f'(c) = cosc.

Teorema 2.2
Andaikan f dan g fungsi-fungsi yang dapat didiferensialkan, maka (f - g)' (x) =
fG)-g'(x) + g(x) - f'(x) yakni

DIf(x)-g(x)] = f(x) - Dg(x) + g(x) - Df (x).
Bukti :

Andaikan F(x) = f(x) - g(x), maka

. F(x+h)—F

F(x) = hmh_)o__(ic%_(x_)

fx+h)-gx+h)—f(x)g(x)
h

= limh_>0

flx+h)gle+h)—fx+h)g()+f(x+k)gx)—f(x)g(x)
h

= limh_>0

= limh—’(] [f(x —+ h) M + g(x) f(x+h;—f(x):|

— i xHR)-g(x) i JOHR)—f(X)
—!111_133 f(x+h) ;111_%_—__11 + g(x) ;111_13%_—__11
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FO)=f) g’ ) +gx) f'(x). W

Teorema 2.3 (Teorema Rolle)
Jikafungs f:[a,b] - R mempunyai sifat-sifat
() f kontinu pada[a, b]
(i) f'(a) ada untuk setiap x € (a, b)
(i) f(@) = f(b) =0
makaterdapat x, € (a, b) sehingga f'(x,) = 0.
Bukti :
Jika f(x) = 0 untuk setiap x € (a,b) maka bukti selesai. Jika ada t € (a, b)
sehingga f(t) # 0, maka ada dua kemungkinan yaitu f(x) > 0 untuk setiap
t € (a,b) atau f(x) < 0 untuk setiep t € (a,b). Jika f(x) > 0 untuk setiap
t € (a,b) dan karena f kontinu pada [a, b], maka ada x; € (a, b) sehingga

f(xo) = sup(f(x)); x € (a,b). (2.2)
Tingga memperlihatkan bahwa f'(xy) = 0

flxo +h) = fx)
b :

f'(xo) = lim
Tidak mungkin f’'(x,) > 0, sebab untuk h > 0 dan cukup kecil diperoleh
flxog+h)—f(xg) >0 atau f(xo+h)>f(x,) yang merupakan suatu
kontradiksi terhadap (2.1). juga tidak mungkin f'(x,) < 0, sebab untuk h < 0 dan
|h| cukup kecil diperoleh f(x, + h) — f(xo) > 0 atau f(xy, +h) > f(xy) yang
merupakan suatu kontradiksi terhadap (A). Jadi satu-satunya kemungkinan adalah

f'(x9) = 0. Bukti sgjalanjika f (x;) < 0 untuk setiap x € (a,b). R
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Teorema 2.4 (Teorema Nilai Rata-ratal)
Jika f kontinu pada selang tertutup dan f’(x) ada untuk setiap x € (a, b), maka
terdapat paling sedikit satu bilangan ¢ € (a, b) sehingga

b
[OF@ _ oy

Bukti :
Untuk keperluan pembuktian, teorema tersebut diwujudkan dalam bentuk gambar
yang memuat grafik y = f(x), y = g(x), dan s(x) = f(x) — g(x).

A

v

Diketahui fungsi s(x) = f(x) — g(x)

g(x) adaah garis yang melaui titik (a,f(a)) dan (b,f(b)), schingga
mempunyai persamaan

y—f@) &—i
fb)-f(a) b-a

y—fl@) =122 (¢ _g). 2.2)

Karenay = g(x), maka persamaan (2.2) menjadi
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01 LDID ¢

9() = f(a) + 12D (x — ). (23)
Dengan melakukan substitusi g(x) pada persamaan (2.3) ke persamaan s(x) =

f(x) — g(x), diperoleh

b
s(x) = f(x) - (f()+w (x - ))

sG) =) - f(@) -L2LL. (v —q),
Untuk x =a dan x = b, s(x) =0. Untuk x € (a,b), s(x) dapat diturunkan
menjadi

f(b) f@  f0)-f@

—a b—a

ADERRY, .
b—a

s() =f(x) - f(a) -

SGx)=f(x)—-0-

i) _ g T 0 —=F(a)
S(J_f(J_T_

Jelas bahwa s (x) kontinu pada selang [a, b]. karena merupakan selesih dua fungsi
kontinu. s'(x) juga ada untuk setiap x € (a, b). Dan telah diperoleh bahwa Untuk
x =adan x = b, s(x) = 0, dengan kata lain s(a) = s(b) = 0. Maka menurut

TeoremaRolle, terdapat ¢ € (a, b) sehingga s'(c) = 0, jadi

/0 = L@
==

oy f®) ~f@

P="a "

D. Integral
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Integral atau yang biasa disebut dengan anti-turunan merupakan pembalikan dari
diferensial suatu fungsi. Integral yang akan dibahas dalam subbab berikut adalah

Integral Riemann.

Definic<i 2.8
Fungsi f: [a, b] - R dikatakan terintegral Riemann pada [a, b] jika ada bilangan
A sehingga untuk setiap bilangan £ > 0 terdapat bilangan 6 > 0 sehingga jika P

partis P = {a = xg, %, ", X, = b} pada [a, b] dengan ||P|| < § berakibat

=5 &

A— i fx")Ax
i=1

Bilangan A disebut integral Riemann fungsi f pada [a, b].

Dengan cara lain, Definisi 2.8 mengatakan bahwa andaikan f suatu

fungsi yang didefinisikan pada selang tertutup [a, b]. Jika

Ilil:'ilmoz f(xi*)ﬂix
i=1

ada, maka dikatakan f terintegralkan pada [a,b]. Bilangan A pada Definisi 2.6
dapat ditulis sebagai J. f(x)dx yang sclanjutnya disebut sebagei integral
Riemann (Integral tentu) f dari a ke b, yang diberikan oleh jf flx)dx =
limupn_o 2i=q f(x")Aix

Beberepa hal yang perlu diingat terkait definisi di atas, yaitu :

x;* € [xi—1,x;], dengan [x;_4, x;] adalah selang-bagian ke-i. x;* diambil sebarang.

A;jx = x; — x;_, disebut panjang selang-bagian ke-i
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IP|| = maks{A;x;i = 1,2,---,n} disebut norma partisi P
Y, f(x")Ax jugabisadituliskan dalam bentuk S(f; P)
Himpunan semua fungsi yang terintegral Riemann pada selang tertutup [a, b]
ditulis dengan
Rla, b]
Jadi, jika f terintegral Riemann pada [a, b] dituliskan dengan

f € R[a, b]

Definisi 2.9

S(f;P) =Y, f(x;)A;x disebut jumlah Riemann fungsi f padala, b]

Lif; PL=Y oy milx disebut jumlah Darboux bawah fungsi f padal[a,b],
dengan m; = inf{f(x);x € [x;—1, x;1}

U(f; P) = 31—  MiAjx disebut jumlah Darboux atas fungsi f pada [a,b]

dengan M; = sup{f(x); x € [x;_1,x;]}

Teorema 2.5

Jika f terintegra Riemann pada [a, b] makanilai integralnya tunggal

Bukti :

Jika A; dan A, nila integra Riemann fungsi f pada [a, b] maka untuk bilangan
£ >0 terdapat bilangan §; >0 dan &, >0 sehingga jika partisi P; =
{a=xp,%1,",x, =b} dan P, ={a =Yy, Y,,- Yy = b} pada [a,b] dengan

Ip,|| < &, dan lIP,|| < &, berturut-turut berakibat
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<— dan

Zf(xa i Z FORIY

Ambil § = min(d,,d,) dan partis P; = {a = zy,2,,"-, 25 = b} dengan lIP|| < &

<_

dan z;* € [z;_,, z;]. Kareha ||P|| < §; (untuk i = 1,2) diperoleh

= if(zs*)ﬁiz +
i=1

<
3+3<£

A — Az] < |A4 i)Az — Ay

Ha ini berarti A; = A, =

Teorema 2.6
Jika fungs f:[a,b] — R terintegra Riemann pada [a, b], maka f terbatas pada
[a, b].
Bukti :
Andakan fungsi f tak terbatas ke atas pada [a, b|, maka untuk setiap bilangan adli
n terdapat t,, € [a, b] sehingga
f(ty) >n
Untuk setiap partiss P = {a = xg, %, -, x, = b}, tentu t, € {x;_1,x,} untuk

suatu k dan himpunan

n
S(f) — {Z f[xl-"‘)AEx;xi* € [xi-ll xi]'i = 1;2a3a N
i=1

tak terbatas sebab x;* dapat diganti ¢, jikat, € {x;_1, xx}.
Hal ini berarti

"L]ﬁ’nOS(f P) =+
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(tidak ada) yang dengan katalain fungs f tak terintegral Riemann pada [a, b] =

Teorema 2.7
R[a, b] merupakan ruang linear untuk setiap « + R dan f, g € R[a, b] berakibat
af,f +g € Rla,b].
Lebih lanjut
(i) Jyaf = af)f
(i), (f+) =4, F+1, g
Bukti :
Karena f, g € R[a, b] maka, menurut Teorema 2.6, fungs f dan fungsi g masing-
masing terbatas pada [a, b].
Namakan

My = {suplf(X)|;x € [a,b]}, My = {sup|g(x)|;x € [a, b]}
dan

M = maks {IaI,Mf, My, 1}

Karena f,g € R[a,b], maka untuk bilangan & > 0 terdapat bilangan § >0
sehingga jika P partisi P = {a = xy, x4, , X, = b} pada[a, b] dengan lIP|| < &

berakibat

b

[ r=se:p

a

b

[g-st:p

a

&

<
M+1

< dan

M+1

Diperoleh

() |aflf~Staf;P)| =|a [ f —as(r:P)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
21

b

[ r-s¢:p

a

<. £ <
M+1 ¢

= |a|

Dengan katalain terbukti bahwa af € R|a, b| dan

for-ofs

a

([0 £ +1; 9)=5(F:P) +5(g: P
b

[a-stp

a

(i) |[(f, £ +5; 9) =S¢ +9:P)| =
b

[ r=sap

a

< =

&€ £

< < 2
iy Ll

Dengan katalain terbukti bahwa f + g € R[a, b] dan

b

b b
[t+a=[r+[q ;

a

Teorema 2.8
Diberikan interval I = [a,b],c € I, dan f:] — R terbatas, f € R[a, b] jika dan

hanyajika f € Rla,c], f € R[c, b]. Dalam hal ini

C

jf=ff+fﬁ

a
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Bukti :
Syarat perlu : karena f € R[a,b] maka untuk setiap bilangan ¢ > 0 terdapat
partisi P pada[a, b] schingga
@) U(f; P) = L(f3P) < ¢
Bentuk P’ = P U {c}. Jelas bahwa P c P’ dan P," U P," dengan P, = P' n [a, c]
partis pada [a,c] dan P, = P' n[c,b] partisi pada [c,b]. Oleh karena itu
diperoleh
(if) L(f;P) < L(f; P") = L(f; P,) + L(f; P;")

=U(f;P) + U P) =< U(f; P)
Dari (i) dan (ii) diperoleh

U P — L PO U P — LU P}
UG P) - LG P) s U(GBRIS<I(E) <&

yang berakibat
U(f; P,") —L(f; P,") <edanU(f; P,") — L(f;P,)) < ¢
Dengan katalain terbukti bahwa f € R[a,c] dan f € R[c, b]

Lebih lanjut
37 f = inf{U(f; P"); P' € mla, b}

= inf{U(f;P,') + U(f; P,'); P, € n[a,c]&P," € m[c, b]}
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= inf{U(f; P,"); P," € m[a,c]} + inf{U(f; P,"); P," € m[c, b}
=g f+ I f
Syarat cukup : karena f € R[a,c] dan f € R[c,b] maka nilai-nilai limit berikut

ada:
[Pz ][—0

c b
jfz uﬁiﬁrlos(ﬂpl) danff: lim S(f;P,)
a C

Dengan P; partisi pada [a, c] dan P, partisi pada [c, b].

Jelasbahwa P = P, U P, partisi padala, b]. Oleh karena itu

b
[ r=lim 5Py + Jim s U )

Pl -0

1Py -0
c b
=ff+jf u

Teorema 2.9

Jika f kontinu pada [a, b] dan F sebarang anti-turunan dari f di sana, maka

b
ff(x)dx = F(b) — F(a).
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Bukti :
Andaikan P:a =xy < x; <+, < Xp-1,< X, = b addah partis sebarang dari
[a, b]. Maka dengan manipulasi aljaber, dapat diperoleh

F(b) = F(@) = F(n) = F(tn1) + F(ns) = Fltn2) + =+ F() = F(xo)
= > [FO) = Flxi )]
(=1

Menurut Teorema nilai rata-rata untuk Turunan yang diterapkan pada F pada
selang [x;—1, x;],
F(x;) — F(xi—1) = F(x;") (x; — xi—1) = f(x;")Dix

untuk suatu pilihan x;* dalam selang terbuka (x;_4, x;). Jadi,

F(b) = F(@) = ) f(u)bix

Ruas kiri persamaan di atas akan menghasilkan sebuah konstanta, sedangkan ruas
kanan adalah jumlah Riemann untuk f pada [a,b]. jika kedua ruas diambil

limitnya untuk |P| = 0, akan diperoleh

Ip||—0

i b
F(b) M= i Z £l DM %= f fyde. /i
i=1 a

Definisi 2.10
Jikaf € R[a,b], fungsi F: [a, b] » R dengan rumus F(0) = 0 dan
F(x) = j;fdx untuk setiap x € (a,b]

disebut primitif (primitive) Riemann fungsi f pada [a, b].
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Teorema 2.10
Jika f € Rla,b] dan f kontinu di t € [a,b] maka fungs primitifnya : F(0) =0

dan

F(x)szdx

terdiferensial di ¢t dan F'(t) = f(t)
Bukti :
Fungs f kontinu di ¢, jadi untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan § > 0

sehinggajikau € (t — &,t + &) N [a, b] berakibat
&
If () = F(0)] < 2

Oleh karena itu diperoleh, untuk 0 < |x —t| < § atau x € (t — 6,t + ),

F(x) — F(t)
e

Fx) -F(@) f@®O&-1)|

x—t x—t |

—f()‘

1
= m|F(x) —F@t) —f®O -0

Menurut Teorema 2.5,F (x) — F(¢) = | f (u)du, akibatnya

= ’ﬁ[ f f ) du=£@)(x — t)}
t

Karena (x — t) = th 1du, maka diperoleh

_ ‘%j ! fdu - F(© tf ldu}

‘ﬁ{ [ revau- @ r)}
t
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= x_t{ f f)du - f f(r)du}.

Menurut teorema 2.7 (ii), persamaan meniadi

‘ﬁ{ff(u)du—ff(t)du}

- Iﬁ [reo - ronau
t

< | f F Q) - F(O)du

o
J'E

2
t

Dengan katalain terbukti bahwa F'(t) = f(t). m

x—t

E. Kekonvergenan Barisan

Barisan bilangan real adalah fungsi dari N ke R, dengan N adalah
himpunan semua bilangan adli. Artinya, jika f suatu barisan bilangan, nilai f din
dituliskan dengan

fn) =a,

dan barisan tersebut dituliskan dengan

{a,} atau{a,, ap, -~ }.

Bilangan a,, = f(n) disebut unsur ke-n barisan itu.

Contoh 2.5

1. {%} adalah barisan bilangan real dengan unsur ke-n berbentuk
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n
n+1

2. {2n + 1} adaah barisan bilangan real dengan unsur ke-n berbentuk

a, =2n+ L.

Definisi 2.11

Bilangan real L dikatakan limit dari barisan bilangan real {a,} . ditulis
lim, .. a, =L, jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli N,
sedemikian sehingga jikan = N, maka |a, — L| < . Barisan berlimit A disebut

juga barisan konvergen ke A.

Teorema2.11
Setiap barisan bilangan real yang konvergen adalah terbatas.
Bukti :
Ambil sebarang barisan bilangan red {a,} yang konvergen. Jadi, ada bilangan
real k sehingga untuk setigp bilangan real & > 0 terdapat bilangan adli n,
sehinggajikan = ny berlaku

la, — k| <&
Ambil ¢ tetap. Dan menurut sifat ketaksamaan segitiza diperoleh

lan| = k| <la, — k| <&

lan| = |kl <&
Masing-masing ruas dijumlahkan dengan | k|, maka diperoleh

lan| < |kl + &

untuk setiap n = n,y. Selanjutnya diambil bagian
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M = maks {ay, az, "+, an -1, k| + €}.
Dapat dipahami bahwa
|an| <M

untuk setiagpn. m

Teorema2.12

Jika barisan bilangan rea {a, } konvergen untuk n — co maka limitnyatunggal.
Bukti :

Andaikan {a,,} mempunyai limit k dan [ dengan k # [. Maka |k —[] > 0. Ambil

|k —1] =7 dan ¢ <£. Karena lim,_ o, a, = k, maka menurut Definisi 2.9,

hampir semua suku dari barisan berada di dalam interval terbuka (k — ¢,k + €)
dan hanya sebanyak suku yang banyaknya finit (berhingga) berada di luar interval
ini. Mengingat kedua interval terbuka (k — ek +¢) dan (I —¢&,1 + &) sding
asing, hal ini berarti interval terbuka (I — &,1 + €) hanya memuat suku-suku dari

barisan yang banyaknya finit, sehingga [ bukanlah limit barisan itu. =

Daam mempelgjari barisan, juga dikena Kriteria Cauchy yang berbicara
tentang kekonvergenan barisan, berikut ini akan dibahas mengena Barisan

Cauchy.

Definisi 2.12
Barisan bilangan real {a,,} disebut barisan Cauchy atau barisan fundamental jika

untuk setiap bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan asli n, sehingga berlaku
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Am — An| < €

untuk setiagp m,n = n,

Teorema 2.13

Setiap barisan bilangan real yang konvergen merupakan barisan Cauchy.

Bukti :

Misalkan barisan bilangan real konvergen ke /. Maka, menurut definisi 2.9,

diberikan sebarang £ > 0, terdapat bilangan asli n, sehingga berlaku

E
— <_

untuk setigp n = n,. Jadi, jike diambil bilangan asli m, n = n,, makadiperoleh :
Jar Eldp| = Kool + &% ax)l

[(am =D+ U —a)dl £ lam — Ul + |l — an]
& £
lamy, = 1] + |1 — an] <E+§:E

atau

£ £

untuk setiap m,n = ny. Karena ¢ > 0 adalah sebarang, maka barisan {a,,} adalah

barisan Cauchy. m

Setelah berbicara tentang barisan bilangan real, akan dibicarakan tentang
deret yang mempunyai hubungan cukup erat dengan barisan. Deret dapat
didefinisikan sebagai jumlahan yang banyak sukunya dapat tak terhingga. Jikau,

sebagai suku ke-k suatu deret, maka deret tersebut dapat ditulis sebagal
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co

Uq +u2 +u3+---+uk+---=Zuk
k=1

Uy, Uy, Usg, =+, Uy, -+ disebut suku-suku deret.
Jumlah n suku pertama, atau yang juga disebut jumlah-bagian n suku pertama,
dari deret tersebut adalah
n
Sn =Zuk =uUtHu; tug+tu,
k=1
Dengan demikian terbentuk barisan {s,} yang disebut barisan jumlah-bagian.

Sehingga mudah dipahami bahwa

oo n

Euk =Y 1w, = lim S,
n-oo n-oo
k=1 k=1

Secara lengkap didefinisikan dalam definisi berikut.

Definisi 2.14
Barisan {s,} dengan s, = u; + u, + uz + -+ + u,, dinamakan barisan jumlah-
bagian dari deret >}, u; . Bila barisan {s,} konvergen, maka deret > ;”_, u,
dikatakan konvergen. Sedangkan lim,, ., s, = s disebut jumlah deret, ditulis
S = Dk=1Ug

Secara matematis ditulis sebagai
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Teorema 2.14

Deret  ,_, u;, konvergen jika dan hanyajika

(i) untuk setigp bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap
n = n, berakibat

S

k>n

< o

(ii) {S,,} merupakan barisan Cauchy.

Bukti :

(i) Deret ) -, u; konvergen, katakanlah ke , jika dan hanyajikalim, .S, =s
jika dan hanya jika untuk setap bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan adi n,

sehingga untuk setiap n > n, berakibat |S,, — s| < g

(i) Ambil dua bilangan asli m,n = n,. Diperoleh, dengan menggunakan hasil

terakhir

£ £
|5m"5n| S|~‘f‘7n*1_'~'5'|‘|‘|5'_5ﬂ| <E+E:E

dan terbukti {S,,} merupakan barisan Cauchy. Sebaiknya, jika {S,}
merupakan barisan Cauchy berarti untuk setiap bilangan & > 0 terdapat

bilangan asli n, sehingga untuk setiap m, n > n, berakibat

&
= o =
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Menurut Teorema 2.13, barisan {S,} konvergen, katakanlah ke s ; jadi

lim, . S, = s atau diperoleh

co n

E up = lim ) u, =1lim S, =s. [
n-oco n-oo
k=1 k=1

Selanjutnya akan dibicarakan tentang barisan dan deret fungsi. Jika
diketahui suatu fungs x,:4A c R - R untuk setiagp n € N, maka diperoleh
barisan {x,,} yang disebut barisan fungsi. Jika A adalah domain fungsi x,, untuk

setiap n € N, makauntuk setiap t € A diperoleh barisan bilangan real {x,, (t)}.

Definisi 2.14

Diketahui fungsi x,,: A € R - R untuk setiapn € N

i. Barisan fungsi {x,} dikatakan konvergen di titik t € A jika. barisan bilangan
rea {x,(t)} konvergen.

ii. Barisan fungs {x,} dikatakan konvergen pada A c D jika barisan bilangan
real {x,, (t)} konvergen untuk setiap t € A. Dengan kata lain, barisan fungs

{x,} konvergen titik demi titik ke fungsi f pada A.

Jika barisan fungsi {x,,} konvergen pada A c D maka untuk setiapt € A
terdapat bilangan x(t) € R sehingpa
Aif{)lo 1, (£) = x(1).
Oleh karena itu terbentuklah fungsi x,:A € D — R sehingga untuk setiapt € A

barisan bilangan real {x, (t)} konvergen ke bilangan real {x(t)}. Dalam ha ini
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dikatakan barisan fungsi {x,} konvergen ke fungsi f pada A atau barisan fungsi
{x,} konvergen ke f di setiap t € A. Dari penjabaran di atas, diperoleh teorema

berikut.

Teorema 2.15
Barisan fungs {x,} konvergen ke fungs x pada A jika untuk setiap t € A dan
£ > 0 terdapat N = N(t, &) sedemikian sehingga untuk setiap n > N berlaku

|l ()= x(t)]| <2

Definisi 2.15
Barisan fungs {x,} konvergen seragam ke fungs x pada A jika untuk setiap
€ > 0 terdapat N € N(¢&) sedemikian sehingga untuk setigp n =N dant € A

berlaku |x, (t) — x(t)| < «.

Contoh 2.6

1. Diberikan barisan x, (t) = t™"
Barisan bilangan {x,,(t)} konvergen ke O untuk setiap t € [0,1), sebab untuk
setiap t € [0,1) berlaku
|, (&) = 0] = [t" — 0] = [|¢"|

— {< € untuk- ' dansetic . nadli
<& Llnluk" = (0,1) dan o= NO re

Dengan n merupakan bilangan asli pertama yang lebih besar dari ‘log €. Lebih
lanjut, untuk ¢ = 1 barisan bilangan {x, (t)} juga konvergen ke 1.

Dari hasil manipulasi di atas mudah dipahami bahwa
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i. Barisan fungsi {x,} konvergen ke fungs f titikk demi titik pada [0,1]

dengan

0 untuk .
X(t) {1 unluk = L,_‘()'.' -

ii. Nilai bilangann = n(t,£) > ‘log ¢ bergantung pada t dan «.
Namun, barisen fungs {x,} tidak konvergen seragam ke f karena n =

n(t,e) = ‘log e selalu bergantung pada bergantung pada t dan ¢.

k
2. Diberikan barisan g, (t) = -tk— Barisan bilangan {g, (t)} konvergen ke 0 untuk

setiap t € [0,1], sebab untuk setiap t € [0,1] berlaku

& |
Ol=—<—<c¢

i
19¢(5) -0l = — <2

e

asakan k >§ atau k > n dengan n merupakan bilangan adi pertama yang

|ebih besar daripada bilangan -.

Kesimpulan :

i. Barisan fungsi {g;} konvergen ke fungsi g pada [0,1] dengan g(t) =0
untuk setiap t € [0,1]

ii. Dapat dipilih bilangan asli n yang hanya bergantung pada & saja, tak
bergantung pada t € [0,1], sehingga untuk setiap k >n dan t € [0,1]

berakibat

k

l9® — 9] = |- —0| < e
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Kesimpulan ii di atas, menunjukkan bahwa barisan fungsi {g,} konvergen ke

fungsi g pada[0,1].

Definisi 2.16

Diketahui fungsi x,,: D € R — R untuk setiapn € N. Barisan fungs {x,,} disebut
barisan Cauchy pada A € D jika untuk setiap bilangan £ > 0 terdapat N € N,
yang tak bergantung pada x € A sehingga untuk setigp m,n >N dan t € A

berlaku |x,, (t) — x,, ()] < .

Definisi 2.16 mengatakan bahwa barisan fungsi {x,,} merupakan barisan Cauchy
pada A jika dan hanya jika untuk setiap bilangan € > 0 terdapat N € N, yang tak
bergantung pada t € A sehingga untuk setiap m, n = berlaku

iy, — x|l = sup{la, (6) —x, (D];t € A} < e.

Sebagal konsekuensi langsung dari Definisi 2.14 adalah teorema berikut ini.

Teorema 2.16

Barisan fungsi {x, } merupakan barisan Cauchy pada A jika dan hanya jika barisan
fungsi {x,} konvergen seragam pada A.

Bukti :

Syarat perlu : {x,} merupakan barisan Cauchy pada A bila dan hanya bila untuk
setigp € > 0 terdapat N € N yang tak bergantung pada t € A sehingga untuk

setiap m,n = N berlakullx,, — x,, || = sup{|x, (t) —x,,(t)|;t € A} < &.
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Hal ini berarti untuk setiap t € A barisan bilangan {x,,(t)} merupakan barisan
Cauchy. Oleh karena itu ia konvergen, katakanlah ke bilangan x(t). Dengan
demikian terdefinisi fungsi x: D € R — R dengan

Ai{go %: () = .x(t)
untuk setigp t € A. Lebih lanjut, untuk t € A membiarkan m - oo dann > N
berlaku

[xn () = x(O)] = lim |x, () — xm ()] < &.

Dengan katalain {x, } konvergen seragam ke fungsi x pada A
Syarat cukup : Jika {x,} konvergen seragam ke fungsi x pada A, maka untuk
setiap bilangan € > 0 terdapat N € N yang tak bergantung pada t € A sehingga

untuk setiap n = N berakibat

ln () = (O] < 5

Hal ini mengakibatkan, untuk set:ap m,n > N dan t € A berlaku
[0 (8) = xm ()] < 12, (8) — x ()] + |x(6) — x5, (O
=

15—l 8

W m
W]

Ini berarti {x,,} merupakan barisan Cauchy pada A. m

Definisi 2.17
Diketahui fungsi x,u,: D € R - R untuk setiap k € N
(i) Deret fungs

Zuk:u1+u2+"'

k=1
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(iii)

37

dikatakan konvergen ke fungsi f di x, € D jika derét bilangan

co

Z uy (to) = uq(to) +ux(ty) + -+

k=1
konvergen ke x (¢t;).

Deret fungs

Zu;{:ul‘l'uz‘l'"'

k=1
dikatakan konvergen ke fungs f padaA < D jika untuk setiap t € A deret

bilangan

oo

D e = s (0) + (6 + -

k=1
konvergen ke x(t).
Deret fungs
Zu,{ =u +up; +--
k=1
dikatakan konvergen seragam ke fungs f pada A jika barisan jumlah bagian

fungs {S,} konvergen seragam ke fungsi f pada A.

Teorema 2.17

Diketahui fungs u,: D € R - R untuk setiap k € N. Deret fungsi

co

o

k=1

konvergen seragam pada A < D jika terdapat deret bilangan suku positif
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2 M

k=1

yang konvergen dan |u (t)| < M, untuk setiap t € A dan k € N.

Bukti :
Deret >, M, konvergen jika dan hanya jika ia merupakan barisan Cauchy,
artinya untuk setiap untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan adli n,
sehingga untuk setiep m, n = n, berakibat
ISp, = Sn|l SMp 4+ My +--+M, <¢
dengan S, = Y;—; M. Karena n, hanya bergantung pada ¢ saja, sehingga apabila
Sp = 2 =1 Uy dan m,n = n, (anggap m > n) diperoleh
1Sm (£) = Sn (O] < [un-1(®) + un—2(£) + -+ + up (6|
< [un-1 (O + [tg—2(O)| + - + |up ()]
SMp 1+ My, + - +My, <e¢
untuk setiap t € A. Jadi terbukti bahwa, menurut Definis 2.17, deret fungs

> o, uy konvergen seragam pada A. m
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BAB |11
PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL

ORDE SATU

Pada bab ini akan dibicarakan mengenai Persamaan Diferensial,
khususnya Persamaan Diferensiad Orde Satu beserta jenis-jenisnya. Pokok
pembicaraan pada bab ini adalah pembuktian teorema eksistensi dan ketunggal an
penyelesaian persamaan diferensial orde satu.

Persamaan diferensial (PD) adalah persamaan yang memuat derivatif dari
satu atau lebih fungsi. Derivatif dari sustu fungsi dapat ditulis dengan beberapa

cara Jika x adalah suatu fungsi dalam ¢, ditulis (x(t)), maka derivatif dari x

dapat ditulis sebagai % . x'(t), atau x". Untuk derivatif kedua, dituliskan sebagai

%x , x"(t), atau x"". Begitu pula untuk derivatif ketiga hingga seterusnya,

sehingga untuk derivatif ke-n dituliskan sebagai % , dengan n merupakan

tingkatan derivatif' yang diekspresikan dengan bilangan asli 1, 2, 3, dst. Derivatif
ke-n dari fungs x dapat ditulis juga sebagai x™(t), atau x™, dengan n
merupakan tingkatan derivatif yang bisa juga diekspresikan dengan banyaknya
tanda aksen ().

Beberapa contoh persamaan diferensial disgjikan dalam Contoh 3.1 berikut :
Contoh 3.1

i %:en iii. x"+4x = (t2 +1)°

. LU ™3 I—
i, dx = (2 + )dt iv. x" = (x')° +x =sint

39
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Definisi 3.1
Tingkat persamaan diferensial adalah tingkat derivatif tertinggi yang muncul

dalam persamaan.

Dengan menggunakan Definis 3.1, Contoh 3.1 dapat dengan mudah
diklasifikasikan tingkatannya. Persamaan pada contoh i dan ii pada Contoh 3.1
merupakan PD tingkat satu, sebab tingkat derivatif tertinggi yang muncul dalam
persamaan tersebut adalah derivatif pertama. Persamaan pada contoh iii dan iv
dalam Contoh 3.1 merupakan PD tingkat dua, sebab tingkat derivatif tertinggi

yang muncul dalam persamaan tersebut adalah derivatif kedua.

Definisi 3.2

Penyelesaian Persamaan Diferensial tingkat-n pada interval a <t < b adalah
suatu fungs x(t) yang mempunyai semua turunan yang diperlukan, yang jika
digantikan pada x, x,x”, -+ ,x"™ menjadikan persamaan diferensia itu suatu

identitas.

Maksud dari “fungsi x(t) yang mempunyai semua turunan yang diperlukan” pada
Definisi 3.2 adalah fungs x(t) dapat diturunkan (didiferensialkan) sedemikian

hingga diperoleh fungsi turunan ke- n yang dibutuhkan.
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Untuk membuktikan bahwa suatu fungs adalah suatu penyelesaian
persamaan diferensial yang diketahui, perlu diperlihatkan bahwa fungs itu

memenuhi persamaan diferensial.

Contoh 3.2

Akan ditunjukkan bahwa x = 2 + et adalah penyelesaian dari x' +x —2=0
serta batas-batas penyel esaiannya.

Dengan melakukan diferensial (menurunkan) fungsi x = 2+ e terhadap ¢,
dapat diperoleh x" = —e~t. Dengan memasukkan x dan x’ ke dalam x’ + x —
2 = 0, akan diperoleh

—e '+ R2+eH—-2=0.

Karena ruas kiri identik dengan nol untuk semua x, maka fungsi x =2 +e*
adalah penyelesaian dari x' + x — 2 = 0 dengan batas-batas penyelesaiannya

adalah (—oo, +00).

Dalam Contoh 3.2, yang pada akhirnya terbukti bahwa x = 2 + e~* adalah
penyelesdian dari x'+x—2=0, fungs x=2+e ' dapat diturunkan
(didiferensialkan) terhadap t sedemikian hingga diperoleh suatu fungsi turunan
yaitu x' = —e~* yang kemudian dibutuhkan untuk melakukan manipulasi ajabar

selanjutnya.
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Definisi 3.3
1. Suatu fungsi regl x = x(t) disebut pernyelesaian eksplisit persamaan
diferensial F(t,x,x",--,x™) = 0 pada [a, b] jika
F(tx(0,x'(0),,xP(®) =0  padala,b].
2. Suatu relasi g(t,x) =0 disebut penyelesaian implisit dari persamaan
diferensid F(t,x,x',--,x™) = 0 pada [a,b] jika g(t,x) =0 menentukan
sekurang-kurangnya satu fungsi real x pada [a, b] sedemikian rupa sehingga

x= x(t) adalah penyelesaian eksplisit padainterval ini.

Persamaan diferensiadl  biasanya mempunyai tak hingga banyak
penyelesaian. Misalnya, persamaan diferensia x' + x — 2 = 0 mempunyai tak
hingga banyak penyelesaian yang berbentuk x =2 + ce™, dengan ¢ adaah
konstanta real. Penyelesaian seperti itu disebut Keluarga Penyelesaian ; satu
penyelesaian diperoleh untuk satu nilai parameter ¢. Keluarga Penyelesaian diberi
nama menurut banyak parameter dalam keluarga. Sehingga x = 2 + ce~¢ disebut
keluarga berparameter-satu. Dengan cara yang sama, x = c¢; + ¢t disebut
keluarga berparameter-dua.

Diperlukan ketelitian saat menentukan banyaknya parameter dalam
keluarga penyelesaian. Misanya, fungsi x = c;e3" + ¢, e3¢ sekilas terlihat seperti
keluarga berparameter-dua, tetapi perhatikan bahwa

= oie g™t = (gLt ea)et
yang dengan mengandaikan ¢ = ¢; + ¢, keluarga itu tereduksi menjadi keluarga

berparameter-satu. Jika suatu keluarga penyelesaian dikatakan keluarga
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berparameter-n, maka ada n konstanta dasar yang tidak dapat direduksi dengan

manipulas aljabar menjadi lebih rendah daripada n konstanta.

Definisi 3.4
Suatu keluarga berparameter-n dari penyelesaian persamaan diferensial tingkat-n
disebut penyelesaian umum dari persamaan diferensia jika semua penyelesaian

persamaan diferensial dapat diperoleh dari keluarga berparameter-n.

Definisi 3.5
Suatu penyelesaian persamaan diferensia tingkat-n yang diperoleh dari
penyelesaian umum dengan menentukan nilai n parameter disebut penyelesaian

khusus.

Contoh 3.3

Penyelesaian umum dari x' + x = 1 adalah keluarga berparameter-satu x = 1 +
ce t.

Akan dicari penyelesaian khusus yang grafiknya melalui titik pangkal.

Grafik fungsi penyelesaian harus melalui titik pangkal, yang berarti bahwa
x =1+ ce™t harus sedemikian sehingga x = 0 bila t = 0. Dengan melakukan
substitusi x = 0 dan t = 0 ke dalam penyelesaian umum, diperoleh 0 = 1 + c.
Jadi, ¢ = —1 dan penyelesaian khusus adalah

x=1—-¢"t
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Contoh 3.4
Diketahui bahwa x = ¢;e%¢ + c,e™t adalah penyelesaian umum dari persamaan
diferensia tingkat dua x" — x' — 2x = 0, akan dicari penyelesaian khusus yang
memenuhi syarat x(0) = 2 dan x'(0) = —1.
Diketahui x = ¢;e?" + c,e ™%, makaturunan pertamanya adalah

x' = 2¢;e% —ze8
Untuk mendapatkan nilai ¢; dan ¢,, substitusi t = 0,x =2dant = 0,x' = —1 ke
dalam persamaan penyel esaian yang umum dan turunannya.
Hasilnya adalah
x =cie® + et

2 =ce?+ cye’

Dari persamaan (1) dan (2) di atas, dengan metode eliminasi diperoleh ¢; = i dan

¢, = 2. Jadi, penyelesaian khusus adalah
3

1 5
— 2t 4 —t
x—ge +3e ;

Titik pangkal yang ditentukan pada soal Contoh 3.2 dan syarat pada soal
Contoh 3.3 disebut sebagai masalah nilai awa / kondis awal. Dengan adanya

masalah nilai awal, penyelesaian yang diperoleh merupakan penyelesaian khusus.
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Selanjutnya akan dibahas mengenai jenis-jenis persamaan diferensia orde satu
beserta penyelesaian umum dan khususnya, serta teorema-teorema yang
menjamin eksistens dan ketunggalan penyelesaian persamaan diferensial orde
satu baik secara khusus jenis per jenisnya maupun persamaan diferensial orde satu

secara umum.

A. Persamaan Diferensial Orde Satu

Persamaan diferensiad orde satu adalah persamaan diferensia yang
memuat derivatif dengan pangkat tertingginya satu. Berikut akan dibahas
mengenai jenis-jenis persamaan diferensial orde satu yaitu PD linear tingkat satu,
PD dengan variabel terpisah dan PD eksak.
1. Persamaan Diferensial Linear Tingkat Satu

Persamaan diferensial linear tingkat satu, dituliskan sebagai
% =a(t)x + b(t), te€E (t,t,).

Untuk seterusnya % dituliskan sebaga x’, sehingga persamaan diferensia linear
tingkat satu menjadi

x =a(t)x +b(t), tE€E(ty,ty) (3.1)
dengan a(t) dan b(t) adalah fungsi-fungsi dalam t saja dan keduanya diandaikan
kontinu pada (t, t;). Persyarati (3.1) dengan kondisi awal

x(to) = Xq » Xp ER. (32)
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Contoh 3.5

Persamaan diferensid

AR
ac

termasuk persamaan diferensial linear dengan
a(t) =t dan b(t) = 5t.

Persamaan diferensial tersebut juga dapa ditulis sebagai x' = tx + 5t.

Untuk memperoleh penyelesaian dari persamaan diferensia linear orde
satu, ada beberapa langkah yang perlu diikuiti, yaitu :
1. tulispersamaan diferensial dalam bentuk x" — a(t)x = b(t);
2. tulisa(t) dan hitung v(t) = ela®adt v(t) adalah faktor integrasi;
3. kalikan faktor integrasi dengan persamaan x' — a(t)x = b(t); dan

4. integralkan kedua ruas persamaan baru dan selesaikan ke x.

Sebagai contoh, soal pada Contoh 3.5 akan dicari penyelesaiannya.
Contoh 3.6
Persamaan linear x'= tx + 5t pada Contoh 3.5 dapat ditulis dalam bentuk
x' —tx =5t
Dari soa diketahui bahwa a(t) = t dan b(t) = 5t. Selanjutnya, dicari
v(t) = ef 0Ot
v(t) = el tt

ltz
v(t) =e2 .
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1 -
Kdikan v(t) = et dengan x' = tx + 5t, maka diperoleh
1 i 1.z z
ez x' — o2t tx = o2t St

1. dx 1.2 1.2 o

ez’ -——e2" -tx=e2
4

1.2 1,2 1
e dx — (92 . tx) dt = (62 . St) dt
1.2 lt'z 1.2
ez dx = (82 : rx) dit (82 : 5r) dt
1 il
ez dx = e2'°t - (x + 5)dt.
L akukan pembagian dengan (e%tz (x+ 5)), sehingga diperoleh

dx

m = tdin
Integralkan kedua ruas, maka diperoleh
f _ ——
(x+5)
1
In(x +5) = Etz e
x+5= g2t He
X = e%tz"'c 5

dengan ¢ sebarang konstanta.

X = e%tz“ — 5 adalah penyelesaian umum dari persamaan diferensial linear orde

satu x’' = tx + 5t
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Jika pada soa diberikan kondisi awal misanya x(2) = —4, maka penyelesaian
khusus dapat dicari. Caranya sebagai berikut.

Substitusikan kondisi awal ke penyelesaian umum, sehingga diperoleh
Loy
x(2) = gz ) HE_ g
1
_4 - 85(4)4-6' _ 5
1 =e?*c,
Nilai e?*¢ akan samadengan 1 jika
24+c=0

maka, ¢ = —2

1.2
Dengan melakukan substitusi nila ¢ = -2 ke x=ez" “ =5, diperoleh

penyelesaian khusus untuk persamaan diferensial x' = tx + 5t, dengan kondisi

. 352_2
awal x(2) = —4, yatux = ez — 5.

Teorema 3.1

Jka x' = a(t)x + b(t) dengan a(t) dan b(t) pada interval (t;,t,), maka ada
tepat satu penyelesaian untuk persamaan x = a(t)x + b(t) yang terdefinisi di
(t4, t,) dan memenuhi x(t,) = x,.

Bukti :

Untuk mendapatkan penyelesaian dari permasalahan tersebut, perlu dimisalkan
bahwa penyelesaian itu ada pada interval yang memuat t,. Persamaan (3.1) dapat
ditulis dalam bentuk

x —a()x = b(t)
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ft: a(s)d

dan perkalian dengan faktor integrasi e ° menghasilkan

t t t
e jma(s)ds _ a(t)x . e—jm a(s)ds - b(t) ) e_fl?o a(s)ds' (33)

Dengan menggunakan Teorema 2.2, yaitu d(uv) = uv +uv’ , dengan u = x(t)

f:ﬂ a(s)ds

danv=e , maka diperoleh

d _ [t "t ot
a[x(t)e ftﬂa{s)ds} =T e Jioafs)as + x(t) - (—a(t)) -e Jp,a(s)ds

d i s — ot
a{x(t)e f:na(s)ds} = 4T Jr,a(sdds _ x() - alt) - e Jioa()ds

dengan x = x(t).

Akibatnya persamaan (3.3) dapat ditulis sebagai
t t
O R i EY R/ TO) (3.4)

Integralkan (3.4) dari t, hingga t, dengan t termasuk dalam interval yang

didefinisikan untuk x(t), maka diperoleh

L L
d _t _u
[ xR = [ e ot wyan
to to

t
(@)t

to
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t

t u
x(t)e 0 _y(py-1= f e Jr0 94 p 1y

to
x(O)e o "% _x(t) = §f e " O pw)du (35)
Jika persamazn (3.2) disubstitusikan ke persamaan (3.5), diperoleh
x(t)e_j:fJ TS s ftz e’ Jip als)as b(u)du
x(t)e_f:u s Xo + f:a e_f:]a(s)ds b(u)du

X(®) = oo™ fyy ¢ & o2 p)gu) (36)

t
t t u
x(t) = xOE’Lua(s)ds - eftc' et f e—ft‘-? as)as b(uw)du

to
X(6) = xpe0 % 4 [1 ehi @O pu)du, (37)
Berdasarkan Teorema 2.5, yang mengatakan bahwa nilai integral dari suatu fungsi
adalah tunggal, maka nilai % ®%5 gap ! ko "% p(u)du datam Rumusan

(3.6) adalah tunggal. Hal ini mengakibatkan x(t) yang diperoleh dari Rumusan

(3.6) adalah tunggal ditentukan oleh (3.1) dan (3.2).

Dengant = ¢, , (3.6) akan menjadi
ito _rto

it = elto 481 {xo + ftzo g™ Jeo 205285 b(u)du} (3.8)
Berdasarkan Teorema 2.9, fti” a(s)ds akan samadengan 0, sebab

J-:tuo a(s)ds = A(ty) — A(ty) = 0 . Akibatnya persamaan (3.8) menjadi
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x(ts) =2° {xo + f eob(u)du}

to
x(to) = e%{xo + 0}
x(ty) = xo -
Ini menunjukkan bahwa (3.6) memenuhi kondisi awal (3.2).
Selanjutnya, untuk memperlihatkan bahwa x(t) yang diperoleh pada (3.6)
memenuhi (3.1), lakukan pendiferensiadlan (3.6) terhadap t, sehingga akan

diperoleh

o
x'(t) = a(t) . ghig@(s)as {xn + f egf:; At b(u)du}

ty

oo =0 Foullo N p (). (3.9)
Persamaan (3.9) mengandung o 2500 {xo + j;ﬂ g b(u)du} yang tidak
lain adalah x(t) pada persamaan (3.6), sehingga jika dioperasikan akan diperoleh
x'(t) =a(®)x() + efttua(s)ds - e_f:t} slsyas, b(t) (3.10)
Andaikan J:u a(s)ds = k, maka ejftﬂa(s)ds -e_fftﬁa(s)ds —e® gl — bk =l
Akibatnya persamaan (3.10) menjadi

x'(6) =a(t) - x(t)+e bt
x'(t) = a(t) - x(t) + b(b). [

Persamaan x '(t) = a(t) - x(t) + b(t) tidak lain adalah persamaan diferensial

linear orde satu sebagaimana tertulis dalam persamaan (3.1).
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2. Persamaan Diferensial dengan variabel terpisah
Bentuk umum persamaan diferensial dengan variabel terpisah adalah
x'=f(t)g(x) (3.11)

Disebut persamaan diferensial dengan variabel terpisah karena variabel-

variabelnya dapat dipisahkan, sehingga (3.11) yang ekuivalen dengan

dx 4
— =/ (9@
akan menjadi
dx
ey = f(t)dt (3.12)

Dan penyel esaian umum untuk persamaan (3.12) dapat diperoleh dengan langsung

mengintegralkan kedua sisi persamaan tersebut.

Contoh 3.7
1. Selesaikanlah persamaan diferensial berikut

dx t
e
Penyelesaian :

Soa % = % dapat diubah bentuknya menjadi

xdx = tdt
Sehingga soal menjadi persamaan diferensial variabel terpisah, akibatnya soal
dapat dengan mudah diselesaikan yaitu dengan mengintegralkan masing-

masing ruas.
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fxdx:ftdt
1

1
42 A:—z
2x + zf +B

Dengan A dan B adalah sebarang konstanta.

1 1
—x? 2 =
2x 2t C

Dengan C = A — B, C sebarang konstanta.

gxz —itz = C merupakan penyelesaian umum dari persamaan diferensial

x_ ¢
dt  x
. Tentukan penyelesaian khusus dari persamaan diferensid &L , jika
dt x
x'(2) = 6.
Penyel esaian :

Bentuk x (t) dapat dituliskan sebagai %, sehingga x '(t) = %.

x'(2) = 6 berarti ketika t pada persamaan % =£ disubstitusi dengan t = 2,

maka% = 2. Sehingga

@ =2
s, T x
2

-
X

4

X ==
o]

Lo
Il
wl
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Dari soal nomor 1 Contoh 3.7, telah diperoleh penyelesaian umum dari %’f = %

addeh x> —~t? =C. Dengan melakukan subsiitus t=2x=> ke
penyel esaian umum tersebut akan diperoleh
1 1
ot iy
2x Zt C
1 /2% 1
— . e —— (2 2 —
2(5) 7@ =¢
C—I 4y >
729 2
A 2 S 16
9 T 9
Dengan mengganti C = —-19—6 ke penyelesaian umum, diperoleh penyelesaian

Khusus dari persamaan diferensial = = = dengan kondisi awal x'(2) = 6 yaitu

1 1 16
_xz e 2 _——

2 2 9

Kepastian akan adanya penyelesaian bagi persamaan diferensial dengan variabel

terpisah yang diprasyarati oleh kondisi awal, tertuang dalam teorema berikut.

Teorema 3.2
Jika diberikan persamaan x" = f(t)g(x), dengan :
a. f(t) adalah fungs kontinu padainterva (t;,t,), dan

b. g(x) adaah fungs kontinu padainterval (x4, x,).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
55

maka ada tepat satu penyelesaian x(t) untuk persamaan tersebut, yang memenuhi
kondis awa x(t;) = x,, dan terdefinisi dalam persekitaran t,. Penyelesaiannya
adalah

x(t) = 67 (G(xo) + Ji, f(s)ds) (3.13)
dengan G (u) adalah primitif dari fungsi EElu_) padainterval (ty,t,) dan G~! adalah
inversdari G.
Bukti :
Andaikan ada fungsi x(t) yang terdefinis dalam persekitaran t, dan memenunhi
(311):

x'(t) = F(Og(x(©®).

Sgjauh g(x) # 0, persamaan terekhir tersebut di atas akan ekuivalen dengan

x'(t)
atau
dx(t)
N d
9(©) f(®)dt
Misalkan u = x(t), maka persamaan menjadi
du
m = f(t)dt

Integralkan dari t, dan t, dengan t termasuk dalam persekitaran t, dimana

penyelesaiannya terdefinisi, maka diperoleh

), g

by oo = Jy, f(s)ds (3.14)
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dengan memperhatikan kondis awa (3.2) dan permisdan u = x(t) pada
pengintegralan pertama

Karena G (u) primitif dari ﬁ maka ada

G'(w) = gElu_) L u € (xg,%0). (3.15)
sehingga (3.14) akan menjadi

JX06' wdu = [ f(s)ds

G(x(1) - G(xo) = J;, f(s)ds.

G(x(®) = G(xp) + Ji, f(s)ds. (3.16)

Persamaan (3.16) dapat ditulis dalam bentuk

(=61 (G(xo) + J-f(s)ds)

yang tidak lain adalah persamaan (3.1.3).
Karena (3.13) memuat G, yang tidak tunggal dalam (3.15), maka tidak
dapat dismpulkan bahwa penyelesaiannya tunggal. Untuk menunjukkan bahwa

(3.13) adalah penyelesaian tunggal, kita andaikan H(w) adalah primitif yang lain

. .
dari fungsi ok maka ada

H(x()) = H(xo) +J,, f(s)ds (3.17)
yang ekuivalen dengan (3.16). Kemudian diperoleh

x(t) = H™1 (H(xo) + [ f(s)ds). (3.18)
Karena G (1) naik monoton pada selang (x,, x,) makainversnyayaitu G ~* adalah

tunggal. Dengan kata lain, x(t) pada persamaan (3.18) dan (3.13) adalah sama,
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apapun fungsi primitif yang dipilih untuk EElu_) , sehingga dapat disimpulkan

bahwa ada penyel esaian tunggal untuk (3.11). m

3. Persamaan Diferensial Eksak
Persamaan diferensial orde satu yang berbentuk

M(t,x)dt + N(t,x)dx =0 (3.19)
dikatakan eksak jika ada fungsi F(t, x) sedemikian sehingga :

dF(t,x) = M(t,x)dt + N(t,x)dx (3.20)
ada dalam domain yang diberikan.
Dengan katalain, Persamaan diferensial orde satu yang berbentuk

M(t,x)dt + N(t,x)dx =0
dikatakan eksak jika M(t, x)dt + N(t,x)dx adalah diferensia total suatu fungsi
Fiitax).
Karena M(t,x)dt + N(t,x)dx = 0 dan dF (t,x) = M(t,x)dt + N(t, x)dx, maka
persamaan eksak dapat ditulis dalam bentuk dF = 0, sehingga penyelesaiannya

dalam bentuk implisit dapat ditulis F(t,x) = C.

Contoh berikut akan memberi penjelasan yang lebih jelas.

Contoh 3.8

Andaikan diferensial total disgjikan oleh dF = 3t(tx — 2)dt + (¢t + 2x)dx.
Akan dicari F(t, x).

Karena dF adalah diferensial total dari F, maka berlaku
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oF = 3t 2
T (tx )

aF .
— =3t’x — 6t
at

dan
aF
— =3 + 2x.

ox
Dengan mengintegralkan % = 3t?x — 6t terhadap t dan memandang x sebagai

konstan, diperoleh
oF
fﬁ{ = (3t%x — 6t)dt

F(t,x) =t3x —3t2 + C(x)
C(x) pengganti fungs sebarang karena x dipandang sebagai konstan pada
derivatif parsial itu. Dengan melakukan penurunan fungsi pada persamaan

F(t,x) = t>x — 3t? + C(x) terhadap x, diperoieh

OF 3(x-3t2+C(x))

E‘; dx
6F_ 3 i
== {9 ¢ (x)

Sebelumnya, teleh diperoleh bahwa g—i = t? 4+ 2x, oleh karena itu diperoleh

hubungan antara g—i =t + ¢'(x) dan g—i = t3 + 2x yaitu

t3+c'(x) =t3+2x
{x)=2x
Sehingga dapat diperoleh C(x) = x* + k, k sebarang konstanta, dan oleh karena
itu

F(t,x) = t3x — 3t* + C(x)
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F(t,x) =t3x —3t*+x*+k
Fungsi dalam persamaan F(t,x) = t3x — 3t% + x* + k merupakan penyelesaian

implisit dari persamaan diferensial dF = 3t(tx — 2)dt + (t3 + 2x)dx.

Teorema 3.3
Andaikan persamaan M(t,x)dt + N(t,x)dx = 0 dengan M(t,x), N(t, x), i—f,
dan 2% kontinu dalam persekitaran titik (o, xo).
Jika
aM(tx) - aN(t,x) (3.21)

dx at
pada persekitaran yang diberikan dan N(t,, x,) # 0, maka ada tepat satu
penyelesaian x(t) untuk persamaan M(t,x)dt + N(t,x)dx = 0, yang memenuhi
kondis awal x(ty;) = x,, dan terdefinisi dalam persekitaran t;.

Bukti :

aM(tx) _ aN(tx)
ax at

Diberikan persamaan M(t, x)dt + N(t, x)dx = 0, andaikan
Persamaan M (t,x)dt + N(t, x)dx = 0 dapat ditulis sebagai

dF(t,x) = M(t,x)dt + N(t,x)dx.
Dengan kata lain, M(t,x)dt + N(t,x)dx adalah diferensial total dari fungs
F(t,x). Diferensid total dari fungsi F(t,x) yaitu dF(t,x) dapat ditulis sebagai
dF, maka diperoleh

dF = M(t,x)dt + N(t,x)dx.

Integralkan kedua ruas persamaan di atas, maka diperoleh
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f df = J: M(t,x)dt + x{ N (t,, £)dE.

Karena dF adalah diferensial total dari fungsi F(t,x), maka f dF adalah F(t,x),
akibatnya diperoleh
F(t,x) = J, M(x,x)dx + [} N(to,§)d¢ (3.22)
dengan (t,x) ada pada persekitaran titik (t,,x,), dimana M(t,x) dan N(t,x)
diberikan.
Persamaan (3.19) dan (3.20) menyatakan bahwa M (t, x)dt + N(t,x)dx = 0 dan
dF(t,x) = M(t,x)dt + N(t,x)dx, sechingga dapat dipahami bahwa F(t,x) =C
dengan C sebarang konstanta, sebab turunan dari sebuah konstanta adalah 0.
Penjelasan lebih lanjut adalah sebagai berikut :
F(t, x) = C merupakan penyelesaian yang harus memenuhi kondisi awa x(t,) =
Xg, sehinggaada F (ty, xo) = C. Akibatnya diperoleh persamaan
Fif.x) =G
F(t,x) = F(tg,x0)
F(t,x) — F(tg,x0) =0 (3.23)
Menurut definisi penyelesaian implisit, persamaan (3.23) merupakan solus dari
persamaan diferensial, dikarenakan F(t,x) — F(tp, x) = 0 menentukan fungsi

x = x(t) pada persekitaran titik (tq,x,). Persamaan (3.23) pasti menghasilkan

fungsi x = x(t). sebab diketahui bahwa 2- = N # 0. Dengan kata lain, ada suatu

fungs F(t,x) = C sedemikian sehinggag—i = N # 0. Fungs x(t) tunggal karena
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diprasyarati dengan kondisi awa. x = x(t) memenuhi (3.23), sehingga juga

memenuhi (3.19). x = x(t) juga memenuhi kondisi awal. m

B. Eksistensi dan Ketunggalan.

Pada bagian sebelumnya telah dibahas bahwa penyelesaian persamaan
diferensial secara umum disebut Keluarga Penyelesaian. Jika soal atau masalah
persamaan diferensial tersebut diberi syarat, maka penyelesaiannnya disebut
Penyelesaian Khusus. Untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial, mula-
mula perlu ditunjukkan bahwa setiap persamaan diferensial selalu mempunyai
penyelesaian. Pada bagian ini akan dibahas mengenai teorema yang “menjamin”
adanya penyelesaian dari suatu persamaan diferensial orde satu.

Seperti telah dikatakan sebelumnya, persamaan diferensia orde satu
adalah persamaan diferensial yang memuat derivatif dengan pangkat tertingginya
satu. Penyelesaian persamaan diferensial orde satu secara umum dijamin

eksistensinya melalui lemma berikut ini.

Lemma3.1l

Diberikan persamaan diferensial tingkat satu x' = f(t, x) dengan kondisi awal
x(ty) = xo dan andaikan f(¢,x) kontinudi D : |t —ty| S adan |x —xo| £ b
Maka, ada x = x(t) = x, +J:}f(s,x(s))ds merupakan penyelesaian bag|
persamaan diferensia tersebut dan x(t) kontinu dalam interval I = {t; [t — t] <

§ <a}.
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Bukti :
Diberikan persamaan diferensial tingkat Satu
x'=f(t.x) (3.29)
dengan kondisi awal
x(to) = xo (3.25)

dan f(t, x) kontinu pada
D: |t—ty] Sadan |x —x,| <b.
Andaikan bahwa x = x(t) adalah penyelesaian untuk (3.24) dan (3.25), dan
terdefinisi padapersekitarant = ¢, yaitu I = {¢t; |t — ty| < & < a}.
Integralkan kedua sisi (3.24) dari t, hingga sebarang t € I. Akan diperoleh

[ x(s)ds = J;, f(s,x()) ds

x() = x(to) =, f(5,x(s))ds
Dengan memperhatikan kondis awal pada (3.25), maka persamaan di atas
menjadi
x(t) = xo = Ji. f(s,x(s))ds
x(t) = xo + ;. f(s,%(s))ds. (3.26)

x(t) pada persamaan (3.26), merupakan penyelesaian dari (3.24) dan (3.25) =

Untuk menunjukkan bahwa (3.26) adalah solusi untuk (3.24) dan (3.25),

dapat dilakukan dengan pendiferensialan (3.26) terhadap t.

d(x(©)  d(xy) 4, f(s:x()ds)
. dr T dt
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X(t) = 0+ f(t,x(1))
x'() = f(t,x(®)
atau dapat ditulis sebagai
x = F{t;%).
Berdasarkan Lemma 3.1, diketahui bahwa ada solusi untuk x = f(t,x) dengan
kondisi awal x(t,) =x, yang diekspresikan dalam bentuk x(t) = x, +
j;uf (s,x(s))ds. Dengan menggunakan Lemma 3.1 dapat dibuktikan teorema

eksistensi untuk persamaan diferensial tingkat satu yang memenuhi syarat. Untuk
menyelesaikan persamaan (3.26), digunakan pendekatan dengan kekonvergenan
barisan fungsi. Untuk itu, diandaikan bahwa {x,, (t)} suatu barisan fungsi dengan

% (D) B, + ftz f(s,%n-1(s)) ds, 1A% (3.27)

dengan xo(t) = Xgl, Irc [to —a,ty +a.]

Teorema 3.4
Diberikan persamaan diferensial orde satu x = f (¢, x) dan andaikan bahwa:
1. fungs f(t, x) kontinudi D: |t — t4] < adan |x —x,| < b
2. untuk setiap pasang (t, x), (t,y) € D, berlaku
lf (%) — f(&, )] < Llx -yl (3.28)
dengan L > 0 adalah konstanta yang diberikan.
Maka, ada tepat satu penyelesaian x = x(t) untuk x = f(t,x), yang juga

memenuhi kondisi awal x(t;) = x, dan terdefinisikan padainterval

. b
[t —ty] <6 =min {a,ﬁ} (3.29)
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dengan M = sup|f(t,x)|, (t,x) €D

Selainitu, x(t) adalah limit barisan {x,, (t)} pada (3.27), seragam di |t — t,| < 6.

Bukti :

Perlu dibuktikan bahwa semua fungs x,(t) kontinu di |t —ty| < &, kemudian

menunjukkan bahwa x(t) adalah limit barisan {x, (t)} atau dengan kata lain,

menunjukkan bahwa barisan {x,,(t)} konvergen seragam ke x(t). Dan terakhir

akan ditunjukkan bahwa x(t) adalah solusi tunggal untuk x = f(t,x) dengan

kondis awal x(ty) = xg

(i) Pertama, akan dibuktikan bahwa semua fungsi x,, (t) kontinu di |t — t,| < 6.
Pembuktian menggunakan prinsip induksi matematika.

Persamaan (3.27) menyatakan bahwa x,(t) = x, + |, ttu P& 2,1 (3]) ds,
dengarnin =1,2, ..danx,(t) = xy,t € [ty — a,ty + al.
Untuk n = 1 ada :

x(t) = xp + ftz f(s,x0(s))ds (3.30)
Perhatikan bahwa x, = x,(t) terdefinisi dalam t € [t, —a,ty + a] dan

J;ﬂ f(s, xo(s))ds juga terdefinisi dalam t € [t, — a, to + a]. Ini berarti x, (t)

kontinu pada |t — t,] < a. Karena § = min {a, %}, dan berdasarkan Definisi
2.6, akibatnya |t — ty| < . Dalam hal ini , berarti dipilih § = a.
Selainitu, x4 (t) kontinu pada D juga berarti
[x1(t) —xol € b
Dan berdasarkan Definisi 2.6, x;(t) kontinu berarti |x,(t) — xo| < &. Dalam

hal ini, dipilihe = b
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g b b .
Karena|t — ty]| < 6 = min {a, E]’ dana < Emakadlperoleh
[t—t,| €6 < i
i
Sehingga diperoleh
|1 (£) — xg| < M|t —ty| < MS < b. (3.31)
Selanjutnya, andaikan bahwa x;,_; (t) kontinu pada |t — t,] < § dan
lxk—1(t) —x0| < b.
Untuk n = k, ada
t
x5 () = +f f(s,xk_l(s))ds
to
Menurut persamaan (3.27), x; (t) kontinu pada [t — t;| < § dan
|, (£) — xo] < M|t —ty] < MS <b (3.32).

Terbukti bahwa x,, (t) benar untuk n =1, jugauntuk n =k — 1 dann = k.
Sehingga menurut prinsip induksi matematika, ini berarti bahwa semua fungsi
x,(t) kontinu di |t —t,] < d.dan nila fungsinya berada dalam interval
[x —x0] <b.

(ii) Selanjutnya akan dibuktikan bahwa barisan {x,, (t)} konvergen seragam pada
[t —ty] < 6.
Sebelumnya, pada persamaan (3.30) ada x, (t) = x, + J:u f(s,x0(s))ds.
Untuk n = 2, persamaan (3.27) menjadi

1(t) = % +J'Ezf(s, x,(s))ds (3.33)

Dari (3.30) dan (3.33) diperoleh
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%2 (£) —x, ()] =

t t
(xo +f Flsixi (s))ds) - (xu - f f(s, xo(s))ds)
to to

[ (8) — x, ()] =

t t
[ Fsm)as = [ r(s x)as

t
[ (8) — x4, (0| = \f (f(-'f; x1(5)) _f(slxo(s))) ds
to

%2 (£) —x, ()] <

t
f |7 (s, x1(5)) = f(s,%0)|ds

Karena (3.28), persamaan di atas menjadi
lx2(8) = 2, (O] S L[ Ixa(s) = xolds| (334)
Mengingat (3.31),

lx2(®) = x1 (O] S LM [, |5 —tolds

1 5 t
2 (®) =%, (O] < LM |5 —-tg-s]t

6
@ =1 @] < LM (367 — - ¢) = (32 - t62))
lx2(8) = %, ()] < LM (562 ~to - £ +366%)

lx2 () — %, (8)| < LM-;—(tz TR E,2)

g2 2
o (0) =3 (O] < L=t < LS
dtau
= 2 2
() — (O] s LM < S (3.35)

Andaikar: ada pertidaksamaan

6?’1

n!

i (6) = -1 (D)] < ML < g pnet (3.36)
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sedemikian sehingga memenuhi |x,,,,(t) — x, (t)].

Dengan mengoperasikan (3.27) dan

t
B = %0+ [ f5.30)ds
Lo
diperoleh

|xn+1(t) — X, ()| =

t t
(xo +f f(s, xn(s))ds) - (xg +f f(s, xn_l(s))ds)

%41 (6) = ()] =

t t
f f(s,2n(5))ds — f f(s xn-1(s))ds

t
0

[[ ()~ 165702090 a5

[£8::(0) — %, (O] =

L
|f(5‘ xn(s)) | f(S, xn—l(s))lds

t(}

|xn+1(t) g ]

Berdasarkan (3.28). diperoleh
e (8) = 2 (O] S L|f |2 (5) = %01 ()] ds|
|%n41(£) — %0 ()] S L[xr(5) - 5 — xn-1(5) - 5],
() = % (O] S LG (D) -t ~ %1 (0) - 1) -
(Xa(to) - to = X1 (t0) - to)|

s (Ol < Lixa@) =7, 1 (][t — tol

Berdasarkan (3.36) diperoleh

s 16— Eal"
[%p 41 (@) — 2, ()| <L | ML P |t —t]

5 |E"tg|n+j & = 5?’11-1

|%n4+1(£) — x4 (£)] = ML (n+1)! (n+1)!

(3.37)
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Perhatikan bahwa (3.37) sama dengan (3.36), dengan n + 1 sebaga n.
Akibatnya, pertidaksamaan (3.36) berlaku untuk n=1,23, -

Pertidaksamaan (3.36) dapat ditulis dalam bentuk

M (L&
L n!

|t} — 5] < (3.38)
untuk n =1,2,3,---dan |t — ty] < 6.
Perhatikan bahwa

X () = %o + [xa(6) —x0] + -+ + [x () — 21 (O]

atau dapat jugaditulis sebagai

1 () = X0 + ) [5e(8) = 11 (O]
k=1

menunjukkan bahwa barisan {x,,(t)} dan deret

X0+ ) [ (®) = 21 (0]
n=1

memiliki sifat konvergen yang samayaitu x,, (t) — x,,_ (t).
Dari (3.38), {x,(t)} merupakan barisan Cauchy sebab ada |x,(t) —

L&
n!

,untuk n =1,2 3,--+, dengan £ > %(—LEE sehingga ada

RIS T -
|%, () — 201 ()] < &.

Karena {x,(t)} merupakan barisan Cauchy, maka deret »}_,[x;(t) —
x,—1(t)] konvergen. Dan berdasarkan kriteria kekonvergenan Welerstrass,
deret yang mempunya bentuk umum x,,(t) — x,,—,(t), konvergen seragam
pada |t —ty] < 6.

Begitu pula dengan barisan {x,(t)} yang juga konvergen seragam pada

[t —ty] <68. Mengingat x(t) =lim,_ , x,(t) yang juga dapat ditulis
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sebagal |x,(t) —x(t)| < &, dengan mengambil & =i dan menurut (3.5)
dapat diperoleh
1£(6200) = £(6.2(0)] < a0 ~ (O] < 7
[f (6,22 () = F(£,x(®))| < LIxa () — ()]

maka bagian kiri pertidaksamaan di atas, dapat dinyatakan dengan

limy,_ e f(t. %, (@) = £(£,x(D)) (3.39)
yang konvergen seragam ke |t — (o] < 6.
Perhatikan bahwa lim,_ » x,(t) = x(t) dan Iimnqu(t, xn(t)) =

f(t,x(t)) , makauntuk n - oo, (3.27) menjadi

t
e = 8 +f f(s,x(s))ds

t(}
Yang tidak lain adalah persamaan (3.26). Akibatnya, paling sedikit ada satu
penyelesaian kontinu untuk (3.24) dan (3.25).
(iii) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa penyelesaian tersebut adalah tunggal.

Untuk itu, kita andaikan ada sebuah penyelesaian lain yaitu
() = xo +J;, f(s,y())ds (3.40)

pada |t — t,| < & sedemikian sehingga y(t) = x(t).

Dari (3.27) dan (3.40), diperoleh

(xo ; L :f(s,y(s))ds) - ((xo ; L :f(s, xn_l(s))ds))

t t
ff(s,y(S))ds—j f(s,xn-1(s))ds
to to

ly(®) —xn ()] =

ly(®) —x,.(O] =
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t
y® =31 = || (F(532) = £(5:504(9)as)
to
t
ly(®) =x (O < || |f(5,7(5)) = f (5, xn-1(5))|ds
to
karena (3.28), pertidaksamaan menjadi
y(®) = xu (O] S L|[17(8) = xn-1(5)1ds| n=12 (341

Untuk n = 1, ada

t
y(® -1 @] < L f (=
to

ly() —x,(O)] < Lly(s).-s — xg - s]f,
ly(@®) =1 (O] < LIG(0).t —x0 - t) = (). to — Xo * to)
ly(®) —x1 (O] = Lly(£) — xollt — to
Karena y(t) adalah soluss maka |y(t) — x| <b pada [t —t,]| <8,

pertidaksamaan menjadi

ly(t) — x1(t)] S bL|t —t,] (3.42)
pada [t —ty]| < §.
Andaikan

() — %, (©)] = bl (343)
pada |t — t,| < 6.

Untuk n = k, (3.43) menjadi
.|k
() —xe(®)] s bLF D (3.44)

pada |t — to] < 6.
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Untuk n =k + 1, ada
NOEEGIEN IMIOEEAOIEE (3:45)
ly(®) = %41 (O] < L[y(s).s — x;c ~ 5],
(®) = X1 O] S LIGO- €= 36 0) = G(0)-to = Xk " &)

[y(©) = 2141 (D] = Lly(®) — x| [t — tol

Berdasarkan (3.44) ddn (3.45), diperoleh

[ "
ly () —xp41(O)] = L(bLk T,O‘) [t = tol

| 5 k+1
ly(®) = xk41(O)| < BLF*? % (3.46)

Akibatnya, (3.43) berlaku untuk n = 1,2,--- dan bagian kiri (3.43) dapat
dituliskan sebagai

ly(£) = x, (O]

%, (t) — y(©)]

lim £(t,x,(0) = £(t,y(®))
lim x, (¢) = y(6)

Sebelumnya, telah diketahui bahwa lim, . x,(t) = x(t). Ini berarti
y(t) = x(t), dan itu membuktikan ketunggalan penyelesaian untuk (3.24)
dan (3.25).
Dengan demikian terbukti bahwa ada tepat satu penyelesaian untuk
persamaan diferensial orde satu x' = f(t, x) dengan kondisi awal x(t,) = x,,

yatu x =x(t) m
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BAB IV

PENUTUP

Persamaan diferensial orde satu secara umum ditulis sebaga x' = f(t, x).
Apabila persamaan diferensial tersebut tidak diprasyarati dengan kondisi awal,
maka penyelesaiannya berupa keluarga penyelesaian. Sedangkan jika
diprasyarati dengan kondiss awa x(t;) = xy, penyelesaiannya berupa
penyelesaian khusus. Dengan kata lain, penyelesaiannya adal ah tunggal.
Untuk menjamin eksistens dan ketunggalan penyelesaian persamaan
diferensial orde-satu, ada teorema yang berbunyi :
Diberikan persamaan diferensial orde satu x = f(t, x) dan andaikan bahwa:
1. fungs f(t,x) kontinu di D: |t — t3] < adan |[x —xy| < b
2. untuk setiap pasang (t, x), (t,y) € D, berlaku

If(t,x) = f(t,¥)| < Llx =y
dengan L > 0 adalah konstanta yang diberikan.
Maka, ada tepat satu penyelesaian x = x(t) untuk x = f(t,x), yang juga

memenuhi kondisi awal x(t,) = x, dan terdefinisikan pada interval
[t —tyl <6 =mi { b}
ol = 0 = min a,ﬁ

dengan M = sup|f(t,x)|, (t,x) € D

Selain itu, x(t) adalah limit barisan {x,(t)} dengan x,(t) =x,+

ftzf(s; xn-1(s)) ds, seragam di [t — to| < 6.

72
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Pembuktian teorema sendiri dibagi dalam tiga tahapan yaitu membuktikan
bahwa semua fungsi x,, (t) kontinu di |t — t,] < &, kemudian menunjukkan
bahwa x(t) adalah limit barisan {x, (t)} atau dengan kata lain, menunjukkan
bahwa barisan {x,(t)} konvergen seragam ke x(t). Dan terakhir akan
ditunjukkan bahwa x(t) adalah solusi tunggal untuk x = f(t,x) dengan
kondis awal x(t,) = xg

Pembuktian teorema tersebut memanfaatkan definiss dan teorema yang
berkaitan, seperti definisi dan teorema tentang supremum-infimum, limit dan
kekontinuan fungsi, derivatif-integral, kekonvergenan barisan, serta barisan
dan deret fungsi.

Pada akhirnya, teorema ini terbukti dan dapat dismpulkan bahwa setiap
persamaan diferensial orde satu yang fungs di dalamnya merupakan fungsi
kontinu dan persamaan diprasyarati dengan kondisi awal, maka ada tepat satu

penyelesaian untuk persamaan diferensial tersebut.
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