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ABSTRAK

Teori permainan untuk dua pihak merupakan’
kejadian khusus dari teori pengambilan keputusan
di bawah kondisi tidak pasti. Dalam  suatu
permainan, masing-masing pemain sudsh mengetahui
aturan permainan vyang dinyatakan dalam bentuk
matriks pembayaran. Déngan demikian , setiap
pemain akan menghadapi lawan, yang masing-masing
berpikir secara rasional dan berusahsa

mengdoptimalkan perolehannya.

Dalam permaiﬁan berjumlah nol, ada dua cars
penyelesaian permainan yang tergantung ada
tidaknys titik pelana dslam matriks tersebut.
Apabila ada titik pelana maka penyelesaian dengan
menggunakan strategi murni. Apabila tidak ada
titik pelansa maka penyelesaian dengan menggunakan
strategi campuran. Dalam strategi campuran ada
beherapa macam teknik penyelesaian, antara lain

secara aljabar, secara grafik dan dengan
pemrograman linear. Dalam permainan ini, pihak
vang bermain sebagai pemain pertams akan
berusaha memaksimalkan keuntungannya, sedangkan
pihak 1lswan (pemain kedua) akan meminimalkan

kerugiannya.

Penyelesaian permainan tidak berjumlah nol
tergantung kepada apakah permainan tersebut tanpa
kerjasama stau dengan kerjasama. Dalam permainan
ini, setiap pihak sakan berusaha memsksimalkan

keuntungannya.

xii
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BAB 1
PENDAHULUAN
Alasan Pemilihan Judul
Teori permainan (Game Theory) vang merupakan
kejadian khusus dari pengambilan keputusan (Decision

Making) adalah salah bentuk matematika terapan. Teori
permainan ini menarik perhatian dan minat penulis, karena
banyak masalah dalam kehidupan sehari-hari vyang dapat
diselesaikan dengan menggunakan teori permainan, antara
lain : kontrak dan program tawar—-menawar serta
keputusan—keputusan penetapan harga. Selain itu penulis
juga berminat untuk memperdalam materi teori permainan

yang pernah diperoleh dalam kuliah.

Metode Penulisan
Skripsi ini ditulis dengan menggunakan metode studi
literatur. Jadi belum ada penelitian yang bersifat

eksperimen.

Latar Belakang

Teori permainan mula-mula dikemukakan oleh seorang
ahli matematika Perancis Emile Borel pada tahun 1920.
Kemudian Von Neumann dan Morgenstern mengembangkan lebih
lanjut sebagai alat untuk merumuskan perilaku ekonomi yang

bersaing, yvang ditulis dalam buku "Theory of Games and
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Economic Behaviour' pada tahun 1944.

Teori permainan diangkat dari masalah sehari-hari,
khususnya dalam konflik kehidupan. Dengan demikian, hanyak
masalah kehidupan dapat dibawa ke dalam masalah permainan,
seperti ekonomi, politik, strategi militer dan psikologi.
Bahkan perkembangan teori permainan sangat pesat pada saat
Perang Dunia II. Hal ini disebabkan karena banyak
masalah-masalah militer dapat dibawa ke dalam bentuk
permainan berjumlah nol wuntuk dua pihak dan teori
permainan dapat memberikan penyelesailannya.

Teori permainan merupakan masalah pengambilan
keputusan di bawah kondisi tidak pasti (uncertainty)
dengan sifat khusus yaitu orang yang mengambil keputusan
menghadapi pihak lain (lawan) vyang berpikir secara
rasional. Hal ini dapat dilihat dalam permainan catur dan
bridge. Setiap pemain akan menghadapi lawan yang mengambil
keputusan secara rasional. Lain halnya dalam rolet
(roulette). Di sini pemain menghadapi lawan yang berpikir
secara tidak rasional, mereka bermain secara
“"untung-untungan'.

Teori permainan dikembangkan untuk menganalisa
gsituasi kompetitif yang mencakup kepentingan vang
bertentangan (conflicting interest). ©Secara umum dapat
digambarkan sebagai berikut : ada dua pihak atau lebih
yang saling berhadapan, setiap pihak akan berpikir secara

rasional untuk menentukan strategi yang dapat
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mengoptimalkan perolehannya. Adapun keputusan yag diambil
oleh suatu pihak adslah independen . Lebih lanjut
dianggap bahwa permasinan ini dimainkan secara simultan dan
berulang-ulang s=erta diangzgap bahwa setiap pemain
mengetahul tujuan yang akan dicapai oleh pihak lawan.

Permainan yang akan dibsahas adalah permainan
berjumlah nol dan tidak berjumlah ncel untuk dua pihak
dengan strategi berhingga (Finite). Istilah “Jumliah noel”
berarti bahwa dalam setiap permainan keuntungan
{penerimaan) seorang pemalin adalah sgama dengan kKerugilan
({kehilangan) dari pemain lainnya. Dengan kata lain, Jjumlah
aljabar dari keuntungan dan keruglan tersebut adalah sanma
dengan nol. Sedangkan istilah "“tidak berjumlah nel”
berarti keuntungan secrang pemain tidak harus berupa
kerugian bagi pemain vang lain.

Di dalam suatu permainan, secara kongepgional dapat

diramalkan seluruh kemungkinan strategi dan kemungkinan

hazil (nilai permainan) vyang optimal. Strategl ini
dinyatakan dalam bentuk nilai probabilitas . Adapun
“nilai probabilitas” ini menyatakan banyaknya langkah

yvang harus dikerjakan dalam suaty permainan. Sedangkan

nrutan dari masing-masing langkah vang harus
dimainkan tidak dibahas. Dengan demikian apabila
suatyu permsinan akan dimainkan 1400 kali dan

kemungkinan strategi yang harus dimainkan adalah (2 s ;)
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maka (% R %) ini merupakan sustu nilai probabilitsas
dengan banyak langkah untuk masing-masing nilai

probabilitas adalah

( £x 1000 , 2 x 1000 ) = (250,750) langkah.
Sedangkan langksh yang mana yang harus dimainkan terlebih
dahulu tidak diperhatikan. Selanjutnya sapabila permainan
ini dilaksanaksn dan ternysts hasil akhirnya tidak sama
dengan hasil ramalan, hal ini disebabkan karena urutan

dalam memainkan masing-masing langksah tidak diperhatikan.

Ruang Lingkup

Permainan yang akan dibahas adalah permainan
berjumlah nol dan tidak berjumlah nol untuk dua
pihak dengan strategi berhingga. Adapun untuk permaipan n
pihak dan permainan dengan strategi tak berhingga
(infinite) tidak dibsahas.

Secara garis besar tulisan ini terbagi atas tiga
bagian, yaitu : Pendahuluan, Isi dan Penutup, yang secara
keseluruhan diuvraikan dalam 6 bab. Pendahuluan ditulis
dalsm Bsb I, sedangkan penutup pada Bab VI. Isi dari
tuligan ini dimnat dalam Bab 11 sampai Bsb V. Adapun
uraian secara ringkas sebagai berikut.

Pérumusan masalah permainan berjumlah nol dan tidak
berjumlah nol untuk dus pihak dengan strategi berhingga
ditulis dalam Bab II. Selanjutnya pembicaraan pokok dalam

tulisan ini, secara keseluruhan dibahas dalam Bab III dan
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Bab IV. Di sini akan dibahas bagaimana seorang pemain
menetapkan strategi-strateginya agar perolehannya optimal.
Bab V membicarakan penerapan permainan dalam

kehidupan sehari-hari seperti politik, ekonomi dan bisnig.

Materi Prasyarat
Beberapa materi prasyarat vyang diperliukan dalam
pembahasan adalah matriks, pemrogaman linear (khususnya

masalah dualitas dan metode simpleks), analisis real dan

kalkulus.
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BAB IX

PERUMUSAN MASALAH PERMAINAN UNTUK DUA PIHAK

2.1 Permainan Ber jumlah Nol

cuatu masalsh permainan pada umumnys disusun dalam
bentuk tabel pembﬁyaran. Tabel pembayaran ini menyatakan
besarnya pembayaran setiap pemain bila is menggunakan
strategi tertentu. Vektor strategi permainan adalah
rangkaian kegiatan atau rencans menyeluruh dari seorang
pemain, sebagai regksi sias kemunghkinan aksi vang
dilakvkan lawannya.

Diberikan tabel pembayaran sebagai berikut

P
2
Y1 Yz Y, Yn
Xz au a12 8'13 T auw
X a 2 3
2 Z1 22 23 . . &2
ia)
Pi X a a a
3 a1 3z a3 AN a
aIn
X a i a
m mi TN
Tabel 2.1

dengan X = probabilitas pemain 1 (pihak 1 atau P>
menggunakan strategi i , 1 = 1 = m.
v.= probabilitas pemain 2 (pihak 2 =atau P>

menggunakan strategi j , 1 = 3 = n.
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aU: pembayarsan Pz kepads P1 spabils 91
menggunakasn strategi 1 dan Pz menggunahsn
strategi J.

Tabel pembsavarsn di =ztas dapst disusun dalam bentuk

matriks yvaitu

r >
el ., B,
8, B8, A, e 2
21 22 23 21
8‘3 i 5‘3 2 8‘3 3 [ T e an
5, 8, 5, R B
L il ma2 N3 ™mn S
Matriks vang disusun dari tsbel pembsysran disebnt
matriks pembayaran { payoff matrix). Baris den  holom

matriks bersesusisndengsn strategi-strategi vang digunshkan
pemsin, dengsn baris bersesusisn dengsn strstegi untuk P1
dan kolom bersesusiszn dengsn strategli dsasri pewmsin vang
lgin (lswan stan Pz}. Ungor-unsar dalam metriks
menuanjuakkan pembavarsn dasri sirstegi permainsn vang
berbeds-beds. Bsaris matriks menyataksn pembsyearsn kepsds
Pi dan pembsysran untnk P2 dinvatskan dengsn lswsn
Lranspos matriks tersebut, sehinggs unsur pogitif dslsm

matriks menunjuhkhkan heuntungsn (penerimsan) bsgi P1 dan

kerungien (kehilsngsn) bsgi Pz.

Contoh 2.1 :

Diberikan tabel pembsyvarsn sebsgsi beriknt
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P
2
yi y2 yS
X, 0 -3 -4
1 1 2 0
XZ
Tabel 2.2

Matriks pembayaran untuk tabel 2.2 adalah
[ 0o -3 -4 ]
1 2 0

Matriks tersebut menyatakan keuntungan atau kerugian
setiap pemain., Di sini P1 akan kehilangan 3 bila ia
menggunakan strategi 1 dan PZ menggunakan strategi
2. Apabila Pi memilih strategi 2 dan P2 memilih
strategi 1, ini Dberarti P1 menerima 1 dari P2
{dengan kata lain bahwa P2 akan kehilangan 1).
Kemudian karena pembayaran dilihat dari sudut pemain
vang strateginya berhubungan dengan baris dari
matriks, maka matriks pembavaran tersebut adalah
matriks pembayaran untuk P1’ gsedangkan matriks
pembayaran untuk Pz adalah lawan transpos.

matriks pembayaran untuk P1 vaitu

N et 0 -1
= = 3 -2
-4 0 4 0O

Dalam suatu permainan, setiap pemain akan berusaha
mengoptimalkan perolehannva. P1 akan memaksimalkan
keuntungan dan Pz akan meminimalkan kekalahannya. Karena

setiap pemain berusaha mengoptimalkan perolehannya, hal
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ini berakibat bahwa pemain-pemain akan cenderung pada
pasangan strategi yang dapat mengoptimalkan perolehannvya.
Pada contoh di atas (lihat tabel 2.2) dapat dikatakan
bahwa dengan memainkan strategi 1, P1 akan kehilangan 4
dan dengan memainkan strategi 2 maka Pi sekurang-kurangnya
seimbang (pada titik seimbang). 0Oleh karena 1itu Pi
cenderung untuk memilih strategi 2. Demikian pula Pz, bila
ia memilih strategi 1 atau 2 maka ia akan kehilangan 1
atau Z. Apabila ia memainkan strategi 3,
sekurang-kurangnvya P2 akan berada pada keadaan seimbang,
sehingga P2 akan cenderung memilih strategi 3.

Diketahui bahwa masing-masing pemain akan memainkan
strategi yang mengoptimalkan perolehannya, maka perumusan
matematis permainan berjumlah nol untuk dua pihak adalah

Pihak I : menentukan xgz 0

yang memaksimalkan E = % % X, 9 yj
dan memenuhil % *

Pihak II: menentukan XF 0

yang meminimalkan E =

M
e
s

%

dan memenuhi % giﬂ 1
dengan 1 £ 1 £ m dan 1 = j = n.

Perumusan matematis di atas menunjukkan bahwa
permasalahan bagi P adalah menentukan xfz 0, ¥ x, = 1,
1 <1 =m, vang memaksimalkan harapannya untuk menang.
Kemudian permasalahan bagi P2 adalah menentukan 3%2 o .
% yj=1 , 12 3= n, vang meminimalkan harapannya untuk
kalah.
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Contoh 2.2 :

Dalam suatu kota hanys terdapat 2 buah toko buku
vaitu A dan B. Masing-masing toko bersaing untuk
menarik pembeli sebanyvak-banyaknya dengan
menggunakan 2 buah strategi vang sama . Redua
strategi tersebut sdalah memberikan potongan harga
5% untuk setiasp pembelian dan menvediskan minuman
secara cums-cuma. Diberikan tabel yéng menyatakan
banyaknya peﬁbeli vang pindah dari toko buku B ke
toke buku A bila setiap toko buku menggunakan
strategi tersebut.

Toko Buku B

Potongan MHenyediakan minuman
harga 5% cuma-cuma

Potongsan 2 1
Toko
Buku hargs 5%
A .
Henyedia~ _3 2

kan minuman
cuma-~-cuma

Tabel 2.3

Permasalahsnnya adalah bagaimana setiap toko buku
menggunakan strateginys agar mereka dapst menarik
pembeli sebanyvak mungkin.

Misalkan X, dan X, adalah probabilitas toko buku A
menggunakan strategi 1 dan 2 dengan strategi 1
adalah memberikan potongan harga 5% , strategi 2
adalah menyvediakan minuman secars cuma-cumnsg.

Kemudian probabilitas untuk toko buku B adalsh v,
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dan Y, dengan strategi 1 untuk pemberian potongan
harga 5%, strategi 2 adalah menyediakan minuman
secara cuma-cuma. Kemudian EI melambangkan harapan
toko buku A untuk menarik pembeli dan EII untuk toko
buku B. Perumusan matematis untuk permasalahan di
atas adalsh mencari probabilitas X, o X, .Y, Y,

yang mengoptimalkan banyaknya pembeli.

Tabel pembayaran untuk masalah ini adalah

B
Yy Yy
X, 2 1
A
% -3 2
2
Tabel 2.4

dengan matriks pembayaran

[ 2 1
-3 2
Perumusan masalah untuk toko buku A adalah

menentukan g? c . i=1,2

2
yvang memaksimalkan E = .2

X1(2)y1 + xi(l)yz +

x, (-3)y, + x,(2)y,

I

2X1y1+ xiyzm 3X2y1+ 2x2y2

menentukan sz o . j=1,2
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2 2
yang meminimalkan E = jgi Lgi Y; ale %,
=y, (2)x Y, (=3)x, +
v, (Lix + v, (2)x,
= 2y1x2— 3y, X, t YV, X t 2y, %,
dan memenuhi j§1 Y, = 1
Misalkan toko Dbuku A memainkan strateginya
masing-masing dengan probabilitas X = % S g.
Toko buku B nmemainkan suatu strategi dengan

probabilitas y,= > , y, =

N »

Dipercleh

1 1 1 1 2 1 2. 1
EI: 2(5) (5) + (5) (;_) W 3(5} (5} + 2(5} (5)

=) 1; + i. - 1 + E. o) 3_
a [+ k: ] [
ES 1 1 2 i 1 1 2
E=233) -30)6G) + GG + 250
= ’.Z. - 1 + i. + 3‘. = f‘_
3 G a o

Dengan demikian harapan toko buku A untuk memperoleh

pembeli adalah —%— dan harapan toko B untuk

kehilangan pembeli adalah %

. . s 4 _ 3 LA _
Apabila diambil Ry= g X5 7 Y, g LY,=

@im

, maka

dengan mensubstitusikan probabilitas tersebut ke

dalam EI dan EH akan dipercleh

L i, 7 4, 4 a, 7 a, 1
EI = 2(:) (g) + (I) (a) 3(:) (B—) + 2(;—) (E)
7 1 &3 a _ 42 _ 5
"% T szt Tzt
dan
_ 1.7, a, 7 1. 1 3, 1
EII = 2(:) ('é“) 3(:} (;) + (I) (—8—) + 2(2) (g)
— ..Z.u-g..a.. .....1.:.. ....?...:42 - 1 ._5.

16 a3z 3z 15 1o 1s
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Dengan melihat contoh di atas dapat disimpulkan
bahwa besarnys EI dan EH tergantung kepads XX,V Y,
2.2 Permainan Tidak Ber jumlah HNol
Magalah permainan tidak berjumlah nol disusun dalam
bentuk matriks. Matriks tersebut menyatakasn pembayaran
vang harus dilakoksn oleh setisp pemain. Dslsm permsinan
tidak berjumlsh nol, pembayaran secorang pemain tidak harus
berupa lawan dari pembayvaran pemsain yang lain.
Diketahui P1 mempunyai m kemungkinan strategi dan P2

mempunyai n kemungkinan strategi.

Mizalkan
” = pembayaran untuk P1 bila P1 memainkan
strategi i dan Pz memainkan strategi j
bu = pembayaran wntuk Pz bils P2 memsinkan

strategi j dan Pz mems inkan strategi i

(au ,bij) = pembayaran untuk masing-masing pemain

X, = prcbabilitas P1 menggunskan strategi i

Y; = probabilitas Pz menggunakan strategi  J

EI = harapsan P1 untuk mengoptimalkan per—
olehannya

EH = harapan P2 untuk mengoptimalkan per-—
olehannya

dengan 1 < i < m dan 1 = 3 £ n

Diberikan tabel pembayvaran
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P
z
Y, Yz Yn
xi (aii'bii) (aiz’biz) e (azn’bxn)
P1 Xz (a21,b21) {aZn’ Zn}
Xm (ami'bma) (a'mz'bmz) (amn'bmn)
Tabel 2.5

Matriks pembayaran untuk tabel pembavaran di atas adalah

(‘ b
{a11’b11) 1R (aih'bin)
(621'bz1) Sy (azn'bZH)

L (ami'bmi) g N (amn’bmn}

Setiap unsur matriks tersebut terdiri atas dua Xomponen
dengan komponen ke—1! menyatakan pembayaran untuk P1 dan
komponen ke~2 adalah pembayaran untuk Pz. Karena setiap
unsur dalam matriks pembavarannva terdiri atas dua

komponen maka permainan tidak berjumlah nol disebut juga

permainan bimatriks (bimatrix game) . Diketahui A
merupakan matriks dengan unsur-unsur &, dan B
merupakan matriks dengan unsur-unsur bu. Matriks

pembayaran untuk P1 adalah

r b
511 aiz - ain

a e
214 aZn

L ami e amn
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dan matriks pembayaran untuk P2 adalah
N bu. bz; e bm: )
B" = b ... b
12 ma
| b cee b J
dengan matriks B adalah
b11 b12 T bin ]
B = . B
24 Zn
| b . .. b__ .
Seperti halnya dalam permainan Dberjumlah nol, unsur

positif dalam permainan tidak berjumlah nol menyatakan
penerimaan (keuntungan) bagi pemain dan unsur negatif
dalam matriks pembayaran adalah kehilangan {XkXerugian).
Diketahui setiap pemain akan mengoptimalkan
perolehannya. Perumusan matematis permainan tidak
berjumlah nol untuk dua pihak adalah
Pihak I : menentukan xkz 0
yvang memaksimalkan EI = % % X, & . VY.
dan memenuhi % g
Pihak II: menentukan 332 0

vang memaksimalkan gﬂ:

«v]
=™
<
Ly
®

dan memenuhi % yj = 1

dengan 1 = i =m dan 1 = j =< n

Contoh 2.3
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Diberikan tabel pembayaran sebagai berikut

P

2

Y Y

i 2

X (8,4) (6,5
1 X (6,2) (3.7)

Tabel 2.6

Matriks pembavaran untuk tabel 2.6 adalah

(8.4) | (6,5)
( (6.2) (3.7) ]
dan terdiri atas 2 buah matriks A& dan B vaitu
- (28) =-(53)
Adapun matriks pembayaran untuk Pi adalah [-2 g ]

t
I gl o ) _
dan untuk Pz adalah B = ( 5 7 ]

(5 7)
Ol

Matriks pembavaran tabel 2.6 menyatakan bahwa bila
P1 memainkan strategi 1 dan P2 dengan strategi 1,
maka P1 akan menerima 8 dan P menerima 4. Apabila

setiap pemain memilih strategi 2 maka hal ini akan

berarti bahwa P1 menerima 3 dan Pz menerima 7.

Perumusan masalah untuk P1 adalah
menentukan xft Qg , i=1.,2

vang memaksimalkan EI = % % X, @L.L‘i yj

it

x1(8)y1+ x1(6}y2+ x2(6)y1+

xz (3)y2

s 8x1y1 + 6x1y2 + 6x2y1+3xzyé
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desn memennuhi

SR
i
H
H

Perumussn masgsslsh untuk P2 sdalah
menentukan %2 o , 3= 1,2
vang memaksimalksn Enz % ) yj bij P

L T+

=y, (4) x, + vy, (2) x, +

1
5) )
vy, (3 x, + v, (V) x,

_ F '
= 4Y1X1+2yixz+dyzx1+?yzxz
2
dan memenuhij§1yj: 1

2.3 Permainan n Pihak
Apsbilas ads n pihsk yang bermain, permsinsn 1itn

dikembsliksn kedslsm bentunk permsinsn dus pihak. Cars
mengubah permsinsn dari r pihak menjiadi 2 pihsk sdslash
dengsn membust 2 bush kelompok pemain.
Diketshui N = himpunsn sewns pemsin

S = himpunsn pemsin dalsm kelompok I

T = himpunan pemsin dalam kelompok II.
Kedus kelompok pemsin yvang aksan dibentug harus memennuhi

syarat 1. SF®© , T+ o

Ze it o

3. 8UT =N
Dalam kemdssn seperti ini S bermain sebagsi P dan T
bermsin sebsgsil Pz‘ Karens ada bsnvak hkhemungkinan nuantuk
membentuk S dan T, msks shksn diperoleh bebersps pasangsn S

dan T ysng memenuhi syasrst-sysrst di stss.

Bagaimans untuk permsinsn dus  pihsk 7 Dengan
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nengambil N = {PI’PZ} s Bo= {Pi} den T = {Pz} maksa

sysrat-syarsat untuk membentuk dus kelowmpok pemsin dipennhi

- yaiin
1.8 , T¥o
2. sUrT = {P} U Py = {P,P} = N
3.0 T = {F,} ni{P,} = @
Sehinggs dspat dikastshan bshwa permsinsn dus pihsahk

merupakan kejadisn khusns dsri permsinsn n pihsk.

Contoh 2.4 :

Permainan 3 pihsk dengan i {Pijz,Pa}.
Banvak kemuangkinen mewmbusi psssngsn 3 dsn T  vang
memenihl sysrast-syarat di astss sdalah

S = (P ] e " DR

[t}
W3]
t

{B,} , T = [P, B}
T

L¥V]
w
I

{5 IR

3

= el Balh

Contoh 2.5 :
Permainan 4 pihak dengsn N = {91,92,93,94}.
RBanvak kemunghinan membust passsngsn S daen T vang

memennhil syarat di stass sdalsh

1. 8 = {P} W L
2. 5 = {P,) , T = {P,P,,P}
3. 8 = {P} =" gy T
4. 8 = {P} » T = {F,,P,,P}
5.8 = {P,P,} , T = {P,,P]

6. 8 = (P,,P,} , T = {P,,P
7.8 ={pP,P} , T ={P P}
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Untuk selanjutnya, permainan n pihak tidak dibahas

dalam skripsi ini.
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BAB 11T

PERMATNAN BERJUMLAH NOL

3.1 Nilai Harapan

Dalam teori probabilitas nilai harapan didefinisikan
sebagai hasil kali antara probabilitas dan nilai yang
terkait dengan probabilitas tersebut. Dengan menggunakan
definisi di atas, maka nilai harapan (expected value)
untuk permainsn adalah Jumlah dari semua hasil kali
probabilitas setiap pemsain yang menggunakan
strategi-strateginya dan pembayaran yang rerkait dengan
probabilitas tersebut. Ini berarti bahwa nilai harspan
merupakan nilai yang diharapksn setiap pemain apsbils
mereka menggunakan strategi-strateginya. Nilsi harapan
disebut juga dengan pembayaran harapan (expected payoffl).

Diberikan tabel pembayaran sebagal berikut

Pz
y1 yz yn
xz aii a12 T ain
Xz 8.21 azz R azh
P
1
xm arn:l amz et amn
Tabel 3.1

dengan x = probabilitas P1 menggunaksan strategi i

(1 =12 m)

20
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v, T probabilitas Ez menggunshan strategi 3
(15 3<n)
aii = pembavarsn Pé kepads P1 bils P2 menggunashan

strategi J dan %.menggunak&n strategi i.
Hilsil hsrapasn (E) permsinan berjumlsh nol uantuk 2 pihsk

sddslsh

3 i 3
= C T 3 [ = & .1 b [ I
4 }.{1 xz Xm 1z 12 8’1 n yi
821 822 i aZn yz
s a'mz t amh yn
. A L S
Apabils x = (x ,x, ... x_ ) sdslsh vekitor strstegi untuk P
1 2 i 1
veng secsrs matrike ditulis dengsn R, y = (Yz’%f .y g_}
L]

sdslah vekitor sgirstegil untuk Pz yang secsrs wetriks
ditulis dengsn ¥ dar &:(au} melswbangkan wmotriks
pembsyvsran mwmsks nilsi h&rapén di =mtss dapst ditulis lsgi
sehasgsi

E=XA& ¥

Untuk selanjutnys kedus lsmbang x dsn X shkan digunskan

dalam artl ysng ssams, demikisn Jjugs lswmbang y dan YW

Pefinisi 3.1 :

Hilsi  thsrspsn untub permainsn dengsan metriks
penbsvarsan £ = (8U}, 1l=i1ifwm , 1 =%3=<n R

x = <X1’ X5 e xm} menyvateskan vektor strstegi
untuk ﬂ dan ¥y = (yi,sg, . ,yﬁ) menyatzkan vektor

strategl untuk P sdslsh

E =

N

T % s,y =R A Y
1 1 v] k]
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Contoh 3.1 3

Lihat kembsli tabel 2.3 pada contoh 2.2, yaitu

P
2
v, v,
X, 2 1
Pi
X -3 2
2

Nilai harapan untuk permainan ini adalah

N
N

E = Z L x a . vy.

1§

x(2) vy, + x (1) v, + x,(-3) v+ x(2) v,
:2x1y1+xiyz—3xzyz+2xzy2

1

: - B - 2 1
Apabila x = (x,, %0, ¥ = (y,, v_ ) dan A = {_3 > ]
menyatakan matriks pembayaran, msaka nilai harapan
permainan di satas dapst dinyataksn dslam Dbentuk
matriks yaito

E=-XA& Y

i

B e
L—
Pt
o<
N O»
LO—

2
(x1 xz) ["3

3.2 Teorema Minimaks

Diketahui setiap pemain berussha mengoptimalkan
perolehan. l?1 akan memaksimalkan pembaysaran dari Pz dan Pz
aksn beruszha meminimalksn pembayaran kepads P;‘ Ini
berarti bahwa P1 harus menetapkan unsur terkecil setiap
baris dslam wmatriks pembaysaran, kemudian menetapkan
strategi permainannya sehingga mencapai maksimal dari

unsur terkecil dan hal 1ini disebut dengsan kriteria

maksimin,
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Definisi 3.2 :
Andsikan minj %j menyatshkan unsur terkecil dari
berig 1 dan VL sdalah wmahsimsl dari wnesury  terkecil
getisp baris, VL = maksi minj %d disebut nilai

terendah permsinzn.

Dengsn menggunaksn csrs veng Ssmns, Pz hisrus  wenetspken
unsur terbessy setisp kolom. kemudisn menentuksn strstegi
permainannys sehinggs wmencapsl wminimsl dsri  unsur tep-

bessrnvse.

Definisi 3‘.3 8
Apsbila mak% sij nmenyvatsken unsur  Lterbesspr dari
kolom 3 dsan Vﬁ zdzlah winimsl dari unsur terbessr
setiap kolom | VU = minj maksi %j disebut nilai

tertinggi permsinsn.

Dengsn menggunshan hriteris ini, ?2 despetl wmenjsmin bshus

% tidsk shsn wemperoleh pembaysrsn vsng lebih beasy dari

Vo
U

Teorema 3.1 :

Misslnya nilsil terendsh ferisdi pads bsriz h  dsn
nilsi ftertinggi psds kolom k.
a}j: unagur terkecil bsris h  dsn By : unsny

’

terbesar kolowm k, dengan i k, 1% h.

Karens B nerupasksn ansur yvsng terletak psds baris
1
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h darn hkholom k, mshs
5, < c < 5
S T WY dan & Pk
Jadi
- < < o - 1
\A B T P T By i
<z==» ¥ = ¥
L iy
Akibat :
3 o T = o= == =
Bils VL = JU mehe ahj B T By dan B meripskan

unsur terkecll baris b dean unsur terbessr kolom k.

Vor: Henmsnn (1837) telsh wmembuktiksn bshws dslsm

setisp permsinsn dapst ditemouksn strstezi terbsih nntul Pi

(dengsn menggunshan kriteris wmshksimind dan strategi

Ferbeik untuk Pz, sehinggs setisp pemsin dapst wengopti-

malhesn nilsi harspannvs.

Pefinisi 3.4 :

» wektor strategi untiuk

Diketshul x = (x, ..., x 1}
i e
Pi . Y = {yi, C e yn} sdslah vektor strstegi
untuh Pz darn E{(x,¥y» wnilsi harspsn, maka
VM : . o M ] .
Y — mshke min Ed(x,y) dan VU = min wmaks E{x,¥y>
x&X yeY ye¥ xs¥

sdalish nilai terendsh dsn nilsi tertinggi permsinsn

dengsn hiwpunsn vektor strstegi X dsn Y.

{xi, o xm} adsalsh himpunsn vektor satrstegi

1

Migalnys X%
untuk ﬂ_yang Lertutup.

Y = {yi, C yﬁ} adslah himpunsn veltor strategi

nntuk %,yang tertutup.
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E = fungsi bernilsi resl dengan E : X x ¥ — (R
vang mewskill nilsi hsrspan untuk ﬂ
X dan Y adslah himpunan bsgisn  (subset) dalssm

. k
rusng Enclides R

Definisi 3.5 :

¥ < R dengan X = { x | x = (x, ., X, Y, x & R,
12 1= k3
Y o R dengan ¥ = { y [ ¥ = (v, Yy ks ¥, 8 R,
1= 3 k3

Teorema 3.2 :
Diberikan b4 darn Y adslsh himpunan
berhingga dalawm Rr* dan E adalsh fungsi  kontinu
dengsn B ¢ ¥ ¥ oo R,
[ maks min Ed(x,y ) = min msks E(x,y) bila dan

xs¥ y=Y ye¥ xaX

hanvsa bils ((3 xcaX, yosY, ey (E(xo,y} = g

V y=¥Y dsan E(x,yo}ﬁ v, ¥ KEX}]

Bukti
i} Diketsabhni wmaks min E(x ¥y 3= min msks E{x.y)
xeX ysY yef %=X
Karens X dan Y adsalsh hiwmpunsn bagian
kompahk dan E fungsi kontinu, msks maks E(x.¥y) dsn

xe X

min E(x .,y ¥ings kontinu. Ksrens mshe E{x,y> hontinu
ye¥ we X

darn ¥ hkompsk, maks

(3 ¥y =Y¥¥ msks E{x.y_ ¥ = min mahks Edx ,yy = v;szg
o N o ;
xe X ye¥ x=X :
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Lemma
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Earens min E(x,y) kontinu dan X kompak, maka
ye¥Y
(3 xoeX) {min E(xo,y) = maks min E{X,y) = v)
yeY x=zX ye¥Y
LW (3.2

Dari (3.1) dan (3.2) didapsatkan

E(x ,y) 2 vdan E (x,y_ ) £ v

Diketshui (ExosX,yoeY,vsR) (E(xo,y) Z v , YysY dan
E(x,yo) £ v, VusX).

Rarena E(x_,¥) Z v, VyeY maks min E(x_ ,y) 2 v dan

y=¥Y
maks min E{x,¥y) 2 v . (3.3
xe¥X  y=Y
Karens E(x,yo} = v, ¥xeX maska maks E(x,yb)ﬁ v dan
weX
min maks E(x,y)< v L. (3.4
ye¥ xeX

Dari (3.3) dan (3.4) didapatkan
min maks E{x,y) £ v £ maks min E(x,y) ... .(3.5)
yeY x=X xe¥X yeY
Karena X dan Y adalah hiampunan bagian kompak dan E

adalah fungsi kontinu maka

maks min E(x,¥) = min maks E(x,y) ...{(3.8)
k=¥ vye¥Y yeY¥ xsX
Jadi dari (3.9) dan (3.8) didapatkan
maks min E(x,¥) = min maks E(x,y)
x=zX y=Y y=Y xzX
tiH

3.1

Bila xeX dan bsR" maka maks b x.b = maks, b, dengan
x=X

1ssi=m, T x=1
1L t
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Bukti
Untuk setiap 1 £ i £ m , karena % X .= 1
maka % x. b = maks b £ X = maks b
L L A LA A T L
<==3 Zz xb = makgs b,
L 1T L En L
Selanjutnya batas atas benar-benar tercapai di
bj = maksi bi dengan strateginya
x = (§,...,0,1,0,...,8) & X dengan xj: 1
Dengan demikian diperoleh
maks ¥ %b. = maks b,
i L b EA 1
xeX
i
Definisi 3.6 :
Apabila a e R" , a+ 0 dan o e R makas  himpunan

H={x= mml x.a = a } disebut suatu bidang hiper

{hyperplane) dalam R" .

Definisi 3.7
Sebarang bidang hiper dalsm R menentukan dua busah
setengah bidang ( half-spaces) tertutup H dan H

1 2

dengan

H, = {Kgmm’x.a Z o } dsn H,= {xs&m|x.a < a},

Definisi 3.8 :
-Suatu bidang'hiper H dengan H = { x & Rm] Xx.a = o }
merupakan “supporting hyperplane (support plane)”
untuk himpunan konveks $ bils

S € H dan inf. x.a = «o
1
X3
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Teorema 3.3 (Teorema Minimaks) :
Dalsm sustu perwsinsn berjumlsh nol untuk 2 pihsk

dengan Pi mempunyal m strategi dan Pz meppunysi o]

strategl (m dan n berhinggsy maka
Vo= ke min E( Yoz omi he B v o= uM
;= maks min (X,Yr = win mshks BEi{x,y)} = VU
x=¥  yesY y=¥ xeX
Bukti
. . . ™
Diberibkan himpunan konveks T dslsm R dengsan
o= Ty o5 .= 0, Z oy = 1,1 5 4 % on
L 1 i L_}J YJ E b .J 3 2 }
dan diberibkan
11 . !
O = {x = (x,x. ... .,x 3 e R" xsx , I6ign
' 1 Z Yi1 T
dengsn A  =sdalsh sebszrsng bilangsn resl.
Ao disebut Posdmissible bils 0, o F &
\
Apabils p welswbanghsan himpunsn semns b veang
merupshan F-sdmizssible dan didefinisikan
My = Inf. X mshks 0, merupaksn hiwpunsn  honveks
e o
dengsn
= § x = {7 . y m < <<
O)‘-o ‘ (\{1, i "xm"‘ = ? X-'l. >L0" = i

lo ini jugs merupsksn M-sdmizsible terhsdep divinvs

sendiri ksrens ‘Oh NS+ danr o u
(e

Qleh  hkasrens Q) dan ' wmerupshkan himpunsn yvang

§

o

"non - overlspping” ( sebsb irissn dsri himpunsn int
hanysalsh titik batss, vaitu titik singgungnyva) msha

. . () .
sds  bidsng hiper H vang memissh (separates)
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titik-titikh intericor himpunsn (1,t daen I dengsan
O
HC = {2z =20, | £ .x° =2
kY
O
o o o
_— \‘ -~ E -
dengan x = (xl, s X s XE g : X, 1,
v
. o .
151w sdslsh normsl untuk H . Selsnintnyvse
herens Qh dan I adsalah gsling bergsinggungsn
O
maks H merupshkan “support plane” untuk OA
O
sehingga dipercleh
™ e T o
= E x = A, ¥e) dan 2 ¥ x = x , VeI
[ A O b i
r1=1 O L= 4
T
Bilg y=Y dsan f’i. = = B, V. =z wmahs
N i 7
i e n
S ox oy 8. V. = X
5 N 1 1 O
IR | j=1
Ini bersrti bahwsa
& e x 3
E<x sY 5 = >"° 3 vya{ o o o CB.?_}
o . (o]
Sebsliknye, bila ¥y = (yi, ...yr} melasmbandshan susaty

vehtor strategl veng bersesusisn dengsn sustn  titik

dalam Oh N, mekas dengsn menggunskan definisi O>
a .

(&3
didapathkan
% 0O
= 5, V. =X , 1 515w
p [ o]
j=1
] .
Henggunskan Lemma 3.1 dengan q = % aﬁ yj shan
diperoleh
n "
— o L]
2 % X B,V =X
. LA [ O
i=1 j=1
Ini berarti bahus
[ed
E(x,y 3 = 2, , V¥xgX .. .{3.8)

Deri (3.7) dan (3.8) skan diperaleh
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(@ xCexy e ¥ 2Ry (B(x",¥y 2 % . ¥ys¥  dan
EGe,y”) S h_ , Vx2X )3,

Jadi berdsssrkan teorems 3.2 diperoleh

(mshks min E(x,y) = wmin msks E{x,yX).
xs X ye¥ ye¥ x=X
Hal ini berarti bahwa
Vr = mahks min E(x,¥)Y = min msks E(x,y) = V

xeX ye¥ ye¥ xe£¥

Definisi 3.9 :

34

Hey

L
Bils x =X sdslsh vektor strstegi uantuk P1 dengsn

menggunskan kriteris mskeimin vang membust meksimsl

dari wmin Edx,¥y ) dslsm teorems 3.3 dsn bils
ye¥Y

sdalsh vekior strastegi untuk Pz dengan kriteris

)»'ns‘.xf'ﬂe

ini

vang wmembust minimsl dsri maks E(x,¥ ) dslsm teorems

xe X
k3 * v . M .
3.3 . maka E(x .y ¥ wminimsl = VL (ksrena vektor
& * . ¥4
strategl x » dan wmaksimsgl = VU (harens vektor
. » ¥4 * *
stretegl ¥ ¥. Karens VL = Vﬁ meks BE(x L,y )y = V¥ =
Vz = v dengsn v dinsmaksn nilai permainan, Nilsi v
a b * L .
dan strategi optinsl £3 dan Y dinamakan
penyelesaian permainan,  Apsbhils v = 4] maka

At

permainsn disebunt adil {(fair Y,

Berdasarkan definisi ini msks nilsi permsinsn sdslsh sustu

nilsi harspsn spsbils setisp pemsin menggunsksn strstegi-~

strategi vang optim=al.

Contoh 3.2 :

Diberiksn tabel pewbsysran
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P
z

y!. yz yB y4,
X, 5 2 3 4
P, X, 5 6 4 8
X, 4 4 2 2

Tabel 3.2

Tabel di atas mempunvyai matriks pembayaran sebagai

berikut

Adapun unsur terkecil setiap baris dan unsur

terbesar setiap kolom adalah

unsur terkecil

5 2 3 4 5
5 6 4 8 - 4
4 4 2 2 2
unsur terbesar 5 6 4 8
Jadi diperolgh VL = maksimal dari unsur terkecil
setiap baris = 4
VU = minimal dari unsur terbesar
setiap kolom = 4,
Karena V = VU, maka V = VU = 4 adalah unsur

terkecil baris 2 dan unsur terbesar koiom 3

{berdasar Yakibat" dari teorema 2.1).

Contoh 3.3 :

Diberikan tabel pembayaran sebagai berikut
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P
2
Yz Yz
X, 4 -1
E’i i
X, Y 0
Tebel 3.3
dengan X, = 1 - X, dan 7, = T v,
3
x — $ 3 - - Y4 o L Y
E(x,y> x (Oyy + x(-13(1 v, Cl=x, 3¢ Y, 4
(1*}{1}(0}(1—571 ¥
= - X4 XY 3 5 2 ,
" g 191 z % z 5%
¥ 1 e
- T3 Y z Y
b Q o 1 2
Misginvs dismbil x = - ., x =2
i 3 2 a
Bipercleh V:' = mehe min E(x,y)
* 1 2 y= ¥
X ={—, =
AR
i, 1 3 1 1
= - =) = + = (=} T
<3 3 2 yi 2 (3 "‘yl 3
Migsl dismbil = 2 z 2
158invse %189 }Fl ® - yz = 3
Diperoleh V’S = min make E{x,y)
* 2 1 XX
Yy =(5,5sY
= ' N 2N % 2
~ iy 2(3«+2>{1 (3"
1
=T - X - - 4+ %
1 3 i
- i
g 3
: . . . * 1 2 * z 1
Ternyvsts spsbils dismbil x = (;,5} den ¥ :(5,5}
VM = VM = -1
L [5) 3
. . . o . i
Dengan demikisn nilsi permsinsnnvs sdslsh - 5 dan
. . . I * 1z
strategi optimsl permsainsn ini sdslsh x = (;,;} VT

* 1

2
Y "<;:3}~
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Karena v = - % maka permainan disebut tidak adil.

3.3 Penyusutan Matriks Pembayaran

Suatu cara vyang berguna untuk menyusutkan matriks
pembayaran adalah dengan menghapus baris atau kolom vang
didominasi. Penyusutan matriks pembayaran ini ~disebut
dengan dominasi atau duplikasi. Permainan vyang matriks
pembayarannya disusutkan disebut permainan yang disusut-
kan, sedangkan permainan dengan matriks pembayaran vyang

belum disusutkan disebut permainan yang asli .,

Definisi 3.10 :
Ditentukan permainan dengan matriks pembavaran m X
n. Barizs h didominasi oleh baris 1 bila
V5 < 49 = = . i i i
(Vi ., 1 3 n) (a}‘j a”) Kolom k didominasi

oleh kolom j bila(V, 1 =1 = nm) (a, = a.).
i ik i

Teorema 3.4 ¢
Apabila baris atau Xolom vyang didominasi dihapus
dari matriks pembayaran, maka penyelesaian per-
mainan yang disusutkan ini adalah suatu penvele-
saian permainan vang asli.

Bukti
Misalnya dalam permainan mxn vang asli baris 1
didominasi oleh baris 2.

Ini berarti bahwa (V,, 1=<i=n){a < a_.)
B 1j 2}
L. )

E3 an_ ** # L3
Kyr «ov X ), Yy =y, .¥Y,, .. 2Y ) dan

ila x° = (
Blax - x2r3

v adalah penyelesalian permainan vyang disusutkan
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{(dengsn menghapus bsris 1) msks
E 3
E(X :y\" zZ v > v YSY ...(3.9}
dan
£ T
Ex,y ¥ = v , ¥xg¥ : .. (3.10)
dengsn vl zdalsh hiwmpunsn vektor strategi Pi dslswm

permainesn vang disusutksn. Aksn dibuktiksn bahus
* * * * L *
x :(_G,xz, R T 4 = Ay, e VY X dan v
adslsh penyelessisn permsinsn yang ssli.

Uantuk itu ecukup diperlibsthen

. * o ©

1y Ex ,y» =z v, YyeY

- W *

i1y Ex,y } & v, ¥Yx=X

Kasus 12> Dari (3.8%, terbukti bshws

#*
E{x ,¥x = v, ¥ys=Y

Kasus 112> Diswbil sebsrasng x = {xlg%, .., X ¥y & X
bl
nsha
—__ N, P L
Ex,y » = % £ X, 2. V.
1=1 j=1 J U
' «,mo .
= 2. oo, o+ 2 L x5 .
Xz. 1} 33 xrvn‘g
1=1 1L=2 j=4
b W O .
£ X X s v, + 2 Z X8 v,
1. 21} ) Yovyo3
=41 =2 =4
> :*-\
= E{x",y
dengsn x° = (0,Xx +X ,X, ...,x % £ X'
a2z g >
Dengan menggunshsn (3,100
» #*
EGa,y ¥ = E{(x",y Y2 v
Jadi terbukti bahwus
-!k\ -
E(x,y ¥ = v, ¥xe¥.
HH#4

Untuk contoh disgram slur dapst dilihst padsa

lampiran 1.8 hslsmsn 159.
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Contoh 3.4 @

Diberikan tabel pembayaran

P
2
yi. yz a y4 y.."')
X, -3
X 2 1 10 0 -4
p 2
2 X, 4 g el 2 6
X, 2 5 7 5 7
Tabel 3.4

Dapat dilihat bahwa kolom 2 didominasi oleh kolom 4,

kolom 3 didominasi oleh kolom 5. Sehingga kolom 2
dan kolom 3 dapat dihapus.
[ e s o P
2 i 1% 0 ~4
4 g il 2 6
o gy \
| | ol :
Baris 1 didominasi baris 4 dan baris 2 didominasi
oleh baris 4, sehingga baris 1‘ dan baris 2 dapat
dihapus dari matriks pembayaran.
R ) T Y
‘‘‘‘‘ I e Sp—/
4 é 1£' -2 6
2 é % 5 7
! | )

Kolom‘5 dapat dihapus dari matriks pembayaran karena
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kolom 5 didominssi oleh kolom 4.

23.........3_--_-.. YRR ¢ SO
4 é 12 -2 %
2 5 7 s 4
L P L

Dengan demikian didspstkan matriks pembsysran 2x2

hesil penyusuten, vaitn
[ 4 -2
2 5

3. 4 Pasangan Keseimbangan

Dslam sustu permsinsn spsbils setisp pewmsin memilih
strategl x dan ¥y sedewmikisn sehinggs dapst mengoptimslhan
rnilsl harapsnnys mshks strstegi tersebut dikstsken sustu

pasangan keseimbangan (eguilibriwn).

Pefinisi 3.11 :
] * *
Sustu pssangsn vehtor strategi x X, ¥ &Y sdslsh
pasangsn keseimbsngsn bils

(X, ysY) (B(x,y 3% E(x,y") = B(x™ ,y 1)

Lemma 3.2 :

Bils (xi,yi}, (xz,yz} adslah pessngsn-pesangan

keseimbengsn msks E(xi,yi} = E(xz,yz}
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Buhkti

KEarens (xi,yi} adalah psssngsen keseimbsngsn msks

B,y 3 = B(x .y ) = B(x_,¥,) S (3.11)
Karens (xz,yé} sdalah passngean keseiwmbangsn mahks

E(xi,yz} = E(xz,yz) % E(xz,yi} oL E3012)
Dari (3.11) dsn (3.12) diperoleh

E(x ¥y = E(x_ .y 1}

HH#

Teorema 3.5 :
. L] -Jk—\ .
Bila (x ,y ) sustu pasangan vektor strategi dalam
permzinsn berjumlsh nol untuk 2 pihsk dengsn metriks
L]

pembeyvarsn m X n, mska (x L,y ¥ s=suzatu pEEsngen
. . . ok ow K
keseimbangan bils dan  hsnys bila (x ,y ,E(x .,y ¥}

adslah penyelessian permsinan.

Bukti

¥*

- b

._*
iy (% ,¥ ) adalash pasangsn keseimbangsn mshks
#* ¥ * E S
VM xeX, ysY) ( E(x,y ) £ E(x .y )} £ E(x .¥) )

Trii bersrti bahwa

* * *
meks BE(x,y 3} % E(x ,¥ ¥ % min E(x ,y)
xe X iR
v = win  msks E(x,¥3¥% win_ waks E(x,y>
b *
ye¥ xz¥ yzy x=X
k]
= maks EGa,y
x£ X
¢ * . »* . *
€ E{x ,y ¥ % min E (x ,y) = makfg' min E(x .y
yz¥ XN yeY
=

maks min EQGc,y)y = VO
L
xz¥ yeY
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Devgan demikian

s v .. (3.13)

Dismbil sebsrasng x X,y =Y, masks
min E(x ,y» 5 E{(x ",y ) = maks E(x.y
y=¥ x= ¥

Ini berarti bahws

M
}

"

meks min Ed{x,y> = min B(x ,y3S BE{x ,y )
xz¥ y=Y yeyY

A

mesks B,y "X < min msks Edx ,yy = V
, U
xz X ye¥ xe¥

dengan x 7 sdslah pewbust msksimsl usntub min Edx ",y )
ye¥

dan ¥y sdalsh pewmbust minimsl untuk waks E(x,y ).
xs ¥

Dengsan demikian

vf < vﬁ . .(3.14)

Dari (3.13% dan (3.14) diperclieh
VM = VM = E{x*,y*)

L. u

* I s
dan (x ,¥y , E{(x .y } sdslsh penyelessiasn rer—

meinan .

* * E 3 3
(x 'y , E{x ,y 3 sdslsh penvelesszisn permaingsn

maha

* . b A £ »*
E(x.,y ) % maks E(x,¥y )= min maks E(x,y¥=E(x .,y )

xs X y=¥ =X
= meke wmin Ex,y} = min E(x#,y)f E(x*,y}
xsX ye¥ ye X

Ini bersrti bahws
k3 * E 3 E 3
E(x.,y » = E(x ,y ) = E(x ,y)
»* ¢
Dengan demikian diperoleh (x ¥ ¥ =adslsh psmangsn

heseimbangsn. Hid
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Akibat :

Bila permainan berjumlah nol untuk 2 pihak dengan
strategi yang berhingga mempunyai lebih dari satu

penyelesaian maka penyelesaian tersebut mempunvyai

nilai yang sana.

Dari sini dapat dikatakan bahwa pasangan
keseimbangan adalah suatu pasangan strategi yang

mengoptimalkan nilai harapan.

Contoh 3.5 @

Diberikan tabel pembayaran

PZ
yi YZ
X -1 0
P, 1
X, 8] 3
Tabel 3.5

Akan diperlihatkan suatu contoh pasangan strategi
yang bukan pasangan keseimbangan.

Nilai harapan permainan ini adalah

E(%.,.¥) xi(—l)y;+ xi(O)yz+ xz(O)y1+ xz(a)yz

= XY, + 3x2yé

Misalnya diambil x = (%,%), yﬁm(%,g) maka Vxe}, ys¥

H
i

Ni®

Ex,y) =- Gy, +3Q)y, =-FvV, t3V,

it
i

wys

E(x,y*) - X, (%l + 3%, (g} X, + 2%,
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Ex L,y ) =- O G+v3hnd =-2+1 =3,
Dapat dilihat bahwa
E(x",y) € E(x,y ) S ECx,y")
Dengan demikian (x*z(%,%),yﬁ=(%,§)) adalah bukan
pasangan keseimbangan.
Contoh 3.6 :
Dilihat kembali tabel 3.3 pada contoh 3.3 , vyaitu
[ . ]
1
= 0
Nilai harapan adalah
- - - X
E(,y) = x, (0)y+ x (-Dy,+ x (-~ 2}y, + x (0)y,
4
= TRY, T3 XY,
Akan diperlihatkan suatu pasangan strategi vang
merupakan pasangan keseimbangan dan vyang bukan
pasangan keseimbangan.
aj).Contoh strategi vang bukan pasangan keseimbangan.
Misalnya diambil x' = (%,%), Y'=(§,§) maka
VxzX,yeY
E(x'.,¥) = BRI A S Yz  ath
Y el TN e = - 1 Yy
E(e.y') = —x (5) z X, (3) o X, X,
1 'Y - ..1_ .j_'. -i .3.. ;‘.. = --1—-!—-‘?-«.-2 ——7—-
E(x',y')= ) 5) 5 (3)(5) = s 30

Dapat dilihat bahwa
E(x',y} = E(x',y') = E(x,y")
sehingga (x',y') adalah bukan pasangan kesgeimbangan

dan nilai harapan untuk permainan ini (dengan
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. . . . . ?
strategl x 7,y ") adalsh E(x ',y ") = - by
bBY.Contoh strategi vang merupakan pasangan
keseimbangan.
. . . * i 2 * .2 %
HWisslnya diswbil x = (-.%y, vy = ¢2 2% mgks
33 a3
VYxs¥.ysY
B Lyy = - Sy, -1 By o= -t :
Y2 = 3’2 z gAY ¢ 372 371
k.3 1 i 2 1 1
X A} = — = =, O, . -
E(x,y ) x1<3"' 2 xz(:-)"' 32{1 3Xz
k. ¥ 1 1 1 4 2 i 2 1
Y = (=N - = T o -
EQe ¥ ) {3,(3} > (sj(a} s & 3
Teriihat bshws
*\ il * *\ * hY
E(x,y ¥ = B(x .,y ¥ £ E(x ,y:
- - * *
sehindgs X ,¥ 3 adalah sustyn pESaNgan
. . ! * ok 1
keseimbsngsn dengsn nilsi hasrspsn E(x 5 2 - -

Pads subbsb 2.1, contoh 3.3 dengsn tabel 3.2 ini

telah diselessiksn dengsn menggunshan teorens
g o o o a o 1
Minimaks dan wmewberiksn nilsi permsinsn E = - 3 s
L 1 2 * 2 1
5 e g 3 X = {(=,=Y, e
trategl optimal | (3,3;_ Y e

Dengan demikisn dapat dikstskasn bshws nilsi per-

*'\

, * i g :
meinsn E(x |,y ¥ = - - sdalash sustu nilsi hevspan
zpabils setisp pemsin memsinhsn strategl optimsl

k. L]
X dsn ¥y .

Contoh 3.7 :
Ahsn diperlihsthksn bahws apsbils (xi,yi} el sy (xz,yz}

sdsalsh pasengan keseimbangan meha

EGe,,y,» = E(x,,¥, ).
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Diberikan tabel pembayaran

P
b
yi y2
Pa X, 1 1
X, -1
Tabel 3.6

dengan X, = l1-%, yv. = 1-y

Karena baris 2 didominasi oleh baris 1, maka

42

baris

2 dapat dihapus dari matriks pembayaran, sehingga

matriks pembayarannya adalah

dengan strategi — 0, x =1
Nilai harapan untuk permainan ini adalah

E(x,y) = % y/i+ 0y,

Misalnya diambil x = (1,0), y,= (1,0) maka VYxeX, yeY

iH

i
o

EGe.yy) =% (1) + x (0) = x

i

il

Ex",y) = (L)y, + (Vy, =y, +y, =1

1

Ex ,y") = (1)(1) + (1)(0) = 1

!

Jadi E (x,¥,) = E(x",¥") = E(x",¥) o

(3.15)

Terlihat bahwa persamaan (3.15) memenuhi definisi

pasangan keseimbangan sehingga (x*,y:)

pasangan keseimbangan.

adalah

Misalnya diambil x = (1,0), y: = (0,1) maka VxeX,yeY

E(x,y,) =x,(0) +x (1) =x =1
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* hY — (1} hY - —
EGeLyy = (Dy, + (lyy, =y, +y, =1
L »*
E{x ,Yz) = (L0 + (13(1) = 1
. L * *
Jadi E(x,yz} = E(x ,y ) = E(x ,¥y dsn hsal ammi

memenuhi definisi dsesri pesssngsn keseimbangsn .

. * .
Dengsn demikisn (x Y, adalah passngan keseimbangan.

Dari sini diperoclek bahus

** E 3 k] E 3
{x ,yi) dan  (x ,yz} sdalsh passngsn keseimbangsn

b}

* ¥ »* #
dengan Eix Y, b= 1 dan E(x ,yz) = 1.
Despat dilihst bshws Lemms 3.7 dipenuhi, ysitu bils
- * * £ .
(% Y 0o dan (x yz} sustu passngsn  hkeseimbangan

*

R * %
mahks E{x ,yi} = FEix ,yz} = %

3.8 Strategi Campuran dan Strategi Murni

Definisi 3.12 :

Strategi campursn uantuk P1 adzlsh sebush vekior

S (xi, e, xm} dengsn X, bilengan resl tidahk

negatif yang wmemenuhi svarst X+ ...+ x = 1.
T

veng wmenvatskan bahwsa g memainksn strategi i dengsn

probabilitss X, i S Tl

Dengsn cara vasng sams didefinisiksn strategi campursen
& & P

vntuhk P
2

Definisi 3.13 :
Stretegl campursn untuk PZ sdalah sebush vehktor

Y = AV, oo v,y dengan v, bilsngan resl tidsk

negatif vyang wmemenuhi syarst vitooo+t vy o= 1, vang

N
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menvatakan bahws P memzinkan  strstegi §  dengsn

A N

probsbilitas %, 1 d=n.

Sustu strategl veng hanys memsinksn sztu baris astay
sstu kolom ssiz dissbut strategi  murni | Strategi ini

merupskan  keadsan khusus dari strstegi campursn. Sebagsai

contoh x = (0,1,0, ...,0) sdslsh sustn strsitegl canxpursasn

vang bersesusisn dengan strategi murni untuk P; bila F
i

memsinksn strstegi 2 dengan probszbilitas X, = 3.

Definisi 3.14 :
Strategi wurni h untuk P1 sdslah sebush  vektor

x = (xi, s xm} dengan X, = 1 dan x = 0, untuk

setisp i+ F h (dengan 1 £ i £ m).

Strategi marni k untuk Pz sdsalah  sebuszh vektor
Vo= (yi, ¥ S35 yn} dengsn ve g 1 dan yj =, urituok
satiap 3 * x (dengan 1 £ §j % ).

3.5.1 Strategi Murni
Sustu permainsn yeng mempunysi titik pelana Csaddle
pointd disebuf permsinsn dengsn strsategi wmuarni. Titik

pelans merupsksn susiu kesdssn dengsn setisp pewmsin hanys

memainkan sstu strategi sajs. Ads 2 csra untuk mendspatkan

titik pelsns ysitn
1. Menggunshksn hkriteris mahsimin
Titik pelans mernpsksn wmsksimsl deri uansur terkecil

setiap baris dan minimal dsri unsur terbesar setisap

kolom.
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N

Menvusutksn matriks vpembaysrsn sedemihkian sehinggs
menjadi metriks 1 x 1
Dalsm messlah ini titik pelsns wmerupskesn unsur dari

metriks 1 x 1 tersebut.

Definisi 3.185 :

Susty unswr 8 dalsm wetriks pembsvarasn & merupsksn

Tk
it lana bils el = = maks
titik pe o z}n %ﬁ 8 ?dk% Y
vaitu bils By adalah vnsur Lterkecil bsriz h dan

unany Lerbessasr kolom k.

Teorema 3.5 :

Biketshuai ¥V = msaks win a2 ., V. = win wshe = . dan E:N)
i, L 1 1) U 2 L L}

sdslsh matriks pembavsran.

VL = Vﬁ bila dan hasnys bils mstriks A& mempnnysi

titik pelans.
Bukti

iy Diketshni V. =¥
i iy

"Ahibet" dari teoremz 3.1 (dalsm subbsb 3.2)
membuktikan bahws VL = VU merupshan kesdasn

terjadinve titik pelans.

1i) Diketaruil = adalsh titik pelans

hk

Karena B sdalsh unsur terbessar kolom k dengsan
T

semus unsur lsin dslsm kolom k  harus kursng satsu

aams dengsn 2 maka dari unsur terkecil setisp

hk?

baris (kecuslli beris h) hsrus kurasng stsu  ssma

dengasn = . . Haman jugs mernpskan unsur terkecil

ik ahk
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baris h sehinggs
B, = moksimal dasri unsur terkecil setiap baris
= V ...(3.18)

j
Karens &, 2dalah unsur terkecil baris h dengsrn
?

semas unsur lsin dslsm baris b hsrus lebih stan Sams

dengan 5,> maks nilsl dari ansur terbesar sefLisp
7.

kolom (kecusli kolom k) hsrus lebih stsu ssms dengsn

ar, - Memian a}k_juga mernpshan vnsur terbessr  holom
(2 4 WK

k sehinggs
Bl minimsl dari unsur terbeasy selisp kolom
=V oo .
o (3.17)

Deri (3.18) dasn (3.17) dipernleh

Teorema 3.7 :

Bukti

Vv =¥
} iy
g
Diketshui s adalah titik vpelans dari matriks

ik

penmbayvaran & . Diberikan X sdzalsh strstegi murni h
dan Y, adslsh strastezi wmarni k, wmsks x, dasn Y,

sdalsh strastegil vang optimsl dasn nilsi permainannva

adsliah By

Diketshui x = (D,...,O,thI,G, a3 adalsah
strategzi murni h

Yy, = (O,..,,D,ykzl,o,...,ﬂ} sdslah
strategi wurni k.

Mimalkan = sdalsh titik pelans maks

hk
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E<x1:}(} = Z = X, a.. N
J

LS

=L B Y T B

I adalah unsur terbesar kolom k, sehingga Yxe¥

B(x,y) = § T xa v,
T E X oA, v,
= F XAy,
SE X o8, T8, ¥r = &,
= E(x.¥)  ...(3.18)

&, . adalah unsur terkecil baris h, sehingga VysY

E(x.y) = & % x 25 Y
= Al Y
¥ % am'ya
ZToa, v 7oA, Sy, cEeE
= E(xl,yi) L 03018

Dari {(3.18) dan {3.19) diperaleh

E(x,y,) £ B{(x_,y) = a, S E(x_¥)

Jadi berdasarkan definisi pasangan keseimbangan

dan
teorema 3.5 dipercleh bahwa X dan 74 adalal
strategi vyang optimal dengan a_, &adalah nilail
pPermzinannya.

Contoh 2.8 :

Lihat kembali tabel 3.2 pada contoh 3.2,

Matriks pembayaran tabel 3.2 terssbut mempunyai

unsur terbesar dan unsur terkecil sehbagail berikut
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unsuyr terkecil
5 2 3 3 2
5 5 4 3 4
4 4 2 2 2
unsur terbessr 5 8 4 8
VL = maksimal dari unsur terkecil setiap barizg = 4
VU = minimal dsri unsur terbessr setisp kolom = 4
Dari sini diperoleh ¥ = - = 4 dengan v
. L u L
bersesusisn dengsn strstegi 2 dan VU " bersesusisn
dengsn strategi 3. Jsdi 8, = 4 - sdalsh titik
pelana dengan x = (0,1.0) dany = (0,0,1,0} =adalsh

strategl murni (yang optimsl) dan nilsi permainannysa

adalsh 4.

3.8.2 Strategi Campuran

Nilsi hesraspsn dspst ditulis dslsm bentuk mestriks

yvaitu
= @ i
BE =23 x g8 -y =XA&Y
L J T | k]
. d . . &)
Higsslnvsa &<i} melambangkan baris ke 4 matrike & dan & M-
adalah kolom ke § wmstriks & | Untuk permsinsn dengsn

matri ks pembsysran & spabils PI menggunskasn strategl murni
i dan Pz menggunakan  vektor strategi ¥y ushks nilsid
harspsnnys =adslsh E = eyt = &(i)ﬁt‘ Apsbils ii
menggnunskan vektor strategi x dsn Pz menggunshkan  strategi
muarni 3, mshs nillsi hasrapsnnve sdslsh B = B&Y = ﬂﬁ<j}.
Dengan demikian spsbila Pz menggunshksn strategzi  wmurni J

muka R&Y* dapat
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ditulis dengan
wavt = zaywt =z wa ) g
; J
- EQK‘,(JJ
dan apabila Pi menggunaksn strstegl wurni 1 mska A"
dapat ditulis dengan
t ' ot
RAY" = R(AY"Y = £ x &, 0
Y
T
4
S
(L
Clet'igai'l X = (X.‘I.’ ',Xl’ﬁ}, Y o= ('.‘:71> Jyh.)
Teorema 3.8 3
Bila Pi memilih strategi tetsp (Fixedy x maka
. L 8 g (i)
min RAY = win Ry
ye¥Y 1535y
Bila PZ memilih strstegi tetsp (Fixed) v wmoks
£
meks RAY° = maks A, , ¥
o ¢ 15150 Y
Bukti
i) Dibuatf susatu strategl fetap x  untuk Pi. Di sini
w3 merupskan bilangsn real untuk setisp 3.
Diberikan w = min ﬁﬁ(ij
15i%n

Untuk sebarang ysY,

wavt == waY 2z ow oy

; i ; J
=W Y.
- Y
J
=W
Akan tetapi nilai _Xﬁ(3> termazt dalsm  himpunan

£ .
{R&Y"| yeY}, apabila Pz menggunakan  strategi  murni

J, sehinggs
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min RAY' = min X& G

y=Y 15350

ii1} Dibust sustu strstegi tetsp y untuk P,. Di  sini
i .

&<i§ﬁ merupahan  bilangsn reanl untuk setisp i.

Diberiksn 2z = msaks &<i\ﬂt

151 %m +

Untuk gebsrasng x=¥,

RAEY = £ x A&, ¥ <%
1 T

Akan tetspi nilai &ﬁ}\?i

{K&%ﬂl x£¥X3}, spabils P1 menggunzhan

termast dalzm himpunsn

straefegi wmurni
i, sehinggs

make RE&WS - nahks A "

4 (i}
x= ¥ 151 5m I

i

Akibat

Diberiksn mstriks pembavasrsn &, msks nilasi terendsh

perusinan bsgil %_adalah

1 ) 1
Vi = maks wmin XAY

. (i)
= maks wmin XK A
x&¥ y=Y

XX 1%i%n

dan nilai tertinggi permsinan bagi Pz adalah

i

, i q
Vﬁ = win  waks RAY = min msks &, 9

T
yeY xsX yeY 1St Sm

Definisi 3.186 :

Diberikan wmstriks pewmbsvsrsn A . mehka strategi

{campursn X, sdalsh strategi optimal untuk'P1 bila

. 1 . i
V = min X AY = nmin X &(J‘
i, ) =3 P o
ye Y 155

T
R

dan strategi (campursn) y, =adalah stras Tflgptgﬁﬁl
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urituhk Pz bils
Vﬁ = maks K&W; * mshks &(.Qf
x& ¥ 15, Sy e
Teorema 3.9 { Teorema Fundamental /Teorema Neumann) :
Untuk sebsrang permsinsn berjumlish nol, selsaln

dapst ditemukan strategi optimsl untuk kedus pemsin,

M
dengasn V: darn VU vang ssns.

Bukti

Diketstmi & = (8U} adslah matriks pembsvarasn dengan
124 5w, 1 = § = n. Supsys permsinsn dapst
diselesaiksn dengsn menggunshkan pemyrogramsn linesr
maks V: den Vﬁ harus positif. Tento sais V: dan
Vz shan positif bila s=semus &U > 0. Sedanghkan
bila ads 5 < 0 mska sksn dilskuaksn modifikasi
sedemikisn sehingga diperocleh matriks pembsyvsrsen
beru &= (au'} dengarn a{; » g

Kasus 1  Unink setiap c > 0 |

i) Diketshui V' = maks nin KAV = maks min ﬁ&(j}
& x=¥ y=Y¥ xXeH 15 j%n

Dalsam menentuksn Vf pertams  ksli tharus dihitung

. X . . .
min Rﬁ( “untuk sebarsng x=Y, ysitu winimazl dari n
besarasn
a X + 5 X ¥+ ... 4+ & %
1% 1 21 2 i Tre
5 X 4+ 3 X 4+ ... 4+ 05 X
12 4 22 4 1§74 ™m
8 %X + 3 X 4+ ... + 5 x
in 1 2N 2 nnoorm

Minimal dari n bessrsn ini  shksn Sams dengsan
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sekurang-kurangnya satn di antars mereka vaitu
vang terkecil. Dengan demikian minimal tersebnt
adalsh suastne bilangan real terbessar G vang

memenuhi n pertidaksamszan

5 X + = X 0+ ... + & X Z W
14 4 Z1 2 i T
+ 5 + ... + = Z W
8‘12 Xi dzz xz < m2 xm
a _x + & X + ... + 3 X Z ow L (3,200
il 1 27 2 mn ™

Dari sini untuk setisp xe£¥X askan ditunjukkan maksiwmal

. M
w yvang memenuhl (3.20) sdalsh sams dengan VL.
= v s - > <3<
Karena x = {(x, ..., x 0| zx, = 1, x, = 0, 1 Si= m}
maka - V: szsms dengan maksimal « , yvang memenuhil
+ + .. 4+ 3 % Oz w
8'11 xl 8’2 1 Xz dmi Km e
3 A -1 X+ ... 43 Z ow
d'12 i S 22 2 = m2 ern
+ 7 ST A 5 =
ai,n Xi ‘3'2:"1 X'2 + j'mn Xm e
X + X+, + x = 1
1 z rn
§’2 0, 1 =i =m ... (3,23
Qleh karens itun, sustn fitik x = (x1, St b vang
™

mencspai maksimzsl merupakan strategi optimsl untuk
-, M =, r -

Pi. Karens au » 0 maks VL > 0., EKemndian persamnssn

dan pertidsksamaan dalam (3.21) dibagi dengan w,

sehingga diperoleh

mnemaksimalhan w
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b's b
. 3 moo
vang memenuhi a + &, — = 1
i1 (VW] mi [¥%]
. X x
1 rno .,
8 + ... + 3 e 2]
in 3] M [#%]
b4
b m 1
+ —_— = =
(93 Lo Lo
5
— =0, 1£i5 w (3.22%
i
Diberikasn x{ = 1245 wm, Esrens masslah %3

f .. 1
atas ekuivslen dengsn wmssslah meminimalksn o maka

masslah optimasi (3.22) ekuivalen dengan masslal

- - r rd r 1 Ay
meminimelhan x° + ... % { = = 3
1 befl [#]
vang memenuhi
1 p T ERECE o =
81 4 * 1 d?’!’li Xm 1
& X'+ ...+ s x’ = 1
ir i birhal ¥
%TZ 0, 121 25 m ... {3.23)
1 T S Pt L Wt
Misalnva x° = (Xs oo xm} , b= (1,1, L1,
L
o = &b, .8 13 dengan b asdalsh gands b

{(m-tuple )y dan ¢  adalsh gands n (n-tuple), wmaks
(3.23) dapst ditulis sebagai
meminimalikan R

A o
vang memenuhi 5K = o, - = 0

Di sini pennksrsn nilsi minimsl fungsi obyektif
WA pads mess lah pemrograman linesy {(3.23)
sdalsh ssma dengan ?: . Rerens w(x’, ..., x%) =
(%} \..,xm} maka hesilksli hoordinst titik-titik

x dengsn wminimsl o wmewmberikan straitegi optimsl

untuk P
1
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u"h—‘f.“r . - t
ii) Diketalui V' = min maks R&Y¥ = min wmaks A, %
u x (i3
ye¥ xsif ve¥ 1505y .
Diberikan suastu strategl tetap vy = (ya, ,yﬁ}
dengan maksimal dari m besaran adslsh bilangan
real terkecil z vang mewmernumhi
5 + ..+ sy o=
auyx + d‘izyz d1r.3r. a
5 5 + .+ o3 <z
.Y, T BV, s *2nr =
+ 3 FRCES Bl =
ami Y,‘l dTrrZ yz & ran yh &
Karens V: sdalah minimal =z untuk setisp ve¥ maka
Vz sans dengan minimal 2z, veng mewmennhi
+ 3 3 =
8‘11Y1 d‘1zy2 ot iihyh £
SR o = oz
8‘2131 d‘zzyz d‘Zraym
v 5 + Wt = 2z
RE R ‘2 yz 5 mre yn =
yj, + + yrl = 1
O (s i N o 03.24

dan suatn titik yang mencspai nilsi minimsl sdslish

strategil optimal untuk Pz.

Karena Vx > 0 maks semns 2 yvang memenuhi (3.24)
bernilail positif. Kemuadian pPeErsamasn dan
pertidaksamasn dalam (3.24) dibagi dengan z,

sehinggs diperoleh

meminimalkan =2
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¥ i ¥ T
vang memenuhi = - % ... + @ — <1
11 % 11 =z
vy g
NI 5 AR
WL Z trn =z -
4
1 1
e + + L = e
z z 2
Y5
—=Z 0, 1 =2j= n ({3.25>
Y
Biberikan y; =z}, 1 £ 3 % n. Dengsn demikisn
(3.25) eknivalen dengsn
- : . i
mensksinsllhsn v+ ... + v { = — %
1 T z
= i ! . .. 3 .
vang wmewmenuhi 8,,¥, + + B, V) 1
o 3
}’fr1’y1 L 8-1"rr]"1 o 1
yj’Z G, 1 £ i = n L. (3,28
. 4 t .
Apsbils y = (y;, o .| yr} mokas wmasalash  di stas
¥

dapst ditulis kewmbzli sebsgsei
memshsinslhan o

vang wmemenuhi &Y = 5, ¥ = 0

Ssma  seperti sebelumnys, penukaran nilsi makaimsl

fungsi obyektif oY’ pada (3.28% mdalsh sams
v;‘ dan  hasil kali koordinst titik-titik y-

maksimsl z shan wmeuberiksn strategl optimsl

P
2

Dapat dilihst bshws wassslsh (3.23 den

merupskan masalsh dusl linesy dengan

Hezsalsh primsl @ memsksimslhsn o °

dengan

dengan

untub

(3.28>
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vang memenuhi &Y £ b, ¥ = n
dan
Maszlah dusl D omemininalkan ek
PR N .-
vang mewmennuhi AR = ¢, & = 0,
KEarena bR’z (x;, . ,xé} Z 0 dan semuas unsuyr

2 positif maka ada penyelessispn fisibel nuntnk
Q}K’k c. Jadi masalah dusal mempunyai penyelesaian
optimal yang berhinggs ! Berdasarkan teorems
Duslitas wmaks kedua. masalah tersehut mempnnysi
penyelessian yang berhinggs dengan nilsi cptimsl

vang sama. Dengan demikisn ada strategi vang optimal

untuk kedus pemain dan Vf = Vz.

Kasus 2 Ada s < 0

i
Dipilih sebarang konstanta 7 vang memenuhi
EALR O untuk setisp. 1 £ 1 €y, 1 = ¥ < /N . Di
sini r dipilih dengsn r = 1 - y§§ P Diberikgn iy
agdalah matriks m x n dengan aw :_1funtuk setigp L,
dan ditentukan permsinan dengan matriks
pembayaran & + r £, Nilai hsraspan permainsn ini
(nntuk setiasp strategi % dan v) adslsh

R(B+rE)Y ¥ = wav' 1+ p syt

Karena x dan vy sdalah strategi-strategi maka

. 1 N | v
REG = [xi X, o xm] . :

al
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o
~J

il

X4+x + . 43 > >
(& X, N X, X+ +x

¥

e

[ 11 ... 1 ] &

n

ii
oy

= [ 3!1+}r2+ +yh ]

Dengan demikisn wnilsi hsrspannys sdslsh
REVE 4+ ¢

vaituy nilsi harspsp untuk permsinsn denssn mstriks &
ditsmbah dengsn konstants r, KEsrens nilsi hsrspsn
WA dan R & + v L‘Z}\ﬁ"t harnys berbeds oleh konstsnts
r msks permsinsn dengsn mstriks rexbevaran & dan
& + r E sken wempunysi strategi optimszl vang SR
dan nilsi permsinsn hanys berbeds oleh honstants v,
Karens permainsn dengsn metriks & i - N SERs
nnsurnve positif (su>0} mahs hasil dari kassue 1 di
stas dapat digunsksn untuk permsinsn ini. Jadi untuk
permeinsn dengan  wstriks pewmbsvesran &, strategi

optiral sds dsan V: = Vg.
231

Akibat :
Jiks diberikan X dan Y, sdslsh strstegi vang
optimsl, msks untub sebsrsng vektor strategi x dsn ¥y

2avt = v avt 2 » avt
& o & (=)
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Ini bersrti bshws pszssngsn vektor strategi (xo, ¥y 3

sdslah sustu psssngsn keseimbangsn.

Penyelesaian Permainan Tanpa Titik Pelana

Apzbila permsinsn mewpunysi titik relans maks
penyelessisn perwsinsn dspst ditentuksn dengsn mudsh.
'Sebaliknya, spabila permainan  tersebut +tidsk menpunysi
titik pelsna (walasupun wmzitrike prembayaresnnyve telsh di-
susuthksnY wmsks s8ds beberaps CRYE untuk menentuksn
penyelessian permsinsn vaitn

5. Secsys sljsbsr

b. B8ecars grsfik

(5% Pemrogr&manllinear.

Untuk lebih Jjelssnys perhatiksan wursisn berihkut.

8. Penveleszisn Permsinaen Secsrs Alisbar

Cars ini dapat dipergunskan spsbils matriks pen-

beaysrsnnys adslsh matriks 2x2 dsn tidsk depset disnsuthksn,

Diberiksn & = [ a2 b }
o d

Teorema 2.10 :
A tidask mewmpunyvai titik pelsns bils dsn hanyvs hils
z dasn o hkedusnys lebih bessr stan kurseng dari . b
dan ¢, ysitu bils dan hanys bils & > b, a» ¢, d » b,
d > e atsu 8 < b, 8 <c, d <b, d < e,

Buhkti

i) Diketshui & tidak wmempunysi titik pelans. Akan
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dibuktikan a > b, a > ¢, & > b, & > ¢ atau a < b,
a < ¢, d4d < Db, d<c.

Andaikan A mempunyai titik pelana.

Diberikan a, = a adalah titik pelana.

Dari sini a merupakan unsur terkecil baris 1 dan
unsur terbesar kolom 1.

Karena a adalah unsur terkecil baris 1 maka a < b
Karena a adalah unsur terbesar kolom 1 maka a > c¢.
Hal ini berlawanan dengan pengandaian.

Jadi pengandaian Salah.

Terbukti bahwa A tidak mempunyai titik pelana.

Andaikan a > b, a > ¢, d > b, 4 > c.
Unsur terkecil setiap baris ialah <{b.c} dan unsur
terbesar setiap Xolom ialah {a.d}. Dengan demikian

VL = maks {b.c} T min {a,d} = VU L. (3.27)
i K|

Andaikan a > b, a < ¢, 4 < b, 4 < c.

Unsur terkecil setiap baris ialah {a,d} dan unsur

unsur terbésar setiap kolom ialah <{b,c¢}. Dengan
demikian
V. = maks {a.,d} & min {b;c} = Vel ... (3.28)

b J

Pari (3.27) dan (3.28) dapat disimpulkan bahwa

VL:x VU
Jadi Dberdasarkan teorema 3.6, matriks A tidak
mempunyail titik pelana.

H4#
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Teorema 3.11 :
Apsbils A tidsk mempunysi titik pelans By
diberikan v = s+d-b-¢, msks nilsi perminsnnys
sdalsh
- 8d - be
v = BY - bC
T

dan stretezgi optimsl x_ dan i untuk P1 dan F;

adalah
e z2-b d-b -
e X = 3
S { " - o ( e
Bukti
Berdasarhksn teorewms 3.10 msks r £+ O
. d—q -t - =
Higslnva X, = ( rr, arj) dan Yy = (Q;— g 5;3} adslsh

strategi-strategi, v sadslsh nilsi permainan, wmaks

shan diperoleh

- 2 & W = Cﬂ—c a—b] [ 2 b ] d-b
T b ¢ d T

0 C

[(ad"ac}+(acwbe} (bdmbe}+(ad—bd}] d-b

T fi T
Ay
r
s [ad—bc ad-be d-b
Ny * r
SR
T
{ad-bex{d-b) . {ad-beX¥(a-c)
2 2
r T
- ad -~ hn
- “2__;__3“ ... .(3.28)
Ksrens * adalsh strategi optimsl meha untuhk

N,

sebarsng y = (5&,33; skan diperoleh VZ = min Roﬁﬁﬁ
y=Y
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dengan
wavt < [d2 b ) (2 0y (%)
o \
o d v,
[ {ad- sm+<ac bed (bd-bods(ad- bd} (Vi]
¥ v
2
[ ad- bc ad-be ] [ %]
¥ ¥
2
- sd-be 9 o sd-be -
I 1 2
_ ( sd-be ] J
= v v y
b ad-bc
S — oL (3.30)
Karens Y, sdalah  strategi optimsl nsks untuk
aehsrang x = (xig%} akar diperolehk Vf = maks KAYW'
xe X ©
dengsan
RBY' = Cx x){’i‘b) d-b
o Araioz Y ] T
50
¥
= X% 2, (8d-sbi+(ab-be)
r
(cd-bex+{ad-cd}
s r
= XX, I sd-be )
r
ad-be
L, T A
N ad-be Y . sd-be
= € ox b x) [_r”“’J = 222 e

Dari (3.28), (3.30) dan (3.31) diperoleh

RAY' = w gyt = _Bdsbe oo 4t
o & o r o

Berdassrhan "skibst" dari teorems 3.9 diperoleh

x - [ vl z2-b ]
o F ? T

¥

=]

i
—
ol

M
&

te

|

o
—
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adslah strategi yang optimsl, dengsn nilsi perwainsn

sd-be
r

oo

By

Dari teorema 3.11 diperoleh sustn ramus sederhana
untuk menyvelessiksan permsinsn dengsn wmatriks pembaysran
2x2 yang tidak mewmpunysi titik pelans.

Untuk contoh disgrsm slur dspat dilihst pada

lsmpiran 1.b hslamsn 161.

L]

Contoh 3.9 :
Diketahui matrike pewbsysrsn & dengsn
- 3 1
4 B
Matriks A tidah mempunysi titik pelsns horens 8  Jan

8 kedusnys lebih bessr dsri 1 dan 4. Dengsan

menggunskan ftecorems 3.11 diperoleh

r = std-b-c = 8+B-1-4 = g
v e sd-be _ 8.8 — 1.4 44 4 8
¥ T - g - [« I &)
« = - a—b] _ B8-4 Sl 2/ 7
o T . 3 . - g g
_ [¢-b B-0) ( 65-1 8-41 . (.5 4
% Uz O ArmertaAy o - A4 s
Jadi nilsi permsinsnnvs sdalsh 4 g dengsn

strategi optimsl untuk % sdzlah (g s g} dan
£
strategl cptimsel untuk Pz sdzslah (é s %}. Permainsn

dengan matriks & ini sdslsh tidsk =dil.

Contoh 3.10 :

Diberikan sustu perwmsinsn dengsn matriks pembasysran
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A = [ 7 -5 ]
5 B

Matriks & tidask wewpunysi titik pelans kerens 7 dan

B8 keduahya lebih bessr dsri 5 dan -8. ZXsrens sds
unsur yang fidak positif ysitua 5, = -B, naks
dipilih
r = 1 - giq B, = e (-5 = 7
1,3

Dibust matriks pewbsyvsrsn vang baru & + » E dengan
_ 101
= A1 J
sehinggs
' ~ 7 -8 1 1
A + yE = [ 5 8] + 7 [ ] 1}
_ 14 1
- 3 s

Berdssarksn teorems 3.10, matriks & + » [F duga tidsk
mewpunysi titik pelsna, dan  dengsan menggunshkan

tecrems 3.11 shkan diperoleh

r = s+d-b-~c = 14+15~12-1 = 18
v =o2dsbe | 14.15 - 1,12 _ ., 3
S = . e -
« = [d-c a—b] _ f15-12 14 wz] '3 13
o - ¥ *TF T 16 4F VIR {18/ 5
L Pem [15—1 14-12) _ (7 1
Yo v T4 ¢ 1B T 48 ) T 178 -8

Jedl penvelessisn permainsn ini sdslsh

[Ig - %g ] sebagal strategi optimasl untuk P:
7 1 setb i 4 i
5 "B sepagsl strstegi optimsl untuk Pz
dengsn nilal permainsn v = 12 g - 7 = 5 g

b. Penyelessisn Permsinsn densgsan Henggunaksan Grafik

Apabils mstriks pembaysrannvs 2xn stan mx2 maks
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permeinsn dapst diselessiksn dengsn  menggunshan grafik.
Adz 2 bush metode untuk menveleszikan secsrs grafik.
Metode b1
- * * - -
Lpsbils x dsn vy adslsh renyelessian permsinan dan
v sdalsh nilsi permnainsn maks Vxe ¥ ., ye Y
barlshn

* »*

E(x,y X “yr .. .(3.32)

tA
try
o
X
<
*

ot
1A
e
o~
X

k3
Untuk permsinen 2 x n BE(x ,y) dari pertidskesmssn

(3.32% berarti

M N

dengani% wenggunskan strategi murni 3.
- - - * - 13

Apabils & memilih X yang wmewmbust nilsi v sebesar
- ‘* -

munghin msks %  dan v hsrus memenahi

mexaksinslhksn v

2
vang memersahl > 5. X Z v, 1=jsn
=1 i
X 20, Z x =1 ...(3.33)

Bentuk ini wmerupskan bentuk msasslsh pemrogramsan

linear. Dengan melsknksn substituei x, = 1—x1 ke

dalsm (3.33) skan dipercleh bentuk musslish dalsm 2

~varigbel (yaitn dslsm v dsn xi}. Selsnjutnys
rermzinsn diselesaiksn  secara grafik dengan ,
sebsgal sumbu  wmendstar dsn v sebagsi suwmbu

tegahk. Kemadisn ksrens X, sdalah suatn probebilites
maks X harus bilangan real tidak negstif

dengsn 0 = X = 1.
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Urituk permainsn m X 2, Edx,y ¥ dari pertidshsswussn

{3.32) bersrti

2
X s, v. 5 0w
J

T
p=a
dengan %'menggunakan strategl marni 1.
. s - * - 3 -
Apabllalz mewilih ¥y vang membust nilsi v sekecil
» * - V
mangkin maks ¥y dan v hsrus wmemenuhi

meninimsikan v

2
vang memenuahi T 8.V = w o, 1=i%n
j=a
vz3, ¥ vy = 1 .. {3.34)
3 J i
Seperti halnvs dslzm permasinsn 2 x n , bentuk

(3.34) dspat diselezsiksn secars grafik (dengsn
melshkuken substitusi vy - 1~y1}. Adapun sumbu

mendstarnys adalsah v, dan  sumba  tegask v dengsn

Misslnys F sadslsh deersh fisibel vang memenuhi
(3.33) sateu (3.34) , wesks nilal optimsl dsri dzersh
fisibel F tevsebut diperoleh dengsn menggeser gdsris
selidik v. Adspun garis selidik untuk bentuk (3.33)
atan (3.34) adslsh gsris v = ¢ dengsn ¢ susaty
konstenta. Gsris selidik ini berups garis vysng
sejsisr dengan sumby mendatsr. . Apsbils
permesalshennys sdelah pemshsimslan mshks garig v = ¢
digeser ke stms dan spabils peminimalan msaks garis

v = ¢ digeser ke bawah.
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Metode b. 2
Rolom stsu bsris wstriks renbavaran dinvestshkan
sebsgsai koordinst titik-titik . Disusun poligon

koriveks K dengsn cars menyusan kombinssi konvehks

koordingt titik-titik tersebnt. Deersh poligon
konveks ini disebut dengan himpunsn strategi .
Diambil garis ¢ dengsn perssmssn v, =y, -3 13
X T X, Untuk permzinan 2 x 0 > keolom matriks
dinystabkan sebags i koordinst titik-titik darn
permainan diselesaiksn untuk Pz. Vektor strategi

CRNMGRT AN untuk.?é merupzhkan kombinssi honveks dsri n
bush titik. Dismbil gsris £ dengsn perszmsan SRS
Garis ini wmembsgi himpunsn strategi wmenisdi dus
daersh yvsitn 2 s %, den X, X, . leh harens E;

ingin wmencsri minimsl dsri {ﬁ}>%} makas untuk daersh

TR, > P oingin wmewinimalhan X

i 1 2 2 2

iid X0 2 X, Pz ingin mewninimalbsn X,
Sedangksn untuk perwsinsn m x 2, baris wmatriks
dinvataksn sebegsi titik-titik koordinst dan
permainsn diselessiksn untak % . ¥ektor ©strategi

campuran untuk %_merupakan kombinasi kKonveks dasri m

busb titik. Dismbil garis 1 dengsn perssmsaan ¥RV,

Garis inil mewbsagi himpunsn strategi menisdi dus

daerash ysitn v, < ¥, dan Ve 2y, . Oleh ksrens
E; ingin mencseri mskeimnl dsri {yi,yé} maha untuk
desersh

i vy, <y, . ‘Q'ingin memshsingslhan v,

11} v, » ¥ » P oingin wemshsimslkan v,
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Contoh 3.11 :

Diberiksn matriks pembsyvsrsn

[ 2 -2 3 7 B }

B 5 1 4 0O

Aksn dihitung nilsi permsinsn (v) dan strstegi
optimal dari setisp pemsin.

Karens kolom 4 didominssi oleh kolom 5 dan  kolom 1
didominssi oleh kolom 2 msks kolom 4 dan kolom 1

dapst dihspus, sehinggs diperocleh msiriks pembsysrsasn

vang baru vaitn

Metode b.1

Karens matriks pembayarannys Z2x3 msks so0sl sksn
diselessikan untunk Pi.

Perumnssn masslsh bsgil P1

memsksimslksn v

vang memennhi -2 X, o+ 5 X, Z v
3 x + X = v
i 2
-
8 X, 2 v
2
P = =
X, . X%, o, . 1 .. (3.37)

Earens X, = 1 - X, maks (3.37) dspst ditnlis sebsgsi
memasksimalkan v
vang memennhi -~2x1 + 5 (l—xi) z v
3x1 +.(1—x1} =z v

-
E‘>x1 z vy

v
o0

X
i
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Grafik

3x1+(1~x1)=v

E//

R — A YV EC

_—— J\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Gambsr 3.1

[

/HH

_2x1+5 { ]_—xi):\;

Korens permsssishsnnys sdalsh pemsksimslsn maks
pada daersh F gsris v = ¢ digeser ke stss. Dengan
demikisn penyelessian yvang optimsl terletsk di titik
P yang merupsksn perpotongsn gsris 3x1+ (1~x1}= v

dan ~2x£+5(1—x1) = v, vsitu

3x£+(1=x1) = ~2x1+5(1*x1)
1+2x1 = 5~?x1
9x1 = 4
_ 4
) -8
= - 4 B
Xz-l“Xl-l—§——'§'.
Selanjutnys

- dpl 47 4, _ 17 .8
v = Sxi +{1 xi} = 3(9) + (1 9} = g = 1 5
* .
Strstegi optimsl ¥ diperoleh dengsn menggunsksn
tecrems duslitss komplementer.

Tabel dusl
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0
~ ~ )
1 yz y3
17
3 « X, [~2 3 8 ] = g
_ 17
0 < X, 5 1 0 Sl
i W v
14 iz iz
o o
Jedi diperoleh
-2y, + 3y, + 8(0) = ] .. .(3.38)
17
5 + B Az . (3.39)

Remndisn bentuk (3.38) dsn (3.38) diselessikan

dengan sliminssi.

-2y 43y, = 2L | x 1 -2y +3y, = L
_ 17 _ 51
5yi+ Y, ¥ g e 15y1+3y2 =g _
T34
~17y =1 %
_ 2z
Y. © 3
B - 2R 7
"HARRa ° (o §

Jadl penvelessisn permsinsn sdslsh

[% s %] sebsgseil strstegi optimsl untuk P1

2. T

(G, 5 o 0, 0) sebsgsi strategi optimal untuk Pz
dengsn nilsei permsinsn v = 1 g.
Hetode b.2
Karens ordo matriksnys 2 x 3 , msks permainsn

diselessiksan untuk Pz , dengan kolom-kolom mstriks

dinyatakan sebadsi titik A(-2,5), B(3,1), C(B,0).

Yektor strategi campuran untuhk Pz merupskan

kombinasi hkonveks 33& 4+ y2B + y3C dengsn ¥ v, = 1,
i

v.z0, 1=3=3 darn kombinagi hkonveks ini

menghasilkan himpunsn strstegi vang hkonveks
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Grafik
Xz A
X, = ox,
4- - e
1 B :
< 4 g R
/D ¥ 1
Gambar 3.2
Dibuat gsris ¢ dengsn persamsan X, =X, .
Dserah di bawah gsris X =X merupaskan daerah
dengsn X > X dan daerah di stss garis X T X,
mervupsaksan daersh dengan X <X, . Olek ksrens E’2

ingin mencsri minimasl dsari {xi,xz} maka uantuk dsersh

iy x < x » P skasn meminimalksn X,

1 2 2
X, shan minimal pads titik potong
x, = x, dendsn AB .
ii) X, > X, Pz akan mewminimslhan X .

X, ahan minimal psds titik potong

X, = %, dengan AR .

Sehinggs penvelessaisn optimal pada titik potong

x, = %, dengsn AB .
Perssmasn garis yang wmelslui titik A(-2,5) dan
x,~5 R (-2
1 -5 7 3 - (-2
_ -4 17
X, = 5 X.i + Y
Dendan demikian titik potong X, = X dengsan

_ -4 17
X, = "E X, + ~E adalah
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X, = X
_ =4 17
...—'"5*}{14'—-5
.17
* g
e a s . 17
Jadil nilsi permsinsnnys adsalsh v = o]
Karena nilai optimal terjadi pada titik potong X, =X,
dengan X, = :% x, + l% maks strategi-strategi vang

optimsl bersesusian dengsn matriks

5 1)

5 1

Rarena ada unsur-unsur mstriks vang tidak positif
maks dipilih r = 1 - @%g By T 1 -(~-2) = 3. Dibuat
matriks vang baru

Jadi

2 7
g ? g
Dengsan demikian penvelessian permsinsn adsalah

[_%, *g] sebagai strstegi optimsl untuk E’1

[~3

[O, %, g’ 0, 0} sebsgsi strsastegi optimsl untuk P?
dengan nilai permainan v = ég = lg

lni bersrti bahwa apabila setisp pemsin menggunskan

strategi optimslnya msks kemensngsn (heurntungsn)

vang maksimal bagi Pi adalsh lg dan kekalshan
(kerugian) vyang minimal bagi Pz adslah 1% . Dengan

kata lain bahwsa P1 mensng sebessr lg .
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Contoh 3.12

Diberiksn msatriks pembavarsn

-3 B
6 3
g8 -2

Karena baris atsu kolom dalsm matrikse tidak sds vang
didowminssi oleh unsur lsin wmshs matriks tidak dapst
disusutken. Akan tetspi ksrens matriksnya sdalsh 3x2

waka permsinsn skan diselessibsn secsrs grafik.

Hetode b.1
Ksrens mstrikenys sdslsh 3x2 mshs S8l skan
diselessikan untuk P, .
Perumusan masalsh bagi Pz
meminimalhkan v
vang memenuhi —Syi + Syé e
Sy1 + 3yé = v

= <
8?1 Zyé = v

= -
v.¥, = 0, Yo + ¥, =1 ...(3.40}
Dengsn mensubstitusiksn Vou 1—y1 maks bentuk

(3.40) dspat ditulis sebagsi
meminimalhksn v
vang memenuhi —3y B(l-y > = §
By, + 3(1-y) = v
8y, - 2(i-y ) = v

>
v, = 0
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By, + 2(1-y, )=V

~ \\\ B

0/ \ 1 - y’_
/ ‘33’14‘8(1—}71):‘7

Gambsr 3.3
Karens permasalshsnnvs adslsah peminimalsan maks pada
daerah fisibel F gsris v = o digeser ke bswah.
Dari sini dipercleh penvelsssizn optimsal vang
Lerletak pads perpotongsn garis u3y1+6(1~y1)=v dan

8n¢3(1—y1}:v » ¥aitu di titik P, sehinggs

By+ 3(1-v,) = -3y +6(1-y )
Y S BN F % = g
Strategi optimal x" dicari dengsn mendgunaksn

teorems duslitas komplementer.

Tabel dusl
£
~ Fal
y v,
2
g < X, -3 8 = 3: ,
0 < x, 8 3 = 33;
= X ~2 < 32
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- 3
-—3x1 + sz + 8(Q) = 3; .. (3,415
_ L3
Sx1 + 3x2 - 2{0) = 3; L .(3.42)
Dengsn melskuksn eliminssi bentuk (3.41) dan

(3.42 diperoleh

- a3 _ -
-3x, + Bx, + 8(0) = 3; x 1 3x +8x, = 37
Bx, + 3x, - 2(0) = 37 | x 2 | 12x +6x, = 7%
- 3
“15}{1 - “3;
1
X =
1 4

Jadi penyelessaisn permsinsn sdsalsh

(i,i,O} sebsgsl strategi optimsl untuk 91

(

4’4
i 9 . o g
:,;) sebsgal strestegl optimsl untuk P2

q . . 3
dengan nilsil permsinan v = 3;

Metode b.2

Karens ordo matriksnys 3 2 2 , msks permsinsn

diselessiksn untuk P; » dengsn baris-bsris mstriks

dinvatakan sebsgai titik A(-3,68), B(B,3)

dan

C(8,~-2). Vektor strstegi campursn untuk P1 merupsakan

kombinssi konveks dari titik A , B LC vaitu

= > < 4§ <
x1ﬁ+xziB+x3<Edengan %xi 1, x.L_,O, 1 = i =

3

dan hkombinssi konveks ini menghssilkan himpunan

strategi vang konveks.
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Grafik

A

Gambsr 3.4

Dibust gsris ¢ dengsn perssmasn v, = v

Dserah di bawsh garis s sdalsh sustn dserah

dengarn ¥y, > v, dsn dsersh di .stas garis A Y.
sdslsh dsersh dengsan AT Qleh harena Pi ingin
mencari maksimsl dsri {y;,yz} maka untuk dsersh

i) ———— P1 ingin memshsimslhksn 3,

Y, aksn wmskaimsl pads titik

potong vy, = y, dengan AB .
! E; ingin memaksimslksn v,

v, &kan maksimsl psds titik
potong vy, = y, dengan AB .
Dengan demikisn penyelesaian optimal pads titik
potong y, = y, dengan AB .
Perssmasn garis vang wmelslui titik A(~3,8) dan

B(8,3) sdalsh

v,m 8 y,m (-3)

3-8 7 B8 - (-3}
1

Yo T3yt S

Dengan demikisn titik potong vy = v
i
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Y, = -3 v, + 5 adslah
yi.:yz
1
mh5y1+5
5 3
v, 2o T 33

Jadi nilsil permainannys sdalsh 3 %
Karena nilai optimsl terjsdi pads titik potong ¥, =Y,

1 - .
dengan V, = - 3 Vv, + 3 mshks stirstegi-strategi vang

optimal bersesusisn dengsn mstriks
-3 B
8 3
Karena ada unsur-unsur matriks vang tidak positif

maks dipilih r = 1 @ig B, = 1 - (-3 = 4.
> o

Dibust matriks vang baru

( 1 10 ]
10 7

3 _ [ d-c 5~ _{ 7-10 1-10
o~ lard-b-c ' as¥d-b-¢ } |I¥7-10-10 * T57-10°10

_ [ d-b = {_ 7-10 1-10
Yo T la¥d-b6 ° avdobog JT|T37T10-10 ° 19-910°15 ]
3

3. %)

Dendsn demikisn penvelessisn permainan adslah

[
[

. - . ]
dengsn nilsi permainan v = 3:

3>

» 0) sebsgai strategi optimsl untuk P1

=N FAC S Y PN
w0 defeo

] sebadal stretegi cptimsl untuk P2

Ini bersrti bahws spabila setiap pemsin menggdunakan
stratedil optimslnys maks keuntungan (hemensngsn)
vang maksimal bagi P1 sdalah 32 dan kerugian
(kekslahan) vang minimal bagi P2 sdalah 32 .Dengan

. a
kats lain Pz mensngd sebessr 3;.
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¢. Penyelessisn Permainsn dengan Pemrogrsmsn Linesr

Permsinan berjumlash nol untuk 2 pihsk merupskan
sustu messalah optimisasi vang linesr. 0leh karens itu
dapat diselesaiksn dengsn metode pemrograman linesar
(dengsn menggunshsn metode grafik vsng sudsh dibahss di
muka dan metode simpleks yang shan dibshas di bawsh ini).
Dengsn demikisn permainsn dengsn mstriks pembsaysrsn m X ©n

dapst diselesgssiksan dengsn csra ini.

Missl X" = (xi, i 5 xm) clan Y* = <Y1’ ...yh} sdslah
penyelesaian permainsn dengsn nilai v, maka Vxe¥, yeY
berlaku

ECGLY ) S E(x Ly = v 2 B(xT,y) ..(3.43)

E)
E(x,y } dalam pertidshssmasn (3.43) bersrii

#

8. . R ¥ i
14 Yj »

i1 = w

M3

j=1
dendsan P: menggunskan strategi murni i,
. N #* . . .
Apabils Pz memilih ¥ vang membust nilai v sekecil
. 1 M = L
mungkin yvaitu yvang membuat VU = v senscil mungkin, msha

permssalshan bagi Pz adslal memilih v  dan y* vang

memennhi

memnininslhan v

n
vang memenuhi % 8. yiE v , 1 =1i=Snm
vy, o= 0, % v, = 1, 1 = 3 = n

(3044

*
E{x ,¥y) dalam pertidalssmsan (3.43) bersrti

e
»*

T X o os5. = 0w

. i
1

—
1A
A

. t ]
L

dengan P2 menggunshken strstegi marni 3.

- 3 * - -
Apsbils P1 memilih = vang wmembust nilsi v sebessar

manghin yaitu membuat V: = Vv sebegsr mungkin maks perms-
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- > ] * k]
salshsn bsgi P1 adalsh memilih v dan x vangd memenuhi.
memsksimalkasn v
vang memenuhi % X 8 ; zZ v, 1 =3=n
ﬁ,z a, % X, = 1, 1L =21 5m ...(3.45)
Y5
Remudiasn diberiksan y; = [ ;J , 1 2 3 = n dan
v,
1 . .
g oz 4oz 2 o
v, ot ot Yy j ” v Diketshui bahws masalah
meminnimalkan v gdalsh ekuivalen dengan masslah

’memaksimalkan % . Misal v > O maks bentuk (3.44) dapst
ditulis sebagsi

memsheimalkan y; + ... + v

vang memenuhi % B ; y; =1, 1 =1i=m

y; Z‘O, % y; =1, 1= 3=n ..(3.48)

Bentuk ini merupaksn bentuk stsndar mssalsh pemrogrsman
linear, sehingds dapst diselessikan dengsan metode
simpleks.

Dalsm pemrodramsn linesr setisp wmssslsh depat
diselegaikan melalui dualnys. Nilai optimsal fungsgi

obyvektif untuk mssslah primal dsn dusl sdslsh ssms. Dual

untuk (3.48) sadslsah

meminimalksn x° + ... + x’
1 m
vang memenuhi § x; B z 1, 1 =i
x{ = g, % x; =1, 1 %f=m . (3.47
. x"t x:. 1
Diberiksn x” = [«*] dan x' + ... +% = I 0 = =
1 v T }im vy v
Dengan melakukan substitusi x{ = (;1) ke dalam (3.47) msaks

skan diperoleh bentuk (3.45) vysng merupskan perumusan
mesalah bagi Pi. Ini bersrti bshws permasalshasn bagi Iﬂ
merupsakan masalah dusal dari PZ.

Penyelesaian bentuk (3.46) dengan metode simpleks aksan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

79

memberiksn nilai permainan dsn strategi optimal y*
Namun dsalsm penyelessian dengan metode simpleks ini sakan
dipercleh juds strategi optimsl untuk P, karena nilsai
perubah dual dapst dibacs pads tasbel optimal sosl primsl.
Apsbila sds unsur-unsur dalam mstriks pembsyaran
vang negatif maka dibust matriks pembayvsrsn vyang baru
dengsn wmensmnbsh sustu khonstsnts r ( dspst dipilih

T = 1—yi§ Sw). Strstegi optimal untuk permsinsn ini sams
a2

dengsn strsategl opiimsl spsbils matriks pembsysrsn  tidak
ditsmbah dengan Kkonstanta r. Akan diperlihatksn bahws
strategl optimsl untuk kedus wmatriks pembayasran ssama dsn
nilai permsinsnnya hanys berbeda oleh konstsnta r.

Missl kedus matriks pembsyarsn tersebut sadslsh

A = (s)dan & = (a + r). Diketshui (x",y") adslah

i}

pasangsn stratedil optimsl untuk metriks A dengsan nilai
L3 E 3
permainan E (X ,¥ » dsn teorems Fundsmentsl berliskan untuk

& = (au + 1), Berdsasarksn “shibst” dsari Leorens

Fundamentsl wmsks

(YxeX, yeY)(@x eX, y e¥) (E'(x,y ) < E'(x ,y")y = B° *.y)
R

Akan tetspi E’(x*,y MLNEE % x

*
+
FEox (a4 )y,

2535 x . 3 &
- JX.E V. xtayjr

1 i i i 1
*% ]
= E(x ,y ) + ¢
Pemikian jugs

* *
E'(x,y = E(xx,y ) + ¢

n
tx1
oy
X
*
¢
S
+
"

'*E

B (% ,y)
sehingga

A * ,4«‘* R

E'(x,y = E'(x ,y )= E'(x ,¥)

EGa,y ) S B,y ) -1 = Ex L,y") s Bx™,y)

Ini berarti bshwsa (x*,y*) adslsh strategi optimal untuk
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matriks pembayvaran A% = (au + r3¥. RKRemudian nilai
permainsnnys sdalsh E'(x*,yﬁ) = E(x*,y*} + 1.

Ini berarti bahwa strastegi optimal untuk permsinsnsama
walsupun unsur-unsur dsri mstriks pembayarannys ditambsh
dengsn konstants r. Sedangkan nilai permsinsnnys hsnvs

berbeds oleh konstants r.

Untuk contoh disgrsm slur dapst dilihst pads

lampiran 1l.¢ hsalamsn 182,

Contoh 3.13 :

Diberikan mstriks pembsvarasn sebagsi berihut

-3 -1 -3
-3 3 -1
~4 =3 3

Karens ads unsur vang negatif, dipilih

r = 1 - ?%? By = gloty Lol dl - L

Hatriks pembsysran ysng bsru adalsh

-3 -1 -3 1 1 1 8 4 2
-3 3 -1 + 5 1 1 1 = 2 8 4
-4 -3 3 1 1 it 1 F 8

Perumusan massalah bagi Pz
meminimalksn v
vang memenuhi 8y1 + 4yé + 2yé = vy
~
2y, + By, + 4y, = v

<
¥y f zyé + syﬁ =V

e
H
[y

w«
v
Lot
i...l:
lt\
[
IA
[y

4] 9 Mo
i

oM
I*
T

<

Diberikan y; = dan v, t v, + Vv,

3
Jadil perumusan mssslah di atss ekuivalen dengan

memaksinslhan y . + vy o + vy
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vaeng memenuhi 8y; + 4y; + Zy; < 1
2yi + Sy; + 4y3 = 1
v, + 2y2’ + 8}’3 < 1
%Y{ = 1, Y{ Z 0, 1=3 3 ...(3.48)
Perumussn masslah bagi P1
meminimalkan x7 + % + x’
1 2 3
vang memenuhi 8x; + 2x£ + xé = 1
4x; + Sxé + be =4 1]
2x; + 4x£ + 8x5 z 1
%x{ = i x{ zZ 0, 1 =i 3 . (3.4

Dapat dilihat bshwa bentuk (3.48) dan (3.49)
merupakan bentuk standsr wmshksimsl dan minimsl
masslsah pemrograman linesr yang ternyats saling dual
dan szlah sato dapat diselesaiksn dengsn metode
simpleks. Karens pertidsksamssn pads bentuk (3.48)
hanys mempunysi 3 buah variabel kelonggsrsn (slack)
sedangkan pertidaksamaan pada bentuk (3.49)
mempunysi 3 bush varisbel kelonggsrsn dsn 3 bush
varisbel semu (artificial) maka  permainan ini
diselessikan melslui bentuk (3.48),

Bentuk siap simpleks untuk (3.48) adsalah

Menentuksn y; = @4, % 7 g

vang memenuhi 8y; + 4y£ + Zyé + o8, = 1
2y; + 8y£ o+ 4y5 + s, = 1
y1+2y2+8y3'+53 = 1

dan memahksimalkan y;+y£+y;+8s1+032+0s3

Tabel simpleks
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cr‘i 1 1 1 §] 0 3
X, . . .
] X, P Yy Y2 Yy, 8, 8, s, b, R,
0] s, 8, 4 2 1 0 0 1] fe
0| s, 2, 8 4 0 1 o 1 2
s, BN . 11
P .
1 1
z, 3} £ 0 g 0 0 0
zi-e, | -1 -1 0 0 0 0 { O
. ’
1)y, 1 frithl s op 0 Yra | e
g s, o7 i Wz -t /e 1 0 s |2 /s
o s, 0 3/z .’31/4 é—i /8 0 1 7/9 Joz -
z, 1 Y2 tse a0 0 | tse
2. Fes o0 -2 %k tra g o ! /a
i o 4
1 v, 11 14,’315 0 “sc0 Fas 3/31 T
1 : _
0 s, 05190/315 OC Tl WL ek 11,’31 “/19_9*
1 v, O:' 6/315 1 Yz 0 ca1] ¢ joz ? /12
!
z 1 %P2 0 Trez 0 231" e
zj—c]. £ —11,:”31 0 7/62_0 _3/‘31 13/64
k " J
. 1 i i
1 A i 0 0 Vi —3L O o
. 3 33 -~ % 11
1 Yé 0 1 0 ; /ps 196 14] 190G “t
1 = 1 5
L 0 9 B EUENT |
5 £4 i 45
Z; 1 1 1 4> 196 14 | ivo
b= 11 1 + 5
zj“o.i 0 o o /4 196 14 | ive
s .1 .o 14 . _ 5
Diperoleh Ve e Yy T oo s Vs = 13
i 45 '
v " 106
.o 5 .o 44 .o 1
X TGS 0 Xy Tlos 0 X, T 4
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Y. X,
Karena y; = 5+ dan untuk dualnya x| = = maka
- L 196 _ 14 gy = 5 19 _ 20 _ 4
yﬂ. 14 45 45 1 40 T 4% 4% o
14 498 a4 SN ST - S ¥ 1
Y2 T isst Tas T am *2 T 156 45 T o
a 40 45 45 © a 14 ‘Tas Tan
R . . - 5 = - zo
nilai permainan = 8 = =

Dengan demikian penyelesaian permainan adalah

[ ALY E%] sebagai strategi optimal untuk P1

[+ 45
i4 14 4 . 3 %
&3-, =l [ n;] sebagai strategi optimal untuk Pz
20

dengan nilai permainan v = - .

. 9 29
Ini berarti bahwa Pz menang sebesar 5"
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BAB IV

PERMAINAN TIDAK BRERJUMLAH NOL

4.1 Permainan Tanpa Ker jasama

Dalam permainan tidak berjumiah nol apabila antara
pemain tidak adsa bentuk komunikasi {(tidak diperbolehkan
zaling bekeriasama) maks hal ini disebut permainan tanpa
ker jasama, Karena tidak ada kerjazsama makas setiap pemailn
akan berusahs memaksimalkan perolehannya. Dengan demikian
permainan tanpa kerjasama dapat dipandang sebagal
permainan berjumlah nol dengan dua buah matriks & dan E,
Eermainan berjumlal nol antuk P1 adalazh perkainzn dengan
& sebagal matrike pembayvaran dan P1 bermain melawan
pihak lain ( pihak lain tersebut bukan PZ). Demikian puls

™

permainan berjumiali rnol untuk Pz. Di  sini g dia

IEEap
sebagal pemaln ke-1 dan bermaln melawan pihak lain
( pihak lazin tersebut bukan P1> dengan matriks pembayvaran
Et. Adaéun caraz menentukan strategli optimal dan nilaid
permainan dari setisp pemain Juga berdasarkan definisi dan

tecrems dalam permainan berjumlah nol.

4.1.1 Pasangan Keseimbangan dan Pasangan-pasangan Maksimin
Diketahul & adalah matriks pembayaran untuk P1 dan
B' adalah matriks pembayaran untuk Pz dengan

i}

pembayaran untuk P1 apabila P, memilih stra-

a. .
v

tegl v dan Pz memilih strategi j.

pewbayaran untuk Pz apabila Pt memilih stra-

13

L

84
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LN

tegi i dan Pz memilih strategi j

X, = probabilitas Pi apabila i3 menggunskan stra-
tegl v, 1 24 & nm
yJ = probabilitas Pz apabils ia wmenggunskan stra-
tezi i, 1 =2 i =
nilai harapsn untok Pi {vang Jdilasmbangkan dengan ;I) dan

rnilai harapsan untuk Pz {(dilambangkan dengan EH) sdalah

EI(x,y) =z % X, 8, Y, dan EII(x,y) = % % Y, bu X,
(iihat kembali subbabh 2.2).

Apabils P1 memainksn gtrategi optimal xmax vang mem-
buat EI optimal maka x¥ disebut strategi maksimin untuk Pi
dan Ex digebut nilai maksimin untuk Pi. PDemikian Jugsa
apabila Pz memainkan y*aY yang membuat EII optimal maks ¥
disebut strategi maksimin untuk Pz dan Exx adslah nilai
maksimin untuk le Eemudian (K*,y*} dinamakan sebagsi
pasangan maksimin.

Dalam permainan tidak berjumlazh nol Jjuga terdapsat
suatu pasangan keseimbangan.

Definisi 4.1 :

g * .
Suatu pasangsn strategl x £X, y Y disebut pasangan

keseimbangan untuk permainan tidask berjumlah nol
apabila
3 E #
- (YxeX, yeY) ( E(x,y ) = E (x .,y ) dan

* * *
E (< ,yY S E_(x,¥ )

Pi s=ini setiap pasangan maksimin belum tentu berups
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passngsn keseimbangan. Ini disebabkan hkarena tidak semns

pesengsn maksimin memenuhl definisi 4.1.

Contoh 4.1 @
Diberikan mstrike pembavarsn
(1,19 (10,17
[ (0,-10 (0,-93 ]
Aksn diperlihatkan bshws pssangsn maksimin dari
permainan ini adslsh tidak sama dengan pasangsn
heaseimbangsan.

Dari matriks pembaysaran di atss diperocleh

_f1 10 _r Y
A = { N0 } dan B = [—10 % ]

8) Matriks pembayaran untuk P1 adalsh
n- (5 %)

Rarens & menpunyai titik pelasns maka dengan
mengggunaken kriteris msksimin {dalam permainsn
berjumlsh nol) diperoleh

x* = (1,0} adalah strategi coptimsl untunk Pi

EI = 1 adzlsh nilai permainzn untuk Pi
Karens K*SX suatn strategil ysng membust EI optimal

maks x = (1,0% disebut strategi maksinin untuk Pi

dsn Ex = 1 sdzlsh nilail maksimin unitnk P1

Matriks pembavarsn untuk Pz adalah

t _ (10 -10
‘B“(l ~9]

t . c
Rarens B mempunyszi  titik pelsans mehe dengsn

menggunskan kriteris wmaksimin diperoleh

y* = (0,1) adslsh strategi oplimsl uvntuk Pz
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y¥ = (0,1} adalsh strategi optimsl untuk Pz

E = -9 adslsh nilsai permsinan untoh P,
Jadi Y* = (0,1) adalah strategi maksimin wuntuk P,
darn En = -9 adalsh nilsi msksimin untnk Pz

* L3
Pengan demikisn (x = (1,0), vy = (0,1)% pssandan

maksimin,

*
Akan diperlihastksn bshws x = (1,0 dan y* = (8,1
adsalsh buksn pasangsn keseimbangsn.
Dari mstriks & dsn B diperoleh
EI(ij} = Xi(l)y1 + Xlilﬂ)yz iz XQ{D}Yi + Xzfﬂfyz
- xiyi + 10 x1y2
Bp(xeyy = v (100x,+y, (-10)x,+y, (1)x +y,(~9)x,
= 1Oy1x1—10y1x2+y2x1~9y2x2
sehinggs VYxeX, y=Y diperoleh
E
EI(K,Y ro= x1(0)+10x1(1; = 1Ox1

*

E,O¢,y )= (1X(0) + 10(1)(1} = 10
¥ .
E (% .Y = 10y, (13-10y (03+y,(1)-8y,_(0)
= 10y, + v,
B O LY 3= 1000)(13-10(0)(0)+(13(1-9(¢1)(0) = 1
Pepat dilihst bshwa
* . o k. p * ok
EI(x,y 3= 10:.»{1 = e = EI (% .Y 3
dan
* ok < _ * \
By Y 3 = 105 10y +y, = E_(x ,y)

Jadi (x*:l,D}, yak = (0,1 s=adslah buksn psssngsn

keseimbangsan.

b) Misal dismbil x =(1,8), y'=(i,0)

Dengan demikisn VYxsX, yeY diperoleh
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E (¥ ) = x, (1)+10x (0) = X

i

(1) (L)+10(1Y{0) =1

A E
E&(x JY )

E, (% .y) = 10y, (1)-10y, (0)+y, (1) -9y, (0)

= 10 yl+yé
E (x*,yﬁ)= 10(LY(L)-10(LY(O)+(O) (1Y~-9(0)(0) = 10.

IX

Dapat dilihat bahwa

fl
%

A
N
H

tr
%
«

E, (%,¥")
dan

* L3 *

E,(x .¥y) = 10 y,ty, < 10 = EH(x LY )

Jadi (x*=(1.0). Y*ﬂ(l,O)) adalah pasangan ke-

seimbangan.

Di sini dapat dilihat bahwa pasangan maksimin adalah

tidak sama dengan pasangan keseimbangan,

Contoh 4.2 :

Diberikan matriks pembavyaran

(0., 1) (10,-1)
[ (=1,10) (2.2) ]
Akan diperlihatkan bahwa pasangan maksimin adalah
sama dengan pasangan Xeseimbangan.

Dari matriks pembayaran di atas dipercleh 2 buah

matriks vaitu
- 0 10 _ i -1
A = [_1 5 ] dan B = [10 2]
Matriks pembayaran untuk P1 dan P2 adalah

o 10 ¢ (1 10
A = [~1 5 ] dan B = [*1 2]
Karena kedua matriks tersebut mempunyai titik pelana

maka dengan menggunakan kriteria maksimin diperoleh



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

89

x" = (1,0) E =0

X

Y = (110) ’ EII""' 1
Jadi (x*=(1.0), y*=(1,0)) adalah pasangan maksimin
untuk permainan ini dengan nilai maksimin untuk Pt
untuk P
2

adalah EI = 0 dan nilai maksimin

adalah Eu= 1.

Diketahui Ex(x,y)-—-xi(O)y1+x1(10)y2+x2(—1)y1+ x, (2)y,
= 1Ox1y2—xzy1+2x2yz
E (cy) = y, (L)x +y, (10) %+ v, (LIx +y (2)x,
= yx* 1Oy1xz— v, X+ Zyéxz
Dengan demikian Vx£X, yeY diperoleh

L2
EI (%, ¥y ) = 10}{1(0)—}(2(1)-{-}{2(0) = -,

I

E, (x",¥") = 10(1) (0)-(0) (1)+2(0) (0) = O

it

B, (<,¥) = y,(1)+10y, (0)=y, (1)+2y, (0)

= y:.“yz
E_(x",y") = (1) (1)+10(1) (0)=(0) (1)+2(0) (0)

Terlihat bahwa
B (x,y) =-x, < 0=E(C,y)
X X
dan
B e *
E (% LY I8= N8, 51 = En(x LY )

sehingga (x*=(1,0),y*=(1,0)) adalah suatu pasangan
keseimbangan.
pasangan maksimin

Jadi dalam permainan -ini suatu

adalah sama dengan pasangan keseimbangan.
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4.1.2 Teorema Nash dan Sketsa Pembuktiannya
Tecrema 4.1 (Teorema Titik Tetap Brouwer Brouwer Fixed
Point Theorem) :

Bils f sustu fungsi ysng memetabsn titik-titik pads
himpunasn S ysng tertutup, fterbatass dan  konveks
dalism rusng Enclides ke dalam himpunsn 8 dan bils f
adalsh fungsi kontinn mshks gseknrsng-kursngnys sds
satu titik dslam S vyang dipetsksn ke dirinvs

mendiri (Litik tetsp).

Bukti untuk teorems ini dspst dilihat psds  buky  "Some
Topics in Two Person Gamesg" vaeng ditulis oleh

T.Parthassrathy dan T.E.3. Rsghsvan, 1877.

Teorema 4.2 (Teorema Nash> @
Sebarang permainan untunk dus pihak (berjumlsh nol
sten tidsk berjumlsh nol) dengsn seiumlah strategi
vang berhingga wmempunysi sekursng-kurangnys satn

pessangen keseimbsngsrn.

Dengsn menggunakan teoremsa Titik Tetsp Brouwer, skan

diberiksn sketss untuk pembuktisn teorems Nssh.

.Bukti
Diberiksn 3 = {(x,y ) {xeX, y£Y} asdslsh himpunsn semis
passngan-pasangsn vektor strstegi veng manghin.
Karenaz X dan Y adslsh himpupan vektor strategi vang
berhinggs, dalsm hsl ini S sdslsh tertutup dsn
terbatas (dari teori anslisis Real). Himpunsna S

Jugs merupshsn himpunsn vang konveks.
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Misal E(X,,¥) adalah nilasi harapan untuk P, bila
P1 nenggunakan strategi murni i.
EH(K,IIj} sdalal nilai harapsn untuk Pz bila
Pz menggunaskan strategi murni j.
Didefinisikan (¥xsX¥,yeY) berlaku

c (x,y) = maks {0,E (I ,y;-E (x,y)}, 1=i=n

H

d(x,¥) = maks {0,E (%, I15-E (x,¥3},153%n
Biberikan fungsi £ vang memetakan titik-titik pada

P

himpunan S ke dalam himpunsn S5 dengan

f(‘:)’-) = (K’,y’) der[g«'ﬂ_rl
&fci(x,y)
. - N
¥ P T eE e GGy LR e
y4d (x,¥)
Y' = ) : 1 € 3 = n
i 1 +% dj(x,y} 1

Fungsi £ adalah suatw fungsi vang kontinu  karena
spabile diambil sebarang xeX,yeY dengan perubahan
kecil dalam x dan ¥y, sakan menyebabkan perubshan
lkeoil dalam x '  dan ¥y ', maks akan diperoclekh
f(x,y) = (x ",y }.Dengan demikian menurut teorems
Titik Tetap Brouwer ada suatu titik tetap (x*,y*)
dengan

R Wi (4.1
Di gini tidak mungkin terjadi bahwa

(Y, 1SS ) (BT, > E <Ly )
vang terjadi adalah

A** * J— * # #* > 5 # I %
E (e ,y ) =2 xE{x,y ) =22 x EQ,y)
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Jadi untuk suatu  dipunyai
c (x",y") = 0
Dari (4.1) diperoleh

L 3 E 3 E 3

X, + o (% ,y )

X, = — ... (4.2
1+ 2 ¢ (x,y)

dan untuk i dengan . (x#,y y = 0 maka dslam bentuk
(4.2) di atss £ e (x,y) =0
Jadi ¥ i, 1 =< m, ci(x*,y*) = 0 berlaku
* A ¥
E(x ,y )z E 1.,y

sehinggs dari sini diperoleh

(YxeX)(E (%", 7"y 2 E(T,y")) L (4.3)

Demikian juga untuk V i, 1 =i£ 1 tidsk mungkin

terjadl bahwa

£

. . R £ 3 *‘_\
(¥i,1 =i =m ) (EXI(K,IIj) > B O,y )

vang terjadi adalah

E (" ,y) =S v E (< ,¥y)2 5 vy E 11
4 x = - =
II( s Y - ill (x ,y 3 R £ O j}

«
e Eu(x ,IIj)
Jadi untuk suatu 1,
E ] k3
dj(x ¥ ) = 8
Dari (4.1) diperocleh
* YT + dj(x*,y*)
Y. B .. {4,453
! 1+ Zd. (< ¥y
3 J
dan untuk j dengan dj (x*,y*) = 0 makas dalam bentuk
(4.4) di atas % dj(x*,y*’) = 0
J
. . e x*
Jadi V i, 1 = = n , di(x LY Y = 0 berlasku

* #* 3
B O,y 2 B (7,11 )
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gehinggs dsari gini diperoleh
(Yye¥) (B O,y 2 B IT)) L. (4.5)
Dari (4.3) dan (4.5} diperoleh
E (x,y" % € E_(< ¥ ) dan
EII(X*’Y} = EII(M%G ’y*}
Déngan demihkian berdasasrkan definisi pessngan

kegeimbangasn untuk permsinsn tidsk beriuomlsh nol
L3 EL .
maks (X ,¥ » adslsh sustu pasangsn Keseimbangsn,

HHy

4.1.323 Menemukan Pasangan Keseimbangan Untuk Permainan 2x2
Untuk menentuksn passngan keseimbsngsn dalam per-
mainan 2ZxZ dapast dengan wmenggunzkan metode grafik.

Diketahni wmatriks pewbsyvasrsn untul Pi darn Pz zdalsh

3 5, o] b
g N 811 FJ.Z dan iBt - }-11 lin
21 d’zz J12 J22

dengsn strategi unnitnk Pi adslah x = (x,1-x) = X dsn
strategi untuk Pz adzlah ¥y = (y,1-vy & Y.
Nilzsi hsrspsn antuk Pi adalah
X = p -y % - 5 - Y
E (x,y) x(s, vta (1-y33+(1 x)3(a, vta, (1-y3)
o (4.8
. * W ' .
Lpabils (x .,y } sdslszsh passangan keselimbangsn maks
L] L £
Ex(x Y ) = EI(X,Y J
Dengan demihkian untuk v tertentu wmska dsri perssmssn
(4.8) depat ditentuksn x vang wmemsksimsalhksn EI(K,Y} dan
bila ¥y adsalsh sustu bsgisn dari psssngsn keseimbangsn maks
dapat ditentuksn x yang Jjugs pasti merupshsn basgisn dari

pasangsn keseimbangsan. Kewmudisn, karens perssmssn (4.8
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sdalsh perssmasn dalam 2 varisbel (yaitu =x dan v} maks
prersamaan tersebul daspsit diselesaiksn secara grafik dengsn
x sebsgsi sumbu mendstsr, v sebsgsil sumbu  tegak dann 0 =
x = 1, 0=y 1
Selsnintnvs dapat dilihst nilai harspan untuk Pz vaitn
— — Ay — LY —_
En(x,y,—y(bﬂmbn(l X33+ (1-yi(b x+b (1-X))
Lo (4.7
. * 0 * L
Apsabils (x .,y ) sdalsh passngsn keseimbsngsn wmsks
‘ o* -M\ -~ E A 1

E (x .y y = B (x.¥3
Dengsn demikian untnk «x tertenin mska dari persamasn
(4.7% dapst ditemuaksn vy yang memshksimsllan EH{x,y} dsan
hils % azadalsh bsgizn dsri pasangsn heseimbangsasn wmshka dspst
ditentuksn ¥y vang juga pasti merupsksn bsgisn dari
psssngan keseimbangsn. Kemndisn, ksrens perssmsan (4.7
sdalsh persamssn dalam 2 varisbel maks perssmssn Lersebutl
dapst diselegssikan menggunasksn grafik dengsn x sebagsi
sambiu  mendatar, v sebsgsi sumbu  tegskh dan 0 x 5 1,
0= yv= 1.

Dsri (4.8) diperoleh vektor strstegi x veng

-~

memsksimslkan EI(K,Y v sedemikisn sehingga EI(X Y 3 =

)

Ex(x,y*‘\ dan dari (4.7) diperoleh vektor strategi ¥y  vsng

* : *  * N *
memaksimalkan E_(x ,¥y) sehinggs E 0Ly 0 = B (x ,y).

XX
Dengsn demikisn berdsssrksn definisi pasangsn keseimbsngsn
nsks pasangsn keseimbangsn untuk permainan 2x2 ini adalsh
titik-titik potong sntars grafik dsri (4.8} dsn (4.7).
Selsnjutnys spabila diperhatikan bshws gabungsn grafik

sntears (4.8) dsn (4.7) terlihst sebsgsl susitn swastiks

sehinggs metode ini disebut jugs metode swastika.
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Contoh 4.3 ¢

Diberikan matriks pembayaran
(0, 1) (1.,0)
[ (1,0} (0.1) ]
Akan dicari pasangan keseimbangan untuk permainan.
a) Diketahui matriks pembayaran untuk P1 adalah
b-(25)
dengan EI(x,y) = x({0)y + (L) (1l-y)) + (1-x)((L}y +
(0) (1-v))
= x(l-y)+(1l-x)y
= x(1-2y) + vy ... (4.8)
Dari persamaan {4.8) diperoleh

bila v < maka EI{x,y) dimakgsimalkan cleh % = 1

NiBR BB

[t

bila vy maka EI(x,y) dimaksimalkan oleh

0=x=s1

bila y > % maka E_(x,¥) dimaksimalkan oleh x = 0
Grafik
y.
o
1
2
< » x
0 1

Gambar 4.1

Matriks pembayaran untuk P2 adalah

t (1 0
‘B‘[o 1]
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dengan EH(K,Y} =

= x((1)y +(OX(1~-y))+

CI=x3((0)y+(1)(1-y3)

= Xy+{1-x3{1~y>

= y(Z2x-1)+1-x

Dsri perssmasn (4.9} diperocleh

EII(x,Y)

dimsksimalhken

bilas
bila x = % ma ks
flsy=1
bils
Grafik
A
¥
-1;._
GQ

RKemudiasn pssangsn keseimbsngsn diperoleh

potongan grafik pads

yaitn

Gambar 4.

Gambsr 4.1 dan

2
dari

Gambar

wi-

ol

Gambar 4.3

86

. (4.8

1 . .
X < = maks EH(x,y} dimshsimalkasn oleh y=0

oleh

1 d o
Sl b mahs Encx,y} dimaksimalkan oleh v=1
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Terlihsat bshws titik potong hkedus grafik tersebot

adalsh ( » dengsn X =

N |

J

¥ N{®

. _ A1 ~
,J'd.dl ()C - (2_ )2};)’ - (:

kheseimbangsan.

b} Aksn diperlihatksn bhahws (x ,¥ } sadalshk pssangsn

. * 1 4 e
kegeimbandsn dengan x = {(~,~, ¥y = (1,5}
22 22
Di sini (Yx=X, y=Y) diperoleh
: L 1 1 1
X y = — - = o
EI( ¥ J‘A X(l 2-21‘ + S >
k] * i 1 1 1
()( Yo—m = = o = 2 =
EI . ;Y A 2(1 ._..zj + > Z
# . 1 1 i
Y = 2= - M - o= =
EH(K s ¥ Y(u.z 1> + 1 S T3
HEL KL IR P o 1 i
4 = Fo— = Y - - =
EII( sy 2 Cu.z 1) + l 5 A
Terlihst bshwus
~ *\.... k3 k3 ¥ ; % -~ * ,*.‘
EIQX,Y j—EI(x ¥ 3 dan En(x ,y}_En(x Yo

L4018

Ternyataz bentuk {(4.10) mewmermhi definisi passngan
I O

}Jy - (\E >£;‘} 5.‘:1818.}.1

. . * 1 %
heseimbasngan., Jadi (x = (E,E

pagsngsn heseimbsngsn.

Contoh 4.4 3

BDiberikan matriks vembaysrsn untuk Vpermainan Lidashk
beriumlah nol

(3.2 { Tl

(3,35 (4,4) ]
Aksn dicsri psssngsn keseimbangsn uantnk permaiﬁan
ini dan nilai permsinan uantuk setisp pasangan
keseimbangsn

Matriks pembaysran untuk P1 sdalsh
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a- (3 3]

dengan E (¢, y)=x({3)y+(2) (1-y))+{1-x) ((0)y+(4) (1-y))

H

X (3y+2-2y)+(1-x) (4-4y)

X(Sy-2) + 4 - 4y oo (4011

il

Dari persamaan (4.11) diperoleh

bila y < % maka EI(x,y) dimaksimalkan oleh x = 0O
bila v = g maka Ex(x,y) dimaksimalkan oleh 0£x=1
bila v > % maka EI(X,Y) dimaksimalkan oleh x = 1
Grafik
Y
l.,_. -
N2
a)
< - w
iy 1

Gambar 4.4
Matriks pembayaran untuk P2 adalah
a8 2 3
== (7 3)
dengan‘En(x,7)= y((2)x + (3 ({1l-x))) + (l-y){((1)x +

(4) (1-x))
y{2xX+3-3x)+ (1-y) (x+4~4x)

1

1

y{2x=-1)+4-3x ... (4.12)

Dari persamaan (4.12) dipercleh
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. ! . .
bils x < by maka EII(x,y) dimsksimslkasn cleh y =0
. 1 . .
bils x= 5 maka En(x,y} dimshksimslkan oleh 0OSysi

. o . .
bila x » 5 maka EHKK,Y} dimsksimalhan oleh v =1

Grafik
A
y
q o [P U—
|
¢ > X
1
0, g 1
Gambar 4.5
Passngsn hkeselmbasngsn terletshk psads perpotongsn

grafik dari Gsmbsr 4.4 dan Gambsr 4.5.

v

1{--

2

3

< ; v X

3] £ 1

Gambar 4.8
Dari Gambsr 4.8 dipercleh 3 bush titik potong

yaitn A(0,0),B c’% Y dan € (1,1). Sehingga pssangsn

2
b

keseimbsngan dsn nilsi permsinsn wntuk permainsn ini

sdslsah
1. (x1 = (0,1, Y, = (,1)) dengan nilsi permsinsn
* W E 3 3
o= = -
Er (Xi Y, 4 dan En (x:l > )] 4
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% 1 4 * _ 23 . . .
2. (xz = (3'5}' Y, = (5,5)) dengan nilai permainan
* H * L3
EI(xz,yz} = 2,4 dan En(xz’yz) = 2,5
3. (x: = (1,0), Y: = (1,0)) dengan nilai permainan

*» e ¥ A
E (x,.¥,) = 3 dan E (¢,,y) = 2

Karena ada 3 buah pasangan keseimbangan dengan nilai
permainan yang berbeda-beda maka setiap pemain- akan
cenderung memilih pasangan keseimbangan dengan nilai
permainan yang besar. Dengan demikian P1 dan P2 akan
memilih pasangan strategi (x, = (0,1), ¥, = (0,1))

s . o w * %
dengan nilai permainan E (x .¥ )} = 4, E _(x .y )= 4.

Contoh 4.5 :

Dilema Napi

Dua crang napil (vang tertangkap karena melakukan
pencurian) diinterogasi secara terpisah oleh polisi.
Mereka hanva mempunvyal dua pilihan : mengaku atau
tutup mulut. Apabila keduanya mengaku, mereka akan
dihukum 9 tahun dalam penjara. Sebaliknya bila tutup
mulut merekd akan dihukum 1 tahun. Seandainya salah
satu dari mereka mengaku maka napi vang mengaku akan
bebas dan yang lain dihukum 10 tahun.

Penulisan pembayaran untuk n tahun dalam penjara

adalah -n , maka matriks pembavyarannya adalah

mengaku tutup mulut
mengaku [ (-9.-9) (0,-10) ]
tutup mulut (-10.0) (-1.-1)

Penvelesaian mana vang terbaik untuk dilema inj
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Sebelumn menjswalb penyvelessisn msns vsng terbsik,
askan dicari dahulu pasangsn wmaksimin dasn  pasangan
keseimbangsn.

Matriks pembavaran untuk setizp napl sdalsah

_ -3 0 . t -9 0
A = [_10 _1] dan B = [-"10 -1 ]

dengsn EI(X,Y} = x-9y-1 dan E_(x,¥) = y-9x-1.

Ksrens Lkolom 2 dari mwmatriks daspat dihspus.
Kemudisn baris 2 didominssi oleh barig 1 maha
barig 2 dspst dihspus. Dari sini dipercleh bshws

#* *# a a
(x =(1,0), ¥ =(1,0>) adzslsah pasangsn msksimin dengsn

et

- 2 . . * L3 a *
nilai maksiminnys E (x ,y ) = -9, E _(x ,y ) = -9,

Ir "
Selangutnys untuk setiszsp x£X diperoleh
E(x,y ) =x -8¢1)-1 = x - 10
Mengingst 0 < x < 1 mska x - 10 £ -9 . Kemudian
untuak setizp ye¥ diperoleh
B, (<L) 5 ¥ = 8(1)-1 = y - 10

dan mengingat 0= v £ 1 wmsks v - 10 = -9

Dengan demihisn

H k] I
EI(x,y Yol = EI(x , ¥ » dan
(I¥xsX,ye¥) e . %
EII(:X s ¥ = EII(X s ¥ 4
g * ) *
Jedl (x = (1,0, ¥y = {1,0)) adalsh passngan
keseimbangsn.

Ini berartl bshwa passangan terbsik untuk kedus
napi tersebut adalszh mengshks dan merebs sksn dihuohkuom
masing-masing selams 9 tahun., HWalsupun begitu hsl
ini buksn susty penvelessisn yang menvenanghan
karens misalkan kedusnys tutup malut msks mereka

hanya dihukum 1 fLshun.
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Dilems ini wmerupsksn sustu hkonflik sntars per-
Limbangan individuy vysng memsksas seseorang akan
nengshy atau‘ pertimbsngsn kesetis-kawansn yvaitn
untuk tutupe mulut. DI gini Jjelss =adas  keterksitan

paikelogis dslam permazinsan,

4.2 Permainan dengan Ker jasama

Delasm permsinsn tidsk berjumlish neol spabila setisp
pemsin diijinksn ssling wmengsdskasn kerjsssms msks per-
meinsn ini disebut permsinsn dengsn kerisssms. Apsbils
(u,v) adalsh pembavsrsn untuk P1 dsn Pz maks setisp
pasangsn pembsysran (u,v) dspsat digambsrksn dslsm bidsng
hoordinat dengsn u gebsgsl sumbn mendstsr den v sebsgsi
sumbu tegsabk. Kemudisn deari sini nanti skan diperoleh sustn
daersh konveks K vang disusun dengsn hkombinasi konveks

vang kemudisn disebut dengsn dserah pembaysrsn untuk

permasinan ini.

4.2.1 Himpunan Tawar-menawar {Bargaining or Negotistion
Set)

Definisi 4.2 3
Sustun pasangsan  pembsaysran (u,v) dalsm permsinsn
dengan kerissamns digebut didominasi secara

bersama-sama {(Jointly dominated) oleh (u’,v") bils

n'Z ou, vz vden (u,v')F (u,v).

Definisi 4.3 :

Sustu psagsngsn pembsysran (u,v) adslsh optimal
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Pareto bils (u,v) tidsk didowmingsi BEOBYS

bersamas~sana.

Apsbils P1 dan Pz tidak mengadskean kerjsssms dengsn
EI(x,y} dsn Enjx,y} melsmbanghksn nilsi hsrspan untuk 91

dsn Pz, Selsnjutnys didefinisikan

t. = maks min EI(x,y; dan tIr = maks min Enﬁx,y)

xsX y=Y ye¥ xe¥
adzslzh nilsi msksimin spsbils P1 dan Pz menggurnshksn
strategl maksiminnys, maks dslsm massslsh tswsr-menswsr ini

pembayvaran untuk Pi sehurasng-kursngnys tI dsn untuk Pz

seknrang-kursngnys tx:‘

Definisi 4.4 ¢
Himpunsn Ltswar-menawsr B =zdslish

B :{(u,v}juZtI, vat o, (u,v) optimsl Psreto dalsm X}

Von Neumsnn dan Morgenstern (1944% mengstsksn bshws
sebarasng penvelessisn untuk permsinsn dengan kerjssama

herus merupsksn basgisn dari himpunsn Lawsr-menswsr B.

Contoh 4.6 :
Diberiksn mairiks pewmbavarsn
(8,53 (-1,13
{(1,—1} (5,03 ]
Aksn ditentuksn himpunsn Lawsr-menswsr B.

Misalkan setisp pemsin tidshk mengsdsksn kerisssmsa

maks matriks pembsyarsn untuk Pi dan Pz sdslsh

_ g -1 t 5 -1
A = [ 1 5 ] dan B = [ 1 o ]

. t . ..
Karens matriks A dan B mempunysi titik pelsns maks
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dengen menggunsksn krifteris msksimin diperoleh
E(x,¥) = 1 danl E _(x,¥) = 0
Hsl ini bersrti tr = 1 ds&n t:x = 0 L. (4,13

Dari mastriks pembsaysrsn di stas dapst dilihst bshws
pESENZan pembsysran {(~-1,1> didominssi SEeCcsYS
berssme-ssms oleh (0,5) dan (1,-1) didoninssi secsrs
bergsma-sams oleh (5,0), sedsnghksn (0,5) dan (5,0)
tidsk didominassi secsras berssms-ssmsa  oleh passngsn
veng manspun, Sehinggs (3,5) dsn (5,0) adalash

optimsal Paretfo ... (4,14

Untuk mencari himpunsn tawsr-menswsr B msks setisp

passngan pembayvaran (u,v) digembsrkan dalsm bidsng

hoordinat.
ST |
(0,5)’
!
|
|
|
CLode—y
< i 5 u
c ! (5,
(1)
Gambar 4.7
Rarena B = {(u,v)|uzt , v2t_.(u,v) optimsl Parsto

dealasm K} maks dari (4.13) dsn (4.14) diperoleh
uz l, vz 0,

(0,5 dan (5,0) sdalsh optimsl Pareto daslsm X.
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Dengsan demikisn himpunsn LEaWsET~menawsy B
merupsaksn sustun russ garis yang menghubungksn titik

(1,4 den (5,0) dengsn 1 = 33 = 5,

4.2.2 Aksioma-aksioma Nash Untuk Tawar-menawar

Nesh (18320) mengastsksn bshwa dsersh pembsyarsn
dengsn strategi-strategi ysng berhinggs sdaslsh tertutup,
terbstas dan konveks. Diketshui P sdslah himpunsn passsngsan
pembaysran yvang tertutup, terbatas dsn konveks, msks sads
(uo,vo} P vasng merupsksn susitn  pembaysrsn minimsl bils
setisp pemsin ssling kerjsssma.,
Titik (uo,vc) P ini disebut titik batas (status quo
pointy.
Didefinisikan

¥ adalsh prosedur penengsh (arbitration procedure)

spahils w memetsksn {uo,vo} desn P ke snstu titik

. *
(n ,v y & P , vaitu

N y 3 k3
v ((u_,v P = (u,v)
* L3
dengsn (0 ,v ) sdalsh penvelessisn permsinan.
Aksioms—sksioms Nssh
1. Pertimbsngasn Individu (Individual rationality)
»* k.
B Zu, v Zv
o o
2. Relsyskan {Feasibility)
* E
fu ,v > & P
3. Optimslitss Psreto (Parefto optimslity)
. * .. * *
Bils (u,v) 2 P, uZu dasn vZv msks uszun |, v=v

4. Bebss dsri kemunghkinsn-kemunghinsn vasng tidsk terkait

(Independence of irrelevant glternatives)
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-V * * ( P LY j— (‘ * *\
Bils (u ,v ) & 91 < Pz dan ¥ \(uo,vo}, g0 T (v

» L3

mahks w((uo,vo},Pi} = (1 ,v )
5. Tak terpengsruh oleh transformssi linesr (Invariance under

linear transformations)

Diberiksn P’ vang ditentuksn dasri P dengsn transformasi

n’ = sut+tbh, v = ev + d , s,c » 0
. E R
bils w((uo,vo},P} = (1 ,v )} msks
L3 »
w((auo + b, ev o+ dY, P°) = (su +b, cv +d}

5. Simetri (Symmetry)

Bils P sdslsh simetrik sedemikisn sehinggs

i> (u,v) £ P ==> (v,u) & P
ii> . = v
o <
- = * -ak\
iii> w ((u_,v >,P} = (a ,v
k3 *
maoks v = v
Aksioms ke-1 menvsitsksn bshws hssil dari penengsh ini
sehkurang-kursngnys sadslsh titik baltass. Aksioms ke-4

- * * 0
menvatskan bshws bils (u ,v )} sdalsh penvelessisn untnk
. . W £ 3
prosedur ((uo,vo),Pz} berarti bils (v ,v } = Pi (e Pz maks
* - . .
(1 ,v ¥ jugs hsrus merupsksn penvelessian untuk prosedur
1 .
(a_,v ),F 5
Didefinisiksn fTungsi hontinu f dengsn

Flu,v) = (u-ua} (v~vo}

Lemma 4.1

Bilse sds (u,vyeP, u > 1o v > v, maks

f(u,v}:(u—uo}(v~v0) selslu mempunyvai msaksimsl di

(u,v¥eP, u >n_ , v > v_ dsn msksimsl tersebut
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adalah tunggal.
Bukti

i> Akan dibuktikan bahwa f{u,v) selalu mempunyai
maksimal.
Diketahuli bahwa P adalah himpunan yang tertutup dan
terbatas. Dengan demikian apabila diambil suatu
irisan tertutup dengan daerah uZuo, Vzvo maka irisan
ini juga tertutup dan terbatas.
Karena f adalah suatu fungsi kontinu pada himpunan
yvang tertutup dan terbatas maka f mempunyai
maksimal. Maksimal dari f ini adalah bernilai
positif dan tidak akan terletak pada garis u=u_ atau
v o= v {(karena pada kedua garis ini nilai f adalah
nol). Jadi ada maksimal untuk £ pada (u,v) & P,

uru , vrv .,
[=] <

ii> Akan dibuktikan bahwa maksimal tersebut adalah
tunggal.
Misalnya ada 2 titik yaitu (ui,vi) dan (uz,vz) yvang
membuat f maksimal dan diberikan M >0 adalah nilai
maksimal. Bila U=, maka v,= v,

Andaikan u, <u, (akibatnya v ov_ }.

Diambil (u,.v,) =3 (u.v,) +3 (u,.v,).

Oleh karena itu wuw >u ,v >v, dan karena P adalah

konveks maka (ua,va)e P.

Selanjutnya

1 4
f(ua,va) = (5 (u1+u2)~uo} (E (v1+v2)uvo)
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- (L - 1 -
Eug, vy = (5 (a+u,d-u) (G (v tv 3-v,)
_ (ui—uo}+(u2~uo) (vi—vo}+(vz~vo)
- 2 2
) (u-n (v -v_ 3 . (a,-u (v, -v )
= 5 5 +
(uzwui)(vi—vz}
4

(uz—ui}(vi—Vé}
4

i
= f(ui,v1}+5 f(uz,v2)+

N

(uz—ui} (vzwvi}
= M + y) > M

Karens u, < 1, dan v, > v, meks hsl  ini skan

menyebhsbksn (ua,vs} > M. Hsl ini tidak mungkin

ksrens nilsi maksimsl dsri fungsi £  sdslsh M,
sehinggs pengandsaisn sslsh. Jadi yvang bensar u,o= o,
dan v, = v, .

Dengsn csrs ysng ssms, dspst diperlihatkan bshws

- nilsi maksimasl dsri fungsi f tidsk wmunghkin terisdi

Lemma

Bukti

bils u, >, dan v, v, , tetspi u = 1, dan

Ini bersrii bahwa sifst ketunggslsn telsh terbukti.

ey
4.2 ¢
. . E ] k3
Diketshui w((uo,vo),P) =z (nu ,v ),
Diberikan hiu,v) = (v*—vo) u + (u*muo} v sehinggs

(V{(u,v)e P) berlskn

hi{u,v) < h (u*,v*)

Andaikan (u,v) & P dengsn h (a,v) > h(u*,v*}.

Kasrena h sadslah linesr wmsks
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h(u-u", v-v') = (V*"VU}(U—U*)+(U*—HO}(V“V*)
= h (u,v) - hﬁu*,v#}
= A > 0O

Diberiksn O < € < 1 dan didefinisiksn

e(n,vy + (1-8)(u", v

it

(u’,v’3

(u*,v*) + &8 (u*u*,v—v*} o (4.158)

it

Dengsn menggunsksn feorems Taylor, bils f(u ' ,v’ )
dideretksn di sekitsr titik (u*,v*} diperoleh

fu ', v’ = f(u*,v*}+(u’—u*}(V*~v0}+(v‘—v*}(u*muo}

N C LU YE A .. (4.16)

Perssmaasn (4.15) dspst ditulis sebsgsai

{(u’,v" ) - (u*,v*} = @ (u—u*,v“v*}
B== (u'—u*,v’—v*} = B(u—u*}, 8(v~v*} 3
. (4.17)
Dengsan demikisn spsbhils (4.17) digubstitusikan ke
dalam (4.18) diperocleh
£(27,v ) = E v 8 Ca-n (v v e vy (un )

A k.
+ (-1 }y 6B{(v-v )
* k] * k3 * E
= f{u ,v ¥+8((n-1u1 v —vo}+(v~v 3{u —uo}}
2 L3 E
+ 8 (n-u Yv-v )

* % * *
f(n ,v Y + 8 h(u-ua ,v-v ) +

1

* *
Qz(u—u Hv-v )

W L3 * ¥
F(u ,v )+ 8 A+ 8°(u-u Yv-v )

M
Dipilih €, 0<8<1l,yang memenuhi 6&|(u-u }(v—v*)|<ﬁ ,
L €
sehinggs 8 4 + Qz(u—u Mv-v 3 > 0. Dengsn demikisn
diperoleh

F(a v ) > FQ0Lv )
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* -
Hal inl bertentangan dengsn pernystssn bsahws (n ,v )
gdalsh msksimsl dari f(u,v), sehinggs

(Y(u,v)eP) (h(u,v) € hiu v )}

HHH
Teorema 4.3 {(Teorema Nash)
Jika sda  (u,v)=sP, u » Mys V> v dasn maksimsl
untuk E(u,v) = (u—uo}(v~vo} Lerjadi di titik

Bukti

i}

ii)

(", v") , mmks titik (a",v")  adslsh tunggsl  dsn
fungsi w(uo,vo},P) =3 (u*,v*} zdzalsh fungsi tunggsl

veang memenuhi sksioms-sksioms Nssh.

Akzn dibuktikan bshws (u*,v*} sdslah tunggsal.
(u*,v*) adslsh titik tunggsl vang memsksimslusn

f(u,vy dan kebersdssnnys dijsmin oleh Lemms 4.1.

* # . .
Jelss bahws (u ,v )} memennhl sksioms 1 dasn 2.
. * » * %
Bilsa w 2 u dsn v Z v dengsn (u,v) F (u sV 3 maks
# E
flu,vy > f£(a ,v >y . Ini bertentsngsn dengdsn
pernystsesn bshws wmaksimsl f(u,v) terjadi pasda
¥ H# . * »* . -
(a ,v 3. Jadi (u,v) = (nu ,v ). Dengsn demmikisn
sksioms 3 terpenubi. Aksioms 4 jugs dipenuhi ,
. * % .
ksrens bils {1 ,v ) memsksimalksn f(u,v) psds
* % )
P, N {0x,vi|uzn ,vzv }  waks (u ,v ) jugs
memsksimalkan flu,v) psads P, N {(u,v)luauo,vzvo}
Menurut sksioma 5 spsbils

' =2 s+ b, v: = ¢cv +d , g,650

ma ks
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Er(u’,v’) = (u'-(an +bi (v -(ev_+d))
= ge f(u,v)
3 - - - * * -
Di sini spsbils (o ,v )} memsksimslksn f(u,v) maks
<. . * * .
hel ini hershkibst bshws (su +b, cv +d) mewmshksimslksn
F'(u’,v 3.
. * e . . .
Remudisn (2 ,v » Jugs memennhi sksioms 6B hsrens
Jjiks ((uo,vo},P} simetrik seperti pendgertisn dalam
sksioms 8, maks
k3 * J' -
u =V, dsn (v ,u } € P N LCU,V)IHaQO,VZVO}
) E I * *
aehinggs (v ,u1 ¥ = (v ~uo}(u —vo}
* k.
- —— N =
= {v VD;(u uo}

* k3
f(u ,v >

Ksrens (u*,v*} sdslsh titik tunggal vang wemskh-

simalksn f£(u,v), msks hsl 1ini bershkibat bahwus

(v*,u*} = (u*,v*}, veaitn u* e~ v*

Aksn dibnktiksn bshwa w(uo,vo),P} = (u*,v*) adslsah
tunggsal.

Telsh dibuktiksn bahws ((u ,v ),B> = (a",v")

memenuhi sksiowms-sksioms Nssh. Perhstiksn getengsh
bidsng tertutup

H = {(u,v)] h(z,v) £ hiu ,v )}
dengsn h{(u,v) seperti vsng didefinisikan dslsm Lemms
4.2. Dengsn menggunsksn Lemms 4.2 mska P < H.
Diberiksn H° vang diperoleh dari H dengsan

transformasi linesr.

i1 - uO v - VO
R I e N €O

B -3 -

3 .10 v Vo

Jsdi setengsh bidang tertutup untuk H" s8dsalah
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H = {u’,v)ylu'+v’ ﬁ 2 3.
Karens u > u, dan v v, maka transformesi (4.18)
adalah. sustu transformasi unituk bentuk vang
ditentuksn dalsm sksioms 5.
Dengsan menggunsaksan transformasi H --> H' dan
0, e 0, v s

u* ——— o v* e=tm=ts
Perhatikan masslsh tawsr-menawsr ((0,0),H'}., Karensa
H™ asdalsh simetrik maks dengsn menggunsksn aksioms
8 penyelessaisn pasii bersds pada gsris uw’ = v’
Selasnjutnya dengsn ashksioma 3 diperoleh bshwa (1,1)
adalsh penyelesalan tunggal untuk ((3,0), H' ),
Dengasn menggunakan sksioms & dan invers dari
transformasi (4.18) mnaka (u*;v*} sdalah pe-
nyelesaiaﬁ tunggal untuk ((uo,vo), HY. Remudian
dengan menggunakan P < H dan (u*,v*}aP mahka (u*,v*}

adalah penyelesaian tunggal untuk ((uo,vo},P).

Jadi w((ug,v_ ),P) = (u”,v" )adalah tunggal.

Dengsn demikian bterbukiti bshwsa (u*,v*} adalsh fitik
tunggal dan v ((u,.v 0),P) = (u*,v*} merupaksan
fungsi tunggal yang memenuhi sksioms-shksioma Nash.

HiH

Penyelesaian Tawar-menawar Maksimin

Dalam permainan dengsan kerjassma, dsersh pembsvaran
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merupsksn dsersh vang hkonveks. 0Oleh ksrens itu, nantuk
menentuksn titik bstss dapst digunskan model tawar-menswar
Hssh. Missl My T by, v o= ot adsalah nilsi wmshksimin
untuk P1 dan Pz. Pengsn menggsmbsr grsfik untuk setisp
passngan pembaysrsn (u,v) msks dspst ditentuksn himpunsn
tawar-menswsr B. Berdssarksn sksioms HNssh vysitu sksioms
1,2 dan 3 mska penyelessaisn srbitrssi hsrus dalsm B. Hsasil

dari prosedur tswar-menswsr Nssh ini disebut penyelesaian

tawar-menawar maksimin stsn penyelesaian Shapley .

Contoh 4.7 :
Diketshui sustu permainsn dengsn matriks pembsyvsran
Ly (8,3}
[ (4,4 (2,1)]
Aksn dicsari penyelessian tawsr-menswsr msksimin.

Hatriks pembasyvsrsn untuk Pi dan Pz scdalsh

~ 1 8 t. {2 4
& = [ 4 2 ] dan B _[ 3 1 ]

; t o, : .
Karens mstriks A dasn B tidsk mempunysi titik pelsnsg
makas nntuk mencsri t dan tII menggunaksn

X

enyelesaisn secsrs slisbsr.
peny

. - .8d ~be _  1.2-8.4 _ 1
Diperoleh tI % s3d-b-o ~ T39-5 % - 33 . (4.19)
- .8d - be _ 2.1-4.3 _ 1
tII T sdd-b-o 2+1-4-73 - 22 (420D

Dengsn melihst wmstriks pembsysran di stas msks
diperoleh (4,4) dan (8,3) sdslsh optimsl Psreto
..(4.21
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Grafik

Gembsr 4.8

Perssmsan garis ysng menghunbunghksn (4,4) dsn (8,3)

sdslah
uw-4 v - 4
8 -4 ~ 3 -4
<==> 1+ dv = 20 e (4,220

Dari (4.18), (4.20), (4.21), dsn (4.22) maks
himpnunsn tawsr— menswsr B vang memnenuhi

{(u,v)|u2tr, vztxi, (u,v) optimsl Pareto dslsm XK 3}

adslsh
B = {(u,v) u + 4v = 20 , 4= u < 8}
Diketshui bshws flu,v) = (u“uo>(v_vo} akan

dimsksimslken untuk (u,v) dslsm B , sehinggs untuk
contoh init skan dimshksimslhksan
£(u,v) = (u-3%) (v-23) , 4 < u =8

Apabila v = 5 - 1 disubstitusiksn ke dalsm

= e

f(u,v) maks diperocleh

n 1 1 1
gln)y = (u-33) (5 - o= 23

Pewbust mwmaksimal gdua) dapat diperoleh dengsan
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memberiksn turunsn perisms sams dengsn nol sehinggs
d ' '
a5 gluy = 0
. . 3 ~ 3ty 2
<==> 1.(5 - - 25y + (u- 373(-7) =0
1 = - ol 1o
==2 o m = Z 2 st =
<z==> nm =82
3
kemudisan n + 4dv = 20
<==> 83 +4v = 20
—
Ly v = 33

¥ L
Jedi (1 ,v » = (83 ,3%} sdalsh penvelessisn tunggsl

nntuk prosedur HNash. Hel ini bersrti bahws

penvelessian Lawsr-menswsy maksimin adsalsh
2 1

(85 ; 35)

Contoh 4.8 :

Diberiksn metriks pembsysrsn sebsgsi berikut

[ (1,4 (-1,-4)
(-4,-13 (4,1
Aksn dicsri penyelesisn tswsr-menswsry maksimin.

Matriks pembasyasrsn untuk Pi darn Pz sdselsh )

_ 1 L " N 4 -1
s={y 3) ame = [§ 7]
Matriks A dan B' tidsk

memnpunysil titik pelsns

sehinggs & dsn dicari

. . dengsn menggunakan

penyelessisn secsrs sljsbsr. Oleh ksrens ads

unsur-unsur dalsm matriks ysng tidsk positif mnshka

dibust mstriks pembsysrsn vsng bsru dengsn dipilih

r =1 ~~min 9., = 1 - (~4) = 5
Y, L]



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Matriks pembaysrsn vang bsru sdalah

- B 4 t g 4
By = [ 1 g ] dan B = [ 1 8 ]

sehinggs diperoleh

. _8d - be 8.8-4.1 - '
b % S+db-c " T T THro—a-i " =0 ...
- .8d - be _ _B.g-4.1 _
tII" s+d-b-0 S B+9-4-1 5=0 ...

116

(4.23)

(4.24)

Dengsan melihsat mstriks pewbayaran di stass diperoleh

bahwa (1,4) dan (4,1) sdsalsh optimzsl Pareto

L

Grafik

(-1.-4)]

Gambzsr 4.9

Perssmesn gsris yvsng menghubungksn (1,4) dan

zdalsh

~
i
i
v
=
+
<
it
o

L(4.25)

(4,1)

(4.28)

Dari (4.23), (4.24},‘ (4.25) dan (4.28) diperoleh

himpunsan tawsr-menswsr B dengsn
B={(un,vju+v=2515ns=4}

Dari Gsmbasr 4.8 dapst dilihst bshwa

dserah
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pembsyarsnnys sdslsh gimetri dsasn berdsssrksn sksioms

*
v

H

) *®  * . *
8 mska penvelessian (u ,v ) pasti n
Dalsm mssslsh ini (u,v) hsrus memennhi

f(u,v)

(u~uo}(v~vo}

(u-0) (v-0) , 1= u =4
Apsbilas v = 5 - un disubstitusiksn ke dslsm f{u,v)
meks diperoleh
g(u) = (u-0) (5-u-0>
2

= by -~ v

Dengsn demikisn
d

o g =0
S == 5 - 2un = 0
1
Sy s 25
dan n+ v = 5
== 2— 4+ v = &
v = 2i
2
r » W 1 1
Diperoleh bshws (u ,v ) = (25, 25} dan teriihat
*® ok . .
bshws 1 =v = 2% . Jedi penyvelessisn towar-mensway

mskeimin sdalah (2%, 22—}.

4.2.4 Penyelesaian Tawar-menawar dengan Ancaman

Nash (1850} mengusulksn mengubsh Litik batas
deri nilsi permsinsn menjsdil bebersps hasil sncsmsn.
Idenya sdslsh P1 dan Pz dengsan bebss melskuksn BRCAMAN
untuk memninksn vektor strategi x dsn y. Kémudian bilsa

masing-masing mengetahul yang lain mengsncsm msks mereks
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kemudian berunding untuk menentukan pembayarannya. Namun
apabila tidak setuju dengan hasil perundingan maka mereka
akan memainkan ancamannya.

Apabila seorang pemain telah menetapkan ancamannya
maka perméinan ini dapat dipikirkan sebagai permainan
tanpa kerjasama. Kemudian apabila P meminta pembayaran

sebesar u dan Pz meminta sebesar v maka pembayarannya

adalah
{u,v) apabila (u,v) £ P
atau
(E (x,y), E_(x,y) apabila (u,v)= P
dengan P = himpunan pasangan pembayaran vyang tertutup,

terbatas dan konveks (lihat subbab 4.2.2)
EI(x,y} dan En(x,y) = nilai permainan bila P1 dan
Pz memainkan permainan tanpa kerjasama (lihat
subbab 4.1).
Permainan ini mempunyai sejumlah pasangan keseimbangan
tetapi Nash mengusulkan bagaimana memilih pasangan keseim—
bangan vang baik vaitu dengan menggunakan prosedur tawar-
menawar Nash dengan titik batas (E&(x,y), En(x,y). Adapun
penyelesaian dari permainan ini disebut penyelesaian
tawar-menawar dengan ancaman atau penyelesaian tawar-—

menawar Nash.,

Definisi 4.5
Permainan tanpa kerjasama untuk 2 pihak dengan
E (x,y) adalah pembayaran untuk P dan E_(x.y)

adalah pembayafan untuk Pé merupakan suatu permainan
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berjumlah nol bils semns hasilnvs sadslsh optimal
Pareto vaitu bils ( El(xi,y;}, EII(xi,y;) > dan
{ EI(xz,yz), Eﬂ(xz,yé} Y sdslsh 2 bush hasil vsng
munghkin dan spsbils EI(xz,yz) = EI(Xi,Y;} maks

o
B 0¢,,¥,) = E O,y ).

Teorema 4.4

RBukti

i)

Diperhatikan permsinsn (uantuk 2 pihsak dengsn
kerjsssems) dengsn strstegi vang berhinggs. Apabils
setisp pemain memilih strategl snesman untuk
menentuksn batsas-batss pembsvsran (status queo point)
dan hasil tawsr-menswsyr diberiksn dengsn prosedur
Lawsr-menswsr Nssh maks sehkursng-kursngnys sds sstu
pasangan keseimbangasn nuntuk strategl snesman dan
semis. passngan keseimbsngasn memberiksn penvelessisn

vang ssms.

Teorema ini menystshan bsgsimans menentuksn snosman

vang optimsl,

Jiks {(n,v)|au+v=b, ¢ Suse,} adslsh himpunsn
Lawsr-menswar dengsn su + v = b adslsh russ garis
vang memenhi B = {(u,v)]uztI,VZtHQCU,v} adalah
optimsl Pareto} dsn =3 , b , e, ©C, asdalah
konstants-konstants. Kemudian x melambangksn

strategi sncasmsn untuk P1 dan ¥y sdslsh strategi
ancamsn antuk Pz, maks P1 skan memilih u vang

memshsimslhsn
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flu.v) = (u-E Gey)) (v-E (x,¥))
Apabila v = b - au disubstitusikan ke
f(u,v) maka diperoleh

glu) = (u ~ E (x,y) (b-au—EH(x,yJ)
Dengan demikian P akan memilih u
memaksimalkan g¢g(u) vaitu pada titik

a%* g(u) = 0

(== (1.(bmaumEan,y))+((u—EI{x,Y).—a) = 0

1
{==> y = = (b+a. E (x.y) - En(x,y))

=2 (b+% £x (a.a

za iy bu) Yﬁ

dengan EI(x,y) = X X X a.VvV.
i

En(x,y) =‘? ? X, b.. vy,

120

dalam

yang

Selanjutnya untuk membuat u vyang sebesar mungkin

maka P1 akan memilih % yang memaksimalkan

T % X, (a.a.Lj - bu) i Vy -

Demikian Jjuga Pz, ia akan memilih v
memaksimalkan
flu,.v) = (u“EI(X,Y) (V—Eu{X,Y})
Apabila u = % — g disubstitusikan ke dalam
maka diperoleh
hiv} = (2 D A E (x,y) (v-E_(x.¥))
a a I ’ 11 =4

yang

F{u, v}

sehingga P2 akan memilih v vyang memaksimalkan h(v)

yvaitu pada titik

d -
'a"{fmh(V) =
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z=> (- (B G2 - Lo (x,y). 1020

. m I
vE=5( - FEx(an,-b v

Selsnjiutnys P2 skan memilih ¥y vang meminimslhkan

{I % X, (8.‘813.—1’.'!.”;} yj . WX

121

Depst dilihst bshws dslsm menentukan srcamsn

optimalnys P1 dan Pz memsinkan permsinsn berjumlish

nol dengsn mstriks pembsysrsn (a.aﬁ—

i3

).

Strategl optimsl permsinsn ini merupsksn sncsmsn

vang optimsl dsrn titik batssnys sdalah

(E (x,¥), E(X,¥))}.

* ! ' . .
Misal p sdalsh nilsi permsinsn untuk matrihks

(a.auwbu} maks penvelegsimn tawsr-mensway dengsn

sncamnsn sdalah

dengsn c, < i

i1y Aksn dibukitikan bahws semus passngan keseimbsngsn

memberiksn penyelessisn  yvang SBma

Diberikan (x1’Y1)’ (xz,yz) sdnlakh pESENSEN

keseimbangan
Akvan dibuktikan bahws

(B (%7, 3, B (6,5, 3)=(E (x_,¥,),E_(x,,¥,))

Misslnys EI(xi,y;} = EI(XZ,YE) W (4.2

Esrens (xz,yé} sdelsh psssngan keseimbsngan

(VxeX,ye¥) (E_(x,,¥ )} = E 0.y, 0

dan karena permsinsnnys  adsalsh berjumlsh nol maks



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
122

E (x,.¥,) =z E (= ,¥y,) ... (4.28)
Karena (xi,yi) adalah pasangan keseimbangan maka

(VxeX,y=Y) (EI(XZ,Yi) = Ez(x1’y1)) .. (4.29)
Dari (4.28) dan (4.29) diperoleh

E Oy, 5 E (e ¥ ) = E (% .¥)
{==> EI(xz,yz) = E (xi,yi) --.(4.30}
sehingga dari (4.27) dan (4.30) diperoleh

E (x,.¥,) = E (%7 )

Misal E (¢ .y ) = E (x ,¥) R ce . (4.3
Karena (xz,yé) adalah pasangan keseimbangan maka
(YxeX,yeY) (EI(xi,yz) = EI(XZ.YZ))
dan karena permainannya adalah berjumlah nol maka
B (v, = B (x ,¥y) ... (4.32)
Karena (xi,yi) adalah pasangan keseimbangan maka
(VxsX,ye¥) (B (x .y, )= E (x. ¥ }) .. (4.33)
Dari (4.32) dan (4.33) diperolehn
E (x,.y,) = E (x .y ) = E_(x.y)
Cmmy EII(XZ'YZ) = EII(xilyi) ... (4.34)
Dengan demikian dari (4.31) dan (4.34) diperoleh
E & y) = E (% .y)

FH#

Contoh 4.9 :
Lihat kembali contoh 4.8 dalam subbab 4.2.3.

dengan matriks pembavaran

[ (1.4) (—1."4)}
(-4.-1) (4, 1)
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Aksn dicsri sneosman-sncsmsan ysng optimal.

Dikefahui bahws himpunsn Lswsr-menswsy B adslsh

B = {{u,v)ju + v =5, 15 u =4} dengan s=1 , b = 5
Ini berarti bshwa untuk menentukan sncanan
optimaln}a P1 dan Pz memsinksn permsinsn berjumlish

nol dengsn matriks pembsyaran (:3..:3..Lj - bu} vaitn

_ 1 -1 _ (4 -4
lLoay - b =1 [—4 4 ] [—-1 1 ]

_ -3 3
- -3 3
Dslsm matriks ini ternysts kolom 2 didominssi oleh

kolom 3 sehinggs kolom 2 dapst dihspus. Dengsn

demikisn diperoleh penyelessisn (x*E = (x,1-%),
y*z (1,0)) dengsn nilsi permainan p* = ~3 ',
sehinggsa

W =R b e pT) = gty (5 (-3) = 1

V= 2(b-p" = 1(5- (-3 =4
Jadi penvelessiAn Lawsr-menswar dengsan ancamsn

sdslsh (1,4).

Untuk mengecek kebensrannys msks dismbil sebsarsng

strategi optimal untuk matriks. [ :g g ]

Apsbils diambil (x'= (8,1}, ¥ = (1,0)) yvysng

merupsksn ss3lsh sstn strategi optimsl, maks
* * c .. .

(x =(0,1),y =(1,0)) ini jugs sebagal ancamsn vang

optimal. Batas pembsysrsn untuk permsinsn ini sdalsh

»* k. ¥ W
(E (X, 770, B (X ,¥)) = (-4,-1).
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Dengan menggunakan prosedur tawar-menawar Nash, akan
dimaksimalkan

f{u,v)

I

(u— (-4)) (v-(-1))

(U+4) (v+1)

1}

yang memenuhi u + v = 8§,
Ini berarti bahwa memaksimalkan
flu,v) = (ut+d) (v+1) -
Apabila v = 5 - u disubstitusikan ke dalam f(u,v)
maka diperoleh

g{u) = (u+4) (5-u+l)

sehingga
d L
T (u+d) (5-u+l) = 0
{==D u = 1
dan u o+ v o= 5
{==> v o= 4

Jadi penyelesaian tawar-menawar dengan ancaman

adalah (1.,4).

Palam contoh 4.8 subbab 4.2.3 telah diperoleh
penyelesaian tawar-menawar maksimin adalah (2%, 2%).
Terlihat bahwa P1 akan lebih untung bila dia memilih
penyelesaian tawar-menawar maksimin, sedangkan P,
lebih untung apabila memilih penvelesaian
tawar—-menawar dengan ancaman, sehingga kemungkinan
besar scal ini diselesaikan dengan ancaman karena Pz

pasti tidak mau diajak berunding untuk menyelesaikan

permainan dengan penyelegaian tawar-menawar
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maksimin sehingga Pz akan memainkan ancamannva.

Contoh 4.10 :

Pada contoh 4.7 subbab 4.2.3. diketahui matriks

[ (1,2} (8,33 ]
(4.4) (2.1)

mempunyail himpunan tawar-menawar Nash

pembavaran

B = {(u,v)| utdv = 20, 4 = u £ 8}
dan penyelesaian tawar-menawar maksimin adalah
1

2
(65,35).

Akan dicari penyelesaian tawar-menawar Nash.

Himpunan tawar-menawar Nash di atas juga dapat
ditulis B = {(u,v}| % utv = 5, 4<u< 8) dengan a = §>
b = 5.

Dalam menentukan ancaman optimalnya maka P1 dan Pz
memainkan permainan berjumlah nol dengan matfiks
pembavyaran

a.a, . ~b . =
ij Tij

-12 B
= " 1

Dalam matriks ini kolom 2 didominasi oleh kolom 1

e
—
N
N @
—
|
-
BN
)
At

maka kolom 2 dapat dihapus. Kemudian baris 2
didominasi oleh baris 1 sehingga baris 2 dihapus.
Dengan demikian diparoleh p* = - lé . Selanjutnya

dapat dihitung u* dan v yvyaitu
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W= o+ p) = —S— (5 + (1)) = 6
2 (=)
4
# 1 ., 1 4 49 _ o3
V=-2*(b—p)“"2'(5 (12‘))“3;

Jadi penvelesaian tawar—-menawar Nasgsh adatah (6%.32)

dengan ancaman optimalnya (x*=(1,0),y*ﬂ(l,0)).

Teriihat bahwa penvelesaian tawar-menawar maksimin
lebih menguntungkan bagi P1 sedangkan penvelesaian
tawar—-menawar dengan ancaman lebih menguntungkan Pz.
Oleh karena itu, XkemungkXinan besar Pz tidak mau
menyelesaikan permainan dengan penyelesaian
tawar-menawar maksimin. Jadi socal ini diselesaikan

melalui penyelesaian tawar-menawar dengan ancaman.

Apabila himpunan tawar-menawar tersebut memuat lebih dari
satu ruas garis maka penyelesaian dengan ancaman Jjuga

dapat ditentukan.

Lemma 4.3 :
Bila (u*,vﬁ} adalah penyelesaian untuk prosedur
tawar—-menawar Nash dengan titik batas (uo,vo) dan
himpunan tawar-menawar pada (u*,v*) adalah suatu
garis lurus dengan (u*,v*) bukan titik uwjung (end
point), maka gradien garis yang menghubungkan
(uo,vo) dan (u*,v*) adalah berupa lawan dari
gradien himpunan tawar-menawar pada (u*,v*).

Bukti

Misal (u*,v*) terletak pada autv= b, ci<u<c2

Dengan menggunakan prosedur Nash, akan dimaksi-
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malkan

f(u,v)

(u-u ) {v-v_ ) .
(o] fe]
Apabila v = b - au disustitusikan ke dalam f(u,v)

maka diperoleh

gu) = (u ~ u ) (b-au-v_)
Karena f(u,v) terletak dalam "interior" dari
himpunan ci<u<c2 maka E% g(u) = 0 pada titik (u*,v*)
adalah

(b —au’ - v, —a (- u) =0
coms u* ) b - v2a+ au_

v* _ o), - v;.+ a4
Diketahui gradien dari himpunan tawar-menawar
au+ v = b adalah —a. Sehingga gradien garis vyang

menghubungkan (uo,vo) dan (u*,v*) adalah

b+v —au
¢ — % ° v
= 2
Vv Vo _ =]
# b - v + au
3] - 1 [=} [ i
b e
Z2a (=3
b+v - au - 2 v
L [=) o [ 2a
2 b-v +au —Zau
O [+]

##4#

Contoh 4.11 :

Diketahui suatu permainan dengan matriks pembayaran
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(2,13 (3,2 (0,47
(O, 1y (4,0 (2,10
Akasn dicsri penvelessisn LEWBr-menawar dengsan
ATLCBWETT .
Bari watrihs pewbasyvaran di shtss diperoleh
L = t =
by 1 Ix 1
(3,2%, (0,4, (4.0 sdalal optimal Pasreto
Grafik
1
o (4,0)
Gambar 4.10
Fercsmaasn garils vang wenglubianghsn (3,43 dan (3,2

asdalah

v - 4 1o-

Z - 4 3 - 0
<zz=> Zu 4+ 3v = 12

Z
LTy - 4+ v = 4

3
Pergsmasn garis vang menghubunghsn (3,23 dasn (4,800
adslah

v - 2 ua - 3

o - 2 4 - 3
Ly 23 4+ v = 8

Jedi himpunan tawar-menswar B sdslah
- . 2 - < <
B = {(u,vy] SR+ v=4, 1502373
)

. 1
fiu,v)] 2w+ v =8, 32 a3 3> 1.
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i> Akan dicari penvelesaian tawar—menawar Nash untuk
B = {(u,Vv)]| g utv=4, 1 < u<3 }.
Diketahui a = =, b =4
Dalam menentukan ancaman optimalnya maka P1 dan Pz

memainkan permainan berjumlah nol dengan matriks

pembavyaran

a.a,, = b, =
1] L]

win

2 3 0 _ (1 2 4
=1™F 1 0 1

[i : _4]
- 3
a
SN
2

Terlihat bahwa kolom

o wie

idominasi oleh kolom 3
sehingga kolom 2 dapat dihapus. 0Oleh karena itu

matriks pembayarannyva menjadi

[ : F ]

2 1

L i
a

Karena matriks tidak mempunyai titik pelana maka

strategi optimalnya diperoleh secara aljabar, vyaitu

L = dFcill a-b
~ |a¥d-b~-c ° at+d-b-c

1 1
. [ 5 —(—'1) 5 g (“4) ]
= 1 1 ) 1
5 ts3 -{-4)—-(=-1) It 3 = (=4= (1)

1 1
el By a0 a3
= [ Rl B A v

3 a
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1 1
= [ 5 O ; - (-1 ]
,3; +;_ “(H4>—<_1} ;—-+:T —(-4)_(__1}
1 1
. [ 5 __E] [ﬁ_ _m_g]
Lz 7 g2 17 717
R
i 1 8
o* o _ad = bo (2G) - (~4x(-1)  -33 s
h a+d-b-c T 1 = p = - E
3t 3 —(-4)-(-1) 52

Dengan demikisn strategi optimal vang merupsksan

s | | #* 4 13
ancaman oplimal untuk permainan adalah (x =(;;q;),
* i3 4 o q L * as
Y :(;;,O,;; 3} dengan nilsi permainan p = - o7 -

Jadi diperoleh

Wt (bt pTy = ey (<22 =222
* 1 Ny i as - as
= o ey it W R % vy

Oleh karens itu penyelesaian tawasr-menswsr Nash
33, 85
adalah (2;;, aﬂn}.
ii) Akan dicsri penyplesaian tawsr-menswsr Nssh untuk
B = {(u,v)]2u+v = 8, 3 5 u = 353,
Biketshui 3 = 2, b = 8.
Dslam menentukan ancaman optimalnya maks P1 dan Pz

memsinkan permsinsn berjumlsh nol dengsn matriks

pembavaran

o]
-
Tt
1
o
-
St
i
&)
Faman
fam N
> L0
Wi NO
e
i
prea—,
O
oM
et
LS—

Terlihat bahwa kolom 2 didominasi oleh kolom 1
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sehingga Xolom 2 dapat dihapus. Jadi matriks
pembayarannya adalah

[ 3 -4

-1 3
Karena matriks tersebut tidak mempunyai titik pelana

maka strategi optimalnya diperoleh secara aljabar

vaitu
1 d-c a—b ]
* = {atda-b-¢ - a+d-b-c
[ 3~(1) 3= (~4)
T WSS (~4) - (1S -3 (4} ~ (T

- 4 7 ]

"1 i1
_(  4&-b a-c ]
Y = [Tatda-b~¢c ’ atd-b-c
[ 3-(-4) 3-(-1)
(R T o vy gy g N e v iy g a1
_ (7 i
PO (i
* ad - bc _ _(3)(3)-(-4) (-1) _ 09
P = —¥d=b-c B3~ (=4) ~ (=1} ~

sehingga strategi optimal vyang merupakan ancaman

optimal adalah (X" = (5, 2, ¥ = (2, 0, :5) dan
. d * 5
nilai permainan p = T
Dengan demikian diperoleh
*® 4 M SE
uoTgE R 2.2 (8+I;) e
o - p*) = 2 P
v o= -—— (b p)=—— (8 e 3z

Terlihat bahwa u = 2 -~ tidak terletak pada 3sus3:,

sehingga (22§' 32;) bukan penyelesaian.

Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa
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- * 4 13 * 13
dan ancaman optimalnya {x = (;qu)' v "(IF

132

ans
vy,

4
0.5

Telah diperoleh Dbahwa himpunan tawar-menawar B

adalah B = {((u,v}| 2u+v =4, 15us3} U

{((u,v)| 2 u+v =28, 83<u=<3} dengan t = 1,
t&1= 1, maka penvyelesaian tawar-menawar maksiminnya
diperoleh dengan memaksimalkan

flu,v) = (u-1) (v-1)
yang memenuhi himpunan tawar-menawar B.
Untuk B = {({u,v)| g utv =4, 1 £ u £ 3} maka dengan
mensubstitusikan v = 4 - 22 u ke dalam f{u,v) akan

diperoleh
g(u) = (u-1) (4-2 u-1)
= (u-1) (3 - Z u)
3
dengan
d 2 .
U {u-1) (3 gu) = 0
14 3
L= u ____4'__2;
z' —
dan ~e v o= 4
(== v =25
(=
Jadi (V") = 22, 25,

Untuk B = {((u,v)| 2u+v = 8, 3 = u = 3

N|»

mensubstitusikan v = 8 ~2u ke dalam f(u,v)

diperoleh

g{u) (u-1{ (8~2u~1)

1§

(u=1) (7=2u)

dengan

+ maka dengan

akan
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L -1y (7- 20 =0
du
- o _ 1
{==D u o= — 2 =
dan Zu + v = 8
_ i
(==> v = 3
1 i 1 1i
Karena u = 25 & 3 < uyu=x3 > maka {2:, 3;} adalah

bukan penvelesaian.

Jadi penyelesaian tawar-menawar maksimin
3 1

adalah (2;,23}.

Teriihat bahwa P1 lebih untung dengan penyele-

salan tawar-menawar maksimin sedangkan Pz lebih

untung apabila permainan diselesaikan secara
penyelesaian tawar-—-menawar dengan ancaman. Oleh
karena itu, scal ini diselesaikan dengan

penyelesalan tawar-menawar dengan ancaman karena P2
tidak mau diajak berunding untuk menentukan
pembavaran vang maksimin. Karena kalau P2 mau diajak

berunding maka pembayaran vyang diperolehnya akan

lebih rendah.

Dari sini dapat disimpulkan bahwa suatu soal
{permainan dengan kerjasama) belum tentu memperoleh
pembavaran yang optimal apabila hanya dikerjakan dengan
salah satu penyelesaian saja. Apabila diberikan suatu
tabel pembayaran maka setiap pemain sebaiknya menghitung
pembavarannya yang optimal, apakah dia harus menggunakan
penyelesaian tawar-menawar maksimin atau dengan ancaman.

Apabila setiap pemain ternyata lebih untung bila
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menggunakan penyelesaian tawar-menawar maksimin maka
mereka akan menyelesaikan tawar-menawar dengan cara

tersebut. Demikian Jjuga bila setiap pemain lebih untung
memilih penyelesaian tawar-menawar dengan ancaman, maka
mereka akan menvelesaikan dengan c¢ara tersebut. Namun
apabila ada wsalah seorang pemain vang dirugikan maka
permainan pasti diselesaikan melaluil penyelesaian

tawar-menawar dengan ancaman.
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BEBERAFA TERAPAN

DPi bawash ini sksn diberiksn beberspa contoh per-

mainsn ysng ditersphsn dslam kehidupsn sehsri-hari.
Contoh B.1 :

Manajer pabrik harus menbasnguan reskior vang
menghssilkan tipe politens dengan menggunaksan proses 1, 2,
3, 4 dsn 5. Sayvangnys bahan baku kiwisa harus bervariasi
dalsm kadar nitrogen.3, 4, 5, .atau 68%. Kadsr nitrogen ini
mempengarubl efigsiensgil relstif dari lims prozes Larssbut.
Dengsn ksdar 3%, kelima proses mempunysl hasil (outputbl
50, 45, 60, b0 dsn 30 ton. Dengsn hadsy %, heasilnys
berturut-turut 60, 70, 75, 90 dan 60 ton. Hasil untuk
hadsr 5% adslsh 30, 55, 88, 45 dan 70 ton. Sedangksn
dengan B% nitrogen, hasilnyvas sadalah 45, 80, 80, 85 dan 85
torn. Pengujisn kadasr nitrogen prakitis sadalah terlazlo
mzahal. Proses msnaksh yang harus digunskan mansjer pabrik

nretnk memskesimslksn hasil vang dihasrsphan ?

Jawab

Tabel pembsysran untuk mssslah inl adalah
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Kadar Nitrogen

(Yﬁ
3% 4% 5% 6%
1 50 60 30 45
2 45 70 55 80
Proses 3 60 75 60 80
(xL)

4 50 90 45 65
5 30 60 70 85

Tabel 5.1

dengan proses pembuatan politena sebagai P1 dan kadar
nitrogen sebagail Pz.

Matriks pembavarannya adalah

[ 50 60 30 45
45 70 §5 80
60 75 60 80
50 90 45 65

i 30 60 70 85

Karena unsur—unsur dari matriks ini hanya terdiri dari
satu komponen, maka permainannya merupakan masalah per-—
mainan berjumlah nol.

Perumusan matematis

Untuk P1 : menentukan X, - 1 =i 2 5

1 MG

yang memaksimalkan E_(x,y)=
i

L]

it

wr M ob

x.a Y.
1

dengan X x = 1
i
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Untuk Pz : menentukan yj, 1= j=4

&4 5
yang meminimalkan E_(x,¥)= % =X Yi85%
= 1. =1

j=1

dengan & }3 = 1
J

Di sini ada 2 buah alternatif penvelesaian, vaitu

1. Menyusutkan matriks pembayaran

2. Kriteria maksimin.

Oleh karena itu, permainan akan diselesaikan dengan
menggunakan kriteria maksimin.

Dengan demikian diperoleh

Unsur terkecil

[ 50 60 30 45 30
45 70 35 80 45
60 73 60 80 60
50 90 45 65 45
f 30 60 70 85 30
Unsur terbesar : 60 90 70 83

VL = maksimal dari unsur terkecil setiap baris = 60

VU = minimal dari unsur terbesar setiap kolom = 60.

Berdasarkan teorema 3.6 dan 3.7 maka nilai permainannvya

adalah v = VL = V = 60 dan strategi cptimalnya

u

(x* = (0.0,1,0,0), ¥ = (1,0,0,0)).
Ini berarti bahwa manajer pabrik sebaiknya membangun
reaktor pabrik untuk menghasilkan tipe politena dengan

menggunakan proses 3 dan kadar nitrogen 3%. Adapun hasil

maksimal vang diharapkan adalah sebesar 60 ton.
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Contoh 5.2 :

Pemerintah Indonesis mengsdakan swuaty prografn yveailbu
ingin wmenvuntik wargs negaranyvs untul  mencegsh  virus
influnenza tertentn, Virus tersebut mempunval duos keturunan
darr tidsk diketshul bsgaimans perbandingsn kedus kReiturunan
Ltersebut di dalsm popunlasi viruas, Tigs bush vaksin felah
dikembanghan dengan heefehitifan vang berbedsa-beda melawsn
kedus kheturunazn tersebni. Vekein ke - 1 adsalsh 85% efekibif

melavwan keturunan I dsn 70% efekiif melaswan ketwrunsn IT1.

Vahain he-2 sdalsh B80% efehktif melawsn ketunronasn I dsn Q0%

efektif melswan HKeturansn I1. Vakhsin he-3 acdalah
50%  efektif melswsn hketurunan I darn 50% efektif
melawan kebturunan IT1. Kebiljishsanssan penvunbiban  vang

begaimasnashah seharuvsnvas diambil oleh pemerintzh?

@

1.
(A

Dalsm messalsh ini vang bertind

m
f)
o

bagal P adalah  Jeni

s

dalali keturunsn dari virus influenss

vahksin, sedangkan P

a0

dengan tabel pembasvsran sebsgsl berihut

Returunan

f‘yj A
I 17
[~ A
Vaksin L o~
(xi) P 0,8 a,8
3 4,5 0,5

Tabel 5.2

Matrike pembsayarannva adalsh
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0,85 0.7
0.6 0.9
0.5 G.5

Dapat dilihat bahwa matriks tersebut unsur-unsurnya hanya
terdiri dari satu komponen, maka permainan ini merupakan

masalah permainan berjumlah nol.

Perumusan matematis

Untuk P1 :menentukan &'2 0, 1 = 1=<23

X &, .Y

3
yvang memaksimalkan EI (x,¥) = f L85

= x1(0,85 %, 0.7 yé) +

x, (0,6 y+ 0,9 y,) +

X, (0.5 78 1 0,3 yz)

dengan £ 2.5 1
i

Untuk Pz :menentukan ij 0, 15 3= 2

2 3

yvang meminimalkan Eﬂ(x,y) = & 2y
it

zyi(0,85x1+0,6§_+9,5x3)+

A X,
] owL

YZ(O,7x1+G,9xz+O,5x3}

dengan Z yj = il
j

Karena ordo dari matriks adalah 3x2 maka langkah
pertamanya adalah menyusutkan matriks pembayaran. Terlihat
baris 3 didominasi oleh baris 1 sehingga baris 3 dapat

dihapus. Dengan demikian matriks pembayarannya menjadi
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0,85 0.7
(oo o]
Selanjutnya dapat dilihat bahwa matriks pembayarannya
tidak mempunyai titik pelana., akibatnya teorema 3.11 dapat

diterapkan dalam masalah ini (yaitu diselesaikan secara

al jabar), sehingga diperoleh

x = [ d-¢ a-b
~ | atd-b-c * atd-b-c
A 0,9 - 0,6 0,85 - 0,7
~{0,85+0.9 ~0,7~0"0,685+0,9-0,7 -0.,6
-2 1
L33
o a0 d-b a=-c

Y = | @¥d-p-¢ * a¥d-b-¢
Lk 0,9 - 0,7 0.85 - 0,6
= | 0,85+0.9-0,7 -0 85 +0,9~-0,7 - 0.6
- [4 3 }
B
_ _ad - be. . (0,85)(0,9) = (0,7)(0.6)

vV T Ta+d-b-c 0,85 + 0,9 -~ 0,7 - 0.6

0,345 _
= ~5igs— = 0.7666

Dengan demikian diperocleh X

il
o~
wiN
[ RN
o
St
]
I
P
IS
Y
via
L —

dan v = 0.7666,

Ini berarti bahwa strategi optimal untuk pemerintah
adalah menyuntik g warga negara dengan vaksin ke~1 dan
menyuntik % warganya dengan vaksin ke-2. Dengan demikian
hal ini akan menjamin bahwa 76.7% warga negara akan tahan
terhadap serangan virus, tidak peduli bagaimana distribusi

dari kedua keturunan virus tergebut.
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Sebaliknys distribusi virus sebesar g dari keturunsn
I dan g dari keturunsn IX  askan menghasilhan Jugs 76,7%
wargs negara ysng tshan Lterhadsp sersngsn viras, Lidsk
peduli bagaiwmanspun strategi penyvuntiksn yang dismbill oleh

pemerintah.

Contoh 5.3 :

Pasukaen A bermshsud wmengsnghnt berbagsi suplai
dengsn trubk ke pos depan sustu rerbatasan vang
diperkirskan shsn disevrang oleh pssukan B. Depot suplsi
terdekat vang dihubungkan ke pos depan ini melslui dus
bush Jjalsn yvang terpissh ysitu melslui hutan-hutan dan
melsnlni datsran- dataran. Konvei suplai bergerak lebih
cepat melalui rute dataran tetspl wmengalaml penyvamarsn
vang lebih baik bils melewstl rute hutsn. Konveol ini hsrus
mengsmbil galah sstu dari kedus rute tersebut.

Passuksn B menghsrapkan sdanys s=usty usshs suplai
melalul salsh ssitn rate dan merencanaksn untuk merintangi-
nya dengsn berbsgsl sersngan udsra. Pssukan B hanya
mempunysai ssin skuadrop pesawat terbang ssim, vang tidsk
dspsat dibagi. Bils paguksn B mengirvimkan pegawatb-pesawatl
terbasngnyva di stss rute hutsn dan menemuhksn pasukan A di
asana maka pasunkan B skan mempunysi wskhtu untuk melskakan
empat serangan terhsdap konvoi., Bils pssuksn B mengirimkan
pesawatnys di atas rute dataran dan pssukan A wmenggunakan
rute itu mahka pasulasn B mempunyail waktu uantuk tigs ksali

serangan. Apabils pasukan B mengirimkan pesswat-pesswsinya
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ke rute vang salah maka hilanglah waktu berharganya.
Begitu ia menyadari kesalahannya dan menentukan tempat
konvoi untuk rute vang lainnya maka pasukan B akan
mempunvai waktu untuk melakukan dua serangan di atas rute
dataran, sedangkan untuk rute hutan hanya satu serangan
{karena ada kesulitan tambahan yaitu mencari %konvel vyang
melalui pohon-pohon). Tentukan strategi-strategi optimal

dari kedua tentara ini.

Jawab
Apabila P1 adalah pasukan B dan P2 adalah pasukan A.

Tabel pembayaran untuk contoh ini adalah

Pasukan A
(yj)
rute hutan rute dataran
rute hutan 4 1
Pasukan
(xi) rute dataran 2 3
Tabel 5.3

dengan matriks pembayaran

[ 4 1
2 3
Terliihat bahwa unsur-unsur dari matriks ini terdiri dari

satu komponen saja, maka masalah ini adalah masalah

permainan berjumlah nol.

Perumusan matematis

1A
[N

Untuk P1 : menentukan X, = 0, 1 = 1

2
yang memaksimalkan E_(x,y) = X
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= x1g4 v+ yé) +
x, (2 y+3 v,}

+ =
dengan X +X, 1

[

Untuhk Pz > menentukan yi =0, 1 £ 3 =

vang meminimalkan E_(x,¥)

1
“M
~M
L
&
%

dengan v, + gy = i

Terlihat bahwa msatriks pembsasvaeran untuk permainsn ini
adalash tidshk mempunyai titik pelana, sehingga berdasarhkan

teoremz 3.11 sksn diperoleh

- d-c a-b _ [ 3-2 45
=~ {z+b-b-¢ ’® a+d-b-c¢ ) ~ |&¥ET{TF - Ix3-1-2
_ {1 Ei]
e )

* d-b a-¢ ] R [ 3-1 4-2

¥ = la¥b°b%¢ * ard-b-¢ )} - (4737172 ’ Z+3-1-2
i) [i Je]
=1z %
_oomd-be | (4)(3) - (1)(2) _ 10 _ , 1

V. T sidboe 4+3-1~2 = e 50

Jadi tentsra A menggunshan rute hutsn dengsn probsabilitas
% dan rute datasran dengan probsbilitas 2. Sedanghkan
tentars B menversng setisp rube dengsn probabilitas %.

Adspun keberhasilan tentara B dalam menyerasng konvoi

suplsi sdalah 2 %.

Contoh § 4 :
Sstu hsri sebelum pewilihan, khedus ¢slon Gubernur

telah mentargetksn sebush kota vang sams sebsagal kots vang
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menentukan. Karena kunjungan ini hanva ada manfaatnya
kalau para staf dari tiap-tiap calon ftelah menyelesaikan
persiapan-persiapan secukupnya, maka masing-masing calon
harus membualt rencana sebelum mengetahui pilihan lawannva.
Radan—-badan penyelidikan pendapat umum vyang diangkat oleh
kedua belah pihak ternyata memberikan kesimpulan yang
sama, yaltu strategl apa yang harus digambarkan. Adapun

penambahan suara (dalam ribuan} untuk setiap calon sebagai

berikut
Calon II
Strategi A Strategi B
Strategi A (2,5) ' )
Calon I
Strategi B (1,0) (6.2)

Tabel 5.4
a. Apabila strategi-strategi yang dipilih oleh seorang
calon tidak diketahui oleh calon yang lain. Berapakah
perolehan wuntuk penambahan suara bagi kedua calon
tersebut 7
b. Apabila kedua calon tersebut saling berunding satu sama
lain wuntuk menentukan stirategi yang akan dipilih.

Berapakah penambahan suara vang akan diperolehnya ?

Jawab

Matriks pembayaran untuk tabel 5.4 adalah
(2.3) {3.2)
(1.0 (6.,2)

Dapat dilihat hahwa setiap unsur dalam matriks tersebut
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adalah terdiri dsri 2 howmponen, maks masalah ini sadalah

maszlah permainan tidak berjumlsh nol.

23. Karena strategl yang dipilih oleh mesing-masing calon
tidak diketahui, wmaks mssalah ini termasuk dalam
permainan Lanps Kerjasaua,

Matriks pembayaran untuk P adalsh
1 & 3
b= [ 1 3 ]
dengan
E(x,¥} = ®(2.y+3(1-y 3>+ (1-%x3(1.y+8(1-v
= X{3-y)+{(1-x3(B-5v>

= x{4y-33 4+ B6-5y LB LD

Dari (5.1) diperoleh

Bila y < g waka EICX,Y} dimaksimalksn oleh x = O
Bila v = 2 maka EI(X,y} dimaheimalhan oleh 0=x=1
Bila v » % maka E_(X,¥) dimakeimslkan oleh x = 1
Grafik
y b
1 . - =
2
&
< 0 1 - x
v

Gambsr 5.1

Matriks pembsyaran untuk Pz adalah

o 5 0
e =(: 2]
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dengsan
En(x,y} = y(H.x+0 (1-x33+{1-yv3(2.2+2C1-%2)
= y(5xy + (1l-y) (23
= y(5x-2% + 2 ... (5.2>

Al

Dsri perssmssn (5.2) diperoleh

bils x < % maks En(x,y} dimsksimalkan oleh v = 0O
bils x = g mnahs En(x,y} dimshkeimslkan oleh 0 =y< 1
bila x > % mzha EH(x,y} dimshksimslksn oleh v = 1.
Grafik
v T
edl) :
Hi | % 1 § =

Gambar 5.2
Kemndizn psssngan keseimbsngsn diperoleh dari per-

potongsn grefik psda Gambasr (5.1) dan Gambar (5.2).

o

A

o)
wnfr
I

" Gambar 5.3
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Dari Gsmbar (5.3} diperoleh 3 bush titik potong |,
) . z 3, .

veitn A (0,0}, B(g,z;, C(1,1), sehinggds pasangan he-

seimbsngsn dsn nilsi permsinasnnys sdalsh

1y, Untuk titik A(0,0) dipercleh

(x, = (0,13, ¥, = (0,1)y dengsn nilsl permsinan
* * A# b
— = by -
E (x,,¥y > =6 dan E (X .y =

2). Untuk titik B (=, >) diperoleh

L] 2Fr & 3 * 3 4 . .
(x_ = (=, =¥,¥y. = (=, —») dengan nilal permsinsn
2 55 2 4 ° 4
E(x .,y =2 d E (% .,y ) = 2
= — = X =}
I‘xz’yz’ 4 g IX z’yz”

3y, Untuk titik € (1,1) diperoleh

# e / 2 o 3
(x3 = (1,0},y3 = (1,0 dengsn nilsl permslnsn
¥ e k3 E ]
X Y= 2 (% =
B (x_ ¥, ) dan B __(x_ .Y ) 5
Delsm permsinsn ini, P1 dan Pz dan cenderung memilih
3 * 2 3 * 3
passngsan strategl (x, = (&, =3, ¥, = (7 =
. 3 . B E 3 1
derngsn nilazi permsinsn EI(xz,yz) = 2 Y dan
A ¥
Y=
EII(:KS ;ya.u <

Ksrens heduz czlon Gubernur dalsm menentuksn strategil
voang shkan dipilih galing berunding terlebih dalpilna,
naks messlah ini merupskan masazlsh permsinsn dengan
herjsssms.Kemudisn untuk menentuksn penyelessian yang
optimal, }?1 dan Pz ashan menghitung pembayaran vang
diperolehnys spabils menggunazkzn penyelessisn tawar-

menawar meksimin stan dengsan sncsmsn.

(i) Aksn dicari penvelesasisn Lawsr-menswar maksimin.

Metriks pembsyarsn uniuk P1 sdalah
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Terlihst bshws holom 2 didominasi oleh hkolom 1,
sehinggs kolom 1 dspat dihspus. Kemudisn bsris 2
didominssi oleh baris 1, jadi baris 2 dihaspus.
Dari sini diperoleh tx A

Mestriks pembsysrsn untuk Pz sdalah

o ol B i 0
‘B‘[z 2]

Dslam matriks tersebut, kolom 1 didominssi oleh
kolom 2, =sehinggs kolom 1 dihspus. 3Selaniutnya
baris 1 dihspus dari matriks karens bsris 1 di-
dominasi oleh baris 2. Sehinggs diperoleh t:r = 2.

Kemudisn dspst dilihst bashws dalam matriks
pembayarsn untuk tabel 5.4 , pssangsn pembsysran
(2,5) dan (6,2) merupaksn pasangsn vysng optimal

Pareto.

Grafik:

A

Gambar 5.4
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Ruas garis vyang menghubungkan (2,3) dan (6.1)
adalah
v-5 _ u-2
2 =35 6 - 2
(== 3u + 4v = 26
Jadi himpunan tawar-menawar B adalah
B = {(u,v)| 3u + 4v =26 , 2= u = 6} .
Fungsi yvang akan dimaksimalkan adalah
flu,v) = (u - u ) (v - v ]}
(o] <
= (u - 2) (v = 2)
Apabila v = 20 disubstitusikan ke dalanm
4
f(u,v) maka akan diperoleh
glw = (u - 2) (223 g
= _ 1R
= (u 2) (43 1 u)
vang akan mencapail maksimal pada
d 1 3 a
E(U"“Z}(4'§—"IU)—-O
1 3 3, _
{==2 1.(4; = Py u) + (u - 23 (- Z) = 0
{==> u = 4
dan 3u + 4v = 26
{==3 VESi
) 2
Dengan demikian penyelesaian tawar-menawar
maksimin adalah (4,3%).
aAkan dicari penvelesaian tawar-menawar dengan

ancaman.
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Di atas telah diperocleh bahwa
B = {(u,v)| Bu + 4v = 26, 2 5 u = 6} atau dengan

kata lain B = {(w.v)| Zu + v =6, 25 u = 6}

Lo v

dengan a = b = 6~
Dalam masalah ini, setiap pemain akan memainkan

permainan berjumlah nol dengan matriks pembayaran.

[z 8)-(5 2]

bW

a. a., — b. =
(% ij

_ 7 1
2 4
3 5
4 2

Karena matriks tidak mempunyai titik pelana maka

strateqgi optimainya diperoleh gsecara aljabar.

yvaitu
o, _ o a-b>b
., atd-b-¢c * a+d-b-c
1 5 a 74
¢ 2 4 2 4
- 7 5 1 3 7 5 1 3
SN I o o o, Sl o
| gl CJ Se—_—" 2 fiz 4 a4
L [ 7 13
T {20 ’ zo
_{ d4d - b a - ¢
Y . a+td-b-c * atd-b-c
5 4 7 _ 3
- 2 4 2 Y
7,5 _1_32°'7 .5 _1_3
Z 2 4 < Z 2 L3 <
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? = 1 3
* _ ad - be Cz 27y - C7 0y g
P~ a4d-b-c v, % L _ 2
2 2 4 4
_
T
Jadi diperoleh
* 7 13 *_ o 11 * 437
X sl e o = KO 550 dan p = —— .
Kemudian
* i *® i s 1 137 19
u—z—a(b+P)— 3 (6 3 —o ) WA =
2 ()
. _ LN o L 17 ge3
v-;(b P ) = 5 « 8 = 0 “80

Sehinggs penvelssaian Lsawar-menawsr dengan ancaman

i &3 .
adalsah (5;5 5 2;5 3 dengsn ancaman  opltimalnys
* ? 13 * D 11
( X = (;’g ] 2_0)' s ¥ = (20 3 20) )-

Dapat dilikat bahws Pi lebih uantung apabilsa
memilih penvelessian tawasr-menawar, sedsngkan Pz
lebih untung bila permainan diselesaikan dengan
penyelessian btawsr-mensway mshsimin., Oleh hkarenssa
itu, soal ini diselesaikan dengsn ancaman karena
P; tidak mau disjak berunding untuk menentukan
pembayaran vang maksimin, Dengan demikian

penyelesgsisn gntuk permsinan ini adalsh

19 <3
(552,252).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

152

Hal ini berarti bahwa apabila kedua calon Gubernur
tersebut dalam menentukan strateginva tanpa
berunding terlebih dahulu, maka penambahan suara
bagi calon I adalah 2 2 dan bagi calon II
adalah 2 (dalam ribuan). Namun apabila keduanya
saling berunding dahulu, maka penambahan suatu
bagi calon I adalah 5%% ribu, sedangkan calon II
adalah 2§% ribu suara. Dengan demikian
disarankan agar dalam kampanye hari terakhir,
kedua calon Gubernur saling berunding untuk

menentukan strategi kampanye.
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PENUTUP

Dalam menvelesaiksn masslah permainan, ada beberapsa
ssumei (anggapsn) yvang harus diperhstikan. Asumsi-ssumsi
tersebut sdalsh
1. Lazwan berpikir secara rasional
2. Permsinan dimainkan secara simultan dan berulang-ulang
3. Setisp pemain skan mengoptimslkan perolehannya.

Adapun kKepubussan ysng dismbil oleh sustn pihksk sdalsh
independen.

Delam permsinsn berjumlsh nol, ternyata penvelessizn
permainsan ditentukan oleh ads tidsknyva titik pelans dalam
matrikes pembayaran. Apsbila matriks tersebut mempunysl

titik pelans msaks penyelesaian dengsan menggunzhkan stratedl

murni  dan apsbils tidak ads titik pelans maks
penyelesaisnnys dengan strategi campursn. Semus metode
penvelessian perwainan  ind alan memberikan pasangan

strategi vang seimbang dan nilal permainan yang optimal.
Permsinan tidsk beriumlsh nol ternyats dikelompokhan
menjadi dus, yaitu permsinan tanps Kerjassams dan permainsn
dengsn kerjsssews. Penyelessian permsinasn  tanpa kerjssams
diperoleh melsalunl suatu cara vang disebut metode
Swastiks. Dengsn metode ini skan diperocleh sushtu  psassandan
Leseimbsngsn vang keberadsannya dijamin oleh teorems Nash.
Sedanghksn untuk permainsn dengan kerjasama, ads dus wmacam

penyelesalan yaitu @

153

-
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1, Penvelessisn tawar-mnenawsr maksimin (penyelesaisn
Shapley

2. Penvelessian tawarémenawar dengsn snosman (penyelessian
tawsr-menawsy Hashl.

Dengan mengdunakan kedus penvelessaian tersebunt, ahan

diperoleh pasangsn pembaysran ysng optimal. Selanjutnysa,

apabils setisp pewmsin lebih untung bils menggunazkan

penyvelesaisn tawsr-menawar maksimin, maka mereka -shkan

menvelesaiksn permsinan dengan cars bersebut. Demikisn

jugs bila mereks lebih nntung menyelesaikan permainsn

dengsn anCanan meha kedus pemsin tersebut . shkan

menvelezgaikan permsinan dengsn sncaman. Kemudisn apabila

ada salsh secrasng dari pewmsin vang divugikan, mahs
permainan pasti diselessikan melsluail penvelesaian
Lawar-menswar dengsn BrCEnmIn . Dengan demikian

pasangan pembaysarsn yvang optimsl tersebul merupaksn sustu
pasengan heseimbangan karens pembayaran tersebut merupakan
hasil kesepakabtan kedusn pemain.

Selsnjutnys dspsat dilihat bahwa penyelessisn
permainan tanps kerjssams dan permsinan dengsn kerjsasams
merupskan susin psssngan heseimbangan. Apsabila diberikan

suaty masziah yvang merupakan permainan tidak berjumlah nol

msks penvelessisn wmessalah ftersebut tergantung kepads
penyelessian permainan tanps herjassasmsa dan dengan
kerjizssms. Apsbils wmereks lebih untung menggunakan

penyvelessian dengsn kKerisassms maks mereks sksn menggunshan

penvelessisn tersebut. Namun spsbilas =zds salsh seorang
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pemain vang dirugikan msks permsinan pasti diselessiksn
melalul permainzn taﬁpa keriasama..

Cars untuk menvelessikan permsainan n  pihak sdsalah
dengsn mewbaws soal itu ke bentuk permsinsn dus  pihak,

Tulisan ini dapsat dilanjuthkan dengan membahas
permainan n pihak dan permsinsn dengasn stategi  tak
berhinggs.

Selaniuntnys, urrtuk iebih mengatasi teknik
penvelessian permainsn vang lebih bessar, ads baiknys
langksh-langkah penvelessian ditusnghsn dalam bentuk
pfoéramﬂprogram homputer. Dengan demikisn manfaat teori

permainsn shan lebih lnass lsgil.
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4, Conteh dizgram alur permainan berjumlsh nel (lihat Babk I halaman 280

T

Penyusutan (#)
matriks

T $Permainan dengan
strategl campuran

¥

Penyelesxian
Permainan dengan engan
strategi murni PEMPGYT-AMAR
Hnear

d———— L Poniyelesaian se-
cara ljabar

Peryelesaian se-
cara grafik

E

()} Dituat matriks baru ambil
dg.fa Y={a Jtr; & M r=i-min &
id id id i.d 14
i

amhil r=@

ry

Penyelesaian depbgan
metode simpleks

g

Ditemukan
Strate?i Qp-

tinal dan 4
Bilal per ‘,

#ainan

Ditemukan Stra-
4 71 Gftzna! dan
nila permatmen

4 ' asli = nilai
" permuinan - ¥
Selesai

Keterzngan 3 Y
T

¥Ya Subprogram P = penyusutan matriks
Tidak B
¢

penyelecsaian secara aldabar

1

membuat matriks baru #
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¥
T S T —D(L:I-»-p\ne,)c—

A{P,LY = A{P,L+i)

B s Bl 2o B B o

JzJd- 1%

Tt
F
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4.1 Subprogram B {(dari diagram i halaman 153)
Untuk uraziannya bihat subbal 3.5.2 halaman 48.

!
-—————b{!:i—iﬁ)

¥

J=t —p2 )
L
//r}nput Al //

\I

¥
rz f (4,0 ¢ ac2,2) - AfL,2) - A2, 0

‘l

%, = (a2, D ~A¢2, 4 /r
Xo 2 (AL, -804, 223 /v
¥
g, = (842, 2)-4d8,20) /1
Yy, = (AL, 4)-a2, 4 /r

!

vz (AL AIRAC2,2)) - (A(4,2)%A(2,41))/ 1

1
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{.0) Subprogram € {dari diagram § halaman 1582

Butuk uraiannya lihat subbad 3.%.2 halaman 43,

[}
*

Y
‘———D<l::i—bn>

X

-~——§<1J =1 %1 :>
4
/ Ingut AC1, /
.

3
L
I

¥
Hinim = & (4,1}

¥

-————-———»(1:1—-4”«)

v
-——b(J:i‘-“bn)

E Hinim = A {1,d0)

J
¥
H

4
r =4 - ninis 81,8
<

\———-»(1:1»“)

[
—»(J:i;—bn)

AL = IME D

. e o ] e el o, e

ez



