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ABSTRAR
Translormas) Linesr adalsh pemetasan antarsz dua ruang
vektor vang mengawsihan operasi-operasi pada  rusng  vekbor
tereabul, vailu operasi penJumlshan  dan perkalian  dengarn
mhalar,  Transformasi  linear seringhalil disebut Juga
howooporfisme . Hinpunan sewmus transformasl linear dari ruang
vektor V oke V oakan dilawbanglan Hom{V, V).

Terhmdap operasl  penjumlshen  dan perkalian  dengsn
shalar, Hom (V,V) merupaban  ruang wvelkior atas field F.
Dan terhadap operasi penjumlahan dan perkalian, Hom{V,V)
merupskan sustu ring.  Dan selsnjutnyas  Homd(V,V) ternvata
merapakan suatun aljisbar. Aljabayr  ini  disebut aljabar
transformasi linear dan dilawmbangkan dengan AV,

Akar karahteristik dari translormasl linear  « A(V)
wmeruposkan akar polivomial winimal darl f  tersebunt. Bils
vuang vektor V  berdimensil n, maka setiap trangformasi
linear § @ AV menpunyal paling banyvak 3 alar
karvakteristik vang berbeds.

Tevhadap sustnu bagis tertentu dsri rusng vektor V,
sebiap transforwmasi linear pada V menentukan suatil matyriks
bujur sangkar dan sebalilnya setiap matriks Dbudur sangkar
membangkithkan suatu transformasi linear £ = AVY. Himpunan
sepua matriks bujur sangkar dengan elemen-elemen dari field
I owerapakan suatu aljsbar yang isomorfis  dengan  sliasbar

transformasi linesr A(V).

viii
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BAR X

PENDAHULUAN

Transforwmasi linsar adalab pewetasn antara dus  raang
vekbor yvang mengawebkan operasi-operasil pada ruang vektor
Leraebat, vailty operasi penjuwlaban dsn perhalian di‘is San
akalar. Transformasi Vinear seringkali disgebut Juga
homomor Fisme. Pembicsraan kita dalam  karangan  ind akan
dibabasi psda transformasi linear £ vang wemetbtakan  ruang
velibor V ke V.

Duelam Rab 1T hkita alan membicarakan definisi
tranaformasi linear. Himpunan  semua  Lransformssi linsar
duri V ke V askan Jdilasmbanghkan dengan HowmdV, VY., Terhadap
sperazt penjumlahan dan perkaliasn dengsn skalsy, How(V,V>
merupakan @uatu ruang velktor puls atag Field F. DI samping
itn akan kita lihat bahws terhadap operasi penjumliahan dan
nerkalian Hom(V,V) wmerupskan sustu rving. Dan selanduinya
How{V.,Vy ternyvata wmerupakan suatbu aljsbar.

Pembicarsan pada  Bab II1  adalah mengenal alisbhar
transformasi linear vasng akan dilambangksn  <dengan A(V).
Rita akan melihat bahws aljabar indl  wsesmpunyval  huebangsn
dengan polinonisl-polinomial dalsw  Tlxl, wzitu himpunan

semua polinomial dalsm x dengan keoefisien - hkoefisien dari
Field F. Hobungan ini akan kita lihat dalam kasus  aliabar
varg berdimen x i bevhinggs., Dalsaw kasus ini, setiasp elemen

#1ljabar  transformasi  linesr wewmennbhi suatu polinomial

pon-brivial dalam Fix] dengan devajat  tidak  lebibh  daxi

dimensi aliabay tersebut. Jihka T & AV) adalah regular,
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dimensl aliabay Ltersebut. Jika £ & AVY adsliah vegular,
kite shkan wmelihat babwa inversnye adalah sustua polinomial
dalam T atas Tisld F. Sebaliknva, diks £ = A(VY adslah
singular, maka ada g ¥ 0 @ A(Visedewikian sehinggs gf = fg
= 0. DI mamping 1tu skan kits lihst Jugs bahws ruang range
dan ruang nwul dard  § @ AV) merupakan  sub  yuang  vektor
dari rusang vektor V atas field F.

Bab HAY barisi penbahasan mengenai akar-alkarx
karakteristik elemen aliabar Lransformasi Yimeay
berdimensi berhingga. Pembiearsan mengenal alkmy
harakteristihk berkaitan dengapn  akar polinomial  wminimal
dari elewen aljiabar, valtu akar karahbteriztil dasri sleman

aliabar  bransforwmasi  inear meslpaksn akarp polinomial

aea

minimsl  dari  elemen alisbar bLtransformasi Tinear 1by

Bagian inl mewmbaws  kits pads penhicsraan mergernal

GTe e
L LEN

L I e R S - SE T v
vaklbor-vakbor havahleristilk . Hamuan ol

oy g T e e oy o
B A SR NN N A (YR S )

VRGO HE s 1_ oy GEN SR 55048 ISR e

e ruDslhan Blwpuitan

vang bebas  linear dalam  rusng  vekhor V.
Banvaknyvs  akar karvakteristilk vasng  berbeds dari sustbuy
elemernn  aliashar transformasl  linssr  tidsl  lebhih dari
dimensit ruang vektor ¥V oatas field

i dalamp Bab Vo kite akan wmelihat  hobungsn antara
transformasi linesar pads rusng vebtor Vo dengan wmabriks.
Setiap transformssi linear pads ruang vektor ¥V menentuban

suratiy susunan matriks relatif terbadap basis Lertentu. Dan
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~

k.)
sebaliknya tevhadap sunate basis  ftertentu sebtiap matriks

bujur sangksr menentueksan suaty transformesi Tirtear.

Terhadsap  operazi  penjumlahan, perkalisn  dengsn skalar

elemen dari field ¥, dap perkaliiszn, bhispunan sewus matri ke
budur sanghar SRR AR S AR E L Poomerupakan susiy

fiwlad 170 Akbi

aljabar &b
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BaR ILX

TRANSFORMARYL LINREAR

Dalam baglarn ini, kita skan wmewbahas fungsi  bernilad

vekbor dari sebuah varizbel vektor, yaitu Tungsi vang
berbentulk w = £{v), di mana balk variashel bebas v wsupun
variahel tak bebaz w adalal vekior., Pembilearssn kits dalawm
hal ind akan dibatasi  pads fungsi wvektor  khosus yvang
dinawmakan transformasl linear.

Jiks V  adalabh ruang vektor atas Field F, maks vang
akan kita bahass adalah Fungai £ vang memetakosn
glemnan-elamen dari V ke V, dan kita tolig £ Ve v V.

Seheluw sawmpal pada pembahassn wmengenal tranaformasi

aar £ 0 Ve W terlsbih dabuly akan  kita  libat

definisi dari ruang vehktor ¥V stas fleld F.

Definisi .4

Anclailan V oadsalah  himpunsn  vang  tidak  komong, Haka V

digebut ruang vekior atag field F jikse V adalah grup shel
terhadan operast senjumnlaban dap untul setiap o« e« F, v g ¥

ay didefinisikan sebagal sustu elemen dalawm Vo dan  untuk

setisp o, £ & F dan v, w = V berlaky
Pooex{w o)y omo@v o+ oty

20 {o b v oo b By
SL.oalvy = Laydw

4, v oz ov, di owana 1 oadalah elewmen satvan dalsm F terhadap

operasi perkalian,
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Avdasibsan Vo ruang velktor atas field F.
Pometaan £ @0V e ¥V odigebut froansfomnoasy Lineoar fikn

1. FOwv 4+ ow )y = ey 4+ Tlwy untuk tiap v,w = V

20 fiku)y = kRfCuy untuk tiep uw s V dan skalsr b & F
Kedua svarat Jdi stas  fernvata dapat  disedervhznalkan
wendadl satuw svarat. Hal  ind  Jdinvatakan dalawm  Leorems

barikuh.

Taormma e i

Andaiban V ruang vekbor atas fisld F.

Pemetaan § @+ ¥ - - V oadalah suastuy  transformasi  linear
bila dan hapys bila I av 4+ fw ) w affi(v) + #gf(w) untuk
Lilap v,w € V dan o,F & ¥,

Bukti

Anbill sebarang v,w « ¥V dan o, e ¥, Maks

O aw 4 e ) o= flav)y + F05w)y = af{v) + BFiw).

{(<mwmzn)

L

Diketahui §¢ av + aff Coy 4+ A (w)y untuk tiap v,w & V
dan o, & F,
Bila disabil o = 3 = 1 & 7, makas diperoleh §

Fewy + Flw)y untuk Liap v,w « V.

Pila dlambil & =« 0 @ F, maks diperoleh Flav) = of (v) antuk
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tiap v & V dan o« ¥, =

Trangformasi linear § @ V e > Vo oservingkall disebut
Juge homonor fiswes . Himpunasn semus bransformasi linesr dari
Vo ke dirinvae sendiri kits nvabakan derigan lambang

HondV, V3.

Definisi 2.3

Andaibasn Vo ruang vektor atas Tield F. Untuk f.g =
HomdV,Vy, dan o @ F didefinisikan
1. (F4Ed vy = FLwy + Z(v) , untuk fLiap v = V

2. (afy vy = ooafdv) .ountuk tiap v = V, o= F

Teorema .o

Misalkan V  adslab ruang  vektor atas field F,
Terhadap operasi penjumlahan dsn perkalian dengan  skalar
sepertl didefinisiksn di atas, HomdV,V) wmwembentuk rusng

vektor atas field ¥

1. Akan dibubktikan babws pendumlahan dan perkalian  dengan
shalar dalam Homd(V,V) adalal well defined.
a. Ambil F.g & Homd(V,V). Maksa untuk tiap v,w ¢ V¥V, dan
o, 3 < F berlaku
(Frgd( ?NTJ'QW} = Flavifu) + glavifw)
woaf{vy + BT(v) o+ eglv) + Bglw)
oo fhgi(v) + FOERg(w)

Jadi f+g ¢ HomdV,V).
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I, Ambil sebarang e Homd(V.V) darn o« <« F, MWaksa
tiap v, w = V dan /7, ¥ « ¥ herlaky
(gf}(ﬁv +orwy o oalf (v 4+ Fw)
al FECvy 4 ri(w)]
= e Y (vy b oplad )
Jadi =f = Homd{V,V).
Jadi penjumlahan dan perchalian dengan  shalsar

Homd{V,V) well defined.

i3

a. Ambil sebarsng f , g & Hom(V,V).Maksa untubk set
a V, berlaku
(Faegr(v)y = Flvy + g(v) = g(v) + f(v) = (g+TX(v]
Jadi T+ = g+f.
W. Amhil FLg.h <« Homd{V,V)Y, wmaks untuk setiap v & V
((Trgyrhd vy = (Eeg)(v) + h(v)
(£Cvdy + g(vd) + h{v)
Flw) + (glwit hi{v))
= Tlv) + (g 4+ hy(v)
(f+ (g + hiv).
Jadi (frgdth = T+(gthd.

Aubil pemebtaan O = Hom(V, V), vaitu 0 @ ¥V e - ¥V

o

memebakan setisp v & ¥V ke veltor nol i V,yaltu

nntuk

dalam

Jap v

VHENE

O3

= 0 wuntuk tiap v @ V. Jelas bahws O adalan

transfTormasi linear darl V ke V, dan uantuk se
Foe Hom (V,V), (8 4+ O(vy = £(v) + O{vy = I{(v)

Flwv)y, valtue ©40 = .

tiap

A §

¢, Untok setiap <€ Homd(V,V) kita definlsikan pemeltasn
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ad,

a
~F 0 Vo » Vo denganr (~£3(v) = ~f(v) untuk setiap v
= YV, Untuk setiap v,w < Vo odan o5 & ¥ herlaky
(~Fy(owdfa)e ~F{av+fuw)y = -Flav) 4 (N ET
o Ty (v) + #F{-F3 vy, Jadi -7 <« Hom(V.V}.

Salaniutnva (F 4+ (£33 vy = FOvd + £-F3v)y = £{v3

fag

f(wy = O, untuk setiap v V, Ini herartl 4030,
Amb il gebarang F,8 < Howm(V,¥Y). Haka untuk tiap v = V
dap o @ F berlsku
{adf + g3 (v = &l f 4+ gi{w)y {daefinisi)
afdwy 4 agl{v) (definisi)
(Y Cv) - (egd(v)

(el + oegidv).
Jadi ol f 4+ gz af + og.
Aumb il sebarang T < Howd{V,V), wmaks uwnbuk tiap v & ¥V
dan o, & F herlako
(e HYEM(w ) = (e 3w

o (w)y ¢ 2w

Caf (v 4+ (BEI(w)

(af + PBEY(v).
Jadi (@ 38 F = of 4+ 7F.
Ambil sebarvang fe Hom{V,.V). HMaks untul tiap v & V dan
o, T oherlalkn ((oyXP(v) = {offdfdv)y = a{#Fivdyy =«
a(BEY(v) = (e (v, Jadl («f)T = «(Bf).
ntul sebarasng § & HowdV,.VY dan 1 & F berlakn
CEIEyCwy = 18(wy = £(v), untuk tiap v & V.

Jadi 1f = f.
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a
Jadi Howd{V,V) membentuk  sustu ruang  vekbtor atas Fisld

Fom

Defilnisi 2.4

Untuk  £,8 @ Hoewm(V,V) didefinisikan operasi perkaliasn  dua
transformasi linear sebagal  berikubt @ (Fg)(v) = (g (v)

=gl fdvy)y untuk actiap v = V.,

ek

Definisi 2.5

Transformasl linear T @ V e r Vo disebut Lrenves £ s 1

Linear tdeniiias Jika T(v) = v untuk tiap v « V.

Teorema &. 3

Hom(V,V) dengan operasi penjumlahan dan perkalian tersebut

di atas merupakan guatn ring dengan elewen satnan L.

Bukti

1,

1. Operasl perkslian yang didefinisiksn di  atas adsalah
well-defined, yaitu berzifat tertotup pada Hom(V,V)
Ambil sebareang £,8 <« Hom(V,V), o, « F, dan v,w <« V.
Haka (fgli(ov + fuy = g(flav + Bud) = glaf(v) + pFad) =
al@g(ea(vd) + FE(fX(w)) = «*(fgdX(v) + B{fgXiw).

Jadi fg e HondV,V).

2. HomdV,V) merupakan grup ahbel taerhadap TP ETRS

-

penjumliahan {Lihat bukti teorems 2.2).

[y

Awmbil £.g.0h & Hom(V,V). Maka untul fiap v & V
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ECgha(vy = (gh{f{vds
hlgl{f(vid)

(g (v )
EST-SDIGTDR
Jadi £{gh)y = (fgih.
4. Ambil £,.g.h e Hom (V,¥V). Maka untuk tisp v « V
(CE 4+ g@dhd(v) = h{{L + gi(vid
= h(E(v) + g(vi)

= (Fhy(vd + (ghi(v)

i

(Fh + ghy(v).

Jadi (£+gXh = fh 4+ gh. Secars snalog dapal dibuoktikan

fg+h)Y = fg + Th.
5, Ambil sebsrang ve V, maks
{(EE3(wy = TLF(e) Cedefinisi &40
= Pl Cdefintsy 2,80
dan
(IL(v)y = E(I(v)) Cdefinisy 2.4
il T Cdafinisy 2,52
Jady (FIX(v) = Ff{v) = (I£3{(v) untuk tisp v « V
£f1 = f = If wuntuk tisp f « Hom(V.,V).
Jadi Hom{V,V) adalah ring dengsn elenen

tevhadap kedua operasi tersshut. B

=
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BAB LII

AL TABAR TRANSIFORMAST LINEAR

Definiasil 3.1

suatu ring A dissbubt 4l)eber atss Tield T jika A sekaligus
adalabh suatu rusng vektor atas filield T sedemibkian seltingga

untuk Ya,b ¢ A& dan e=f, berlaku a(ab) = (aadbh o adob).

Teroprenan 3203

Terhadap operasi-opervasi penjuwmlahan, perkslian, perkali-
ant dengan skalar  sepervil didefinisikan dalam  Bsah Ir,

Hom(V, V) merupakan suata aljabsr stas ficld F.

Awbil sebarang £,g & Hom(V,V) dan « e F. Rarena g a

Hom(V.V), maks («{fg))¥{(v) = o{g(Ff(v)))
(g (£ (v

(Flagl)i(v).

i3

vy

Pl
o

Lt
i

Juga (a(fg))(v) = a(g(f{vi)}) = ¢

ﬁ
P
-
i
R
it
Ty
<
L

Judl alfg) = f{ag)s {(afig. #

Untuek selanjutnye aliabay fransformasi  linear akan

Bita tulis dengsn  lambang A(V), atsu Jikas kita ingin

menekankan peranan  fleld F, kita bis: melanbangkannya

dengan A (VY.
§

Andaiban Fix] sadalab himpunan semua polinomisl  dalsnm

bt
fri
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1z
» dengan kosfisien-khoefisien darti field T dan A szuaty
aljabar dengan elemen satuan ¢ altas field F. Andaikan pix)

il N . .
S + oK + o oL, N suatuy polinomiasl dalam

Fixl. Bila a <« A, wmakas pla)y = cE b oolg b dzaz + I
oowoow AL Jika play = 0, maka dikatahan bahwa a3  memsnuid
p{xy. Buvatu polinomial dikatakan nenirivial  bila  tidak
aemus hoefisiemyva gansa dengsn nol. Dimensi dari  suata

ruang vektor ialah banvaknyva vektor dalam sustu hasis dsri

ruang vektor V.

Teorama 3.8
Andaikan A sustu sljabar dengan elemen satuan atas field F
dan andaikan bhshwa A berdimensi w  atas field F. Haka

setiap elemen dalam A wmemenuhl suaty polinewmial non-

trivial dalsw F{x] dengan dersjat paling tinggi m.

Bukti
Ambil sebarang elemer aed dan  andaikan e adalah  elenen
satuan dari A, EBarena A berdinensi m atas {field F, maks

i . - -
B8, B, - - tidalk bebas  linear atass filield F.  Maks

s bidsk  memuanyva  gama

i

~ardapat o e .., o a F Al
terdapai o’ Sy s O F, wan

dengan nol =zedewmikian sehingga &, @ + o8 + d?a' + ce. ok
kYE) " :
S 2. Karena Hos e, & F o tidak semuanya  sams
L] N []
dengan nol, maks ada selurang-kKursngnyva saltu c%# g, 0= i

£ m. Jika Qs s e, O F semuanya tidal sama dengan

m

rol, maka a menennhl poalinomial wonbrivial plx) o« @,
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13

™ - . -
T e Flxl dengan dervajat m, Jika o 0,

makas a memenuhl polinomial nontriviasl plx) = o + a£;4~

R awxm « Flxl dengan derajat wm-1 < m. Jadil tiap a < A

mementuhi  polinomial nontrivial pdxr = SO I A
™ o 9 o o
WS dengan derajat paling tinggi wm. m
t

Corollary 3.1

Jika V osdalzsh ruang vekitor berdimensi n atas field ¥, masks
untuk tiap £ e AV) terdapat susitu polinowmial nontrivial

o0 A ¥ RPN o . S - . SO R, | Z - = > -
plx)y « Plx] dengan derajat paling tinggi n sademilkian

sehinggs p(f)y = 0.

Bukii s

A{VY adalah aliabar dengan elewen satuan I atasg Field T,
Rarena ruang vektor V berdimensi n, wmaka AV) bherdimensi
0o, Henurut teorema 3.2, mshka tilap F < AVY memenuhi suaty
polinomial nontrivial pdx) & Fixl depngan deraljat paling

tinggi n”. Jadi p(f) = 0. ®

Definisi 3.8

Suatyu elemen T A(VY dikatakan trnvertiibel kanan jika ada

sugtn g < AV) sedemikian  sehingga g = 1.

Definisi 2.3

Suatu elemen F o AV) dikatahan frwvertodel Rird Jika ada b

a AVY sedemikian  sehingga ki = I.
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[

Andailan

@

o

&

Jadl (kg

Andailkan g,

G D =
T8

(g,

A
g8

Jadl #

o

Sustu elemen
Jika ¥
suntn

Jika acds

T, maks &

vrnwers cdari
Elemen
bBelom Lentu

tidalk

&
H

Y
1

o HowdV, V3

am(V,

invertibel kiri

darnr hanan dan Jika £g

Bodan g tunggsl.

Vi o inwvertibel kil dan bagsn., Maks ads

el

sedemikian sehinggs

1g

o

Homd v,

]
o

r

sehaligas

vang
invertibel.

invertibel

¥y dan

A

15

< AVY  digebut dnuseiibsl

siau el Q)

invertibel kiri dan  invertibel $EN AT

alemen

g @ AY) sedewmikian sehinggs gf = g
. 3 . . -
a tulis dengasn  lambasng £, dan

dizebuatl

invertibel  kanan dalswm AV,

Suaty  elemen dalsw AV

RETES

(tidak regulsr) digebut singular,
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)

Arddaikan T Pield bilangen ~ bilangan resl dan raong

V oadslalh F{x1.

5oV - Noday f

IR ITCRR LAY

Yo s W vang  berbturut-turut didefinisiban

3
\ de }iﬁ T o - ~ P
Beritkul @ ogdglxy) = ]1( dan Fogixyy = j altoaat

tranaformasi linesy dari V ke V, vaitu f,8 @« AV,

i matu pihak

88y {px)) F(gl

Yaitu (Te3ipdx)) = pdx)., Maka Fg = T,

Jadi F oinveriibel kanan tetapl tidal invertibel.

Deefinisi 3.5

Polinonial pdxy dizsebut polinomdal  mindmzi  dari s sias
Field T, dika pdxdy adslah policowisl dengsan devsjab

positif terkecil vang Jdipenubhi oleh a.

Teorema 3.3

Jika V rusng vektor berdimensi  berhinggs atas fisld F,
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maks F & ACY) adslah invertibel hBils den hanws bils sulu

T .

konstan polinomiasl mintwal dari © fLidak sams Jdengan nol.

# <

vedadikan mx)Y 9o 4 @R b N vl ..+ LN

fl,z!d«..,.,i.j.}l "»( ¥ - ! t s k\.

adalah polinomial minimal § atas Ffield ¥, maks p(f) = O,
Akan dibuktikan babws suky konstan dari  polinomial  pdx)

tersebut, yvaitn S tidak sawma dengan ool

Andaikan S 0, makas 0O = aif 4 mzf”-f e dkf

Y-t

(on b T+ oL o e T

{ .s.j_}( Rj A BiF

Karena f invertibel, wmakas § pupnva invers valto

Maka (& + o f & ... .+ o f 3Ff° = 0, sehingga
1 ,

Jadi f wmewmenuhi polinomial glx) = ot oty ko4 <
Fix]l dengan deraiat lebih hecil daripada derajat plx).
Kontradiksi, Jadi Oir_)(:'ﬂl.l ku konstan polinomial winimal  davi

Y tidak sawa dengan nal, =

{2zmz)

Ardaiksn pdx) = CTERE I S o cio?f-' &, C'{l-?é{'} adalal
polinenial minimal dari f atas field F, wmaka p(f) = 4,
vaitu @ 0 = o f v oo f S T I =

o @ ----(c{‘fl' Aer ' e 'ilf.lij i)

Jadi £ dnvertibel, ]
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Corollarcy 3.2

Jiks V berdimensi berhingga atas Tield T dan [ 9« AV
. . . =58 . . .
adelah invertibel, wmaka adalab polinowmial dalam § atawm

Field .

Farena § invertibel, maks wenurut tsorema 3.3, 0 = o f 4

Joeed . - .
e L E + L, 4 e § o4 o dengan o @ DL Behingda diparoleh

G e S

) -~ 4. R
gadtl 0 m oew (kT + o f oL 4 @Yy merupaksr
Jadi f a (o f i 3 o) e 2Nz

suaty polinomial dalam §f atas fleld F.

Corollary 3.0
Jika ¥V wuapg vektor berdimensgid berhingga atas  isld

¥odan T & A(V) adalah singular, maka ada g # 0 « AV

sehinggs g§ = fg =0,

Rarena £ < AVY zingular, vaitn £ hidal idnvartibel, mahks

menurut Leorema 3.2 suku kenstan polinomial winiwms) f,

. 2 k .
vaitu pix)y = T e R harus =amas dengsn
ol Jadil X 3. Sehinggs

z 3
e i 3 o T e oo T
3 2 k
kg
0O o v+ oo F o4+ L., 4+ o f
- C 4 2 [ )
0 = fg. di mans g % o4 o T | R

= fg. di owmapa g om oo o 4 L 4 o f
) L ood owmaga # N ak e
Dewikian Jjugs

o Lk
0 o (etdo § o4 0, 4+ o F aF
i A ¥

B2E di mans o5 oo o3 oE L L F o

{
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Favenz derajst polinomisal o4

dari dersiaf @(x), maka g » 0.

damikian

Tarbuktl  sda @

sehlingga

[

3 f o= fF g o= 0. S

Yy Se 4

Jika V. ruang vebktor berdimpe

Foa ACYY inverbibel  lkanan,

waks o

Vengan Corrvolary 2.3, karens £ singular, maks sads g » 0O

dalam AVY sedewmikian sehingdgs gf = fg = 0.

v
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maks ada elemen w o V osedemilian

glw)y, maka (v

Andaikan v

Jadi sds v o#0 o V

Pkdan

LG Y e 5

Ihep by

agiito ¥

RFarvens bevlakn untuok sebtiap v <= V, maka VY © V.

Jadi T onto

san oim Voo on.

Avidaikan © Uicdsl v Akan ditundalk!l

ilsy, maks wmenpuruet Teorema 3.

anto. Eavens §oLis

A

I T
Hidd i

Milar bhila dan hanovs bBils £ mewmebakan

acts

<
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temikian sehinggsa Flv 3 = O

susba vektor v 0 @ ¥V og £ ;
35 .

Rarenas v, Belas 1inear, maks  kita  dapst meEnen hulan

voktor-velhiar VeV e Vo omedemihlan

chaeed Vo
Ardh il sehsrang 2 o« $V)Y, Hakas terdapab o, -
X

sademnikian sehingga 2 = flaw ooy, b L0k SR

mif(vi} 4 @zf(v?} S & &ﬁf(vr}. Jadi  htiap o= e FIV

Ll

dapsat dinvatakan  sebagal  dopbinesi Linesr davi ¢ v, 3

f{v%), F = f(vp}. KEarena f{vi} = 3 omaks basiz dari POV

paling bhanveahk terdiri dari n-1 slemen, diwm{ FCVY Y
= p-1 9o o= odim{V),

Jadi Vo F(VY, mabka F tidak onto.w

Teorena i atss menundulkkan babwa dalam basus dimensi
boerhlingga kits dapat membedalan elemen-alaner regular ods
herhingge hits dapat menbedalan &leme lamen gulsr dan

elemen-alemen singular dard suatu aliabar  atas field F.

Jika T 9« ALV), wmasks I regular bila dan hanya bila

Atmd £CVYY = dim{V).

Definisi 3.6

Himpunan 5 vapg marupaksp  subset  dardl ruang  vektor W
disebut swdb rwang vekior Jika untul setisp v,w @ 3 dsn o

¢ ¥, v o+ w e 3 dan av a b,

Teoyamm B G

Jika § @ AVY, maka FOVY adslal =ub rusng vebtor dari V.
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Bakti :

Ambxil mebarang &,

Akan ditunjuklan

Rarena &,

mehingsgs

- .., pTe
o4 D pad

JdJadi flv)
Newikian
ks

kf{a

Terbuktsl

Definisi

Ir & §{V),

Fla )

X

P
3
{vd

@ T(V),

wirls

3
4

o e

S

Jiks o ACYY,

3
e

T

o ¥

ika F e

i Plw o+

ii.

AV G,

W

ii

w oA dan f{bj)

+

i

Az
G

waka

dan

o (V)
babwa

maka ada vekibor G bi &

WaHNA

it

a A

Y

olah

e r e L

maka Kerlf)

berbuktd

Ker

a1

boe POV dan

Rarananva

i

£ g

f ( W

adalah sub

(£

shalar b e«

vaita

F.
e & POV
v

s, Malks

Warta W=

Eerl{f)y,

D

ruang velkbor

Lo

akalar Kk = . Halka

adalah sul roang dari

clayri

V.

r;}-}
ke

seclemd i ian

didefinisibkan

V.
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Dia sub ruang vaite £V

perturnh-torol disebuat dan sl

R

3

Fielad ¥, dan

atas

Andlaikan V oruang velior

Fetiga parnvetbaan sdasliah ekuivalen

oo yvegular
.:-;. (A P

Foindelktif

A, Ker(fy = [0}

(I

Tr N
(z._. s

Arrdaiban T s AV) regulay dan TLv)y = £dwy. Mak

2o

e e N L,
f Fwyy = F T Cwuyy,

(P 0wy = (B Y Ow)

T{w) T(w)

injektif,

v oo ow, Terbukbi f

Jelas bahwa O = Rerl(f)y., Bils adiambil sebarvang v o«

maks Flvy = 0 RKarena ¥ injektif, maks

0.

F o Haks wenurub beorems

Andsikan

v # 0 e V sedemihlan sehingga f(v) = 0.

Jadi Rerl({) » {0}, &

dar

Keplf

darl I,

ACV S

Eardfy,

haruslah v o=

2.4 adsa

s
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-
ool

e inisl 3.8

Jikae ¥V berdimensi berhinggs aton field ¥ dan § 9« AV,

wals ravde J o oddilambanghen dengen »{0) sdslah dimen

Teroroms 5.9

Jika V bevdimensi bherhinggs

Field ¥, wmaka untul .8

G, Jiks £ regulax dalsm AVY, maka »r{gf) = »{(fg) = »{g)

L. Barena £(V) 2 ¥V, wmshka (T2X(V) = g(f(V¥V)) = gV,

Selanjutnys  Jdipakal  teorvems @ Jikas Ay brerdinans

darn ¥ asub  ruang  vektor dsei V, maka W

servdinensil berhinggs, dan diwm W€ dim VO Mals o im

(Fay(V)y = dim g(V), sehingga »{(fg) £ p(g).

-

2. Andaldl vlgy = om, herarti sV mempunyal  basis  vang
berdirvi dard m elemen, vaitu w ,w_, N Hala

FOpdVaY dapat dibasilhan oleh fO"T; Y, Blw ¥, ..., f(w Y,
A i

saehingda wmempanyval dimensi  paling bapvak w, vaitu

iy

Aim{ECgEVyy = dim{ (gl (V3 W

Jadi r(E0) = diw ((EEYVEY = m o= diwm gd{¥) = »(g7.

"y
[

f invertibel {regular’d, maks menurut teorema 5.5

transformasl linear £ memelakan V onte V, valin £V
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g
ey

V, wehingds (Tg3(V) = g(fViis  g(V).  Jadi »(fg) =
Adim VY om gdimlgdVy) o= v{gy. Andailkan sV
Berdimenst m dengan bhasis WV,

CLw hehags linesr. Sehiongds bDila oow 4+ L0  aow
111] A . 1 Ry

S0, wmaks @ noom LW =13,
3 W i

11 i

Andailan ﬁjf(wj} oo . A Fw w3 FKarvens § o ALY,

¢
i

wen ke {sf.CKij 4 ) fﬂniﬁlﬁu, ;_(giwi
S ow o= 0 KEarens T regular, maks menurut  feocrems 3.8
EETR Y ¢
11 [£]
Ber{fy = {0}. Sehinggs ﬁ;% R N £ - = D =Y I} Qi
oo o= = 0. Jadi f(wj}> C. CEdw 3 amdalabh bebas

linesar.

Anbil zebarang = o« £(gd(V¥Y)., Maks terdspat Y, Yo

o= ¥ sedemikisan sehingga z = (')fiwi I N R
}gf(wi} oL,k rmf(wm}. Jadi btlap o z2oow f{gdVyY dapatb
dinvatskan sebagai kowbivnasi Linear davd §dw 3, C s
f{wm}. Sehingga f(wi), C . f(w1> sdalah  sistem
generator vntunk F(V)). Karaena f(w )) . N Fiw
adalah bebasz linear dan werupshkan sigbew generstor
uptul S(g(VIY, maka f(wi}, - R f(wm) adalash basis
dari £V = (gf (V). Jadi dim ({(SFf3(V)) = dim (g(V)>

= om. Maka »(gf) = dim((af Vi) = dim(gV)Y = ri{g).

Jadi r{gf) = »{(fg) = v(gr.m

Corollary 3.4

Jika TaeAdV)Y dan Jjike g <« AVY regulsy, wakas () =

—.
r(gfg >
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Bakti :
Pengan wenggunakasn Tecrema 3.8 bagian 3, g

. ) L NP W Fopr oy
v (a(fa Yy = v ((Fe sy = oI ey = p(FIY = v (). &
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BAR IV

AKAR-AKAR KARAKTERISTIK

Pada bagian ini, kita akan tetap membatasl dir

g T

1 PaGs

transformast Lineay pads ruang vakior erdimensi

herhinggs. Jadi V selaluw welambanghan suatu ruang
berdimensl berhinggs atas field T

[T

ACYY adalah aliabar dengan elemen satuan L. Untuk A

[

@ ACYY siwmbol - f bevsrti AL - 1.

Jika F o« A(Y),maka A & F disehult okoar karalkiecdisiik

eigend dari £ Jika A - [ gingulax.

Teorama 4.1

vekbor

Cysi )l

Flemen » = F adalah aksr kRaraktevistik deri £ & A(V) Bbila

dan hanva bhils ada v o 0 @ V gedemikian  sehinggs

LR

Fokti @

n ahar karakberistik dari  bila dan  hanva bils

A

L

aingular bile dspn hanya bila (dengan teovema 59,45 ada vektor

ot £ e Vo ozedemilian

(n

g
P
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~
iars

e ¥, digebul vekior koroakiterisiik dari £«
ACYY veng berhaltan dengan akar karakiteristik » & F, Jika

Flwh= Avw,

Taorems 4o &

Jika A &= F oakar karvakteristik dari £ = AVY, maks  uontul
aebiap polinowmial g(x) = Pix], q{A adalab akar

kaorahteristil darvi ().

Andaikan A askar kavskiteristik darl . Henurul teorema
4.1 ada v 7 0 @ V sedenikian sehinggs ${v) = Av,

Selanjubtnys fz(v} = PO ys EOay o= ROE(weyy = A{Rwv) o=
R, Dengan melanjutkan cara itu, kits skan memperoleh

IR |

k -
Frowdy = now untuk sewns bilangan bulst positif k.

. i TIE S ) " i -
Jika q{x) = o w b e g Y e W ¢} e 71T & @ oo

o= 0,1,2, ... .m, maka
il iR

q(f) = %f oo f T e

1 i
i)

il

RET] .
a{Fy{vy = (:C{(Jf + O{ij_ ALk -:xm}(\r)

= %(f“‘(v)} + <:ai(f""""(v)) R I

N NEES
'l (Amv} 4 cai(}\m vy o4+, ., 4+ oav
O

PN -k

= (c‘:{o)\ PRV {cxi?\ DL 2N I S S ¥

1] - -
= (e PNy R S T

(8] i [ERN

£

2 q(AJv.

i

Jadi qf{fY(v) = g{x)v dengsn v # . Henurout teorems 4.1, qlr)
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sdalah akay harakteristihk dari (). 8

areiie e 3
Jiks » @ F adalah skar karvakbteristibk dari © < A(V)Y, unaka A
adalah shar polinomial winimal daedl £, Khususnyse 0 hanysa

mempunysi berhinggs banyak skar-skar harskteristik dalan

Andaiban pl(x) adalsh polinowial wminimal dari [ atas field
¥, maks p(f) = 0. Menurut tecrvems 4.1, jika A e ¥  sdalah
akayr karakberistik dari £, maks ads v # 0 ¢« V  sedemikian
sehingga f£(v) = »xv. Dari buktl teorema 4.2 di atas p(LX(v)
m pdx)(vy.  Ravenz p(f) = 0, waka p(r)v = 0. Barena v 3
0, waks haruslah p(x) = 0. Jadi » adalah akar darci p(x}.
Kerena dimd{VY = 11, maks dim(AVY)Y = no. Jadi derajat  plx)
paling tinggl nz. Sehingsa p(xy hanva meswnpunyval  berhinggs
hanvak akar-skar di dalam F. Jadi ¥ hanys  wenpunyal

berhinggs banyvak akar-akar karasteristik dil dalan F. =

Teoromna 4. 4

oy .. . . i
Jika T.g = A(V) dan Jika g vyegular, meka [ dan  grg

mempunyali polinomial minimal vang sams,

. . . o . P T . e -
Jika £, & A(VY dan ¢ regular, wmaska (gfg > = g § £ ;

T AN 3 i -1,k . A . .
(gfg Y = g £ ... . {gfg "y = g g untuk tiap
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N

=0
e}

1t i

hilangan bulat positif k. Misalkan p(x) = S S G +

+ o adalah polipomial miniwal dari £, Haka p(f) = 0,

¥l

dan p(afe ) = e (gfg )

¥ g preed

-:}Li(i;gfggj ); N S S

ok ot
woa (gETg Y 4 e att g ) 4 &

PO e \-\-i R
S S A S S pf‘ oL b gog
- el"i’i RS . .:l'ﬂ‘“i f"". . L
gaf g + gat g + ...+ BN @

N ¥ - ¥ _..1 B
. &“{f((}lufm -+ {):jj'_'m ST (o ){_‘f

e p(FY £ = 0,

+
i

Jadi p(x) juga polinowmial minimal untuk gfg . =

Teoramng de 5

Transformasi linear £ @ AV)Y mempunyal akar karakieristilk

A= 0 bils dan hanva bila Ker(T) » {07

Pukt i g

Bila transformssi linear £ wewpunyval akar kavabkteristilk sz
0,maka ada vl & V sedemikizan sehingga f{v) = Av = Dv = 0.
Jacdi v o 0 o« Rer(ID3

Reel £y & {07.
£z =
Bila Ber(f) # {0}, waka ada v0 < Ker{f> dan £{v) = Q.

Maks f¢v)y = 0 = 0Ov . Menurnt teorema 4.1, 0O adalab akar

harakteristik dari . i

Tidak SEmMA transformasl Tingsar WemEp I val valitor
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heralkieristih,

Kitae poerhatiban  rota

N . .
pada bidang Buclid BT,

setiap vektor v pada  bidang diputar  dengan  sudut e

berlavanan dengan arah pe

cpwbtaran Jarum Jdan mendadi ovekitor

t

£(v

,“..
=
e

—

P 2 Ay [REOTIRTR RV AT S 4 E P, R
Vi 4 I ( W B mendal inisikan AR RN

et

BRI, LI
Lo Ravaki

Bila transformasl linear

mempunyval  aksar - akarn

hayrakteristik Rg ey KP, A e h?: dan  wvektor-vebior

% (i Ere.
ey o P80

Feuy

harakteristik v ,v_

i

Aviela il

chary mbs

untuk suatn o = 0 = P Haka (v ) = f{avs} S ¥ i " B O |

imin pihak Plw Y = A v tarn T v Yo ool Aoy Jadi Ao .'.'..'.
I o (v, SV, dan of v dn alh v . Jadl v
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a(r v ). Barena v, vs makn A (ev ) om o ali v )

hS

ol v X wo ool A oy Y
{ 247 ( T
Ao I Y
Z i i

A e R& Rontradibsl

lineay, &

dadh {vjpv_‘
Dengan induhsl wmebtemstik, dapat kita bukitikan bahwas
teorems di oabas berlabhy secars gmum uanitnk Liap  billangan

butat positif k. Hal ind dapst kita libat dalsw  teorems

berilkut

Bila transformasl bLinsar o« AV) mempunval akar -~ akar

l

harabteristik A, e o VETE saling Barneds clan

3, k

[

vektor-vektor havakberd

> vy, vang berkaitan

dengan ki, cee i, maka {vi, — vy} baehas linear.

Bukti :

Teorems bensy untuk ko= 2.

Andsikan teorems benar antuk k-1,

Akan dibunktiksn tecrema benar untuk k.

Andailan {vi,...,vk} tidalk behbas linear. Maka =alah  satu

vektor v, dapalt dinvatakan sebagal kombinasi  linesr darid
1

voktor-vektor vang  lain, misalilan v, capeat  dinvatalan

3

sebagal kombinasi linesar daril vebtor-vehtaor {v?,...,v%q

rait o woo oL e v sehinggs
va it v, n s Vies ahinggs

Flw by = oy 4 0. 4 & W i
k LAY = )

i fooo= IR L0 Pl X
hovy il iJi) (o, vy 7
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KR ,\{ I ¥
ooy A { v o

-, II;\ o
IRPLAL TP SR

RKarena v, = av + ...+ & v, o, maka A (v 4

[ R T S o £
, ehingsa o (A,

}"’>Vs - (l‘«}“ oA __)'v‘]'\. = ((]]

babaz 1inc

Halks diperoaleh o {x -~ A 3 7.0 = & (A& S }
g ik i Joed R ;

Barens A

Ao G, umtuk vz 1, .., k-1, maks o
L.

Jadi v, = 0. Ronhradi

bebas linear, i

r Y
TERE - .V
T 4 AN 3

Jika £oe ACVY den dimdVy = n,  maka T mempunyal

e daw W

bhanvak n akay karalberistik vang

HED

Venurnt tearewma 4.7, biap himparian akar-askao

yang berbeds dari £ menbasngkitlan  hlmpunan

barabiterigtil vang berkailtan dan bebas  linear

Rarens odind(V) = n, maka bhimpunan vektor

Bebas Tinesy dalam Vo opaling banval mewmasi b

wenpunval paling banvalk o akar

TR TN TR
arusial

herbeds @

VAT

sovallary 4.

Jika F o ACVY dan Jike ¢ind¥V) = 0, dan

Henurut bipot

vekibor-

vektor

@ lamen .,

3
~J

(SRS

a.

paling

karakhteristih

vekior

dalam V.

Y

EAR¥!

D‘..

W

Jacd i

karakiteristik

JREE FIRRRE SIS i
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T oy
.

karakisristih vang berbeda dalan F, maks ads

V wang bterdiri dari vekbtor-vektor harakierisiik

Hapurut Lecrems 4.7, 1 akar-askar  karakteristihk FENs

W

o}

{

berbeda  dari 0 sakan wmenbanglklthan n velitor-vektor

karakteriztik vang berkalitan, mizalnys. Vs Vaseoais Vo
. R 1

vang bebas linear. Barvena dindVy = o, makas untuk Liap v«

g Vi v} tidak bebas Linear. Jadi v dapat

dinvatakasn sebagal kowmbinasi linesr dari Voo Voo, WL
kc &% T

untuk V. #

=
Fard
23

Vo, V. ...., % adalah b
3 “= 1
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BALR OV

TRANSFORMAST LINEAR DAN MATRIKS

metihet  hubungan  antars

Pada
dengan

Leoremns

sTormasd linesr pads raang vehkhtor Vo oberdimensi

o

n oatas field F wmenentukan secars bunggal

tartonta.

[av
3
e

i3
P
e
"t

-

Tlw.
dapat Jdinvat suatuy  kowmbinasi

I
[ R

Lo Vo, va
L]

i
Lo
i.
=
e
o
.

-
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M ] . (. A PRI, I BN P T — .\2 oy e, T " .
Sebaliknvea, Andsilasn diberikan n Baalh skalsys <:{.3.
1.

dengan uruban tervtenta, nntuk 1,4 = 1, ..., n. Haka kitas

definizikan pemetsan £ @ ¥V e - ¥ dengany perSannan
Fiow % oo v b o R ’ S |
mAYy / s..’e.‘ i 12\ # i tq\ ) i
Féw Y P T GO TR s S T oot v q
j“<\z‘ PP 2z 2 2 Wo

T T = U A S o S+ S S R 13 AW
i ( v:-\’ !'\i.\.?_ [V m‘\\r-. wn
(i wmans V.o oo Y adalabh susty basisz untuk V)
e untbok zebsvang v o VO d1 mana v (’35 v, +- 3 f’?»’r v,
N o 3 ]

dengan 7,3, ..., {f & F vy = TLE - o O
dengan {7 ,{7, LN Fi, £{v3 (v, ENCA.

Fow + .. 4+ Fwo.
i 4 3
Akan kits tunjuhkkan bahws pemetaan tersebhut well-defined,
Ambil sebarang v, w 2 V sedemikian sehingga v o= w. Haks
v o PUIE oy - B E IV mf3 v s ) B
£Cv2 £ (EJi.vi : T g/)ﬁ\ﬁ) ’(:i."\i ; v K ﬁnh?
f(w) = j’;‘(?aivjl 4 L + oo } =0 ?aiwi + alk + ¥ W
Karena v = v, maka ffj voob . {* v = iy
¥ v, sehingga (B - ¥ v . M £ R S R U § 20
e ™ iy % N
Rarena Vs o sV adalah bebas linear, maka :’EL N - §
gretuk 102 1, 2, ..., 1. Jadil ﬁ“.’ woy,oun Lok i o= 1, 2, e
" Sehingss 3oy iy _— i T e T L. 4w
1. Behinggas s’jwi § £ oW, by v
Jadi f(v) = ¥ {w).
Anhil seharang v, w & V, mska v = ,f?iw P ER
B8R W oD O W i ce. by ow L Behinggs
dan w A f ¥R sahinggs
Pl o owy o PO -f- STy 4 Ny n B I
T 4+ ) j',l\f?ivi LEIR IR Y ENA EAPR T ¥ow
o > 7 “‘) s ’j '? ‘} L. _J}_\ .- ':'.‘ "i" ey \. R
G CEME I A EN ¥ oIV
. Y L e g n 3 o
Cﬁi. T2 S.)‘\i i IR <( IS ¢ ﬁ‘}.}n

= ,r'ffiwi R S £ A R S '
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f“ E:\ . e 1. {.:; - i s e . 1 .
"({ivi UG rnv‘> k fc"i.v, IR W
Elvy + flw).

Untuk sebarang v & V dan o ¢ F berlaka

Flovw) o Flaliv v, 3+ .. + 5 v 33
i 4 ™o¥ T T

= o3 S I S £
£< fivi cf’srz‘r\>

mooyd v b L. 4wt
ﬁa‘.w:t. !n i3]

11

S{ §2 + T v
Al f i 3 . f3 % »

il

<xf(f?ivi S A C A
= oaf (v,

Jadi f adslah suaty transgformasi linesr dari V ke V. =

Pada pembicarasn selanjutnya, kita akan memperhatikan
suzunan berbentuk bujur zanghsr dari n buah skalar-skalay
yvang disebut malriks, Teoremaza 5.1 memberilkan informasi
kepada kita bahwa setiap transformasi  linesr menentukan
suatn  matriks  relatif terhadap  basis tertentu, chan
sebaliknys terhadsp suatu basis  terientu setiap matriks

wmenettukan suatn transformesi linear.

Shalav-skalar &u bergantang pada pemnilihan  basis
wmaupun  pada transformasi  linear T, Sebhagai contol,
sndaikan trangformasi linear ¥ sadalah votasi pads  bidang
sehesar 907 den gan arah berlawvanan asvab Jarum Jawm. Dengan
wengacu pada koordinst  kartesian, andaikan dipilihb v,
(1,0 dan v, {(1,1) sehagal bawsis. Haks

f(vi} = P, 03y = (0,1) = Ovi-r 1

K”A.
Plv,) = F0,1)) = (<1,0)= (~1)v + Ov,.
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Il

el

L3al

dan empat skhalar vang mewakili F adalah

C\‘,‘é.i =0, bel o 1. {'xzi o -7, 42122 o 0, Valte dapat

disusun gebsgal matriks ¢

Andaikan Rits mewmilih bagis  vang Iaip, misalnva W =
1

1,31 dan iz - C-1,00, Haka

FQuy = £0(-1,00)% (0,-13 = (~1)%, + (~1)w

dan enpet shkalar vang wewaklli © adslah

o

o . o - ) — 4 o 4 o g e o e e e
EP i, fi ., & £, igen o, .. = i, vang  dapatb

disusun g5t wmatriks

1 2

w{fy

&3 o Lo
iyl 14 ¥ity

Al oworrs Flv om0 T
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Jord

e
—

h
<

fturunsn,
Plos

Tarntukan

adalah

p—

o)
=
“r

'
-

O
.
o

Penyelesalan ¢

f(vi} 1) =

v 3 F{xy
-~

Tl o
<N

~ = . VB
;f;{\;é) = =)

=h

{(n-1 )
Ve

Drean

gan menggunalan

sialah

mi(f) i

Jadi

dari

035 2 3

0

Jelas merupakan

Suaty

1adr

F odika velktor-

o ane B i Y

o e 3 o B o

(r—13

vyektor

claripads opevrator

Linear.

transloronasi

dari VW

e s

NS ; , ol b
& I
Tyt
Womoom W 1
3 3 H a i ¥
e Ty
. 4 .
i > » 13 i IR
I &
Qv + -
# ™

Ov

maka matriks dari

0
0
{
0
0
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bo E(w) o= £(x) = fri-1an

£w,y = POy o (n-2Z)m

= 0w o+ Ow, + (-2, 4 FoDhe, w i
= 3 1
=g el

£,y = £00 ) = (n=F)x

PR A Ty m 0 13 P 3 S . s 2]
0”1 ! U“z 4 Gug (13 SR S Emt

FCw > = £(x ) = (nvidx

flw 3 = £(L) = 4
= Owi pek ey S RR] C RS R

Jad i

g {(n-13 {3 { e ¥ 8
0 0 -2y g el }
{1 {3 i (i35 ... O &
{} ! y

m?(f)
{ ;0 0 C o 1
)] Q { y

. f(ui} = 1Y = O om Sn{ + Ou + ., + Gur

f(u?} S QR T e ST RO (T S S 1 S SN ifiur

i = '
Sl - 2\ L
Flu IS Zm

2lu, g ~2u, 4+ Eu, 4+ Qoo+ L 4 if?-azr,

[
[
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i - o y - — O - e an E I
Flu o= ${+x 2 = (n-1)x =o{n-ipu oo

- " B 4- 4oih A FY e N
{1 1,ui i Ou2 R S F ] oy {1 l)ur L Oun

Jadi

0 (e, . R {
U B e, ) (3

3 B T
]

N (::I A
=
o]

mﬁ(f} 3

IO a ... (n-1) @

Darl tigs Jawabsn di atas, kita dapat melihat  bahwa

matrike dari £ sepenubnys btergantung pada basis  yvang
digunakan. Meskipun nu(f}} m?{f}, m%{f} herbeds saty  =sama

lain, telapl wereka wewakill transformasi linesr vang
sama, yaitn @ [

Jika V oruang vekior herdimensi n atag field ¥ dan ¢
adalal Lransgformaszi linear pads V ovang mempunval 5 akar
haraklteristik vang berbeds Ki, A

= }kﬁﬁ I, maka dengan

corollarvy 4.2 kita dapal menentukan sustu basis V.o
B\ dari V gedemilisn sehinggs f(vi} = Xﬁﬂ untul i o=
1) . .
1,2, ..., n. Terhadap hasgis inil, § dapat dinvstakan dalam

bentul matriks

m{fy =

Kita sudah melihat bahwa sekall bhasis dsrid V Jdipilih,

setiap transformasi linesr pada Vo odapast  kits habungkan
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dengan sustn natriks, Dan seballlinya terhadap guatu basis

v o, v, ..., v._dari Vo oataz Tield F, suaia wmatrils
1 s i1
L [
i3 i
2
£4 o o o [
TR el

dl mana X ¥, ountuk 1,43 = 1. 2, .., o0 membangkitkan

snatn tratnsformasi linsay T pada V ovang didefinisikan oleh

E]
f<VL> o @ v untuk Tiap 1 = 1, co.s 1. Perhatihkan
s

habhwa matriks dari transformasl  lineasr £ vang dibentul
dengan cara i atss  sdalabh sswa  dengan matriks yang
menentukan §. 0 Jadi  setiap  susunan bujur sanghar yang
mungkin dibentuk, dapat berfungei  sebagal matriks darl
sunaty bransformasi lineay terbadep basls tertentu.

Di dalam matriks

[ N
i % e
Ed
& [ &
i T

alemen au adalal elemen baris Ke-1  kRoelom ke-3. Rlemen
tersehut akan Rita sebut unsur (1,3) dari matriks. Untuk
gelanjutnys kita akan mﬁnuligﬁan <mﬁ} urttuk  menuniuklkan
suaty mabtriks. Lambang tersebut  wenunjukkan  bahwa  unsar
(1,45 dari matriks OuL\i} adalah elemen e

Andaikan V adalab ruang vebkitor berdimensi herhingga,
adan Vs ¥

s e Y adalah baszis dari V atag field T

Andaikan F dan g adalabh transformasi-transformasi  linear
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pada V, wvang terhadap basis  terasbul Berturut-torut

mempunyal matribs w{f) = <UH}’ dan mwm(g)y = <Tq>' Tita

hermaksud  unbtuk wmenbransfer  stroakbuar  allasbar  AVY ke

Fimpunan matrikas-natriks Badur sanghkar dengan

glemen-alemen davi I

Perbhatikan beshwae § = g <ewox f{v) = g20(v) uptuk tiap v & ¥
Cmammr £0vey s glv ) untuk tiap v,

V., ..., YV _oyang wmerup akan
L H

Lagis dari: V oatss Field F.
™ R

&l oo = B < ntuk
MR _L Vs un gl
& 4 1A

tiap 1 0= 1, ..., n
< o R o K uirtuk tiap 1,3 =
o MR
Rarena T dan g adalah transformasi linenr, makas

(F o+ 8X(v) = £(v) + 2(v)

i i

ol 1 il -
o . a2 W
.L 'L.iv‘a .}"“ LRI
3= 1 =1
izl

» (ou & TH}VE BT e NS El JSINEERT N YO
J o7 3 : Y

i
Sehinggs m(f+g) = (Ku},di WEN A Ku = e+ TH untuk
Liap 4.3 = 1, &, ..., 11,

Dengan cara vang sans kits dapat menunjublkan bahwa  untuk
ahalar o = F, wlef) = {,ui’j.} , d i_ WANS “"\.j = -;r}"r‘i'.j.
Hrituk menentukan m{gf)y hita pavhatikan balwa
EryCvy = FLE(v))

Lx}
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1m

ey
L
el N

L

T
=]

ey

S .

et et
e WY
[

3 1oy

sl

Wil

arhel

1

1

FAS

A E

A
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4.4
Palam ¥ akan kits Pinisihan | e e L e i
Ha ]
R A R T e T 1w o }’ 231 Ty T 13 PP IR o 1" o T s on e g
[ERE G G SRR IR AN CeTIdamLRnaNn, ke illan BHBLHY HETIE A

elemen-slepen dari ¥, dan perkaslian sedemnliklan sehinggsn

mendadi susbu aljabsr atas fleld T

L

. 3 e T ) I o A -~ S I T R B e e
[ PDusn matrilks LA } dsn i ;’-?i . ) dalam b dikatakan EVURARAE
L1 o3 I8

vaity ( ct»:.t_‘é) % (,rfe,_v\j} Jika dan  hanva  Jiks (:}.'i,j x ,r“':fLj
antul tiap 1 dan 3.

B.oo(e Ly oA (2 = (h ), di omana }‘L; = ;’5‘1.1. untuk

¢, Untulk g e F, o oglao o oum (e, dd omans R L B taiks

piap 1 dan 3.

; 1 Ty = IR 1 owmans . o= ¥ oo 7 vk Tiap
d. (< i_j)(,f . ( i,j‘)’ di manag y f}b o ¥ uritul Liap

iodan J-

Teorama Se o

Terhadan operasi-operasdt penjumlaban, perkalian, dan

perkalian dengan skalar seperti didefinisikan i atas,

merupakan suaty aliabay atag {ileld I

a. Ambil sebharang (o, (B3, (v 3 s F . Maks
L} L Lj ]

I

i3]
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L

=t

‘{i; \‘j
o ! ETE S Ny
¢ %] (¢ b : it
T T 7 A S U
} w3 LN |
= (e 3y 4 3]
(e ECB 0+ (o
Operasl penjumlahan bersifat asosiatif.
Blemen ddentitas dalaw ¥ terhadap opersal

pendumlaban adalah 0 = I,-‘n ,  waltuy matyiks bujur

spnghar dengan semun ghsur adalah 0 o« P

Invers dari d ci % & F . Lerhadap aurerasl
peniunlabsn adalsl (---c::{_L e T
M I
CED T R € L T S S £ SR i RS T S
(gt T Wy e R SRR e
+ <c‘:~; ;‘-}‘ Operssi penjumliaban bevsifat komutatif.

“?1“ o4y adalab grup abel
1

E(f:\‘.l_i.}(f?.L ;-'}] (2".{_}} = (w3 3 2 (e, diomana

SN E S b [T 4

ti{ 447 iy m'rl{ 15 ap
s I + A ¥ H

[ T A Ly ndT 2]
.......................... -4
kg ]I'r',‘ 3 A3 i 4 4 a4

vl ody g L P g

PR . e )

(=5 fe ¥ F A oo it

1..1.\% ikt kgt u“:<’}"‘ f ik’ g

| F et ™ .
oHo o
Fraed li \I},.e I{ s}“} HE ¢
IS
a ST -1 e g e | I T - T
LR PR B G N 121 W SR X S o 3
by i,i,'”ij L A mEna i oo 0
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‘.."3

TF .E @ o - ..'_j. Y 5 o N T o= -~ o 5 w0 N e 1 T o 1
ITyr. ¢ u.)i_u " (.e"-_i;‘j Cog 20w 0, di mana o
Gk ﬁu' Sehinggs
-k -]
on AR L 1 i N i v L5 S \,f
( L\ili\{i,:t o (~!1 :[ {:‘}J Lk ke
o
- L T s
(5 o, (f 4 o

Demikian pulg {(aT} 4 (ﬁu}} G (a”)(y?) 4

<ﬁ1j>(?fu} .

Barxi I, TE, ITI, terbuktli bhahwa (Fn, +, .3 adslah ring.
b, Ahan ditundukkan bahws F_ oadalab  ruang  velbtor atas

field ¥.

. Budsah dibubktikan 41 atas bahwa  terhadap  operasi

peniumiabsan, Fn merapakan grup abael,

29

v untuk tiap

o

Arbil sebarang {&H), {ﬁu} = F”‘ Mak

¥ @ F, herlaku

L} L} L}
-V .‘}
L [
GS= T T S
I v}’
sl g A
e )+ w(fE )

Ambil sebarang (o

£

Yo Fn' Hakas untuk tilap p, » w
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&

F, berlakun (¥ + »)(a )
1 o YO Y - o Yo, )
4. G SELOT

(g (vt 2}
LA 3

. Untuk sebarang <&u) [
£ o s - % y
\uﬁd)3‘ (Lﬁjx 1<<\4>‘
Juadi Fn adalabh ruang
i ] s by e e s il FiT0NY o=
Amb il sebarang <{U}’ XN < 1n
(e (A m o
PR D) = v )
2 S
[s¥ Y
N e, VB
pul ? R
= (. Lo 05
aeen %4
(:a & 1]: k\'(i.j)
- el e Y IR
274 L!'}J{‘I{)LJI
Demikian Jugs
i S SR T £ = oa W
3{(‘uf<’u’> 3(‘H)
'J'?/\
(7 u>
N PIRS
& % Al e
> av[?ﬁy])
oo .

Coy 2B 2

e e w{f3 30
JﬁJ)Cg(ij};

3

(A

-

sl v la 2N o o )
Jadi 3 L(ctj)(ij}} (3(<\ix,

= ({4 ow )C{ij )
et B B Ela
(re ﬁ;>
= (rFec 3 4 (wal )
i i
= = N T S Y ]
ST (Lij}
=opdela 2%
)
Fw dgan 1 o« F, berlakn
1l

vektor

atas

Field F.

faka
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Terhukil Fn merupakan suatu aljabar atas Fleld F. B

Definisi 5.3

Andaikan A dan B adalah aljabasr - aljisbar abtes fleld P
Pemetaan & @ A e » B odigebut dsomor flsme @l jabar  Jika
@ adalah sustu  twransformagi  linear vang bijekitif dan
wmendavwetkan operasl  perkalian, valtuo @$(abh) = #ladd(bh)

anbuk tiap &, b & A

Teoorena 5.3

Andsikan V adalsah ruang vektor berdimensil n, dengan basis

. o ¥ Telletosy MPek [ R varng

.
¥ S | '

A
didefinisikan oleh #(£f) = (QH} untok tisp § < AYY, di
i -
mang F(v. 3 = ¥, &Hvs, adalah suatn lsomorflisne alliabar.
L L .
1= 3

PBakti @
Ambhil sebarang .8 = AV) sedemilbian sehinggs #(Fy = (o)
Vi

dan @(g) = (ﬁu) di mansa f(vi) = P auvj dan  g{v.) =
By . i L

LEN
o
—n,
b
o)
S
N
P
e

B

™
o ﬁﬁvf' Kavens (f +

: ﬁu)v. uritnk
A g R J

Liap & = 1, ..., n, maka &(F + g) = (o 4 Bn> SRR (= T S

(30 = @Cf)y + ¢{g). Kevena (PEX(v)) = ¥E(v) 5 ¥ L o v,

_Eirauvy maks @(rf) = (ve ) = vlogd = ye(f).
i=d

Demikian puls

(£8)(v,) = g8 3D

b

12l

=g N e v
s L |
AR
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48
E]
= R AT
b fuu(fy

1A
™ 1A

e S S e
Yoo % 4 LV
. o, ik
IR e A
1Al ™

= 0% e ﬁﬂ)vk untuk tiap i, ko= 1,...,50.

vl
s q R 2
it

Jadi $(£8) = (B e, £, = (o, )(A,) = #(£)(2).
'E'.':; 4 : . - ™

Hepurub beorems 5.1 pewebasn ¢ bersebut  adalal  pemetaan

vang bijektif.
Jaddi ¢ ¢ AV —eeees Fr adalaly  suvatu isomoriisme

sliabhar. i

Malrlks sotuwrs adalah elemen davi Fr, Vang  Soemus
1

pncnr diagonalnyve adslah 1 dan angur-unsur lainnva adalsh

O, Matyiks sebtuan  aksn dilawnbangkan dengan

refinisi 5.3

Matviks (3 <« F  vang memenahi

Ardaikan (aﬁ) @
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Invers itu

Andaihan invers - i A adalah B dan € dengan B s
C, maka AR = BA = Iﬂ dapn AC = DA = In
Jadl B o= Bln = BOACY = (BAYC = };ﬁj B R !
1
Eontradiked, Bo#
Jadl invers dari mabriks A tunggal @
Jika I oadslah  transformasi lin identitas,  wmaka

SERE RN of [Py T by laku
Ty
RO = BiSea Gv?'r R L
L L

i i A g 1 4 X - T - Y
l{vx, GJi t 1v2 D\? Tl - O

I(vn) = Gvi gLy g ey lv
Dengan menggunakan definisi 5.1, maka watriks dari I
adalah T .
I
Andaiban I & A(V) regular dan ¢(f) = (d”}, di mana @
adalaly dsomerfisme vang didefinisilan pada teorema 5.7

-3 A . . . ) NSRS
Haka tevdapst [ @ AVY sedemilisn g ey

TR T AT Ao g R - A Tk . o -

0. Jadd @008 ) = 0y ) = {uvj(n_), di  wana
3 ¥ h-j' T ‘ P T e PP T I“j' L] s T
A O W <“u)' Ditain pihak, @(PF 7Y = @Iy = I
Sehinggas In = (au}(ﬁu}; vaitu (& ) = (e Y

Gl fj\ w3y o (o ) s L B(FD }ﬁj' .

L] LS|
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Sdika ¥V ruang vekibor berdimensi berhinggs atas Tield T dan
£ oe AVY menpunval matriks A terhadap basis v, v, Ce

v, dan wabrihs B terhadap hasis W W, oo. W dari Y,

maka terdapsat

aaliinggas B

guaty matriks C ]E*"__1 sedenilk

H

chars g(wt) S N £ AR

Andaibkan £ adalah transfovmasi linear dari V ke V  vang

didefinisikan oleh f(vk} s Ravena Voso Vo Cees VL
. . . L 1

dan W, W v W adslah bagis dael V oatas Field F, maks
1

3 2?

f memetakan Vo onte V, sehinggs menurut  fecrema 3.5
transforpasi lipeay § adalsh invertible i dalam ALY .

i .
i dain pihak g(wi} =5 ﬁ“wj. Rarens (v, = w ,  maka

Frd

™ ™
gCelv)) = B 6 (ECvad. Sehingge (Tg3Cv) = £C B # v.).
j s i ] K ’

o

rd - A A - - . LAY i 3 i . o Ty '
Rarena [ invertibel, maka ((fg3f )gvi} = oo v, Jadid

- - I - ‘j‘ L. r .
tervhadap hasis v, v, ..., Vo NN iy R gﬁH} = M.
Rarens pemebaan g  oeeees B0 =0 m(g)  adalal sustu

izomorfisme darvri AV anto Fq; maka SC{TEE 7 o S5y S0

[ ' 1 o Lo ) T ot o e tim wes £ - - ' v
@(F Ty om @) P{EY (¢(I)) . Rarena terhadap basis v,

\ - T R ] R T - < n
Vs , WL iRLE A dar B =i PR B . Halia I3 L £
L

OO0, dd wmans O = &LTY) o o wml Dy, yalta wmetriks  dard

terhadap hasis v, v G, WL o m
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1557

Covntoonds

+

£l

Aridailhan YV roang vebktor dari seous polinomisl atas Pile

Fo)

¥ odengan derajat tidalk lebhih dari 3§, dan sndaikan g adalsh

opaerator Duranan sepertl didelinisihkan pads contoh 50351,

Matrihe deri # terhadan bDasis v, o= g v, ToE o, v, P X R
=1

x;;*’ e b4 B adalah

[

D

[a N

| o o 3 o
1 )

—=

oem

Pan matribs dari g terhadsp basis w, = o, D, + %, u
o4+ 2" . u o= 1o+ x adalah

8

i«i‘w\":}
[l B i
T
o

o o

-3 03 0

Andalkan § adalab translormasi linear pads ¥V vang

didefinisikan oleh £(v, ) = P v 3y = ow o= 1 o oy o

2
O . R BU T T I
Vs i o f<v3> i L o Vo 4 "

s
Ean
<=
S
=Ly
e

®»oom vj‘b V. Matriks darl § dalan basis Voo Vs Vs Vo

s

acialal

a0 80 a0
C i1 0 o0
o0 10
i 0 1

M
8
&

Tnvers darvi netriks © zda.

4
oo -1 j L
s f dan

i

39 S e B
~~
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e ko

I
G b | - P .. ey o oy |80 ) o e s o o - - A =, o
Tarhaday  opes pendunlaban  dany werkslian VAT
SN BERTENCE . B T T e 1 : cCar e PR P OB D0 me i o o oo B - i o T R 3 :
didefinisiban, Hom{V,V) Jugs merupakan aushu 7o Lebily
ternyata werupalkan  susbu ahag

¥, yvangd kita lambanghan dengan A(V).

slemen wide Pimear A

uan P oastas Field T memsnahi polinomial

Slwinl plxlr @ Flx] dengsn  derajat paling Linggi n

pl(f) = 0. Jika £ @ ACVY  dnvertibel,

[ h
ey

maks suky kRonetan polinomial winiwmsl  dar Lidal  =mams

zan  nel,  Sebalibknyas, Jika  subke honstan polinoemiasl

minimal dari ¥ tidak

ada g 2 0 @ AV

Vektop-vektor kavakbteristik vang berkaitaen derngan
ahar-akar karabkteristik vang berbeda  dayi £ o ALV

Nerupaksn himpwian vebtor-vekbor veng bebas  linesr  dalan

Fiesld F.

raang vektor V cletik dari o=

uge merapakan akar polinomial minimal davi
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[

S

Jiks kita memilih basis tertentu dari V, maks setiap
transformasi linesr psda V  dapst  kitas febuanghan dengan
suatu matribs budur  sangkar. vebaliknys  bLerhadap  suata
basis tertentu dari V., setiap  matriks  bujur Zanghkar
menbangkithan suate transformasi linesy £ pada V. Terhadap
operasi-operasil penjumlahan, perkaliasn SRy perkalian
dengan shkalar, himpunsn semna matrike budur sangkar dengan
unsur-unsur darld fleld F merupskan snaty aljahar vang

tgomoriis dengan aljabar transformasi linear A(V)Y.
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