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~ ABSTRAK
RING TERURUT

Suatu ring dikatakan terurut bila memuat him--
punan bagian, yang elemen-elemennya disebut elemen
positif, sedemikian sehingga himpunan bagian ter-
sebut tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian
-dan setiap elemen dari ring itu memenuhi hukum
trikotoni. . :

Suatu ring terurut dengan elemen satuan e.
mempunyai karakteristik nol. Suatu ring terurut
dikatakan well-ordered bila himpunan elemen-elemen
positifnya well-ordered dalam ring tersebut. Ada
--gsgtu dan “hanya ada satu ring terurut dengan elemen
satuan yang well-ordered.

Urutan dalam suatu daerah integral D dapat -
.diperluas menjadi urutan dalam perluasan field F

dengan mendefinisikan suatu urutan dalam F. sede—*”"

mikian sehingga bila urutan dalam F_ itu di1 batasi

pada subdomain D, maka hasilnya adalah urutan se- - -

mula dari D.

viii
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BAB T

- PENDAHULUAN

Salah satu contoh ring adalah ring bilangan—bilangan
bulat Z, dengsn operasi penjumlahan dan pefkalian. Bilang-
arn—-bilangan bulat ini dapat diufutkan. Urutan itu biasanya
diﬁyatakan dengan relasi "a<b", yang berarti b-a adalah

suatu-bilangan bulat pqsitif{ Sifat-sifat relasi tersebut

dapat diturunkan dari sifat-sifat bilangan bulat positif.

Bertitik tolsk dari hal tefsebut, akan didefinisikan rela-
51 urﬁfan dalam suatu ring.( Selanjutnya akan dibahaé ring.
polinomial terurut yang merupakan kéjadian khusus dari
ring terurut. Akan dibahés pula field terurut sebagai per-
luasan dari suatu daerah integral terurut.

Sebelum membahas ring tefurut,'perlu diéahami dahulu

defini=si suatu ring. Tulisan ini akan dimulai dengan men-

"definisikan ring itu séndiri, dan kemudian akan didefini-

sikan susatu ring terufut, di mana pengertian "ﬁrutan" di
sini akan didefinisikan bérdasarkan'pengertian "positif”.
Definisi itu aksn diberikan dalam bab 2. Selanjutnya dibsa-
has pula ring poiinomial, yaiiu suatu ring yang eiemgn—
elemennya bérupa polinomial-polinomial dalam x, déngaﬁ koF
efisien—koefisieh dari suatu ring R, dan dilambangkan de-
ngan R[x]. Ring R{x] ini juga bisa dibentuk menjadi ring

terurut.

Dalam bab 3 akan dibahas karakteristik suatu rring

terurﬁt dan ring terurut yané well-ordered. Dalam bab ini
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. akan dibuktikaﬁ bahwa- ring terurut dengén elemen satuan
vang well-ordered isomorfik dengan 2.

Dalam bab 4 akan dibahas field terurut. SeBelumnya'
akan dibahas dahulu field pembagi dari suatu daeréh inte~
gral D, yang dilambangkan dengan FD. Dalam bab ini akan
dibuktikan bahwa jika daerah integral D merupakan daerah
integral terurut, wmaka uvrutannya dapst diperluas menjadi
~urutan dalam field F;.

Untqk mempeiajari ring terurut tidak diperlﬁkan
pengetahuan prasyarat-yang tingdi, sebab ring terurut me-
rupakan pengembangan dari ring, sedangkan ring telah di-
pelajari dalam mata kuliah Struktur Aljabar. Karysa tulis
iﬁi merupakan hasil studi pustaka. Penulis hanya menyusun
kembali bahan-bahan dari kepustakaan yang ada menjadi tu-

lisén yang bulat dan sistematis.
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" BAB II

RING TERURUT

2.1 Definisi dan Theorema
Ring vang akah dibahas dalsm tulisan ini adalah ring
vang dilengkapi dengan suatu urutan. Sebelum membshas ring

terurut periu dipahami dahulu definisi suatu ring.

Definisi 2.1.1 3
Suatu 'ring adalah sustun himpunan R bersama dengan dus
oéerasi vang disebut “penjumlahan” (+) dan “perkalian”
(.7, Sedemikian sehingga aksioma-aksioma berikut dipehuhi,
I. (R,+) merupakan grup Abel dengan elemen iden-
titas 0, vang juga disebut elemen nol dalam R.
11, _Operasi . bersifat assosiatif
(¥ a,b,c « R) (ab) © = a(bc).
III. Operasi . bersifat distributif terhadap +

(v a,b,c € R) a(b+c) = ab+ac dén_(b+c)a=ba4ca.

Ring R disebut ring komutatif bila dan hanys bila

(.¥a,b e.R ) ab:ba.

Sekarang pada ring =zhkan didefiﬁisikan suatn relasi
urupan. Urutan sudah kita kenal pada bilangan-bilangan bu-
lat. Biiangan—bilangan bulsat Adapat disajikan denganh cara
sebagai berikgt

., -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ...

Urutgn pada bilangan bﬁlat biasanya dinyatakan dengsn re-
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lasi a < b di mﬁna pern&ataan a < b (a lebih kecil dari b)
vang berarti bahwa b-a adalah suatu bilangan bulat posif
tif. Setiap sifat dari relasi tersebut dapst diturunkan
dari Vsifat-sifat bilangan-bilangan bulat positif. _Dengan
kata lain, pengertian "ur#tan" dapat didefinizikan dengan
menggunakan pengertian “positif”. Berdasarkan.uraian ter-
sebut akan didefinisikan pengertian urutsn dalam suatu

ring.

Definisi 2.1.2 :

Suatu ring R dikatakan terurut bila R memust suatu himpu-

] i + ' . , .
nan bagian R , yang elemen-elemennya disebut elemen posi-

tif dari R, sedemikian sehingga dipenuhi sifat-sifat sebs-
gal berikut |
(i) Jika a,b « R', maka a + b e R
(R+ tertutup terhadap penjumlahan).
(ii) Jika a,b « R', maka ab e R™
(R:F tertutup terhadap perkalisn).
(iii) Untﬁk setiap a<R, tepat satu di an-
tara tiga pernyataan ini berlaku
a=0, aeR+, —aeR+ (hukdm trikotomi).
Elemen-elemen bukan nol yang tidak berads dalam R+ disebut
elemen negaiif dari R.
Selanjutpya akan;ditunjukan bahwa R* dapat digunskan

untuk’meﬁdefinisikan suatu relasi urutan padavR.

Definisi 2.1.3 :

Andaikan R suatu ring tErurut dan a,b = R, maka a>b (atau



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

-5

b < ®m) bila dan hanya'bila a-b e R+.~Jika a > b, maka di-
katzkan "a lebih besar daripada b" atau "b lebih kecil da-
ripada a". Jelaslah bahwa a > 0 bila dan hanya bila ack',
yaitu & adalah suatu elemen positif dari R. Demikian pulsa
a<0 bila dan hanya bila -aeR’, yang berarti bahwa a#0 dan
azR+, vaitu a adalah suatu elemen negatif dari R. Makas ke-
tiga sifat dari Definisi 2.1.2 di astas dapat dinyatakan

kembali dalam bentuk sebagai berikut

(i) Jika a > 0O dan b > O,Vmaka.a + b >0.
(ii)  Jika a > O dan b > O, maka ab > 0.
(iii) Jika a<R, maka tepat satu dari tiga

pernyataan ini berlaku a g0, a > 0,

t

dan -a > 0.

Selanjutnya kita sepakati bahwa
a > b bila hanya bila a > b atau a = b.

a € b bila hanya bilava < b atau a = b.

Lemma 2.1.1 :

Jika R adalah ring terurut, a=R, n bilanganibulat positif,

maka naeR+ bila hanya bila aeR+.

Bukfi:»

(=)

Diketahui na = at+a+...+a € R,

Andaikan a = R'.

Maka'a=0 atau -a<R .

Biia a=0, maka na = a+a+...+a = 0 = R4. RKontradiksi.

Bila ~aeR’, maka n(-a) = -a+(-a)+...+(-a) = ~(ata+...+a)=
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—(n&)  R*. Jadi na = R*. Kontradiksi.
Jadi terbukti bahwa a e R+.

(e

Bukti dengan induksi matematis:

+

Untuk Vn 1 jelas 1.8 = a3 € R .

]

Andaikan k.a e R+, maka

(k + 1)a = ka +a « R'.

Jadi na = R+, untuk setiap bilangan bulat positif n.g

Theorema 2.1.1 :

Andaikan R suatu ring terurut dan a,b,c € R, maka :

(i) . . a > b bila hanya bila ¢ + a > ¢ + b.
(ii) Bila a > b.dan ¢ > 0, maka ac > bec.
(iii)  Bila a > b dan o < 0, maka ac < be.
(iv) Bila a > bdan b > ¢, maka a > ¢.
(v) | a>b bila hanya bila -a<-b.

(vi) : a>D bila hanya bila a>-a.

(vii) a<0 bila hanya bila -a>a.

(viii) a2b dan ax<b bila hanya bila a=b.
Bukti

Karena R adalah suatu ring terurut, maka'R memuat himpunan
bagian R* yvang merupakan himpunan elemen-elemen positif R.
Ambil sembarang a,b, dan ¢ € R, maka
(i> () Jika a > b, maka a - b € R, sehingga
(ct3) — (c +b) =a - b = R™.
Jadi ¢ + a > c + b,
(e)Jikac+ a>c +b, makac + a - (c + b) =

a - b eRY. Jadi a>b.
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(ii) Jika a > b dan ¢ > 0, maka (a - b) € R, dan’
c € R", sehingga (a - b)c e RY,
yaitu ac - bc € RT.
Jadi ae > be.
(iii) Jika a > b s ook A - b < B dai
-c € R+, sehingga (a - b) (-c¢) = —éc + be e R+,

yaitu be - ac € R+,

7 Jadi be > ac atau ac < bc.

(iv): Jika a > b dan b > ¢, maka a b e R+ dan
b - ¢ e R+,.sehingga (a - b) + (b - ¢) e R+,
yaitu a - ¢  R'.

Jadi a > c.

(v) (+) Jika a > b, maka a - b e R'.
Padahal a - b = -(-a)+(-b) = -b-(-a),
sehingga (-b)-(-a) e R'.
Jadi -b > -a atau -a < -b.
(«) Jika -a ¢ -b, maka -b —7(—a) = a-be R+.
Jadi a > b.

(vi) (=) Jika a>0, berarti aeR’ sehingga a+a < R'.
Padahal a+a = a - (-a).
Maka a - (-a) € K.
Jadi a>-a.

(&) Jika a>-a, maka a-(-a) = a+a < R'.
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V(Vii)

(viiij

(=)

(&)

Jadi»menurut Lemma 2.1.1, a e R+, yaitu a>0.
Jika a<0, maka -aeR’ .

Jadi -a + (-a) e R yang berarti bahwa -a>a.
Jika -a>a, maka -a -a = 2(-a) e R+.

Jadi menurut Lemma 2.1.1, -a € R+, yaitu a<0.

a>b dan a<b bhb ( a>b v a=b ) A (a<b v a=b) bhb
[(a-b)eR" v (a-b=0)] A [-(a-b)eR’ v a-b=0] bhb
[(a-bdeR" A —(a-bdeR™] v (a-b)=0.

R ring terurut sedemikan'sehingga tepat salah
satu dari pernyataan berikut berlaku, yaitu
(a-b)eR’ atau -(a-b)eR’ atau a-b=0. Jadi
[(a-b)eR" A -(a-b) € R"] v (a-b) = 0 bhb a-b=0
bhb a=b.g

Theorema 2.1.2 :

Bila ring R dilengkapi dengan relasi “<" yang memenuhi

Untuk'setiap a,b,c € R

1. Tepat salah satu_pernyatsan berikut berlaku yaitu

a<b, b<a, a=b.

.2, Bila a<b dan b<c, maka a<c.

3. Bila b<c, maka a+b < atc.

4. Bila 0 < a dan b < ¢, maka ab<ac.

~Maka R adalah suatu ring terurut.

Bukti

Didefinisikan RT={ acR | 0 < a }.

(i)

Ambil sebarang a, b e R+, maka 0<a dan O0<b. Dengan
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(3) diperoleh a+0 < a+b, yaitu_a<a+b;~Karena O<a dan
a<a+b.maka dengan (2) diperoleh O<a+b.
 Jadi‘a+b e RY. ‘ | |
Demikian.pula dengan (4) diperocleh a.0 < ab, yaitu
0 < ab. Jadi ab « R'. |
(ii) Karena 0eR, maka menurut (1), untuk setisp ceR tepgt
-satu_pernyataan berikut berlaku : 0<c, yang bersrti
ceR+, atau c<0, sehinggé 0<-c¢ yang berarti -c e R+,
atau ¢=0. Jadi hukum trikotomi dipenuhi.

Jadi terbukti bahwa R adalah suatu ring terurut. g

Contoh ring terurut adalah ring bilangan—bilangan bulat £,
ring bilangan—biiangan rasional Q, dan ring bilangsn-bi-
langan real R. Ring bilangan-bilangan bulat Z sadalah ring
terurut sebﬁb ring 2 meﬁuat himpunan bagian Z+, yvaitu him-
punan semua b;langan bulat positif, yang memenuhi ketiga
sifat ring terurut. Berdasarkan hal itu dirbawah ini akan
dibuktikan bahwa ring bilangan—bilangan rasional Q herupa—

kan ring terurut.

Theorema 2.1.3
Ring bilangan-bilangan rasional Q _adalah- ring terurut

dengan Q+vada1ah himpunan semua bilangan-bilangan rasional
a _

b’ di mana a dan b adalah bilangan-bilangan bulat, b # 0
dan ab > 0. | |

%Bukti

Andaikan a,b,c,d € 2, dengan b#0, d#0.
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. a. C
Akan ditunjukkan bshwa jika _E_ =9 dan ab > 0, maks
cd > 0.

& C . . // N
Karena o - a4 maka ad = bc. o

Bilangan-bilangan bulast a dan b keduafduanya adalah posi-
tif, atau kedua-dusnys negstif, sébab ab » 0. Akibatnysa

¢ dan d juga harusrkedua—duanya positif atsu kedua-duanya
negatif. Jadi cd > O. | |

Maks himpunsn o' sdalah well-defined.

8. C

Ambil sebarang B dan g € Q.
Maka a,b,c,d € 2, b # 0, d # 0, dan ab > O dan cd > 0.
_ a ' ad + be
SelanJutnyg b +, m = bd
Tapi (ad + be)bd = abd® + cdb2 > 0, sebab ab > 0, od>0,
250, 42 > 0 Jadi —— ¥ — < @'
gy~ aek b d :
| : a C ac +
- Demikian pula b i - ba e Q ,-

sebab (ac)(bd) = a(cb)d = (aby(ecd) > 0.

-~

a
Ambil sebarang —/— # 0 (a < Z2,beZ, b#0)eQ

Maka haruslah a # 0, bleh karend itu ab # 0.

Jadi ab > 0 atau ab < 0.

Bila ab > 0, maka —— < Q.
Bila ab < 0, maka - —é— > 0, yaitu - B < Q
Jadi berlaku hukum trikotomi.

’Terbukti bzhwa ring bilangan—bilangan rasionsal @ adalah

ring terurut.
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Ring_bilangan—bilangan real R adslah ring terurut sebab -
ring R memuat himpunan bagian R+, yaitu himpunan semua
bilangan real positif, vyang memenuhi ketiéa sifat ring
terurut. Tidak semua ring dapat menjadi ring terurut. Con-
toh ring vyang tidak dapat dibentuk menjadi ring terurut
ialah ring bilangan-bilangan kompleks C. Hal ini akan di-
tunjukkan di bawah ini.

Ambil sebarang himpunan bagian P dari C yang memenuhi (i)
dan (ii) dari Definisi 2.1.2.

Jelas bahwa 1#0. Andaikan 1«P, yang berarti -1P. Maké
(-1)(-1) = 1 e P:.Kontradiksi. Jadi leP. Jelas bahwa i#0.
Andaikan ieP, maka i.i = -1 e P. Jadi 1 = P. Kontradiksi.
Jadi isP. Andaikan -ieP, maka (-i)(-1) = -le P. Jadi 1=P.
Rontradiksi. Jadi -ieP. Jadi ada elemen dalam € yang tidsk

memenuhi hukum trikotomi. Jadi € bukan ring terurut.

Selanjutnya theorema di bawah ini akan menunjukkan bahwa
ring yang memuat pembagi nol tidak dapat dibentuk menjadi

ring terurut.

Theorema 2.1.4 3

Andaikan R suatu ring terurut, maka R tidak memuat pembagi

nol.

Bukti
Ring R tidak memuat pembagi nol bhb (¥ a,b € R) a # 0 dan
b # 0= ab # 0.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
12
"Ambil sebarang elemen a,b € R, di mana a#0 dan b#0. Maka
acR’ atau -a=R’. Demikian pula beR" atau -ber*. Oleh kare-
na itu :
1. Jika a,beR’, maka abeR'. Jadi ab#0.

2. Jika a,(-b)eR’, maka a(-b) = -(ab)eR’. Jadi ab0.
3. Jika (-a),beRt, maka (-a)b

—(ab) eR". Jadi ab#0.
4. Jika (-a),(-b)eR", maka (-a)(-b)zabeR’. Jadi ab#0.

Terbukti bahwa R tidak memuat pembagi nol. g

Corrolary 2.1.1:
Ring yang memuat pembagi nol tidak'dapat dibentuk menjadi

ring terurut.

Bukti:

Kontraposisi dari Theorema 2.1.4. g

Misalnya 2, = { 0, 1, 2, 3, 4,5 }.
- 26 memuat pembagi nol yaitu 5 dan §'karena 5.5 = 5:

Ring z, bukan ring terurut.

—m

Definisi 2.1.4 :
.Suatu ring yang komdtatif, memuat elemen satuan, dan tidak

memuat pembagi nol disebut daerah integral,

Corrolary 2.1.2

~Suatu ring terurut yang komutatif dan memuat elemen satuan

pasti merupakan daerah integral.
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Bukti: S : ’
Karena ring terurut maka tidak'memuat pembagi nol, maks

ring tersebut merupakan daerah intedral.yg

Theorema 2.1.5 :

Bila R adalah ring terurut yang memuat subring E, maka E

juga merupakan ring terurut.

Bukti:

Didefinisikan E' = E n R'.

i} Jika a, b « E, maka a, b « E dan a, b « R .
| Karena E subring Hari'R, maka a+b € E. Karena R ring

terurut, maka a+b € RY. Jadi a+b € EV.

ii) Demikian pula ab = E dan ab = R+.-Jadi ab E+.

iii) Ambil sebarang elemen a < E; Maka a=R sebab E subring
‘ dari R. Karena di dalam R berlakua hukum trikotomi,

‘maka aeR+ atau —aeR+ ataun a=0. Jika aER+, maka

+

3

aeEnR = Ef. Jika -a = R+, maka -a € En RT = E
sebab -a € E (E subring dari R).
Jadi di dalam E berlaku hukum trikotomi.

Dari i, ii, dan iii terbukti bahwa E ring terurut.g

2.2 Nilai Mutlak

Relasi urutan dalam suatp ring terurut dapat mengan-

tar kita pada konsep "nilai mutlak", sebagai berikut
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Andaikan R adalah suatu ring terurut dan a € R, makzs nilai

nutlak dari a, ditulis | a |, didefinisikan sebagai
berikut:
(1) jika a 2 0, maka | a | = a,
(ii) Jika a < 0, maka | a | = -a.

Dari definisi tersebut, tampak bahwa | 0 |

‘'maka | a | > O0..

Berikut ini diberikan beberapa sifat-sifat

0 dan jika a#0,

ring terurut R

vang berkaitan dengan nilai mutlak. Untuk sebarang a,b € R

(1)

berlaku la + b] < Ja] + |b],
(2) tabl = |allbl,
(3) Ilal-Ibll € [a - b}, -
(4) -lal € a € |aj

Bukti (1)

Andaikan R ring terurut , dan a,b € R.

Kita buktikan dengan memperhatikan semua kejadian yang

mangkin yaitu

(i) Jika a = Odan b = 0, maka a + b = 0 + 0 = 0O,
sehingga |a + b|] = 0, demikian pula lal = 0 dan
Ibl = 0, sehingga |a + b|l = lal + [|bl.
(ii) Jika a > 0 dan b > 0, mska a + b > 0,
'sehingga la + bl = a + b, demikian pula |al = a
"dan |b| = b, sehingga |a + b}l = }jal +|b].
(iii) Jika a < Odan b < O, maka a + b < @,
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sehingga la + bl = —(a + b) = —a + (=b).
Karena a < 0 dan b<0, maka J|al = -a dan |b} = -b.
Jadi ja + bl = |al + |bl.

Jika a > O dan b < O, maka a + b > 0 atau a+b < O
atau a + b = 0.

Kejadian pertamas a + b > 0

Karena b < 0, maka -b > b,

sehingga -b + a > b+ a atau a+b < a+(-b).

Jadi |a + b|l = a + b < a+ (-b) = |al + |b]l.

Jadi [a + bl < lal + [b]. |

Kejadian kedua a + b < 0

.Karena a + b<0, maka |la + b| = -(a + b) = -a+(-b).

Karena a>0, maka a>-a, sehingga a+(-b) > -a + (-b)

7 atan (-a) + (—5) < a+ (-b).

Maka |a + bl =--a + (-b) < a + (-b) = |al + |b}.
Terbukti |a + bl < la]l + |bl.

Kejadian keyiga a+b-=20

Kérena a + b =0 mska . a = -b.

Maka |[a + bl = 0 < a + a =a+ (-b) = |al + |b}|.

Jadi |a + bl < lal + Ib]

Kemungkinan-kemungkinan lain, yaitu

a < 0dan b > 0,

0 dan b <

a

2

8

0
0 dan b > O,

. 0’,
0

a < 0dan b

a > 0 dan b

3
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dibuktikan secara analog.

Bﬁkti (2)

Andaikan R ring terurut, dan a,b € R.

Dibuktikan dengan memperhatikan semua kejadian yang mung-
kin A

(i) Jika a > 0 dan b > 0, maka ab > O,

sehingga |ab] ab = |al |b}.

Terbukti |ab] lal {b].

(ii) Jika a < 0 dan b < 0, maka ab > O,
 sehingga | ab | = ab = (-a)(-b) = lallbl.
(iii) Jika s > 0 dan b < 0, maka ab < G,
sehingga |ab)l = -(ab) = a(-b) = }allb].
Kejadian-kejadian lain yaitu

a < 0 dan b > O,

a = 0 dan b = 0,
a =0dan b < O,
a = 0 dan > 0,
a >

b
0 dan b = O,
a < 0 dan b = 0O,

dibuktikan secara analog.

Bukti (3):
Ambil sebarang elemen a,b € R.
Akan dibuktikan dengan memperhatikan semua kejadian yang
mungkin. |
(1) Jika a=0 dan b = 0, maks a-b = 0.
Jadi |lal - Ibll = |a-b].

(2> Jika a' < O dan b < O, maka |al= -a dan |bl= -b.
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Jadi 1=l - Ibl| f~(a - b)l=]la-b].

it
tH

|-a - (-b)]

(3)  Jika a > 0 dari b > O, maka lal = a dan bl = b.

Jadi lal - Ibll = la - bl.
(4) Jika & < O dan b > O, maka lal = -a dan |bl| = b,
sehingga |lal-lbll = |-a -bl = |-(a+b)| dan
&l—(-a-+ byl = la - bi. Tetapi a + b € -at+h.
Jadi llal - Ibll £ |a - bl.
(5) Jiks a > 0 dan b < 0 maka |al= a dan |b] = -b,
demikian pula Jlal - Ibll = la ~(-b)] = |a + b},

sehinggs |a + bl < |a - bl, sebab b < -b.
Jadi }lal - |bl] € Ja ~ bj.

Kemungkinan'e kemungkinan yang lainnya dibuktiksan secara

ansalog.
Bukti (4)
1) Untuk setiap 2>0, maks lal = @, sehinggda
fal+(-a) = a + (-a)
-lal+lal+(-a) = -lal
" -a = -lal.
Kareﬁ& a>0, maka -a<8a sehingga -lal < a = }jal.
2) Untuk a:O,'maka jal=0, sehinggé -lal = a = |al.
3) Untuk setiap a<0, maka lal = -a, sehinggsa
| fal+a = -a + =
-lal+ lal+ a = -]al

a —Ial,‘sehingga
~lal = a < }al

Jadi untuk setiap a€R berlaku -lal < a < lal. g
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2.3 Ring Polinomial Terurut

Suatu ring yang elemén—elemennya berupa  polinomial-
polinomial dslam x, dengan koefisien-koefisien dari sﬁatu
ring terurut R, juga merupakan ring yang disebut ring po-
linomial terurut, dan dilambangkan dengan R{x]. Sebelum
membentuk ring polinomial terurut perlu ‘dipahani ’déhulu

tentang polinomial.

Definisi 2.3.1 :
Andaikan R adalsh sustu ring komutatif. Suatu polinomial

atau suku banyak dalam x atas ring R ialah suatu ekspresi

O 2 N 5
berbentuk : a X +a X +a X + co.ta X, di mana a, € R
(i=0,142 ..., n) dan x adalah variabel.
: S A . (AL Ll i i
‘Masing-masing a, ity disebut koefisien dari x, dan ax

disebut suku dari polinomial tersebut. Dengan menggunakan

notzsi sigma suatu polinomial dapat ditulis sebagsi beri- -

i
a. X .
i

kut

gL’

Suatu aox0 biésanya ditulis a saja, aix1 ditulis a, x, dan
ix" altmlis 2.

BilaAan# 0, maka bilangan bulat n tersebut disebut derajat
dafi polinomial yang bersangkutan. Suatu polinomial dika-
takan sama dengan nol bila dan hanya'bila a, = 0 untuk
setiasp t. _

V'Dua'buah polinomial dikatakan sama bila dan hanys bila ko-
efisien dari x dengan pangkat yang sama adalah sama. Him-
punén polinomial-polinomial dalam x dengan koefisien-koe-

fisien dasri ring R, biasasnya dilambangkan dengan R[x].



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

18

Definisi 2.3.2 :
Pada Rix] didefinisikan operasi penjumlshan dan perkalian

sebagail berikut

3

n

]
by
»
I

. . 2
Jiks p(x) a,+ a X + 8, X +....+ a x

1

2 m
g(x) . , b°+ bix + bzx +....+ bmx ., maka

1
H
o} B3
o
x
1

1. Jika m=n, maka

p(x)+q(x) = L (a +b, )x".
L=0 R

Jika m>n, maksa
n

p(x)*a(x) = L (a,+b)x + L b x
' i=o izn+d
Jika n>w, maksa
i ; L \
p(x)+q(x) = L (a +b )x + L a x
i=0 i=m+ 4
' n i m i n+m i - i
2. p(xya(x) = (D a,x XY bx) = (Ea, b, _,Jx .
5 i=o0 i=0 i=0 k=0

Theorema 2.3.1.3

“Jika R ring komutatif dan memuat elemen satuan e, maks de-
ngan kédua operasi yang didefinisikan dalam Definisi 2.3.2
tersebut ai afaé, R{x] merupakan ring komutatif yang memn-
at elemen éatuan. |

Bukti:

n . m
Untuk setiap p(x) = L ax , a(x) = L b.x, dan
: =0 =0
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R 1 .

iy - t

r(x)y = YL c, X
1=0

_di dalam RIx], berlaku

Jika wm=n, maka p(x)+a(x)

Jiks m>n, maka p(x)+q(x)

di dalam R[{x], karens éi+

., b, di dalam R.
1 T

. Jika m=n, maka p(x)+g(x)

setiap 8, s bie‘R berlaku

Jika m>n, maka p(x)+q(x)

i' N
(a, +b Ox".

H
s

n i m .
T
L (a+b)x' + Tbx

i=0o’ i=n+1

20

b, di dalam R untuk setiap

N

o(ai+bi)xl

i

i
(b, +a, )x

1l
o L1

a.4+b.= b, +a. .
T T 1 T

ig) m

= E(a+b)x" + L b

. T
t

d m .
t t
(bi+ai}x + L bix

i=n+1

I
o33

i

q(x) + p(x), sebsb

setiap 8., b.e€ R berlaku a.+b. = b, +a. .
. L T - b 1 1 1

Jika n>m, maka p(X)+q(x)

a(x) + p(x), sebab untuk

i
X

O it=n+l

untuk
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n - o,
B i

(b+a. )XL + -a;x .:' N
i i . i .
L=m+14 s F

"
o132

a(x)+p(x), sebab untuk - -

 setiap a,, b, e R berlaku a +b, = b +a,.

3. Untuk sifat assosiatif terhadap penjumlahan terdapat

banyak kemungkinan, tetapi di sini hanya akan dibukti-
kan untuk beberapa‘saja. Sedangkan kemungkinan—kemung—l
kinan yang 1lain analog., |
Jika m=n=1, maka

(p(x)+q(x))+r(x)

H
AER

. n o
1 1
(at+bi)x + iggctx

= T ((a +b +edx'
=0

3 p(x)+(a(x)+r(x)).

Jika m=n>1, maka

n .
L (a,+b )x" +
i=o i

(p(x)+a(x))+r(x)

n [
°F1
(e)
»

S N . .
= L ((a;+bd+edx  + L (a+b)x

i=0 =l
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l o n . n.oo .
=¥ (a +(b +c M))x" +Tax + Tbx - -
i=o i=l+1 i=l+d’

n . 1l . m .
= I ax + [¥ (b.+c.)x+ r b.x"]

i=0 i=0 v v i=l+1 v

p(x)+(q(x)+r(x)).

Jika m>n>l, maka

] . omr T L .
[T (a+b)x+ Lbx] +L cx

L=0 i=n+1 i=0

(p(x)+q(x) )+r(x)

iL=0 - i=l+1

b i
r bix

i=n+1

L . n oo . e
= [ [(a.t+bi-)+c£]xL +,{:(a£+;bi)xhi+'

L . n g m - :
= [L [a,+(b +c )Ix" + Ta,x" + Ebx

i=0 i=l+14 i=l+1
n L L L m P

=¥ a,x + [ (b+4+c )x + £ b x ]

iz=o i=0 i=L+4

p(x)+(q(x)+r(x)).

Jika m<n=1, maka

- m ’ n , n ,
[T (a.+b )x" + T a.x] + N6 x
iz=o - ' iz=m+a” izo

(R(x)+a(x))+1(x)

[ [(at+bt)+c,..3x‘L + ¥ (aL+ ct>x?
i=0 ' i=m+1

m . . n . .
=L [a +(b +c )Ix" + L (a +c )x"
1=0 L=m+1
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m

n . . n . 3
=.L aix5 +%£E,(bi+ci)x1ai_“Efczxil“i”'

izo i=mes 3
= p(x)+(a(x)+r(x)).
, n .
. Ada elemen identitas, yaitu 0 = Y} 0x" di dalam R[x],
1=0
i : N i
sedemikian sehingga untuk setiap p(x)= %L ax < RIx]
i : i=0
n i ] ial . n d
berlaku p(x)+0 = Y a . x + hM O,xL = a x' .
izo izo izo °

N .
. Untuk setiap p(x) = & aixL < R{x] ada elemen
. i=0

n , . ’
-p(x) = X (-at)xL < R[x], sedemikian sehingga
. i=0

P(x)+(-p(x)) = L aixlL + L (-a)x =FL0x =0
' i=0 i

sebab untuk setiap aieR ada elemen -a, € R, sedemikian -

sehingga &, + C;ai).z 0 € R.

. n+m i - .
. p(x)a(x) = (X a, bi_k)xL < R[x] sebab untuk setiap
. 1=0 k=0 o -
I bi_k»e R, maka 8, bi_ke R..

n+m k

o ,
(p(x)a(x))r(x) = (L (L a, b,_)x" XEex" )

k=0 =0 : i=0



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

n+m+l

k

= L [Z (Z'a;br_,t)ck~ Txkye
k=0 r=0 iL=0 r ’
 n+m+L R -
I T, byo,)
‘ k=0 -~ i.+j+s-_-o'
m+n+1 k . . .
_kEL EE;ak-rEELbjcr_J ) 1x
n i n+l n o
=(Zax )I(EL (Ebe _)x"]
i=z=o0 r=0 j=o J r—=1J
= p(x)(a(x)r(x)).

8. Jika m=n=1, maka

C pGOLax) + r(x)

(L a,x" )T

L=0 1L=0

1

[b,+c 1x")

L=0 k=oO
n+n L i
L=0 k=0 koi-k k™i-k
n+n i . n+n i
- 1
t=0 k=o0 i=0 k=0 .

Jika m>n>l, maka

p(x)[a(x) + r(x)

= p(x)a(x)+p(x)r(x)

i

1

n .
T a, X
i=0 L=0

i=l+1

)x.L

L S
D> (bt+ct)xL+ T bixL]

24
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Jika n<m=1, maksa

p(x)[a(x) + r(x)]

e

n

z aixi[

r=0

M‘—‘

bi+ci)x + X <b1+°1)x 1,
o} i=l+4

i

(di mana c =0, untuk i>t)

ToiMY 1Mo
3 v} 3 f.‘;["’J

~
i}
o)

3 © 5]
+ I +
3 o 3

-
1l
Q

. - ‘
v
a.x (Y (b.+c.dx ]
v . v T
t=0
L .
v
L a (b, _,+c, )%
k=0
" :
N v
Z(dk bl_k+ akci_k)x
k=o
v n+m v i,
La b _,x+L Lac X
k=0 i=0 k=0
i . n+t i i
t
pI¥ 8, bl_kx +‘E T a,c, X
k=0 iz0 k=oO

. m .
x" [T (bi+ci)x‘]
i=0

i
Lab. . .x
k=0
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Jika n=m>t, maka -
' n’ P L . n ..
p(x)(a(x)+r(x)) = L a x (L [b.+ec,1x + Lb.x")
. i=0 i=o0 i=l+1 :
n i L ’ P n i
=.E a, x (E [bl+ci]x +_2 [bi+¢i]x,)
L=0 1L=0 i=l+1

(di mansa ci=0, untu k i>1)

n . n .
i i
= Lax (L [b+c Ix)
L=0 L=0
n+n i 1
bl i
i=z0 k=o0
n+n i |
i
L kgL(akbi—k+akcm WL
n+n i . n+n i
i
=L ZXab, ,x + L Imc X
1=0 k=o it=0 k=0
n+n i . n+l i
° . v
=L 8,b; X + L Iac; X
i=o' k=o i=o k=8 ,

= p(x)a(x) + p(x)r(x ).

Kemungkinan-kemungkinan lain dibuktikan secara analog.

n+m = - X

8. p(x)a(x) = ¥ (Xa b _.)x
. k=0 it=0"

m+n k X

= q(x)p(x).

26

10. Terdapat elgmen satuan yaitu ex°=e, sedemikian sehingga
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’ . - Som . )
- untuk setiap p(x) = ( E,aix,) berlaku
L=0 :
m . m .
exop(x) = (X eaixL) =A%) aLxL), sebab ea, =a, untuk se-
i=0 i=zo

tiap a, € R.
Dari 1,2,3,...,10 terbukti bahwa R[x] adalah ring komuta-

. o : o
tif dengan elemen satuan ex .g

Theorema 2.3.2 3
- Jika ring R tidak memuat pembagi nol, maka ring R[x] jugé

tidak memuat pembagi nol.

Bukti:

i

Misalkan p(x) = 'di dalam R[x].

SR 1

‘ ai_x-L dan q(x) =_E b, x
L : L=0
p(x)#0 dan q(x)#0. Karena p(x)#0, maka térdapat koefisien
',dafi xt vang tidak sama dengan nol, 'misalkanhar adalah ko-
efisien deﬁggn iﬁaeks tertinggi yang tidak sama dengan
nol. Karena g(x) # 0, maka terdapat koefisien dari xi vang
tidak'sama dengan nol, misalkan bm adalah koefisien dengan
indeks tertinggi yang tidak sama dengan nol. 'Sehingga ‘
p(x)q(x).= aob0+ (aob1+a1bo)x + ... + arbm x°m
Karena R tidak memuat pembagi nol, maké arbm # 0.

Jadi p(x)q(x) # 0.

‘Jadi ring R[x] tidak memuat pembagi nol.g
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Definisi 2.3.3 ¢

Dalam R[x] didefinisikan (a°+a1x + a2x2+..f.+anxn)eR+[x],

a_ #0, bila hanya bila a_ < rt.

Theorema 2.3.3 3

~Jika R adalah rihg terﬁrut, dengan R+ adalah himpunan yang
memuat semua elemen positif dari R, maka R[x] juga merupa-
kan ring terurut, dengan R+[x] sebagai himpunan elemen-

elemen poSitifnya.

Bukti:
1. Jika p(x) = L a.x' dan q(x) = T b.x
* - i=o "+ Mat - V2o
R*[x], maka a_.b < R'.

Jika m=n, maka

p(x) + a(x) = £ (a,+b )x" < R'[x] sebab a +b_ < R".
o i=0
Jika m<n, maka
p(x) + a(x) = L (a,+b )x" + L a ,x"= R [x] sebab a_e R".
o i=o i=m+1 p :

Jika n<m , maka

. m :
(a,+b)x'+ £ b x'e R'[x] sebab b_e R*.

L=n+4 -

o172

p(x) + a(x) =

L

- Demikian pula untuk

n

p(x)a(x) = ¥
v=0

L .
(£ a, b, _ )x" didalam R'[x], sebab
" , .

=0
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3 b e R
n m
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2. Ambil sebarang p(x) = 8, +a X +...+anxn e R[{x], di man=a

a, € R (i = 0,4,2,3,...,n), an¥8. Maka p(x)»0.

Karena R terurut, maka tepat satu dari pernyataan ini

berlaku a_ R+, vang bersarti

14
Q 1

; : + +
p(xy = a_ + a x +...+ ax e R [x], atan -aneR , yang

berarti -p(x) = -a, + (—a1X) + {..+(—anxn)e R+[x].

Terbukti bahwa R[x] merupakan ring polinomial terurut.g
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BAB IIIX

RING TERURUT YANG wELL—ORDERED

3.1 Karakteristik Ring Terurut
Suatu ring mempunyai karakteristik tertentu. Definisi

karakteristik suatu ring diberikan di bawah ini.

Definisi 3.1.1 :
Karakteristik sustu ring R ialah bilangan bulat positif

terkecil n, sedemikisan sehinggs na=O, untuk setiap ae=R.

Bila bilasngan bulat seperti yang disebutkan dalam definisi
di atas £idak ada, maka dikatakan ring R mempunyai karsak-
teristik nol. Jika rind R mempuﬁyai elemen satuan e dan
karakteristiknya n#0, maka jelas bahWa ne=0% DY lain pihak
jika ne=0 dan a<R, maks na=n(es)= (ne)a = 0a=0. Oleh kare~
na itu, qntuk ring R dengan elemen satuan e, karakteristik
daéat didefinisikan. secara 1ainf vaitu sebagai bilaﬁgan
bulast positif terkecil n s=edemikiasn =ehingga ne = 0. Di
bawah ini akan ditunjﬁkkan bahwa ring terurut dengsan ele-
men satusn e mempunyai karakteristik nol. Sebelumnys per-

1u dipshsmi Lemma berikut ini.

Lemma 3.1.1 :

Jika R adalsh ring terurut, seR dan s#0, maks s eR'.

30
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Bukti:
Karena a#0 maka menurut hukum trikotomi : acR’ ataun -aeR’.
Jika a<R’, maka a.a = a° <R".

Jika -aeR’, maka (-a)(-a) = a’eR'.g

Corrolary 3.1.1:

. . . : +
Jika ring terurut R mempunyai elemen satuan e, maka eeR .

Bukti

2 +
e#0 dan e = e € R . g

Theorema 3.1.1 :
Jika R ring terurut dengan elemen satuan e, maka R mempnu-

nyai karakteristik nol.

Bukti:

Bila ring R terurut dengan elemen satuan e, ﬁakaf menurut
Corrolary 3.1.1, eeR?. Jadi menurut_Lemma 2;1.1, ne < R’
untuk setiap bilangan bulat positif n.

Jadi ne #70, untuk” setiap bilangan bulat positif n.

Terbukti karakteristik R adalah nol.g

Theorema 3.1.2 :
Jika R adalah ring terufut dengan elemen satuan e, maka R

memuat subring yang isomorfik dengan 2.

Bukti
Andaikan R ring terurnt dengan elemen satuan e.

Didefinisikan pemetaan 6 : Z2 —> R dengan aturan @{(n)=ne,
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untuk setiap n € 2.

Ambil sebarang,ni, n, € 2. Jika n_=n,, maka n_ e = ,néeff
yaitu 6(n_) = &(n,). Jadi pemetaan & adalah well-defined.
Jika &(n_) = &(n,), maka n e = nze,'sehingga n e - nzglf;O,‘
jadi (ni—/n;)ezo. Karena R adalah ring terurut dengan ele-
men satuan e, maka menurut Theoremsa 3.1.1, R mempunyai ka-
rakteristik nol. Jadi ‘n,-n, = 0, yaitu n_= n,.
Jadi & injektif.

~Sehingga &: Z —> 8(Z) adalah pemetaan bijektif.

Jika n, n, s Z, maka

é(n, + n,) = (n,+ nde =n_e +ne = 6(n,) + &(n,), dan
&(n,n,) = (n,n,de = (n,e)(n,e) = 6(n,)6(n,), yang membuk-
tikan bahwa € homomorfisme. Maka 6(2) subring dalam ring
R, dan 68 : 2 —>8(2) Vadalah suatu isomorfisme.

Terbukti bahwa Z2 = 8(Z)SR. 4

Corrolary 3.1.2 :

L3

Suatu ring berhingga dengan elemen satuan pasti tidak ter- .

urut.

Bukti:
Suatu ring berhingga dengan elemen satuan e tidak dapat
memuat subring yang isomorfik dengan Z£. Jadi ring berhing-

ga pésti bukan ring terurut.g

Contoh ¢ .

. Untuk setiap bilangan bulat positif n, 2n merupakan ring

berhingga dengan elemen satuan e, maka 2n bukan ring ter- = -
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urut.

Corrolary 3.1.3 :

Di dalam ring terurut R dengan elemen satuan berlaku

E(V acR ){( 3ceR ) c>a, yaitu dalam R tidak terdapat elemen

terbesar.

Bukti:

Meﬁurut Theorema 3.1.2, ring R memuat subring yang iso-
morfik dengan 2. |

Ambil sebarang elemen a€Z. Elemen 1eZ+. Padahal 1 = a+1-a.
Jadi a+l-a € Z+T Berarti a+1>a. Jadi untuk setiap an‘tgr—
dapat é:a+1 e Z sedemikian sehingga c>a, yaitu tidak ter-

dapat elemen terbesar dalam Z.g

3.2 Ring Terurut yang Well-ordered

Definisi 3.2.1'3

Suatu elemen a di dalam himpunan bagian S#GV dari suatu-
ring terurut R disebut elemen terkecil di dalam S bila a<x

uhtuk setiap x€S di mana x#a.

‘Untuk memperjelas- Definisi 3.2.1 akan dibérikan -contoh-+

contoh di bawah ini.

Contoh 1 @
Elemen 1 adalah elemen terkecil dalam himpunan bilangan. -

bilangan bulat positif 2Z .
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Contoh 2 :

Elemen 1 adalah juga elemen térkecil di dalam 2Z'[x]. Hal
ini dapat ditunjukkan seperti di bawah ini.

Jelas bahwa 1 € Z+[x]. Ambil sebarang polinomial

: 2 n + .. +
= ..ot = ] e Z2 .
p(x) a, + ax + ax + a X Z [x] Maka a_ .

Selanjutnya p(x)-1 = (ao—l) +ax + ...+ anxn.
Karena a_ tetap di dalam Z+, p(x)-1 = Z+[x], vang berarti

1 < p(x). Jadi 1 adalah elemen terkecil di dalam Z+[x].

Definisi 3.2.2
Suatu himpUnan bagian S dari ring terurut R dikatakan
well-ordered bila setiap himpunan bagian yang tidakAkosong

- dari S memuat elemen terkecil.

Definisi 3.2.3 :
Suatu ring terurut dikatakan we11¥ordered bila R+ well-

ordered dalam R.

Ring terurut Z adalah well-ordered, karena setiap himpunan
bagian yang tidak kosong dari 3 memuat elemen terkecil.
Ring terurﬁt Q tidak well—ordered; karena Q+ tidak memuat
eieﬁeﬁ terkecil. Demikian Juga halnya dengan Z[x], meski-.
pun Z adalah ring terurut yang well—ordered..Untuk menun-
jukkan bahwa Z2[x] adalah ring terurut yang tidak well-or-
_dered, akan ditunjukkan bahwa ada himpunan bagian dari
Z+[x] yang tidak mempunyai élemen terkecil. Untuk membuk-
tikan itu, terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa di dalam

Z tidak ada elemen terkecil, yaitu (VaeZ)(3ceZ) c<a.
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-Ambil sebarang elemen a<Z. Elemen 12’ . Padahal 1=a—(ﬁ—1).
Jadi a-(a-1) = Z+. Berarfi g-1 < a. Jadiruntuk'setiap aez
terdapat ¢ = a-1 € 2 sedemikian sehinggs c<a, yaitu tidsk
terdapat elemen terkecil dalam 2,

Andaikan P={a_+xla &2} C Z+[xj. Andaikan ada elemen terke-
c¢il dalam P, yaitu é(x)=r0+x, di mansa rer. Maks q(x)<p(x)
untuk setiap p(x) = ao+k (aer) di dalam P, di mana p(x) #
a(x). Jadi p(x)-a(x) = & -r_ e Z' [x] V¥p(x)#a(x) < P. Maka
e SR 2zt VaOEZ. Berarti B merupakan elemen'terkeéil da-
lam 2. Kontradiksi. Jadi tidak ada elemen terkecil di da-

1am P. Terbukti bahwa Z2[x] tidak well-ordered.

Sélanjutnya'Theorema di bawah ini askan menunjukkan bahwa 2
adalash satu-satunya daerah integral ‘terurut yang well-or-

dered.

"~ Theorema 3.2.1 :
Jika R adalah ring terurut yasng well-ordered dan mempunysi

elemen satuan e, maka e adalah elemen terkecil dalam RY.

Bukti:

Rarena R well-ordered, maka R* haruslah memuat elemen ter-
kecil, misalnys s. Andaikan ae. Karena éER+, maka a<e dan
>0, maks a°<a. Kontradiksi, sebsab é adalah 'elémen terke-

cil di dalam R*. Jadi aze.g

Theorema 3.2.2 @

Setiap ring terurut dengsn elemen satuan e, yang well-or-
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dered pasti isomorfik dengan 2.

Bukti:

Andakan R adalah ring terurut dengan elemen satuan e yang
well-ordered

Didefinisikan bemetaan & : 2 —> R dengan sturan 6(n)=ne
untuk setisp n € Z. Délam Theorema 3.1.2, sudah dibuktikan
bahﬁa Z x 6(2).

- Tinggal membuktikan bahws 6(2)A= R.

Andaikan 6(Z2) # R. Haka adé deR tetapi d & 8(2). Akibatnysa
-d & 6(2), sebab andaikan'~d e 8(2), maka karena 8(2) sub-
ring dalam R, maka -(-d) = d e ©(2). Kontradiksi sebab

d = 6(Z). Karena d = 6(Z) dan 0=6(Z) (&(Z) subring), maka

d#0, sehingga d R" atau -d & R+} Jadi dapat disimpulkan
bahwa ada elemen positif di dalam R tetapi tidak di dalam
©(Zy, yaitu A = R'\8(2) # &,

Karena R adalah ring yang  weli—ordered, maka A pasti
memuat elemen terkecil, namakén s. .

Karenﬁ e(1)y = 1e ;\e,'méka e e 6(2). Karena s € 6(2), maka
e-¢ s. Menurut Theoreﬁa 3.2.1, e elemen terkecil di dalam
,R+. Padahal e € R+. Jadi s>e, sehindgga 8 - e } g, vaitu
s-e € R+.V |

. Sekarang andaikan s-e & 68(2).

Maka 5 -e « R'\&(Z) = A.

Sehingga s<s-e, sebab e elemen terkecil dalam A.

Padahai s > s - e, sebab é—(s—e) = e « R.
Jadi haruslah s-e € 6(2 .

Berarti ada k € Z sedemikian sehingga (k) = s-e, yaitu
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Jadi €(¢k+1) = (k+l)e = ke + e = (s-e)+e = s, yang  berarti
bahwa s « 6(Z). Kontradiksi, sebab seA = R'\6(2).

Jadi haruslah €(2) = R. g

Menurut Corrolary 2.1.2, ring terurut vyang komutétif dan
memuat elemen satuan merupakan daerah ihfégfal. Daerah ins
tegral terurut adalah daeraﬁ‘integral vang sebagai rringV&Af
merupakan ring ferurut. Contoh daerah integral terurut -
adalah ring bilangan-bilangan bulat 2, ring bilangan-bi-
langan rasional Q, dan ring bilangan-bilangan real R. Me-
nurut Theofema 3.2.2, 2 adalah satu-satunya daerah inte-

gral terurut yang well-ordered.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB IV

FIELD TERURUT

4.17Fie1d FPembagi

Suatu field pasti merupakan daerah integral. Tetépi
suatu daerah integral belum tentu merupakan field. Dari
suatu daerah integral dapat dibentuk suatu field, ysng
disebut field pewmbagi, dan yang memuat daerah integral
tersebut. Sebelum menguraikan field pembagi terlebih dahu-

lu akan didefinisikan field itu sendiri.

"Definisi 4.1.1:

Suatu ring disebut field bila elemen-elemennya yang bukan

nol membentuk grup komutatif terhadap operasi perkalian.

Sekarang akaﬁ dibangun suatu field yang memuat' dagrah in-
tegrél D vang diketahui; Andaiksn S adalah suatu himpunan
vang elemén—elemennya berups pasangan - pasangan berurutan
(% di mahadeyh = D i b0, ga ol

5 = {(a,b)| a, b b, b»0}.

Selanjutnya didefinisikan suétu relasi " 7 " pada S,

vaitu :{(a,b) 7 (e¢,d) bila hanya bila ad = be, untuk setiap

-{a,b) dan (c;d) e S.

Akan ditunjukkan bahwa relasi ~ tersebut pada S adalah
relasi eknivalensi.
Untuk setiap (a,b),6 (c,d) dan (f,g) = S berlakn

1. (a,b)” (a,b) karena abz=ba.

38
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2. Jika (a,b) ~ (c¢,d), maka ad = bec. Karena ad = da dan -
be = cb, maka ¢b = da, sehingga (c,d)~(a,b).
3. Jika (a,b) ~ (c,d) dan (c,d) ~ (f,g), maka ad = be dan

cg = df. Dengan demikian adg = beg dan beg = bdf. Ma- -
ka adg = bdf, sehingga (ag)d = (bf)d. Karena d#0, " maka
hukum kanselasi berlaku sehingga ag =bf.

Jadi (a,b)” (f.,g8).m

Relas ekuivalensi yang memﬁat (a,b) dilambangkan dengan -

[a,b]l. Jadi [a,b] = {(x,y)e S | (x,y)~(a,b)}.

.Sekarang éndaikan F, adalah himpunan semua kelas ekui#a—
lensi yang dibangkitkan’oleh relasi ekuivalensi tersebut.

Jadi F_ = {[a,b]l | (a,b) € S}.

Theorema 4.1.1:

Dalam FD“berlaku sifat-sifat sebagai berikut (untuk setiap
Va,-b, c, d € D):

1) [a,bl=[ec,d] > (a,b) ~ (e,d).

2) [a,al=[e,el.

3)_[ac,bc]=[a,b].

4) [-a,b]l=[a,-b].

5) kO,a]=[U,b].

Bukti
1) .[a,b] adalah kelas ekuivalensi vang memuat (a,b)
o vaitu (a,b) = [a,b]. Rarena [a,b] = [c,d], maka
(a,b) € [c,d]. Jadi (a,b)~(c,d). Jika sebarangreiemen :
(x,y)e[a,b], maka (x,y)~(a,b). Dikétahui '(a,b)"(c,d).-
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Maka dengan hukum transitif diperoleh (x,y)~(c,d).
Jadi (x,y)elc,d]. JikaAseﬁbarang elemen (x,y)e [c,d],
maka (x,y) ~ (o,d).r'Diketahui (a,b) 7 (e,d) vang ber-
arti juga (c,d)~(=a,b). Deﬁgan hukum transitif dipero- -
leh (x,y) ~ (a,b). Jadi (x,y) < [a,bl.
Terbukti [a,E]z[c,d].

2) (a,s8) "'(e,é) sebab ae:aé. Jadi {a,a]l=[e,e].

3) (ac,be)(a,b) sebab acb=bca. Jadi [ac,bcl=[a,b].

4) (-z,b) " (a,-b) sebab (-a){(-b)=ab=ba. Jadi [~a,bl={a,-b].

5) (0,a) ~ (0,b) sebab Ob = 0Oz = 0. Jadi [0,a]=[0,b].g

Definisi 4.1.2

- Didefinisikan opersasi "penjumlahan” dan _"pefkalian" pada
F_ sebagai berikut A |

fa,b]l + [o,dj = [adA+ be, bd]l, dén [a,bllc,d] = [ac,bd],

untuk setiap [a,b] dan [ec,d] = FD.

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa operasi-operasi terse-

- but adalsh well-defined.

Andaikan [a,b]l = [a ,b"] dan [c,dl] fe”,d"]. Akan dibuk-
tikan bahwa ’ 7

[a,bl+[c,d] = [a',b"I+[c’,d"]

dan
[a,ble,d] = [a",b"1{ec",d"].
Bukti:

Karena f[a,b] = [a',b'], maka (a,b Y ~ (a",b"),
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berarti a' b = b a’.
Dan karena [c¢,d] = [c’,d"], maka (¢ ,d ) ~ (c’,d’),
berarti cd” = d e¢’.

d b'd+becb’

1l
]
0.

= ab'dd+bb’ecd’
a’'d d’™+ b b’e d’
d ad+bdVbe’

i
o T o

Al e+ Btk .

Jadi [ad + bec ,bd ] = [a’d’ 4b'c', b’d"], yaitu

[a,bl+[c,d]=[a",b " ]+[ec",d"].

Demikian pula (ac)(b’d’) = a b'ec d-

b a’d ¢’

bda'e’

{(bd)(a'c” ).
Jﬁdi [a ¢,bd] = [a’c”,b’d"], yaitu

[a,bllc,dl=[a’,b ]1[c",d"].n

Theorema 4.1.2m:

Dengan operasi penjumlahan dan perkalian pada F - vang .-:

~didefinisikan dalam Definisi 4.1.2 tersebut di atasﬁiFﬁa;’

merupakan field (yang disebut field pembagi dari -daerah -

integral D). Dan lagi D’ = {[a,e]€F_|a<D} adalah subdaerah -

integral dari FD, yvang isomorfik dengan D.

Bukti

Untuk setiap [a,b], [e,d], dan [f,g8] di dalam Fh’ berlaku:
1. [a,bl+[ec,d] = [ad+bec,bd] di dalanm FD karenatad+bc €-D

dan bd # 0 untuk setiap [a,bl, [c,d] di dalam F_. -
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2. [s,bl+[c,d] = [ad%bc,bd] = [da+cb,db] = [cb+da,db] =
[e,dl+[=a,b].

- 3. (la,b] + [e,d]) + [f,g] = [ad+bec,bd] + [f,£]

= [(ad+bc§g+(bd)f,(bd)g]
- = [(ad)g+(be)g+(bd)f, (bd)g] -
= [a(dg)+b(eg)+(bd)f, (bd)g]
= [a(dg)+b(cg+df),b(dg)]
= [a,b] + [cg+df,dg]’
= [a,b] + ([e,d] + [£,g1).
4. Terdapat -[0,d} € F untuk sebarang d#0 < D, sedemikian
sehinggs untuk setiap [a,b] € FD, berlasku {a,b]+[0,d]l=
F25 00, bd] = Dad e sremt
5. Untuk setiap - [a,b] € F , terdapat [-a,b] e F
sedemikian sehingda {a,bl+{-a,b] = [ab + b(-a),bb] =
[O0,bb].
6. [a,blle,d]}={ac,bd] di dalam FD karena ac € D daﬂ‘*bd¥0
untuk setiap [a,bj,[c,d] =] FD. . | \
7. [a,blle,d] = [ac,bd] = [ca,dbl = [c,dl[a.b]:
8. ([a;b][c,d])[faé] = [=c,bd][f,g] = [(ac)f,(bd)g] =
[a(ef),b(dg)] = [a,b]lef,dg] = [a,bl([ec,d][f,2]1).
9.--Terdapa£ [e,e] e FD sedemikian sehingga untuk setisp
fa,b] = FD berlaku f[&,bl{e,e] = [ae,bel = [a,b].
10. Jika {[a,b] GFD dan [a,b3r¢ {0,d]), maka 270 4di dalam D,
sehingga [b,al] di dalam F_, dan [a,bl[b,al = [ab,ba] =
{ab,abl=[e,e] dalam FD.,

[2,b}lcg+df,dg]

11. [a,bl([c,d]+[f,2])

[a(cg+df),bdg]

[acg+adf,bdg]
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[b(acg)+adf),b(bdg)]

il

13

[(ac)(bg)+(bd)(af),(bd)(bg)]

1"

[ac,bd] + [af,bg]

H

La,bl [c,d]l + [a,b][f,&].
Jadi F sadalah field.

D° = {[a,eJEFDIaED}.

Didefinisikan pemetsan € : D —> D’ dengan aturan
6(a)=[a,e] untuk setiap a<D. Bila 6(a) = €(b), maka [a,e]l=
[b,el. . |

Jadi (a,e) 7 (b,e) yang berarti bahwa ze = bé, &aitu a=b.
Dan jelas bahwas untuk setiap [a,e]eD’” pasti ferdapat asD.
Untuk setiap a,b € D berlaku

6(a+b) = [a+b,e] = [aeteb,ee] = [a,el+ [b,e]l] = 8(a) + 8(b)
dan

e(sb) = [ab,e] = [ab,ee] = [a,ell[b,e] = €(a)6(b).

Jadi D e(D) = D" , dan é(D) - = D’ merupakan subdaerah
integral dari F_.m ' |

—~

Theorema 4.1.3 @
Jika FD adalah field pembagi dari daerah integral D dan K
suatu‘field vang memuat daerah integral vyang isomorfik

dengan D, maka K memuat field yang isomorfik dengan FD.

- Bukti:

Karena dua daerah integral yang isomorfik dapat dianggap
"sama", maka daerah intedral D dapat dipandang sebagai

subring dari K. Didefinisikan pemetaan ¢ :FD —> K, dengan

" aturan ¢([a,b]) = ab-l, untuk setiap [a,b] e FD (yaitu
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untuk setiap a,be D dengan bz0).

Ambil sebsrsang elemen {a,bl, fec,d} e F sedemiki=n

D
sehingga [(a,bl = {c,d].
Maks - (3,b) ¥ (ec,d)
ad = be
add™* = bed™*
ab * = bed 'p7?
P s Sacclis

8([a,bl) = 6([c,d])
Jadi pemetaan € well-defined.

Selanjutnys akan dibuktikan bahwa © injektif.

Bila 6([a,bl)= 6({c,d]), maka

-1

ab = ¢d

-1

1 == 1

ab b = cd b
ad = bec

(a,b) ~ (c,d)

It

[a,b] = [c,d]

Jadi ©& injektif.
Selanjutnya € ([a,bl + [c,d}l) = 8({sd+bec,bd])

= (ad+bec)(bd) !

1

= (ad)(bd>™* + (be)(bd)"

1

= (ad)(d™ ™) +(be)(d ™Y

= ab '+ ed™

e ([a,bl) + 8({c,d])
dan .

(ac)(bd) *

I

e ([a,b] [c,d]) = @ ([ac,bd])

(aeX(d™*p ™)

1

)

(b *Y(ed”
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= 6 ({a,bl) 6(le,d]l).

Jadi F isomorfik dengan suatu subfield dari K.g

Corrolary 4.1.1 ¢
Jika K sadalah suatu field dengan karakteristik nol, maka K

memusat subfield yang isomorfik dengan Q.

Bukti:

Hemékai bukti Theorema 3.1.2 kita memperolehvbahwa K me-
muat subring ( daerah inteéral Yy vang isomorfik dehgan 2.
Maka dengan Theorema 4.1.3, K pﬁsti memuat field vyang

isomorfik dengan F, = Q.n

A 2 Field Pembagi Terurut
Dengan menggunakan sifat-sifst padas ring terurut akan

didefinisikan field terurut.

Definisi 4.2.1.:
Suatu field F disebut field terurut bila sebagai ring F

“merupakan ring terurut.

Jadi field F adalah terurut bila memuat himpunsan bagian
F+, vang terdiri dari elemen-elemen positif dari F, yang
memenuhi sifat-sifat tertutup terhadap penjumlahan dah.

perkalian dan wmewenuhi hukum trikotomi.

Contoh field terurut adalah field bilandan-bilangan rasi-

onal Q, dan field bilangan-bilangan real R. Jika D daserah
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integfal terurut, maka urutan dalam D dapat diperluas
menjadi urutaﬁ dalam FD,‘dalam arti dapat didefinisikan,~v
suatu urutan dalam;‘FD sedemikian sehingga Dbila urutan da-
lam FD itu dibatasi untuk subdomain D, maka hasilnya ada-

l1ah urutan semula dari D.

Theorema 4.2.1 ¢
Jika D daerah integral terurut dan FD field pembagi -dari
D, maka urutan dalam D dapat diperluas menjadi urutan da-

lam Fb'

 Bukti: |

Didefinisikan F} = {[a,b] < F_ |ab = D'}.

Menurﬁt Lemma 3.1.1 : jika aeD dan a#0, maka a’eD .
Jika [a,b], [c,d] « F_*, maka ab < D*, od « D", b*< DY,

d%ed? . Maka :

1) [a,bl+[c,d] = [ad+bc,bd] < F., sebab (ad+be)(bd)

abd® + cdb® e D'V .

2) [a,bl[c;d] [ac,bd] < F ¥, sebab (ac)(bd) = -
B (ab)(cd) e DT, |
3) Untuk setiap [a,b] € F berléku-tepat salah satu
pernyatan berikut : ab e_D+, yang berarti
"[a,b] € F:, atau —ab éWD+; &égg berarti
[-a,b]e F:, atau ab = 0, yang berarti a = 0
(karena b#0), sehingga [a,b] = [0,e]. Jadi hukﬁm
trikotomi berlaku.

Jadi F_ adalah field terurut.

Sekarang akan dibuktikan bahwa bila urutan pada FD diba-
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tasi péda DxD" = {[a,e]lng}, hasilqya :ada].agﬁégxutan
semula dari D. Untuk itu akan dibuktikan bahwa F. A D°=D",
di mana DT = D’¥v= {[a,eJEFD|aéD+}. Ambil sebarang elemen
ta,b] = F:FD’. Maka [a,b] di dalam F: dan [a,b] di dalam
D°. Berarti abED+ dan'bze,-sehingga ab = ae =a. Jadi aeD+.
Maka [a,b]eD’’. Ambil elemen sebarang [a,b] di dalam D",
Mﬁka jelas,bahwa [a,b] di dalam D", dan aeD+ dan b=e, se-
hingga ab-ae=a. Jadi abeD+, yéng berarti [ﬁt b]’é F;. Maka
[a,b] € F, N D".

: £y + . +
Terbukti bahwa F = n D =.D =

Theorema 4.2.2 :

Dalam field pembagi terurut F_ dari daerah iﬁtegral%%ter—ﬁ~
urut D, berlaku sifat—sifé£ éébégai‘berikut (untuk setiap--
- S D IWE ¢ d deF Dl

1) [0,d] < [e,b] &> [0,d] < [b,e].

2) [0,d] < [a,e] < [b,e] e [0,d] < [e,b] < [e,al.

3) [a,e] < [b,e] < [0,d] e [e,b] < [e,a] < [0,d].

4) [a,b] < [c,d] e [abd®,e] < [b%cd,e].

Bukti:
(1) (=)
Andaikan [0,d] < [e,b]. 7
Karena b#0, maka bZED+, sehingga [b?,e] eﬁF:_%;Haka
[0,d1[b%,e] < [e,b][b%,e] /
~[0,d] < [b,b]
[0,d] < [b,e].
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(&)

Andaikan [0,d] < [b,e].

Karena [e,bz]e F:, maka

[0,d1[e,b’] < [b,elle,b®], yaitu [0,db%] < [b,b°].
Jadi [0,d] < [e,b].

2 (=)
Andaikan [0,d] < [a,e] < {[b,e]. -

Karena [0,d] < [a,e], maka [a,e)-[0,d] = [a,e]+[0,d]

[ad,d] = [a,e]EF:. Jadi aeD+. Demikian pulsa

[0,d] < [b,e], maka [b,e] - [0,d] = [b,e] + [0,d]
[bd,d] = [b,e] = F.. Jadi beD’. Rarena a < D' dan
bED+ maka sb D+. Dengan demikian [e,ab] e F:. Maka

[0,d][e,ab] < [a,elle,ab] < [b,el[e,sb], yvaitu-

[0,dab] < [a,sb] < [b,ab]. Jadi [0,d] < [e,b] < [e,a].

(&
Andaikan [0,d] < [e,b] < [e,a].

Karens [0,d] < -fe,bl, maka [e,bl-{0,d] = [e,bl+[0,d]

[d,bd] = [e,bl<F,. Jadi beD’. Demikian pula

[0,d] < [e,a], maka f[e,a] - [0,d] = [e,al + [0,d]

[d,ad] = [e,a] = F:. Jadi a « D'. Karena a e D'

dan b = D+ maka (—a)(—b) = ab = D+., Dengan demikian
[ab,e] < F,. Maka |
[0,d][ab,e] < [e,b]l[ab,e] <[e,allab,e], vaitu

[0,d] < [ab,b] < [ab,s]. Jadi [0,d] < [a,e] < [b,e].
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(=)
Andaikan [a,e] < [b,e] < [0,d].

' Karena [a,e] < [0,d], maks [0,d]-[a,el = [0,d}+[-a,e] =

[d(-a),d] = [-a,el e F:. Jadi —aED+. Demikian pulsa

~ [b,e]l < [0,d]}, maka [0,d}-[b,e]l = [0,d] + [-b,e] =

- 4)

[d(-b),d]=[-b,e] < F:. Jadi -beD’. Karena (-a) e DV dan
(-b)eD', maka (-a)(~b)=ab = D'. Sehingda [e,ab] < Fl.
Maka [a,elfe,ab]l < [b,elle,ab] < [0,d]l[e,abl, vaitu

[a,ab] < [b,ab] < [0,dab]. Jadi [e,b] < [e,a] < [0,d].

(e,
Andaikan [e,b] < [e,a] < [0,d].
Karena [e,al < [0,d], maka [0,d]-[e,a] = [0,d]}+[e,-al=

[d,d(-a)]

[e,-a] = F: . Jadi -8 = D+. Demikisn pula

[e,bl < [0,d], maka _[Q;dj - [e,b] = [0,d] + [e,-b] =

[d,d(-b}] = [e,-bl < F:. Jadi -beD”. Karena -aeb’ dan
—beD?, maka (-a)(-b) = ab = D' . Sehingga [ab,e] e F:.
Maka [e,bllab,e} < [e,allab,e] < [0,d]}lab,e], yvaitu

[ab,b]l < [ab,al < [0,d]. Jadi [a,e] < [b,el < [0,d].

(=)
Andaikan [a,b] < [c,d].

- [b%d®,el « F! sebab b%d® < D*, sehingga

{a,blib%d®,el < [e,d1Ib”d?,e]
[ab®d?,be] < [ebZd?,de]

[abd?,e] < [cb?d ,e].
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(&)

Andaikan [abd®,e] < [bZcd,e].

>Karena [e,bzdzj s F:, maka

[abd?,elle,b>d®] < [bZcd,el[e,b’d”]
[abd?,b%d?*] < [b%ed,b’d?]

fa,b]l < [c,d]l. u
Dari Corrolary 4.1.1 dapat langsung diturunkan

Corrolary 4.2.1
Jika K adalah suatu fiéld terurut, maka K memuat Subfield

yvang isomorfik dengan Q.

Bukti:
Menurut Theorema 3.1.1, K mempunyai karakteristik nol. Ja-
di dengan Corrolary 4.1.1, K memuat subfield yang isomor-

fik dengan Q. g

) S
% Pk Gl ) 'rl“" /
Yr“i’ 5
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KESTMPULAN

Dari uraian-uraian pada bab-bab sebelumnys dapst di-

simpulkan bahwa:

1.

Suatu ring R dikatskan terurut bila R memuat suatu him-

A + ' ' . -
punan bagian R , yang elemen-elemennya disebut elemen

positif dari R, sedemikian sehindga dipenuhi sifst-si-
fat sebagal berikut
i) Jika a,b € R', maka a+b = R'.
- (R+ tertutup terhadap penjumlahan).
ii) Jika a,b < R', maka ab < R'.

(rt tertutgp'terhadap perkalian).

~iii) Untuk setisp aeR, tepat salah satu di antara tiga

pernyafaan ini berlaku: a=0, aeR+, —a€R+ (hukum

trikotomi).
Suatu ring teru:ut dengan elemen satuan mempunyai ka-
rakteristik nol. Setiap ring = terurut dengan elemen sa-

tuan yang well-ordered pasti isomorfik dengan 2. Jadi

Z adalah satu-satunya ring terurut dengsan elemen satuan

ﬁyang'well—ofdéred.

Suatu daserah integral D dapat diperluass menjadi field,
vang disebut field pembagi FD. Apabila daerah integral
tersebut terurut, maka urutannya juga dapat diperluasA'

menjadi urutan dalam Field F_.
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