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ABSTRAK

LATIS DAN ALJABAR BOOLE

Dua sistem aljabar yang paling mendasar, vaitu
grup dan ring, memuat satu atau 1lebih operasi
seperti operasi penjumlahan dan perkalian. Di
samping itu terdapat sistem vyang memuat konsep

‘urutan (order) di antara dua elemen dalam sistem

tersebut, seperti relasi < untuk himpunan-—
himpunan dan relasi = untuk bilangan—-bilangan.
Relasi urutan R yang, memenuhi sifat refleksif,

antisimetris, dan transitif, disebut relasi urutan
parsial (partial order). Himpunan yang dilengkapi
dengan relasi urutan parsial disebut himpunan

terurut parsial (partially ordered set) atau

singkatnya poset. Poset yang setiap dua elemennya
mempunyai batas atas terkecil (suprimum) dan batas

bawah terbesar (infimum) disebut latis. Suprimum
dan infimum dari dua elemen a dan b dalam suatu
latis, berturut— turut dilambangkan dengan "awvb"”

(baca a join b} dan "aab" (baca a meet b). Jika L
adalah latis, maka « dan A dapat dipandang sebagai
operasi-operasi pada L, dan operasi-opetrasi ini
mempunyai sifat - sifat vyang serupa dengan
sifat—-sifat operasi + dan . dalam suatu ring.
Latis juga dapat didefinisikan dengan cara lain.
Jika suatu himpunan L dilengkapi dengan dua
operasi ~ dan A yang memenuhi hukum komutatif,
assosiatif, absorpsi, dan idempoten, maka himpunan

L tersebut merupakan suatu latis. Definisi pertama

dan definisi kedua merupakan dua definisi vyang
ekuivalen bila relasi urutan R didefinisikan
dengan menggunakan operasi « atau « sebagai
berikut: aRb bila dan hanya bila awvb=b atau aasb=a
untuk setiap a,bel.

. Aljabar Boole merupakan latis yang sangat
khusus, vaitu latis komplemen yang distributif dan
memuat elemen satuan dan elemen nul. Aljabar Boole
juga dapat didefinisikan secara lain. Jika suatu
himpunan B dilengkapi dua operasi biner ~ dan .,
dan satu operasi ° (komplemen) yang memenuhi hukum

komutatif, assosiatif, distributif, mempunyai

elemen satuan dan elemen nul, dan setiap elemennya

mempunyai komplemen, maka himpunan B ini merupakan

Aljabar Boole. Seperti halnya dengan latis, kedua
definisi Aljabar Boole ini adalah ekuivalen.

Aljabar Boole vyang. dilengkapi dengan operasi
jumlahan dan perkalian yang didefinisikan sebagai
kombinasi dari operasi join, meet, dan komplemen,
merupakan suatu ring.

viii
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BAB I

PENDAHULUAN

Dua sistem aljabar yang paling mendasar, yaitu grup
dan ring,_dalam Aljabar Modern seringkali disebut Struktur
Aljabar. Sistem tersebut memuat satu atau lebih Dbarasi
seperti operasi penjumlahan dan perkalian. Di samping itu
masih terdapat beberapa sistem Aaljabar ‘vang tidak kalah
menariknya untuk dipelajari. Salah satunya adalah latis
(lattice). Latis merupakan sistém aljabar yang memuat konéep
urutan ( order), seperti misalnya relasi = unfuk
himpunan—himpunan dan relasi =< wuntuk bilangan-bilangan..
Latis menarik untuk dipelajéri mengingat penetrapannya yang
cukup luas, seperti pada Aljabar Modern, Geometri Proyektif,
Teori Himpunan, Logika Pernyataan, Teori Probabilitas, dan
Analisis Fungsi.

Secara historié,.latisr merupakan generalisasi dari
suatu aljabar, yaiturﬁljabar Boolé. Penamaan ini dimaksudkan
untuk mengenang penemunyé, yaitu seorang matematikawan
berkebangsaan Inggris yang bernama George Boole (1815—18@4).
Pada tahun 1847, George Boole menerbitkan suatu karangan
singkat yéng berjudul The Mathematical Analysis of Logic.
Boole mencoba untuk mensimbolisasikan pernyataan;pernyataan
dalam logika'dan memanipulasi simbol-simbol tersebutrseperti_
pada aljébar. Al jabar Boole mérupakan suatu sistem aljabar
dengan dua operasi biner, yaitu v (join) dan ~ (meet), serta

satu operasi uner, yaitu komplemen,  yang memenuhi
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aksioma—aksioma tertentu. Contoh paling dasar dari Aljabar
Boole adalah himpunan semua subset dari suatu himpunan tidak
kosong dengan Dperasi v didefinisikan sebagai U (gabungan),
A didefinisikaﬁ sebagai M (irisan), dan opEras; komplemen
dalam arti biasa.

Di dalam aljabar himpunan terdapat satu relasi antar
himpunan yang dapat diabstraksikan untuk menghasiikan
Aljabar Boole, yaitu relasi himpunan bagian Sb « Relasi
tersebut dapat didefinisikan dengan menggunakan operasi
gabungan sebagai berikut :-ASB.bila dan hanya bila AuUB=B.
Abstraksi dari relasi € untuk Aljabar Boole, menghasilkan
relasi urutan R, yang didefinisikén dengan menggunakan
operasi w sebagai bekikut: aRb bila dan hanya bila avb=b,
untuk setiap dua elemen a dan b dalam Aljabar Boole.

Relasi urutan R dalam Aljabar Boole memenuhi sifat
refleksif, antisimetris,bdan transitif. Suatu relasi vyang
memenuhi ketiga sifat tersebut, disebut rélasi urutan
parsial (partial order),/danisuatu himpunan yang dilengkapi
dengan rélasi urutan parsial, disebut himpunan terurut
parsial (partially order@d set) atau singkatnya poset. Hal
ini akan dibicarakan dalam Bab II dari tulisan ini.

| Tidak semua poset merupakan Aljabar Boole. Aljabar
‘Boole merupakan poset yang sangat khusus, banyak syarat yang
harus dipenuhi oleh suatu poget untuk menjadi éuatu_ Al jabar
Boole. Di dalam poset didefinisikan konsep batas atas
terkecilrdah batas bawah terbesar untuk subset-subsetnya.
Poset yang setiap dua elemennya mempunyai batés_ atas

terkecil dan batas bawah terbesar disebut latis. Pembicaraan
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tentang definisi latis akan dibabhas pada Bab III dari
tulisan ini.

Merupakan latis adélah salah satu syarat yang harus
dipenuhi oleh suatu posét untuk menjadi Al jabar Boole. Pada
tahun 1897, Richard _Dedekind (1831--1916) ‘matematikawan
Jerman, memperkenalkan konsep latis modular dan latis
distributif. Hukum distributif merupakan salah éatu syarat
yang harus dipenuhi oleh suatu latis untuk menjadi Aljabar
Boole. Beberabé'syarat lain.yang diperlukgn‘oleh poset untuk
menjadi suatu Aljabar Boole akan disajikan pada Bab IV dari
tulisan ini.

Akhirnya kita akan. mendefinisikan Aljabar Boole
sebagaili suatu latis khusus. Dabat dibuktikan bahwa definisi
Aljabar Boole sebagai latis khusus adalah ekuivalen dehgan
definisi Aljabaf Boole sebagai suatu' sistem aljabar yang
memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Kita juga akan melihat
Vbahwé Aljabar Boole berhingga mempunyai struktur yang sama
dengén himpunan semua subset dari suatu himpunan berhingga.
Pembicaréan tentang Aljabar Boole akan kita akhbiri dengan

suatu contoh aplikasi dari Aljabar Boole, yang sangat

berguna bagi penyederhanaan jaringan sirkuit listrik.

Kesémuanya ini akan disajikan pada Bab V dari tulisan ini.
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BAB II

HIMPUNAN TERURUT PARSIAL

2.1 Himpunan Terurut Parsial

Relasi R pada himpunan P disebut urutan parsial

(partial order) pada P bila R bersifat refleksif,
aﬁtisimetris, dan transitif. Himpunan P yang dilengkapi
dengan relasi R seperti ini disebut himpunan terurut parsial
(partially ordered set) atau singkatnya poset.

Relasi R ini biasanya dituliskan dengan lambang " = ",
Definisi poset secara lengkap dapat dinyatakan sebagai

berikut:

befinisi 2.1.1

Poset P adalah himpunan P vang dilengkapi dengan relasi =%,
yang memenuhi aksioma- aksioma berikut:

CA1) refleksif : Jika a € P, maka a<a

CA2) antisimetris : Jika a,b € P, a=b dan b=a, maka a=b

CA3) transitif : Jika a,b,c &« P, a=b dan b=c, maka a=zc.

~Untuk a,b € P, notasi a<b berarti aZb dan a»bj; bZa
berarti asbj dan b>a berarti a<b. Jika berlaku azb atau b<a,
maka a dan b dikatakan "dapat ~dibandingkan', jika tidak
demikién, a dan b’dikatakan "tak dapat dibandinékah". Dari
definisi terlihat bahwa semEarang dua elemen dalam poset

belum tentu dapat dibandingkan.
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Definisi 2.1.2
Poset P disebut himpunan.terurut total (totally ordered set)
atau rantai (chain) bila memenuhi aksioma berikut:

CA4L) Untuk setiap a,b € P berlaku asb atau b=a.

Contoh 2.1.1 Himpunan bilangan Feal R adalah rantai
dengan relasi < didefinisikan sébagai relasi r”lebih kecil
atau sama dengan". Catatan :Dalam contoh-contoh lain, relasi
= digénti dengan relasi yang sesuail, yang didefinisikan pada
masing-masing himpunan.

Contoh 2.1.2 Himpunanv bilangan asli N adalah poset
dengan a<b didefinisikan sebagai a faktor dari b, dituiis
ajb. |

Contoh 2.1.3 Andaikan ®$(5) adalah himpunan semua
subset dari sembarang himpunan S yang tidak kosong. Maka
P(5) adalah poset dengan A<B di dalamnya didefinisikan

sebagal ASB.

2.2 Diagram Poset Berhingga

Yang dimaksud dengan_bdset berhinggardi sini adélah
poset yang mempunyai jumlah anggota yang berhingga. Sebelum
sampai pada penyajian boset dengan diagram, perlu

didefinisikan pengertian berikut:

Definisi 2.2.1
Elemen b di dalam posét P disebut melingkupi elemen a vyang
berada dalam P, jika a<b dan tidak ada x&P sedemikian hingga

a<x<b. Keadaan ini disimbolkan dengan ”é{b".,~
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Contch 2.2;1 Dalam poset P(S) (Contoh 2.1.3), A{B
bila dan hanva bila B = A Q {b:, di mana b adalah sembarang'
elemen dari himpunan B-A. -Pada poset bilangan real R (Contoh
2.1.1), tidak ada elemen yang melingkupi elemen lainnya,
sebab d; antara dua bilangan real selalu terdapat bilangan
real lainnya.

Cara penvajian poset berhingga;dengan diagram adalah
sebagai berikut: Sétiap elemen dalam poset disajikan dengan
gsebuah titik (atau simbol lain) dan Jika a{b, maka titik
gntuk b digambarkan terletak "lebih tinggi" dari titik uhtuk
a, kemudian kedua titik langsung dihubungkan dengan -sepotong
ruas garis. Selanjutnya, untuk men;ingkat penulisan, kita
gunakan simbol "Tn" untuk menyatakan "titik untuk elemen n".
Dengan cara ini, maka c<d bila dan hanya bila Td terletak
lebih tinggi dari Te dan terdapat R S .dari

2

poset tersebut sedemikian hlngga c=ei{ez{ . B '{enfd.

-Bambar yang dihasilkan MErupakan diagram untuk poset

berhingga.
Contoh 2.2.1 Gambar 2.2.1 menunjukkan diagram untuk
poset semua subset dari {x,y,z} dengan relasi himpunan

bagian &.

24

Gamboar 2. 2.1 Gambar 2.2.2
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Contoh 2.2.2 Bambar 2.2.2 menunjukkan diagram untuk
poset semua faktor dari 24, deﬁgan relasi a<b didefinisikan

sebagai a|b.

2.3 Batas Atas dan Batas Bawah

Definisi 2.3.1

Diketahui P adalah poset dan A subset dari P; Elemen usP
disebut hatés atas untuk A jika xSq untuk setiap x<A. Elemen
ueP disebut batas atas terkecil (suprimum) untuk A jika u
adalah batas atas untuk A dan untuk - setiap- batas atas lain v

untuk A, berlaku u=v.

Definisi 2.3.2

Diketahui P adalah poset dan A subset dari P. Elemen ueP

digsebut batas bawah untuk A jika u=x untuk setiap x<A.
Elemen ueP disebut batas bawah terbesar (infimum) untuk A
"Jjika u adalah batas bawah untuk A dan untuk setiap batas

bawah lain v untuk A, berlaku v=Zu,

Teorema 2.3.1

Jika subset suatu poset mempunyai suprimum (infimum), maka
Supfimum (infimum)rtersEbut tunggal.

Bukti | |

Andaikan u, dan u, keduanya adalah suprimum (infimum) untuk

A, maka u< u dan u = u, dan oleh karenanya u = u_.Jj
1~ Tz 2= 1 iz

Contoh 2.3.1 Pada poset bilangan asli IN (Contoh
2.1.2), jika A adalah subset berhingga dari N, maka
kelipatan persekutuan terkecil (least common multiple) dari

bilangan—bilangan bulat dalam A merupakan suprimum untuk A,
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dan faktor persekutuan terbesar (greatesf common divisor)
dari‘bilangah—bilangan bulat dalam A merupakan infimum untuk
A,

Contoh 2.3.2 Pada poset #¢{5) (Contoh 2.1.3), biia A,B
e P(5), maka AUB adalah suprimum untuk {A,B}, dan setiap
himpunan yang memuat AUBrmerupakan batas atas untuk <{A,B}.
Sedangkan infimum untuk {A,B}) adalah AnB. Secara umum, jika
% adalah sembarang subset dari P¢(S), maka gabungan {union)
dari semua anggota X merupakan suprimum untuk % 3 dan irisan
(interseksi) semua anggota % merupakan infimum untuk %.

Contoh.2.3.3 Diagram pada Gambar 2.3.1 menyajikan
poset di manma {a,b} tak mempunyai batas atas, dan {c,d} tak

mempunyai batas bawah.

Gambar 2. 3.1

Contéh 2.3.4 Andaikan 6 adalah sembarang grup.
Himpunan semua subgrup dari 6 adalah poset dengan relasi €.
Dalam teori grup telah diketahui bahwa Jjika 5§ adalah
sembarang subset dari suatu grup G, dan <52 adalah
inferseksi semua subgrup ﬁari G Ayang memnuat S, maka <<5»
adalah subgrﬁp terkecil dari G yang memuat 5. Dikatakan <85>
adalah subgrup yang dihasilkan oleh S. Andaikan ¥ adalah
suatu keluarga subgrup;subgrup dari . Maka subgrup vyang

dibasilkan oleh § = U H merupakan suprimum dari §.
Heg ,

Gabungan subgrup - subgrup pada umumnya bukanlah = subgrup,
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tetapi dari contoh di atas nampak bahwa keluarga
subgrup—subgrup itu mempunyai suprimum., Interseksi  semua

subgrup dari suatu keluarga subgrup-subgrup adalah infimum
kelﬂarga tersebut. Gambar 2.3.2 .menunjukkan diagram untuk
5ubgrup~5ubgrup dari Zd (bilangan modulo &é); dan Gambar
2.3.3 menunjukkan diagram‘ un#uk subgrup-subgrup dafi, Sg

(Grup simetri dari {1,2,3})

A3

Ny

dambar 2,3.2 1 Gambar 2.8. 8

2;4 Subset Istimewa dari Poset-

- Definisi 2;4.11

- Andaikan a'adélah sembarang elemen dari rpuset P. Himpunan
éemua eleﬁeﬁ xeP yang memenuhi x=a (an)_ akan .dilambangkan

dengan (al ([a)).

Definisi 3f4'2

Andaikan a dan b adalah relemen—elemeh dari' poset P
sédemikian hingga a=<b. Himpunan :semua elemen x<P yang.
memenuhi a<x=<b dilambangkan dengan [a,b]l disebut interval

dari P.

Definisi 2.4.3
Subset € dari poset P  disebut ‘subrantai dari P Jjika C

mérupakan rantai terhadap relasi urutan dalam P.
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2.5 Isomorfisme Poset
Definisi 2.8.1
Andaikan P1 dan Pz adalah poset. Maka pemetaan 6=P{——+r Pz
dikatakan homomorfisme (urutan) bila untuk setiap a,b e P1
berlaku

a<h bila dan hanya bila ©(a)<e(b).
e(Pi) disébut bayangan homomorfis dari Pi;
Bila homomorfisme & adalah suafu pemefaan vang bijektif,
maka erdisebut isomorfisme. Dua poset dikatakan isomorfis

bila dan hanya bila terdapat suatu isomorfisme di antara

kedua poset tersebut.

Contoh 2.5.1 Poset semua subset dari himpunan {x,vy}
dengan relasi £ isomorfik dengan poset semua faktor dari
bilangan 14 dengan a<b didefinisikan sebagai alb.

Diagram dari kedua,poset ini terlihat pada Gambar 3.5.1.

{y} 2 7

Gambar 2.5, 1
Terlihat bahwa diagram untuk poset semua faktor dari
bilangan 14 dapat diperoleh'dari diagram poset semua ' subset
dari {x,y} dengan mengganti {x,y} dengan 14, {x} dengan 2,
{y} dengan %, dan terakhir @ QEngan 1. Hal ini menunjukkah

adanya suatu isomorfisme di antara kedua poset.
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Contoh 2.5.2 Gambar 2.35.2 menunjukkan lima klas

isomorfisme untuk poset dengan tiga elemen.

R VANV

ay b) <D

Gambar 2.5. 2
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BAB III

LATIS

3.1 Latis
Definisi 3.1.1
Latis adalah 'poéet vyang setiap dua elemennya mempunyai

suprimum dan infimum.

Suprimum untuk dua elemen a.'dan b dalam latis

dilambangkan dengan avb, dan dibaca "& Jjoin b", ~sedangkan

infimumnya dilambangkan dengan aab, dan dibaca "a meet b".
Jelas bahwa untuk setiap a dan b di dalam suatu latis
berlaku
éSavb dan an~b=a.
Contoh 3.1.1 Poset bilangan real [R (Contoh 251.1)

merupakan latis. Jika diberi sembarang dua bilangan real,

maka selalu dapat ditentukan mana dari keduanya yang lebih

ketil, atau mana dari keduahya yang lebih besar. Bilangan
yang 1lebih besar adalaH suprimum untuk kedua bilangan
tersebut.dan_bilangan yang iabih kecil  merupakan infimum
unf@k kedua bilangan tersebut. |

Contoh 3.1.2 Poset bilangan asli IN (Contoh 2.1.2)
merupakan lafis, sebab setiap dua bilangan asli mempunyal
kelipatan persekutuan -tEfkecil dan faktor persekutuan
terbesar, yang secara berturut-turut menjadi suprimum dan
infimum untuk kedua'bilangan asli tersebut.

Contoh 3.1.3 Poset P(5) (Contoh 2.1.3) ‘merupakan
latis, sebab untuk A,B e« P(5), AUB dah AMB masing—~masing

adalah suprimum dan infimum untuk {A,B}.

12

e
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Contoh 32.1.4 BSetiap rantai adalah latis. Bukti :
Ambil sembarang dua elemen a dan b dalam rantai. Maka

menurut (A4),'a£b atau b=a. Bila as<b, maka awvb=b dan a~bh= a.

Bila b=fa, maka awvb = a dan aab = b. Ini menunjukkan elemen a.

dan b mempunyai suprimum dan infimum. Jadi - sembarang  dua

elemen dalam rantai selalu mempunyai suprimum dan infimum.l

Teorema 3.1.1

Untuk sembarang elémen a,b,c,d di dalam latis L berlaku
jika a%®b dan c=d, maka awc =< bwd dan asc .= bad.

Bukti

Karena b=Xbwd dan dsb.d, maka dengan sifat transitif didapat
a<bw~d dan c=<bwd. Jadi b.wd adalah batas atas untuk a dan «c.

Karena awc adalah suprimum untuk a dan <, maka awvc £ bwd.

Karena aac=<a dan aac=c, maka dengan sifat transitif didapat
a~csb dan aa~c=<d. Jadi aac adalah batas bawah untuk a dan c.

Karena bad adalah infimum untuk b dan d, maka asc < bad.]

Definisi . latis  mensyaratkan bahwa setiap dua
elemennya mempunyai suprimum dan infimum. Hal ini membawa

kita padé teorema berikut ini

Teorema 3.1.2
Setiap subset berhingga (tidak kosong) dari latis pasti

mempunyai suprimum dan infimum.

Bukti

Andaikan subset berhingga itu adalah X ={a1,az;..},ah}.
Dengan induksi matematis akan dibuktikan bahwa (((a;; az)v
aa) ;..)y awd)van dan (((a1A az)A aa) . | PN awi)A a,
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berturut- turut adalah suprimum dan infimum untuk X.

Tahap 1. Pernyataan benar untuk n=2, sebab menurut definisi

av a, adalah suprimum untuk {ai,az}.

Tahap 2. Andaikan pernyataan benar untuk n=k-1, maka (((a;«
az)v aa) « . . JEV IS a, _, misalkan sama dengan u, adalaﬁ
suprimum untuk {ai, 3,5 e ,abﬂ}.
Untuk n=k didapat
u Vak,

vang merupakan suprimum untuk '{u,ak}. Karema u adalah
suprimum untuk {ai, B, sy aba}' maka u v a, adalah
suprlmu@ untuk {ai, a,y s L8 abd, -ak}. Jadi pernyataan
benar untuk n=k.

Dengan demikian (((aiv az)v aa) % g oe B a adalah suprimum

untuk X. Dengan jalan yang analog dapat ditunjukkan bahwa

(((afm az)rA ga) Y ET A a_ adalah infimum untuk X. l

Untuk selanjutnya, suprimum dan infimum untuk subset

berhingga {ai, as 35 00 E an} berturut—turut akan

dinyatakan dengan notasi :

avavAavr....va dan aAaAaA----A&-

i 2 3 n 1 z 3 n
Walaupun setiap subset berhingga (tidak kosong) dari
latis mempunyai sekaligus suprimum dan infimum, tetapi

tidaklah demikian halnya déngan subset tak berhingganya.
Sebagai contoh, dalam latis bilangan real R (Contoh 3.1.1),
himpunan bilangan bulat 2 , tidak mempunyali suprimum maupun
infimum. Dalam latis bilangan asli N (Contoh 3.1.2), semua
subsét tak berhingganya tidak mempunyai suprimum, akan tetapi

mempunyai infimum.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

15
Pada teorema 2.3.1, bukti ketunggalan infimum untuk

subset suatu poset, diperoleh dengan menggantikan suprimum

dengan infimum dan menggantikan relasi £ dengan 2 pada semua

- pernyataan dalam bukti " ketunggalan suprimum. Juga pada

teorema 3.1.2, bukti eksistensi suprimum untuk subset
berhingga suatu latis dapat ditransformasikan menjadi bukti
eksistensi dari infimum, yaitu dengan mengganti suprimum

dengan infimum dan v dengan ~. Kesemuanya ini merupakan

aplikasi dari suatu prinsip'yang sangat berguna dalam latis,

vang dapat dinyatakan sebagai berikut :

Prinsip Dualitas Latis

‘Setiap pernyataan yang benar untuk suatu latis akan tetap

benar Jjika relasi =< dan 2 dan operasi ~ dan ~ dalam

'pernyatéan tersebut saling dipertukarkan.

Prinsip dualitas ini valid disebabkan D1eh,tiga hal.
Pertama, relasi =, maupun relasi =, kean;duanya sama—séma
bersifat refleksif, aﬁtisimetris,‘ dan transitif. Kedua,
infimum didefinisikan dengan mengganti = dengan = dalam
definisi suprimum. Ketiga, sebuah pernyataan adalah benar
untuk setiap létié hanya apapila kebenaran pernyataan itu
dapat dibuktikaﬁ dari sifat refleksif, antisimetris, dan
transitif, = dan dari adanya suprimum dan infimum
himpunan-himpunan bagién berhingganva.

Jika = dan Z dipertukarkan dan suprimum dan infimum
dipertukarkan dalam suatu pernyataan, maka pernyataan baru.
yang didapat disebut dual ‘dari pernyataan asli (primal).

Sebagai contoh, dual dari ava = a adalah a~a = a.
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3.2 Definisi yang Ekuivalen untuk Latis
Sifat—-sifat dasar operasi « dan A dalam suatu latis

adalah sebagai berikut:

Teorema 3.:2.1
Operasi—operasi v dan ~ pada latis L, memenuhi setiap hukum

berikut ini:

untuk semua a,b,¢c € L.

Bukti - |

(L1) Elemen awvb maupun bwva adalah suprimum untuk {a,bl.
Karena suprimum adalah tunggal, maka avb=bva.

Dangan dualnya aidapat a~b=baa.

(L2) Pertama dibuktikén untuk operasi v.

Andaikan awv(bwvc) = g dan (avb)ve = h.

Maka a®g dan bwvec=g. Lebih Jjauh b=g dan Vcﬁg. Karena awvb

adalah supriQO untuk a dan b, dari asg dan - b=g didapat
avb=Zg yang bersama—-sama dengan cXg, memberikan (awvb)wvczg.
Dengan demikian telah ditunjukkan bahwa h = g.

Dengan jalan yang analog, dapat ditunjukkan bahwa g = h.
Menurut sifat antisimetris dari =, dapat disimpulkan g = h.
Dengan prinsip dualitas diperoleh sifat assosiatif untuk

operasi a.

(L3) Andaikan aAb.= g dan awvg = awv{aab) = h.

Maka g<a, g<b, dan a<h, g=<h.

CL1)> hukum komutatif  : awvb=beva aAb%bAa'

CL2) hukum.assosiatif : avibve)=(avb)vc an(bac)=(aab)ac
-CL3) hukum absorpsi : aviaab)=a . anf(avh)=a

CL4) hukﬁm idémpoten t ava=a : ana=a

‘Karena aza, menurut (A1), dan g=a, maka a merupakan batas
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atas untuk a dan g« Tetapi h adalah supt-imum untuk a dan g,

maka h=a. Dari azh dan h=a, diperoleh a = h = avi{anb).

Dengan dualnya didapat aaf{avb) = a.

(L4) Bila pada hukum absaorpsi av(anp) = a, b diganti dengan

avb, maka diperoleh a = av(aa (évb)) = awva. Jadi ava = a.
Demikian juga>pada hukum absorpsi aa(awvb) = a, bila b
diganti dengan asb, maka diperoleh a = aa(av(aab)) =  ama.

Jadi a~a = a..‘

Definisi yang ekuivalen untuk latis dituangkan dalam

teorema berikut:

Teorema 3.:2.2
Jika himpunan L dilengkapi dengan operasi + dan A vyang

memanuhi hukum komutatif (L1), hukum assosiatif (L2), hukum

'absorpsi (L3), dan hukum idempoten (L4), dan jika pada L

didefinisikan relasi < sebagai berikut:
(1) a<b bila dan hanya bila avb%b
maka himpunan L merupakan'suatu 1 atis.
Bukti
Perfama—taha akan ditunjukkan bahWa.syarat avbzb pada (1)
ekgivaien denqén aAb=a. Asumsikan bahwa awb=b. Maka
| asnb=ana(awvb) (avb=b)

=3 { hukum absaorpsi)

Dengan mengasumsikan anb=a, dapat diturunkan a<b=b.

Sekarang akan dibuktikan bahwa L adalah poset terhadap

relasi <. Jika aelL, maka menurut salah satu hukum idempoten

-asna=a, dan oleh karena itu a<a menurut (1). Jadi rélasi =
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bersifat refleksif. Jika a<b dan b=a, maka asb=a dan - baa=b,
sehingga a=b, karena menurut hukum komutatif aanb = baa. Jadi
relasi € bersifat antisimetris. Jika a<$b dan b=c, maka aab=a
dan bac=b, sehingga
aac=(aab)ac=aa(bac)=asb=a.

Jadi agc. Ini menunjukkan bahwa relasi =< bersifat transitif.

Untuk melengkapkan pembuktian ini, harus pulé ditunjukkan
babwa avb adalah suprimum dan aab adalah infimum untuk
{a,b}. Periksa awb. Pertama a<avb sebab menurut hukum
absorpsi aA(é§b)%a. Dengan jalan yang analdgrdidapat b<avb.
Jadi avb adalah batas atas untuk {a, b}. Sekarang asumsikan
babwa a<c dan b=<c. Maka awvc=c dan bwvec=c, éehingga
| (avb)vc=av(bvc)=avc=c

yang berarti (avb)=c. Ini menunjukkan béhwa avb adalah
suprimum untuk {a, b}. .

“"Dengan jalan yang analqg dapat'ditunjukkan bahwa asb adalah

infimum untuk {a,bl.}J}

Teorema 3.2.3

Pemetaan bijektif €@ dari L1 onto L2 adalah suatu isomorfisme
bila dan hanya bila untuk setiap a,beL1 berlaku

(2)  ©(avh) = 8(a) v 8(b) dan @(asb) = €(a) A 6(b).
Syarat (2) di atéé disebut homomporfisme (operasi).

Bukti

() Asumsikan € adalah pemetaan bijektif dari L, onto L,
yang memenuhi : a=b bila dan hanya bila é{a)=@(b).

-Ambil sembarang dua elemen a,beLi. Andaikan d=awvb. Maka axd

dan b=d. Oleh karena itu &8(a)s€@(d) dan 8(b)=e(d). Jadi &(d)
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adalah batas atas dari 68(a) dan e(b)..Bekarang andaikan 8(x)
adalah sembarang elemen L2 sedemikian hingga &(a)=8(x) dan
e(b)se(x); yaitu batas atas dari @(a) dan &(b) Qang lain
dengan 6(d), dan andaikan xeL1 adalah bayéngah invers dari
6(x). Maka a<x dan bsx. Oleh karena itu d=awb<x dan
6(d)<e(x). Jadi @(d) adalah batas ataé terkecil dari 6&(a)
dan ©(b). Jadi ©(avb)=6(a)we(b). ‘

Dengan dualnya dapat ditunjukkan bahwa &(aab)=8(a)A8(b).

(«) Ambil sembarang dua elemen a,bel.. Jika azb, maka awb=b.
Sehingga 6(awvb)=6(b) dan oleh sebab itu @(a)vw8(b)=6(b). Jadi

V #(a)<e(b). Sebaliknya, jika €(a)se(b), maka &(a)w8(b)=8(hb).

Sehingga &@(avb)=8(b) danvavb=b karena 8 bijektif. Jadi,aSh.. '

3.3 Elemen Satuan, Elemen Nul, dan Komplemen

Definisi 3.3.1 7 |

Suatu =lemen dalam latis L disebut elemen satuan (unity atau
idéntity) untuk L, ditulis dengan lambang 1, jika untgk

setiap a<l berlaku aSl;

Definisi 3.3.2
Suatu elemen dalam latis L disebut elemen nul ( zero) untuk
L, ditulis dengan lambang O, jika untuk setiap ael berlaku

O=<a.

Contoh 3.3.1 Di dalam latis bilangan real R (Contoh
3.1.1),tidak ada elemen satuan dan elemen nul.‘*“"*

Contoh 3,3.2 Di dalam latis bilangan asli N (Contnh
3.1.2), tidak terdapat elemen satuan, tetapi ada elemen nul,

yaitu bilangan I&.
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Contoh 3.3.3 Di dalam latis P(5) (Contbh 3.1.3), s

adalah elemen satuan dan @ adalah elémen nul.
Contoh 3.3.4 Di dalam latis subgrup dari grup G
(Contoh 2.3.4) 6 adalah elemen satuan dan {@} adalah elemen

nul, di mana e adalah elemen identitas dari grup G.

Teorema 3.3.1

Sembarang latis berhinéga (latis dengan jumlah @lemen
berhingga) mempunyai'elemen_satuan dan elemgn nul.,

Bukti

Teorema 3.1.2 menyatakan bahwa setiap subset berhingga yang
tidak kosong dari suatu latis pasti Amempunyai suprimum dan
infimum. Karena suatu latis -merupakan subset dari dirinya
sendiri, maka latis berhingga pasti mempunyai suprimum dan

infimum, yang merupakan elemen satuan dan elemen nul..,,

Teorema 3.3.2

Jika sebuah latis mempunyai elemen satuaﬁ (elemen nul), maka
elemen satuan (elemen nul) tersebut pasti\tunggal.

'Bukti

Andaikan terdapat dua elemen satuan (elemen. nul) dalam

sebuah latis, misal a dan b, maka a<b dan bSa. Jadi a=b.J]

Teorema 3.3.3
Jika elemen satuan 1 dan elemen O ada di dalam suatu. latis

L, maka untuk setiap ael berlaku

{a) avl = 1 dan a~l = a
{b) avO = a dan a~0 = 0,
"Bukti

(a) Jelas 1=<a.1. Karena 1 adalah elemen satuan, maka
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avlxl. Jadi avl = 1. Juga a~l=®a. Karena a=<a dan axl, maka
menurut teorema 3.1.1, a~aanl. Karena aaa=a, maka a%anl.

Jadi aal=a.
(b) Dengan jalan yang analog dapat ditunjukkan av0

= a dan aa0=0. .

Di dalam latis #(S) dengan relasi £, subset A dan
subset B akan memenuhi AMB = @ dan AUB = S, bila B=A°.
Himpunan B disebut kamplemen dari A. 8ecara analog, akan

didefinisikan igstilah komplemen suatu elemén di dalam suatu

latis sebagai berikut:

Definisi 3.3.3
Andaikan L adalah latis dengan elemen satuan 1 dan elemen
nul 0. Elemen a‘'el disebut komplemen dari elemen aeL jika

(3) ava’ =1 dan ana " =0,

Jika a’ adalah komplemen dari a, maka menurut (L1)
dan definisi di atas, a adalah komplemen dari a’. Definisi
3.3.3 tidak mensyaratkan bahwa kbmplemen dari suatu elemén
bila ada, adalah tunggal {(hal ini bisa kita 1lihat pada.
contoh—contoh vang. akan diberikan). Tetapi persamaan Owx=l-
1ax=0, benar hanya untuk x=1. Demikian jugé persamaan lwx=}1
dan 1lax=0, benar hanya untuk x=0. Ini menunjukkan bahwa

komplemen dari 1 hanyalah O dan sebaliknya..,Jadi 1"=0 dan

0'=1.

Teorema 3.3.4
Andaikan A dan B adalah latis—-latis yang memuat elemen
satuan dan elemen nul. Jika pemetaan & dari A onto B adalah

suatu isomorfisme, maka
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(a) ©(1,) = 1_dan ©(0,) = O_
(b) Jika a‘'e A adalah komplemen dari asA, maka &(a')=€(a) .
Bukti

{(a) Karena 1Aada1ah elemen satuan untuk A, maka aSlA
untuk setiap asA. Menurut Definisi 2.5.1, maka 'e(a)Se(lA).
Tetapi 8(a)eB dan pemetaan & bijektif; maka Semua elemen
Bﬁe(lA). Dengan demikian 6(1A) adalah elemen satuan untuk B.
Jadi 9(1A)=1B. Dengan dualnya kita dapatkan S(OA)=OB.

(b) Akan ditunjukkan bahwa ve(a5) adalah komplemen
dari 8(a). Menurut‘Teorema 3.2.3 dan menurgt bagian (a) di
atas, B(a)va(a')=6(ava’)=9(1A)=1B dan 8(a)a8(a’)= 8(a~a’)=
e(oA)=oB. Menurut Definisi 3.3.3, 8{a’) adalah komplemen

dari 8(a). Jadi &(a’ )=a(a) . l"

3.4 Sublatis dan Ideal
Adanya definisi latis sebagai suatu sistem aljabar
- dengan operator + dan A, memungkinkan kita  berhicara

tentang subsistem dari latis, yaitu sublatis.

Definisi 3.4.1
Subset M dari latis L disebut  sublatis bila M tertutup
- terhadap operator « dan A dari L, yaitu

(4) Jika a,b € M, maka avb € M dan asb & M

Jelas bahwa M juga suatu latis, sebab memenuhi .

(L1)—fL4); Latis L merupékan sublatis dari dirinya sendiri.
Contoh 3.4.1 Pada latis bilangan asli tCantoh 3.1.2),
‘himpunan samua faktor dari suatu ’bilangan bulat positif
membentuk sublatis. Sebagai contoh, liﬁat gambar 2.2.2, yang

menyajikan latis semua faktor dari bilangan 24.
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Perlu diketahui bahwa mungkin sekali subset dari
suatu latis L menjadi. latis tanpa menjadi sublatis dari
latis L. Sebagai contoh, andaikan G adalah grup, #(G) adalah
latis semua subset dari G (lihat Contoh 3.1.3), dan x(G)
adalah himpunan semua subgrup dari G. Jelas QNG)S P(G) dan
#(G) adalah latis (lihat Contoh 2.3.4), tetapi #(G) bukanlah
sublatis dari »(G), sebab gabungah'dua subgrup pada/ umumny a
bukan subgrup. |

. Contoh 3.4.2 Setiap subset dari latié L vang terdiri
dari satu elemen merupakan sublatis dari L. Ambil sembarang
subset {a} € L. Maka menurut (L4), ava=a dan a~a=a. Jadi (4)
dipenuhi.

Contoh 3.4.3 Jika u adalah elemen dari latis L, maka
setiaﬁ {ul danrfu) adalah sublatis dari L. Ahbil sembafang
dua elemen %,y € (ul, maka x=<u dan y=u. Sehingga xwy=u - dan
xayEu. Jadi xvye(ul, xaye(ul. Dengan dualnya, dapat
ditunjukkan babwa {u) adalah szlatis dari L.

Contoh 3.4.4 Setiap interval dari latis L adalah
sublatis dari L. Ambil sembarané dua elemen x, y € [a,b],
maka asx<b dan a<y%b. Menurut tearema 3.1.1 dan (L4), maka a.
£ %Xxvwy € b dan a € XAy € b. Jadi avbe[a,ﬁ] dan a~b e« [a,b]}.

Contoh 3.4.5 Setiap subrantai € dari latis L -adalah
sublatis dari L.'Ambii sembarang dua elemen a,b e C. Me;urut
({Ad), axb atau b=a. Sehingga (avb=b dan aab=a) atau (avb=a

~dan asb=b). Jadi avbeC dan aab e C.

Definisi 3.4.2
Subset (tidak kosong) I dari latis L disebut ideal dari L,

jika I memenuhi dua syarat berikut:
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(S) Jika ael dan bel, maka avb e I
(&) Jika ael, maka aax € I untuk setiap. xel.

Syarat (6) pada definisi ideal di atas dapat digénti
(7) Jika ael dan x<a, maka xel.
Akan kita tunjukkén bahwa pernyataan (6) ekuivalen dengan
pernyataan (7). Andaikan (6) berlaku, jika ael aan x<a, maka
X = xaa € I. Sebaliknya, andaikan (7) berlaku, jika ael dan
xel., maka aax.s a. Jadi aanx & I.

Dari definisi di atas Jjelaslah bahwa setiap ideal
adalah sublatis.

Contoh 3.4.6 Jika u adalah elemen dari latis L, maka
(ul adalah.ideal dari L. Ambil sembarang dua éleﬁen a,b =
(u].kMaka asu dan Esu. Sehingga awvb =u. Jadi awvb e (u].
Syarat (5) dipenuhi. Jika ae(ul] dan x<a, maka au dan x=a.
Menurut (A3), x=2u. Jadi xe(ul. 8yarat (7) dipenuhi. Dengan
demikian (u] adalah ideal déri L. Ideal semacém ini. disebut

ideal utama.
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LATIS-LATIS KHUSUS

4.1 Latis Komplemen
Definisi 4.1.1
Latis L disebut latis komplemen bila setiap elemen dalam L

mempunyal komplemen.

Contoh 4.1.1 Latis P(8) dengan relasi <, merupakan
Alafis komplemen, sebab setiap elemennya mempunyai kamﬁlemen
séperti vyang kita ketahui daiam teori himpunan dan kdmplemen
setiap elemennya adalah'tuhggal.

Contoh 4.1.2 Latis pada Bambar 2.2.2, bukanlah latis
Ambil bilangan 2, méka tidak ada elemen x dalam latis
tersebut yang memenuhi persamaan 2 A = 24 dan 2 A x = 1.

Contoh 4.1.3 Latis pada Gambar 2.4.2 dan  2.4.3
merupakan latis komplemeh. Gambar 2.3.3, menunjukkan bahwa
komplemen suatu elemen dalam latisA tidak selalu tunggalA
{(masing—masing elemen <(1 2)>, <{(1 3)>, <(2 3)>, dan <(1 2

3)> merupakan komplemen dari figa elemen lainnya).

4.2 Latis Distributif

Definisi 4.2.1

Buatu latis L disebutklatis distributif, jika operator « dan
~ dalam L memenuhi'hukum distributif yaitus:

CL6) Untuk setiap a,b,c € L : av(bac) = (avb) A (avc).
Latis yang tidak memenuhi hukum distributif disebut latis

non—-distributif .

25
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Teorema 4.8.1

Dalam sembarang latis L, hukum distributif (L6) ekuivalen
dengan :

CL6®) Untuk setiap a,b,c € L : an(bvc) = (aab) « (aAcf.
Bukti |

- Asumsikan (L6) berlaku, maka

(aab) v (aac) = ((aab)va) A ((aab)vc) menurut (LG)
= (av(aab)) ~ ((amb)vc) BRNTY
= a ~ ((anb)vc) ' | (L3)
= a A ((avc) A (bvc)) | (L6)
= (asn(avc)) A (bvc) (L2)
= an(bwve) (L3)

Dengan dualnva, dari (LB") dapat diturunkan (Lﬁ).l,'

Teorema 4.2.2

Di dalam‘sembarang latis L, berlaku ketidaksamaan berikut :
(8) an(bue) Z (anb) v (aac)

() av(bac) = (avb) A (avc)

untuk setiap a,b,c e L.

‘Bukti:

Kita tahu bahwa a<a , b=<bwvc, daﬁ c=bvc. Maka menurut Teorema
~3.1.1, anb = aa(bvc) dan aac = aa (bvc). Jadi

(aab) v (aac) = am(bvc).

Dengan dualnya didapat awv(bae) = (avb) A (avc).l

Dengan adanya Teorema 4.2.2 dan mengingat  Definisi
4.2.1, maka suatu latis akan disebut latis distributif bila
“memenuhi ketidaksamaan berikut:

(10) an(bvc) 2 (aab) v (aac) atau
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(11) av(ibac) 2 (avbh) A (awvc)
untuk setiap elemen a,b, dan c dalam latis tersebut.
Contoh 4.2.1 Latis #(8) dengan relasi <, merupakan

latis distributif. Dalam teori,himpunan; untuk A,B,C e 2( 5,
berlakulah AN(BUC) = (ANB) U (AMC). |
Contoh 4.2.2 Latis pada Gambar 2.2.2 dan Bambar72.3.é
juga merupakan latis distributif, tetapi latis pada Gambar
'2.3.3 merupakan latis non—distributif. AmBil <1 2)>, <(1
_3)), dan <(2 3)>, maka 7
<(1 2)> A~ [<(1 3)> v (2 3)>]1 = <(1 2)> A Ss = (1 2)>.
Di lain pihak
[<(1 2)> A (1 3)21 &~ [K(1 20> A (2 3)>] = <(1)>.
Contoh 4.2.3 Setiap rantai adalah 1§tis distributif.
Ambil sembarang elemen a,b, dan ¢ dari rantai., Kita bedakan
dalam enam kasus, yaitu afb=c, ax=cx<b, bZ%a<c, b=c=<a, c=axb,
dan ﬁSbSa. Tetapi untuk membuktikan terpenuhinya hukum
distributif, enam kasus ini dapat dikelompokkan menjadi dua
kasus saja. Dua kasus pertama dikelompokkan menjadi kasus

(i) a<b dan a=c, dan empat kasus terakhir dikelompokkan

menjadi kasus (ii) a=b atau aZc. Untuk kasus, (i) didapat
av(bac) = bac dan (avb) A (avc) = bac. Pada kasus (ii),
avibac) = a dan (avb) A (awvc) = ana = a. dengan demikian

(LB) dipenuhi oleh setiap rantai.

Teorema 4.2.3
Setiap sublatis dan bayéngan homomorfis dari latis
distributif juga merupakan lafis distributif.

Bukti
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Karena (L&) bharus dipenuhi oleh semua elemen dalam latis
"maka elemen-elemen dalam sublatis juga memenuhi (L6). Jadi
sublatis dari latis distributif juga merupakan latis

distributif.

Jika 8 adalah bayangan homamorfig dari latis distributif L
dengan thqurfismE ¢ dan a,b,¢c adalah sembarang elemen dari
2, maka terdapat a,b,c € L, 7sedemikian hingga ela)=a,
e(b)=b , dan e(c)=c. Kita peroleh
an(buc) = p(a) ~ ( @(b) v elc))

= g(a) A (¢ (avc))

= glan(bvc))

= @((anb) v~ {aac))

= p(anab) v elanc)

= (gla) ~ e(b)) v (pla) A @(c))

= (aab) v (asc).

Jadi £ adalah latis distributif..

Teorema 4.2.4

Di dalam latis distributif, jika ’sebuah' elemen mempunyai
komplemen, maka komplemen tersebut tunggal.

Bukti

Andaikan elemen a mempunyal dua komplemen x dan vy, yaitu

avx = 1 dan aax = 0, dan awy = 1 dan aay = 0.
Didapat X = x®al
= xXalawy)

(XxAa) v (xAy)

O v (®XAYy)

it

il
n

(any) ~v (xaY) = (awx)ay = lay

y-B
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4.3 Latis Modular

Definisi 4.3.1

Latis L disebut latis modulér bila memenuhi hukum modular
sebagail berikut:

CL?7) Untuk setiap a,b,c & L: Bila a%c, maka av(bac)=(avb)ac.

“Latis yang tidak memenuhi (L7) disebut latis non-modular.

Teorema 4.3.1

Di dalam sembarang latis L, berlaku ketidaksamaan modular-

berikut:

(12) Untuk setiap a,b,c &« L: Bila a%c, maka av(bac)=(avb)ac.

Bukti
Ambil sembarang elemen a,b,c & L, dengan a<sc. Menurut
teorema 4.2.2, berlakulah av(bac) £ (avb) A~ (awc). Karena

agc, maka av(bac) £ (avb) ~ c.]}

Dengan adanya Teocrema 4.3.1 dan Definisi 4.3.1, maka

suatu latis disebut latis modulér bila memenuhi

(13) Untuk setiap a,b,c_e L : Bila a=c, maka av(bAc)z(avb)Ac.:

Teorema 4.3.2

Latis L adalah latis modular bila dan hanya bila

(L8>  Untuk setiap a,b,c e L ¢ av(balavc)) = (avh) a (avC).
Bukti |

() Andaikan L latis modular. Karena a<awvc, maka menurut
CL7) awv(ba(avc)) = (avb)alavc).

(¢) Andaikan (L8) berlaku. Jika asc, maka - awc=cC.

Substitusikan avc=c ke (L8), maka aV(bAC)=(aVb)AC-.
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Contoh 4.3.1 Himpunan semua subgrup normal dari grup
G dengan relasi £, merupakan latis modular. Bukti :Andaikan
A(G) adalah himpunan semua subgrup normal dari grup 6 dan
andaikan H daﬁ K e #(6G). Di dalam teori grup telah
dibuktikan bahwa~HnK dan HK juga merupakan subgrupA normal
dari grup G. HK adalah himpunan semua elemen hk.e G, di ména
heH -dan keK. Subgrup yang dihasilkan oleh H dan K, vaitu
- <H,K», merupakan suprimum untuk H dan K. Dalam teori grup
telah dibuktikan bahwa <H,K> = HK (Lihat dJohn T. Moore,
1962,h.79). Seperti pada latissubgrup, HNK merupakan infimum
untuk H dan K. X{(G) bersama relasi < dengan HvK‘= HK dan HAK
=" HMK merupakan latis. Di dalam latis #(G), H=K 5i1av dan
hanya bila HeK.
Akan kifa tunjukkan #(G) adalah latis modular, yaitu untuk
A,B,C e #(G) dan ASC berlaku A(BNC) = AB m €. Menurut akibat
- teorema 4.3.1 cukup ditunjukkan bahwa ABNC S A(BC). Ambil
sembarang glemen x € ABrC. Maka xeAB dan x=C. Maka terdapat
aeA dan beB sedemikian hingga x=ab. Jadi b=a*x di mana . dqer

A £ (€. Jadi beC, sehingga beBhC. Akibatnya x(=ab) & A(BﬁC)..'

Teorema 4.3.3

Setiap sublatis dan bayangan homomorfis dari suatu latis
modular juga mérupakan latis modular.

Bukti

Jelas bahwa sublatis dari suatu latis modular adalah iatis

modular,

Andaikan £ adalah ‘bayangan homomorfis dari latis modular L

dengan homomorfisme ¢ dan a, b, dan ¢ € 8, maka terdapatlah




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

31

a, b, dan c € L, sedemikian hingga pla)=a, e(b)=b, dan
el(c)=c. Kita peroleh
av(bac) = p(a) v (p(b) ~ pl(c))
= gla) v (glaac))
= @(awv(bac))
= p((avb)ac)
= plavb) A~ @(C)
= (p(a) v @(b)) A e(c)
= (avb)ac.

Jadi & adalah latis modular.ff

Teorema 4.3.4

Setiap latig distributif adalah modular.

‘Bukti-

Andaikan L adalah latis distributif. Ambil sembarang elemen

a,b,cel. dengan asc. Maka

]

awv(bac) (avb) A~ (awc) menurut (LB)

(awvb)vco sebab a<c.

Menurut Definisi 4,3.1, maka L adalah latis modular.l,

4.4 Kriteria Non-Modular Dedekind dan
Kriteria Noﬁ-DiétributifrBirkhoff
Setelah membahas tentang syarat cukup bagi suatu
latis distributif dan latis mqqular,»kini akan kita selidiki
syarat cukup dan perlu bagi suatu .latis non—-distributif dan
latis non—modular, ;ahé berturut-turut diperkenalkan oleh
Birkhoff dan Dédekind. Sebelum sampai ke sana perlu

didefinisikan terlebih istilab median dalam suatu latis.
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Definisi 4.4.1

Andaikan L adalah latis. Jika untuk elémen a, b, dan ¢ &« L
berlaku

CLYD {aab) v (bac) v (caa) = (avb} A (bvc) A (cva)

maka elemen a, b, dan. c dikatakan mempunyai median.

Teorema 4.4.1
Di dalam sembarahg.latis L, berlaku ketidaksamaan berikut:
(14 (anb)v(bac)v(caa) £ (avb)a(bvc)a(cva)
untuk setiap a,b,c e L.ié
Bukti
--Ambil.seﬁbérang tiga elemen a,b,c € L.
Dari a<a dan bsbvc, kité dapatkan aAbSaA(bvc)Sbvc.
Dari b=b dan afcwva, kita dapatkan aab=ba(cwa)=cva.
Déri aanb<avb, a~b=bvc, dan aAbE;va, kita peroleh
asnb = (avb)a(bvc)a(cva).

Degan cara vang analng, akan kita peroleh

bat £ (avb)a(bvc)a(cva) dan caa = (avbla(bveo)a(cwa).
Jadi (aab)v(bac)v(caa) £ (avb)a(bvc)aleva).|f
AN Al o TN ST R T AR SR
distributif dengan menggunakan konsep median dari tiga

elemennya.

Lemma 4.4.1

Suatu latis L adalah latis modular bila dan hanya bila untuk
setiap tiga elemen a, b, c (a=<c)el mempunyai median.

Bukti

() Andaikan L adalah latis modular. Ambilrsembarang_ elemen

a, b, dan ¢ L dan a=<c. Maka
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(aab) +v (bac) v (caa) = (aab) v (bac) v~ a -

= av(aab) v (bac ) ' menurut (L1)
= awv(bac) A (L3)
= (awvb)ac - (L7)
= (awb)aca(bwvc) (L3)
= (avb) A (bvc) A~ c (L1)
= (avb) A (bwvc) A (cva) (asc).

Jadi setiap tiga elemen‘dari L mempunyal median.

(«) Andaikan L adalah - latis vyang setiap tiga elemennya
mempunyai median. Ambil sembarang tiga elemen a, b, c e L

dengan a<c. Maka

av(bac) = awv(aab)v(bac) menurut (L3)
= (anc)v(anb)e(bac)  * = ° (agc)-
= (aab)w(bac)v(caa) (L1)
= (awb)a(bvc)alcva) (L)
= (awb)a(bve)ac (a<c)
= (avoiBic , (L3)

Dengan demikian L adalah latis modular. B

Lemma 4. 4.2

Suatu latis L adalah latis distributif bila dan hanya bila
setiap tigarelémennya mempunyai median.

Bukti |

(=) Andaikan L adalah latis distributif. Ambil sembarang

" tiga elemen a,b,c € L. Maka

[

(avb)A(va)A(Cva) {(avb)A(bVC)AC}V v {'(avb)A(bVC)Aa}- (LG)

i

{(avb)aca(bvc)} {aA(avb)A(bv_C)} (L1)

it

C(avb)Ac} v {an(bwvc)} (L3)
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{(anc)v(bac) ) ~ {(anb)v(anac)? (LB)

= (aab)vi(bac)v(aac)v(aac). ) (L1)

(aab)v(bac)vicaa) (L4),tL1)

Jadi setiap tiga elemen dalam latis L mempunyal median.

(&) Asumsikan bahwa setiap tiga elemen mempunvai median.
Menurut lemma 4,4.1, L merupakan latis modular. Ambil

sembérang_elemen'a, b, ¢ € L. Maka

“an(bve) = anf{avb)a(bvc) , ‘menurut (L3)
/1) | (L3)

= adalivb)A(bve a (Evalld (L1)

= an{(anb)v(bac)vicaa)? ’ (L9

= an{ (DAC)v(Cad)w(anb) ) (L1)

Karena L latis modular dan (caa) » (aab) £ a maka ‘ruas
kanan persamaan di atas

- {{bac) ~ [(Cha) v (aab)1}

it

{a~(bAaC)} v {(anc) v (aab)}

(anc) v (anb})

it

sebab aa(bac) X (aab) v (aac).

Menurut Definisi 4.2.1, L adalah latis distributif.] -

Teorema 4.4.2 Kriteria an-Modular Dedekind
Latis L adalah latis non-modular bila dan hanya bila L
memuat sublatis yang isomorfis dengan latis NS seperti’ yang

‘didiagramkan pada Bambar 4.4.1.
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4 1
P
q P q r
r
o] o
NS M3

Gambar 4. 4.1
Bukti
(=) Andaikan L adalah latis non—-modular. Menurut Definisi

dan Teorema 4.3.1 dan akibatnya, makKa térdapét X,¥,z e L,

risedemikian'hingga

(195) : X%z dan xXwiyaz) < (XwY)AzZ
Akan kita’ tunjukkanr bahwa di dalam L, subset R yang

mempunyai elemen—elemen sebagai berikut :

- (16) L usYAzZ , a=xXviyaz) , b=y , c=(xwy)laz , dan v=Exwy

adalah sublatis yang isomorfis dengan N3.

Dari (15) dan (16) didapat

(17)  uZxa<czxv dan u

A
o

A
<

Oleh sebab itu

U < anb % cab = (Kwy)aZ A Y = YAz = U
v 2 owb 2 avb = Xw(YAZ) v ¥ = XAy = V
Jadi
(18) ~ aab = caAb = u dan awvb = cvb = v

Menurut (i7), elemen—elemen u dan v merupakan elemen batas

dari subset R dan menurut (18) setiap dua elemen dari- R
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mehpunyai suprimum dan finfimum dalém R. Jadi R adalah
sublatis dari L.

Hal terakhir yang perlu ditﬁnjukkén adalah bahwa
elemen—-elemen R vyang  didefinisikan pada (16) SEMUanYy a
berbeda. Mengingat (17), cukup kita tunjukkan u#b,rvﬁb, ua,
v#c, amb, c#b. |

Pertama—-tama, dengan menggunakan (13) dan (L4), jika u=b,
: maka ansnb=b, sehingga avb=av(aab)=a. Jadi v=a, Ini
bertentangan dengan (17). Jadi umb.

Jiké v=¢, maka cwvb=c, sehingga cab=(cvb)ab=b. Jadi u=b. Dan
jiika a=b, maka u = bab = b. Kontradiksi sebab ub. Jadi v#c
dan ‘a=b.

Dengan.jalan yang analog, dapat ditunjukkan v#b, u®a, dan
c#b (dengan menggantikan u dengan v . dan menggantikan a
dengan c di dalam pembuktian ‘u=b, v#c, dan amb). Dengén

demikian elemen—elemen dalam R berbeda.

"Dari (17) dan (18) terlihat adanya suatu isomorfisme antara
latis NS dengan sublatis dengan elemen seperti pada (16),
yaitu pemetaan € yang didefinisikan sebagai berikut:

8(v)=1, ©(a)=r, 8(b)=q, &(c)=p, dan 6(u)=0.

Jadi sublatisR isomorfis dengan latis NbS.

(&) Asumsikan latis L memuat sublatis yang isomorfis dengan

latis NS. Karena latis NS adalah latiE non-madular { pv{gar)

i

pv0 = p dan (pvglar = 1lar = .r ), maka hukum madular . (L7)
tidak berlaku untuk semua elemen L. Menurut Definisi 4.3.1,

latis L adalah non—mcdular.. -
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Teorema 4.4.3 Kriteria Non-Distributif Birkhoff

Latis L adalah latis non—distributif bila dan hanya bila L
memuat sublatis yang isomorfis dengan latis NS atau latis MS
seperti yang didiagramkan pada Gambar 4.4.1.

Bukti |

(=) Asumsikan -L adalah latis non-distributif. Jika L.
non—-modular, maka menurut-Kritéria Non—-Modular Dedekind, L

pasti memuat sublatis vyang isomorfis dengan latis NS,

. fAndaikan L adalah modular. Menurut Teorema 4.4.1 dan Lemma

4,4.2, terdapat x,¥,z € L sedemikian hingga
(19) (XAy)v(yAZ)v(ZAX) L (XY )alyswz)a{zex)

Akan ditunjukkan subset R yang mempunyai elemen-elemen

4 sebagai berikut:

U = (xay)viyazl)v(zax)

V = (Xwy)alyvz)al(zwx)

(20) a = Uv(Xav) = (UwX)aAv
b = uviyav) = (uwy)av N
C = uvlizav) = (Uvz)av

- membentuk sublatis yang isomorfis dengan M5.

Pertama-tama akan kita tunjukkan bahwa elemen-elemen yang

didefinisikan dalam (20) memenuhi
(21) aanb = bac = caa = u dan avh = by = cwva = V.

({Dengan (21) nantinya akan terbukti babwa elemen-elemen
dalam R tidak sama satu dengan yang lain).
Untuk elemen a dan b kita tulis

avbh = {uvixav)} v {uviyav)?}
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= Uv(XAV)v(YAV) : menurut (L4)

i

B ov {Ixa(xvwylalyvz)alzvx)] v
Cyalxvy)alyvz)ialzvx) ]} 4(20)

= U v {[XA(yvz)] v [ya(zvx)]2 : (L3)

1A

Karena xa(yvz) = X {zvx), maka menurut (L7)

avb = u v {L(xAa(yvz)lvy 1 A (2vx)}

Karena (xa(ywvz)) v vy (xvy)alyvz), maka

avh = U v { (XY )Aalyvz)alzox)?

f
c
<

v

“Menurut (20), avb = v.

Dengah dualnya daxat ditunjukkan bawa asab = wu. Untuk -
"~ ‘bagian—bagian lainnya dalam (21) dikerjakan dengan cara yang
analog.

Dengan terbuktinya (21), maka eléman—elemen dalam R berbeda

satu dengan vyang lain. Sebagai contoh, jika wuwu=a, maka
menurut (21), v=b dan v=c. Jadi v = v A v = bac = u.
rKontradiksi'dengan (20), yaitu u<v. Jadi u#®a . Dengan cara

yang analog dapat ditunjukkan -~bahwa u#b ‘dan  umc. Dengan
dualnya dapat ditunjukkan bahwa-v#a,b,c. Juga a=b=c 'adalah
mustahil. Jika a=b, a=c, dan b=c, maka u = aAE = Asd Ta, W =
anc = aAar= a,idan U =bac = cac = c. Kontradiksi dengan
u#a#c;-Dengan_demikian semua élemen dalam sublatis R -berbeda

satu dengan yang lain .

Dari (20) dan (21) terlihat adanya suatu isomorfisme antara
sublatis R dengan latis M3, yaitu suatu pemetaan € vyang
didefinisikan sebagai berikut :

é(v)=1, &(a)=p, @(b)=q, &(c)=r, dan &(u)=0.
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Jadi sublatis R isomorfis dengan M3.

(«) Andaikan latis L memuat sublatis vang isomorfis dengan
latis N5 dan M3. Karena latis N3 dan M5 adalah 1at15f1ati§
non-distributif (Untuk Ns, pv(qAr)=p_dpn (pwrIa(pvg)=ral=r;
untuk M5 pvw(gar) = pv0=p dpn (pvgQ) A (pwr) = 1lal =1), maka
hukum distributif tidak berlaku untuk semua elemen VL.
Menurut De%inisi 4.2.1, latis L adalah latis non-—

distributif.}
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ALJABAR BOOLE

5.1 Al jabar Boole
Definisi 5.1.1
Aljabar Boole adalah latis komplemen yang distributif,

dan memuat elemen satuwan 1 dan elemen nul 0.

Pada bagian 3.1., kita telah membicarakan latis dalam

dua bentuk yang berbeda. Pertama, latis didefinisikan

sebagai himpunan dengan relasi urutan =, seperti vyang

dituangkan dalam definisi 3.1.1, - kemudian latis
: ﬂWM

didefinisikan sebagai sistem aljabar dengan operasi « dan «;
. seperti yang dituangkan dalam teorema 3.2.2. Seperti balnya
dengan latis, Aljabar Boole lebih banyak dibicarakan dalam
bentuknya yang kedua, yaitu sebagai suatu sigtem aljabar
yang memenuﬁi aksioma-aksioma tertentu. Maka kita sampai

pada Definisi berikut:

Definisi S5.1.2

Aljabar Boole adalah himpunan B dengan operasi -« dan ~ dalam
B, yang memenubhi aksioma-aksioma berikut :

CH1)> Hukum Komutatif : avb = bwva a~b = baa

(avb)lve aa(bac)= (aab)ac

I

CH2) Hukum Assosiatif asv{bwvc}

CH3) Hukum Distributif avibac) = (awvb} A (awvc}

an(bevc) (anb) ~ (aac)
CH4) Mempunyali elemen satuan dan elemen nul, vaitu elemen 1
dan elemen 0 di dalam B sedemikian hingga

avl = a dan anl = a

40

3w (Lé?l
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‘untuk setiap aeB.
CHS) Mempunyai Komplemen 11 Untuk setiap aeB, terdapat
elemen a’'<=B sedemikian hingga

ava' = 1 dan . ana’ = 0Q

Teorema 5.1.1
Jika B adalah Aljabar Boole (sesuai Definisi 5.1.1) dan

a,beB, maka berlaku

(a) (a")" = a

(b) (avb)' = a'aA b’
(é) (aAb)‘ = a'~v b’
Bukti

(a) Sifat merupakan ékibat dari Definisi 3.4.3 dan
ketunggalan komplemén suatu elemen dalam latis distributif.

(b) Un£uk membuktikan (avb)" = a'A b’, dengan
mengingat sifat ketunggalaﬁ komplemen suatu elemen cukup
dibuktikan:

(avb) « (afA b’) = 1 dan (avb) A (a°A b’) = 0.

Dengan hukum distributif diperoleh

(avb) ~ (a'A b") (avbwva“') A (avbvb’)
= (awa’ ' wvb) A (avbwvb’)

= (lvb) A (avl) =1 A1 = 1

dan (avb) A~ (a'A b'}) = (ana’'Aa b’') v (bra‘a b))
| = (an@a’'Aa b)) v (bab A a“)
= (0aAb’) v~ (Omna’) = 0 « 0 = 0O
(c) Dengan cara yang anaiag rakan diperoleh

(aAb)'=a’vb".l
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‘8ifat (b) dan (c) pada teorema di atas disebut Hukum
De Morgan, sebagal penghargaan terhadap . matematikawan
Inggris Augustus De Morgan (1806~-1871), yang banyak

sumbangannya dalam bidang Logika Matematik.

Teorema 5.1.2 Definisi S.1.1 Ekuivalen Definisi 5.1.2
Dperasi v dan ~ dalam Al jabar Boole menurut definisi 5.1.1,
memenuhi semua aksioma dari Aljabar Boole menurut definisi

5.1.2. Sebaliknya, Aljabar Boole menurut definisi 5.1.2

adalah Aljabar Boole seperti vyang didefinisikan pada
definisi 5.1.1, dengan relasi = didefinisikan sebagalil
berikut:

a%b bhb avb = b
Bukti

(=) Asumsikan B adalahb Aljabar Boole menurut definisi 5.1.1.

Maka B adalah latis. Menurut teorema 3.2.1, Dberasi v dan A
memenuhi hukum komutatif dam hukum assosiatif. Lebih jauh
juga dibuktikan bahwa B adalah latis kDmplemen yang
distributif dengan elemen satuan 1 dan elemen nul O,.Menurut
teorema 3.3.2, untuk setiap aerberlaku avQ =’a dan aal = a.
Terakhir, menurut Definisi 4.1.1, setiap elemen dalam B

mempunyai komplemen sebab B latis komplemen.

(&) Asumsikan B adalah Aljabar Boole menurut defimisi 5.1.2.
Untuk menunjukkan bahwa B adalah Aljabar Boole sesuai dengan
definisi 5.1.1, maka dengan teorema 3.2.2, cukup ditunjukkan
bahwa operasi w« dan ~ dalam B memenuhi hukum absorpsi dan

hukum idempoten.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

43
Untuk hukum absorpsi:
Dengan menggunakan (H3), (H4), dan Teorema 3.3.2, didapat
aw(aab) = (aal) v~ (aab) = a a (1lvb) = aal =a.

Untuk hukum idempoten:
Dengan-menggunakan'(S) dan (H3) didapat

a = aal = an(ava’') = (ana) v (ana’') = (and) v O = ana.
Dengan menukar operasi « dengan A; dan menukaf 1 dengan' 0
dalam bukti-bukti -di atas, akan diperoleh aa(avb) = a dan

ava = a (lihat Prinsip Dualitas di bawah).]j

Dual dari sQatu pefnyataan di dalam Aljabar Boole
adalah pernyataan yang dihasilkan dengan menukar « dan A,
dan menukar O dan 1. Karena dual dari setiap aksioma Aljabar
Boole pada Definisi 5.1;2 adalah jugé_aksioma dari Aljabar
Boole, maka kifa sampai pada Prinsip Dualitas untuk - Aljabar

Boole.

Prinsip Duslitas

Setiap pernyataan yang benar untuk suatu Aljabaf Bople akan
tefap banar Jjika operasi .dengan 'aperasi ~ dan elemen
satuan 1 dengan elemen nul O dalam *pefnyataan tersebut

'saling'dipertukarkan o

a adalab benar untuk suatu

Sebagai contoh, aa(avb)

Al jabar Boole sebab av(aaAb) = a benar untuk sembarang

Aljabar Boole, seperti yang kita pakai pada bagian tefakhir
dari pembuktian Teorema 5.1.2.

| Contoh 5.1.1 Jika S adaiah sembarang himpunan yang

tidak kosong, maka himpunan semua subset dari 8, yaitu P(5)
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adalah Aljabar Boole terhadap W dan n . Elemen satuannvya
adalah S8 sendiri dan eiémen nulnya adalah @ , dan komplemen
datri sembarahg subset Trdalam P(5) adalah 8 - T. Pada bagian
5.2 akan kita lihat bahwa semua Aljabar Boole berhingga
mémpunyai struktur yangrsama dengan Aljabar Boole P(S) iﬁi,
unfuk S berhingga.

ContthB.i.E Sistem aljabar yang terdiri dari duarelemen

1 dan O dengan operasi-operasi vyang didefinisikan sebagai

berikuts
¥ VA Xy XAY w
1 1 1 1 o]
1 0 1 0 0
0 1 1 0 1
0 0 o 0 1
Tabel 1

membentuk Aljabar Boole, sebab memenuhi semua aksioﬁa dalam
Aljabar Boole. Aljabar Boole ini kita lambéngkan dengan
R(1,0).

Contoh 8.1.3 Pernyataan adalah kalimat yang bernilai
benar atau bernilai salah. Dua | peknyataan dikatakan
ekuivalen bila keduanya bernilai benar ataurbernilai salah.
Jika p dan g adalah pernyataan, maka disjungsi dafi p dan q
adalah pernyataan "p atau g", dan dilambahgkan dengan pwvq}
pernyataan pwg bernilai benar jika p benar atau g benar atau
p dan q keduanya benar. Konjungsi -dari p dan g adalah
pernyataan "p dan q", dan dilambéngkan' dengan P}
pernyétaan p~q bernilai benar jika p dan q keduanya bérnilai
benar. Negasi dari p adalah pernyataan "tidak p",  dan
dilambangkan dengan p’; pernyataan ﬁ"bernilai benar jika p

salah dan bernilai salah jika p benar. Berikut ini adalah
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tabel kebenaran untuk operasi-operasi di atas, di mana "BY
menyatakan nilai benar dan "S" menyatakan nilai salabh.

P q p~q pag p’
B B B B 5
B 5 B 5] S
] B B S B
S 8 8 8 B
Tabel 2
Himpunan semua .pernyataan dengan opetrasi disjungsi,

konjungsi, dan negasi tersebut membentuk suatu -Aljabar
Boolé.

Perbandingan Tabel 1 dan Tabel.z, ménunjukkan bahwa
kedua tabel tersebut serupa. Bila kita .knfespandensikan
pernyataan p dan qQ secara berfurut—turut dengan elemen x dan
y dari ®(1,0), dan B dan § berturut—turut dengan 1 dan = O,
maka kedua sistem di atéé tidakr dapat dibedakan . Dengan
perkataan lain "Aljabar Logika" k(Algebra of Logic) atau
“"Kalkulus. Preposisi" (Proposional Caiculus) isomorfis dengan
Aljabar Boole &(1,0). Dengan alasan inilah kadang—kadang
Al jabar Boale iﬁi disebut Aljabar Logika; dan bentuk inilabh

yang diciptakan oleh George Boole.

5.2 Al jabar Boole Berhingga

Pada bagian ini, kita akan membuktikan bahwa Aljabar
Boole berhinggga mempunyai struktur yang sama dengan Aljabar
Boole himpunan semua subset dari suatu himpunan berhbingga,
seperti yang akan dirumuskan pada Teorema 5.2.2.

Sebelum kita sampai pada pembuktian Vteorema

5.2.2, perlu ditelusuri terlebih dabulu bagaimana ide dari
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teorema ini muncul. Untuk itu perhatikan contoh berikut :
Contoh 5.2.1 Himpunan semua faktor dari bilangan 30
membentuk Al jabar Boole dengan a=sb didefinisikan sebégai

a|b.'Diagramnya seperti tersaijii pada Bambar 5.2.1.

Gambar 5. 2.1

Perbandingan antara Gambar 5.2.1 dan Gambar 2.2.1, vaitu

diagram untuk Aljabar Boole himpunan semua subset dari

{xsy,2}, mengisyaratkan suatu isomorfisme @ yang ditentukan

i

dengan 8(2)={x}, 8(3)={y}, dan 8(5)={z}. Syarat 6&(avb)
8(a)vl(b) mengharuskan 8(6)={x,¥}, 8{(10)={x.z}, 6(15)={y,z2,
dan 6(30)={x,Y,z}. Demikian pula dengan syaratr Blanb) =
G(a)a8(b) mengharuskanre(l)ﬁﬂ. Pemetaan @ ini adalah suatu
isomorfisme. Ide pokok yang ingin dikemukakan di sini adalah
mengawankén»elemen—elemen yang meiingkupi 1 (faktor—-faktor
prima dari 30) dengan elemen-elemen yang melingkupi @
(subhset dengan elemen tunggal dari {x,¥Y,z}). Ide vyang
sederhana dan penting inilah yang menjadi kﬁnci dari Teorema
5.2.2. | |

Kita akan membuktikan Teorema 5.2.2 dengan sebuah
definisi dan beberapa lemma. Akan kita perlihatkan baﬁwa
setiap Aljabar Boole berhingga mempunyai Elemem—elemeﬁ yang
sama peranannya dengan subset-subset berelemen tungéal dari

Aljabar Boole himpunan semua subset dari suatu himpunan
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berhingga. Untuk selanjutnya simbol RB akan digunakan untuk

menyatakan Aljabar Boole berhingga.

Definisi S5.2.1

Elemen asR disebut'aiom dari B jika a melingkupi O (elemem
nul dari B), yaitu jika 0<é dan'tidak ada xeB sedemikian
hingga 0O<x<a. Secara ekuivélen, a adalah atnmrdari $'bhbr
(22y a# 0, dan x~a = a atau xaa = 0

untuk setiap xeX.

Atom-atom dari Aljabar Boole. himpunén semua  subset
dari suatu himpuan berhingga' adalah subset yang
berénggotakan satu elemen. Atom-atom dari himpunan sehua
faktor dari bilangan 30 adalah faktor;faktor prima dari 30,

yaitu 2, 3, dan 35.

Lemma 5.2.1
Jika be® dan b#0, maka terdépat sebuah atom a=3B $edeﬁikién
hingga a=h.
Bukti
Jika b sendiri adalah atom dafi &, ambil a=b. Jika b bukan
atom, bilih elemen a e® sedemikian hingga o<ai<b; elamén a,
itu pasti ada jika b bukan atom. Jika’a1 adalah sebuah atom,
ambil a¥a1. Jika a, bukan atabm, pilih a, <R sedemikia@
hingga O<az<ai<b. Jdika az'adalah atom, ambil a=a_. Teruskan
jika perlu, untuk mendapatkan

0< . . . <as<az<ai<bi

Proses ini tidak akan berlanjut sampai tak bérhingga, sebab
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2R berhingga. 0leh karena itu, pasti ada bilangan bulat
k

positif k sedemikian sehingga a merupakan sebuah atom;

ambil a=a . I‘“'

Lemma 5.2.2

Jika a, dan a, adalah atom—-atom dalam B dan E;A a, # 0, maka

Bukti

Gunakan (22) dengan mengambil a=a_ dan X=a_, kemudian ambil

- a=a_ dan x=a , maka akan diperoleh a ~a = a dan a aa = A,
2 1 2 1 1 1 2 2

‘s@ebab a ~a #0. Jadi a= a . l
17 %2 : _ 1 z

Lemma 5.2.3

Untuk b,ceR, syarat-syarat berikut adalah ekuivalen

(a) b=xc

(b) bac’ =0

(c) 1b'vc=l,

Eukti

Akan kita buktikam (a) = (b), (b) = (c), dan (c) = (a).
(a)=(b): Jika b=c, maka bv¢=c, sehingga (dengan

menggunakan substitusi dan De Morgan )

bac’ = ba(bwe)"
= ba(b'a ')
= (bab’' )Aac’
= Oac’'= 0.
(b)s(c): Jika bac'=0, maka (bac’)'=0'. Oleh karena -

itu, dengan menggunakan hukum DeMorgan, kita dapatkan b'~c =

1.
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(c)=(a):tJika b'vc = 1, maka

1]

b ba(b’'we)

({bab’ ) (bac)

it

Ow(bac)

baC.

Jadi b=c. |}

Lemma 5.2.4

Jika b adalah sebuah atom dan b = xiv xzv o xn, maka
beL untuk suatu i (1=i=n). |
Bukti

Andaikan bixt untuk semua i. Maka beL # b, dan menpurut
definisi atom, haruslah bfmt=0. Tetapi

b=bAa(X v X % = = o v X ) = (BaX Jv(BAX )v v o » wi(bax )
i n L 2 N

2
= 00w . . . WO = O,

Kontradiksi, karena b adalah atom. Jadi haruslah b<x, un tuk

suatu i;.j

Lenmma 5.82.5

Jika a adalah atom dan a=x’', maka a$x.

Bukti

Menurut Definisi 4.1.1, agl=sxwx’'. Maka menurut Lemma 5.2.4,

a<x atau a<x’. Tetapi diketahui bahwa a<x’. Jadi haruslah

a#x. ||

Lemma 5.2.6
Jika b,ce® dan b$c, maka terdapat atom ase® sedemikian hingga

a<b dan.a$c.
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Bukti
Jika b$c, maka bac’'#0 menufut Lemma 5.2.3. 0leh karena itu, -
menurut Lemma S5.2.1, terdapat atom ae® sedemikian hingga

asbac’. Maka, a<b dan afc (Jika asc’', maka afc). [

Lemma S5.2.7

Jika b « B, dan S R adalah'semua atom-atom =

b, maka b = av asv . « « v a .
i 2 m

Bukti

i

Andaikan t av 8,y «.. v oa . Maka ;Sb sebab afﬁb uﬁtuk
semua i (1 < 1 < m). Oleh karena itu, cukup kita tunjukkan
bahwa c=b. Asumsikan ckb. Maka menurut Lemma 5.2.6 terdapat
atom a sedemikian hingga asb dan a$c.'Karena asb, maka a=a,

untuk suwatu i (1=i=m) menurut definisi a. . Berarti asc.
. L

Kontradiksi. Maka haruslah czb.

lLemma berikut memperlihatkan bahwa jika salah satu
atom a (1 =1 £ m) pada Lemma 5.2.7 dihilangkan, maka b

bukan suprimum dari atom—atom yang tersisa.

Lemma 5.2.8

Jika be®, dan a, S I adalah atom—-atom dari By
dengan a=<b dan b=a1v AV wwe VoA maka'a=ai untuk suatu i.
Bukti

Dari azb, kita peroleh aab:&? Dleh karena itu

asnla v av 2o va ) = (arna) v (ard ) v « + « v {(ana )=a.
- 1 .2 m 1 2

Maka aﬁafo untuk suatu i. Menurut Lemma 5.2.2, ' a=a,
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Teorema 5.:2.8

Setiap Aljabar Boole berhinggga isomorfis dengan Aljabar
Boole himpunan semua subset dari suatu himpunan berhingga.
Bukti

Andaikan 2 adalah Aljabar Boole berhingga, dan andaikan s
adalah himpumnan semua atom dalam B. Akan kita buktikan bahwa

£ isomorfis F(S) yaitu dengan himpunan semua subset dari S.

Jika be®, maka menurut Lemma 5.2.7 dan 5.2.8 b dapat ditulis

secara tunggal dalam bentuk b=a1v a, v~ .« . ovoa dengan/

P

Vs

a,98,5 * = 18 € S, dan {a1,a2, - - ,am} = {éff\_l/ﬂifPﬁ'

Oleh karena itu kita dapat mendefinisikan sebuah pemetaan
y 1B — P(S) dengan

w(b) = w(aiv v e v am) =‘{a1,a » LR ,am}z {aeS|atb?

z
untuk tiap beX.

Jelas yw merupakan pemetaan. yang surjektif (onto).

Untuk menunjukkan bahéa w adalah  pemetaan iniektif, ;ukup
ditunjukkan bahwa jika b, ¢ & B dan b#c, maka wib)=y(c).
Kita tahu bahwa b#c bila dan hanya bila b%c atau b*c.r'Maka
menurut Lemma 5.2.6, terdapat aeS,éedemikian hingga a<b dan
a$c, atau terdapat aeS sedemikian hingga,é$b dan aﬁc; Jadi
aew(b) dan a#w(c), atau agy(b) dan asw(c). Ini menunjukkan

wib)#y(c) .

Sekarang akan kita tunjukkan untuk setiap b, ¢ B berlaku
wihveo) = w(bl)uywl(c) dan wi(bac) = w(b) n wlc). Untdk yang
pértama, ambil sembarang élémen aew(bvc). -Maka asgsS dan
" aZbvec. Karena a adalah atom, maka a=xb atau afc menurut Lemma

5.2.4. Jadi aew(b) atau aey(c). Ini menunjukkan bahwa a é
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wib)uwp(c). Makaw(bve)Sw(b)uyw(c). Ambil sembarang elemen a «
w(b)uw(cj. Maka aew(b) atau aew(c). Oleh karena itu a<b atau
asc, sehingga a=bwvc. Ini menunjukkan bahwa aey(bwc). Maka
w(b)up(c) € wibvc). Jadi w(bwvc)=yw{b)lwy(c). Baéian vang kedua

dibuktikan dengan cara yang analog.l

Akibat Teorema 5.2.2
Jika & adalah Aljabar Boole berhingga, maka banyaknya eleman
dari & adalah 2" untuk sQatu bilangan posiﬁif n.

Dengan adanya Teorema 5.2.1 dan Akibétnya, kita tidak
dapat ‘membentuk Qljabar Boole berhingga dengan jumléh
elemennya .sembarang » Sebab Aljabér Boole berhingga
mempunyai jumlah elemen sebanyak 2" » wntuk suatu untuk
suatu bilangan bulat positif n. Jadi éyarat perlu untuk
suatur himpunan berhingga dapat membentuk Aijabar Boole
adalah jumlahrelemennya merupakan perpangkatan bglat positif
dari 2. |

Contoh 5.2.1 Himpunan semua faktor dari 12, vyaitu
{1,2,3,4,4,12} dengan a<b didefinisikan sebagai a|b, tidak
dapat membentukAﬁljabar,Boole, sebab banyaknya elemen dari
himpunan ini bukanlab perpangkatan bulat positif dari 2.

5.3 Ring'aaole
Pada bagian ini; kita akan melihat hubungan antara -

ring dalam struktur aljabar dengan Aljabar Boole.

Definisi 5.3.1
Ring R disebut Ring Boole , jika untuk 5etiap ®x=R, berlaku

X =K.
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‘Jika dalam suatu ring R berlaku x? = ¥ untuk setiap
xR, maka R adalah ring komutatif dan Z2%=0. Untuk
mgmbuktikan ini, amhil sembarang elemen a,beR. Maka

: 2 =2 -]
a+b+ab+ba = a"+b " +ab+ba = (a+b)” = a+b
Oleh sebab itu ab+ba=0. Untuk b=a didapat a+a=0 atau 2a=0,

dan juga a=—a. Maka ab-ba=0. Jadi ab=ba.

Teorema 5.3.1
Andaikan R adalah ring Boole dengan elemen satuan 1. Pada R
didefinisikan operasi-opetrasi ~ dan ~ dengan

(23) awvb a+b—ab

1

(24) a~b = ab

Maka R adélahréljabar Boole dengan elémen satuan 1, elemen
nul 0 dan komplemen dari a adalah 1-a untgk setiép aeRk.
Bukti

Akan ditunjukkan bahwa R adalah latis komplemen yang
rdistributif,,dengan elemen satuan 1 tan elemen nul O.
Pertama—taha akan ditunjukkan bahwa R dengan operasi seperti
yang didefinisikan pada (23) dan (24) merupakan suatu létis.
Menurut teorema 3.2.2, hatus ditunjukkan dipenuhinya

(L1)-(L4).

Ambil sembatrang =lemen a, b, ¢ & R.

(i) Hukum komutatif dipenuhi, yaitu
avb = a+b—-ab = b+a-ba = bwva
dan

a~b = ab = ba = baa.
{ii) Hukum assosiatif dipenuhi.

Untuk operasi w,
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av{bvc) = a+(b+c-bc) - a(b+c—bc)
= a+b+c~bc~ab~a¢+abc.
= a+b-ab+c-(a+b—-ab)c
= (avb)vc.
(iii) Hukum abéorpsi dipénuhi,
av(aab) = a+ab —aab = a+ab-a’b = a+ab-ab = a
dan |
a~n(avb) = a(at+b—-ab) = a’+ab-a’b = a+ab-ab = a.
{iv) Hukum idempoten dipenuhi,
awva = a+a—a2 = at+a—a = a
dan |
ana = a’= a.
Jadi R dengan operasi v dan A merupakan létis.
‘8elanjutnya akan ditunjukkan - bahwa R adalah  latis

!

distributif.
Ambii sembarang elemen a, b, c  R.
Maka

ab+ac~(ab) (ac) = ab+ac—azbc = ab+ac—abc.

]

(aAb)y(aAC)

A

a(b+c—-bc)

il

an(bvc).

Jadi an(bwvc) = (aab)v(anc).

Akan ditunjukkan bahwa 1 danroradalah elemen satuan dan nul
Cuntuk latis R.‘Ambil sembatrang elemen aeR. Maka

anl=a.l=a ' dan . av0=a+0-a.0=a+0-0=a
Terakhir akan ditunjukkan bahwa kpmplehen dari sembarang

elemen aeR ialah elemen (l-a)sR:

I

an(l—a) = a(l—-a) = a—a a-a = Q
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dan
av(l—-a) = at+{(l—-a) - a(l-a) = a+1—a—Q = 1.

A

Jadi 1-a adalah komplemen dari a. ]

Teoremé 5.3.1

Aljabar Boole vang dilengkapi dengan operasi jumlahan

perkalian vang didefinisikan sebagai

fi

(25) a + b (aab’}) « (a'Ab)
(246) ab = aab
merupakan Ring Boole dengan elemen satuan. .

Bukti

S5

dan

Andaikan B adalah Aljabar Boole. Ambil sembarang elemen a,

b, dan c « BH.
Dari (25) kita dapatkan

(27) (avbla(asab)’ = (awvbl)a(a’'v b')

it

{(avb) A~ a’} v {(avb) A~ b"}

= {(and’ lvlbaa’ )} « {V(SAb' I(bab )}

il

(a’"Ab)v(aab’)

= (aAb')v(a‘Ab)

= a + b.
(i) Operasi penjumlahan bersifat komutatif, yaitu
a + b= (aab’) v (a’'ab)
= (baa’') v (b'aa)
= b +.a.
(ii) Operasi penjumlahan bersifat assosiatif.
Menurut (27)
(a + b}’ = (avb)’ ~ (asb)

(anb) v (a'A b*) o,

il

Sehingga

ke
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i

(a + b)) + c {[(aAb’) v (a"Ab)] A C’' 3} w

{[(aab) ~ (a"A B")] A =

= {(aab'AC’') &~ (8a'AbAC’' )}
{(aabAac) ~ (a'Ab ' AC)}

= {(aAb’ ' ACc’) v (aAbac)} ~

{(a'ABAC’) v (a'Ab’Ac)?
= {a ~ [(b'AC') ~ (bAC)]} ~

- {a'A [(bac’) ~ (b'AC)]2}
={aan(b+c)'}v{aan(b+ )}

a + (b + c).

)

(iii) Terdapat elemen identitas O=B, sedemikian hingga
a+ 0= (an0’') v (8'A0) = (anl) v (a'A0) = av0 = a.

(iv) Setiap elemen aeB mempunyai invers terhadap operasi
jumlahan, vaitu dirinya sendiris |
a+a=(and' ) v (a’Aa) =0 v 0 =0

(v) Dari (26). dan definisi Aljabar Boole jelas bahwa
operasi perkalian bersifat komutatif dan assosiatif.
Dan. berlaku al = 1la = aanl = a, vyang menunjukkan B
mempunyai elemen satuan, yaitu 1.

(vi) Hulkum distribqtif dipenuhi, yéitu (a+b)c = ac + bc dan
a({b+c) = ab + ac.

Akan kita buktikan hukum distributif dari kiri.

ab + ac = {(aab) A (aac)’'} v {(aab)’ A (anc)?
= {(aab) A (a'v £")} v {(a'w b)) A (anc)?
= {(aabaa’) v (aabac’')} v {a’'Aaac) v (b;AaAC)}

= {an{bac’' )} v~ {an(b’Ac)}
= aan{(bac’ )vw(b’ Ac)?

= a(b+c).
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Jadi a(b+c) = ab+ac,
{vii) Untuk setiap aeB berlaku

2
A T aa = asad T da.

Terbukti bahwa (B,+,.) merupakan ring Boole dengan elemen

satuan 1. l"

5.4 Aplikasi.AlJabar Bo&le pada
Penyederhanaan Sirkuit Lisfrik

Akhir—akhir ini Aljabar Boole mendépaf perhatian yahg
besar dari para matematikawan  dan insinyur karena
aplikasinya pada bidang komputer damn penyederhanaan sirkuit.

Dua masalah yang muncul dalam jaringan sirkuit adélah
(a) maéaiah penyederhanaan jaringan sirkuit yang rumit, dan
(b). masalah perancangan sirkuit bila diketahui sifat—
sifatnya. Kita hanyé akan membicarakan masalah yang pertama
saja. Aplikasi Aljabar Boole pada pényedefhanaan sirkuit
dapat dimanfaatkan dalam bidang komputer, sistem pengalihan
(switchingi telepon otomat, dan macam-maﬁam jenis 'alét
kontrol’elektronik lainnya.

Pengalih (switch) adalah suatu alat yang dapat
dipasang pada seﬁuah sirkuit listrik, dan dapat bersifat
terbuka (open) atau tertutup (closed). Arus listrik akan
mengalir bila pengalih tersebut dalam keadaan tertutup,
dansebaliknya tidak ada arus listrik Vyéng lewat bila
pengalih dalam keadaan terbuka. Pengalih-pengalih dalam
suatu sirkuit akan kita lambangkan dengan huruf—hﬁruf a, b,
Cy Xy Y9 Zy3 « « » Dua pengal;h dalam suatu sirkuit vyang

selalu dalam keadaan terbuka  atau tertutup secara
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bersama—-sama, akan dinotasikan dengan huruf -yang sama.
Pengalih yang selalu tebeka saat a tertutup, dan pengalih
yang selalu tertutup saat a terbuka akan kita notasikan
dengan a’'. Pengalih a’' disebut lawan dari a.

Rangkaian dua pengalih a dan b yang dirangkai seperti
pada Gambar S5.4.1 disebut rangkaian seri, dan akan kité
notasikan dengan "aab". Arus dapat lewat dari terminal p ke
terminal g pada (Gambar 5.4.1) bila dan hanya bila a dén b
kedganya dalam keadaan tertutup. Rangkain dué pengalih a dan
b seperti pada Gambar 5.4.? disebut rangkaian paralel dan
akan kita notasikan dengan "awvb". Arué dapat - lewat -dari
terminal p ke terminal g (Gambar 5.4.2) bila dan hanya _bilé

pengalih a atau pengalih b atau kedua-duanya dalam keadaan

tertutup.
(=%
1 S b * g P f————e q
b
Gambar 5. 4.4 Gambar 5. 4. 2

Kita dapat mengkombinasikan pengalih—pengalih dalam
rangkaian seri—-paralel thuk membangun suatu - sirkuit.
Sirkuit seri-paralel selalu mempunyai dua tefminal, dan
sirkuit akan dikatakan terbuka atau tertutup tergantung pada
dapat tidakﬁya arus lewat dari terminal yang satu ke
terminal lain ; Dua sirkuit dikatakan ekuivalen bila posisi
pengalih-pengalih yang menutup sirkuit yang satu sama dengan

posisi pengalih—-pengalih yang menutup sirkuit yang lain.
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Gambar 5.4.3

Contoh 5.4.1 Dua sirkuit pada Gambar 5.4.3 adalah
gkuivalen. Jika a terbuka maka kedua sirkuit dalam keadaan
terbuka. Jika a teftutup, maka kedua sirkuit akan tertutup
biia dan hanya bila b dan ¢ salah satu atau keduanya
teftutup. |

Jika girkuit~sirkuit yang ekuivalen diaﬁggap sanma,
maka sirkuit-sirkuit seri-paralel akan ,membéntuk Aljabar
Boole dengan operasi v dan A. Jelas hukum komutatif dan
assosiatif dipenuhi oleh operasi v dan . Dengan menggunakan
tabel kebenaran akan kita tunjukkan bahwa hukum distributif
"~ berlaku dalam jaringan sirkuit seri-paralel. Pengalih vang
tertutup disimbolkan dengan "1" dan pengalih yang terbuka

disimbolkan dengan "0'".

a b [ bAac av(bac) awvb asvC (awvb)a{avc)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 o] 0 1 1 1 1
1 0 i 0 1 1 1 1
1 o} -0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 o] 0 0 1 o] o]
0 o] 1 0 0 o] 1 0
0 o] o] 0 0 o] 0 0

Tabel 3. Hukum Distributif ~ terhadap A

Dengan Jjalan yang analog, dapat ditunjukkan hulkum
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distributif s terhadap . + Jjuga dipenuhi. Keekuivalenan

(kesamaan) dari dua sirkuit pada Gambar 5.4.3 tidak 1lain

daripada hukum distributif : da(bwc) = (asb)w(a~c).
[» 8
& a a’ —— L | e ]
al
a s =0 ) a v o = 4

Gambar 5. 4. 4

Sirkuit yang terletak di sebelaﬁ rkiri dari Gambar 5.4.4
adalah a~a’'=0 -, yaitg elemen nul dari Aljabar Boole : aasa’
selalu terbukaj; oleh karena itu pv(aAa’) = b untuk setiap b.
8irkuit yang terletak pada sebelah kanan dari Gambar 5.4.4
adalah ava’'=1, yaitu elemen satuan dari Aljabar qule : avé’
s@lalu tertutup; oleh karena itu ba(awva’)=b untuk set;ap b.

Jadi pengalih yang terbuka merupakan elemen nul dan pengalih

yvang tertutup merupakan elemen satuan untuk sirkuit-sirkuit

seri-paralel ini.

Komplemen dari pengalih yang terbuka adalah pengalih yaﬁg
-tertutup,Adan sebaliknya komplemen dari - pengalih tertutup
adalah pengalih yang. terbuka. Aljabar Boole 'sirkuit~éirkuit
seri-paralel ini merupakan contoh dari Aljabar’Boole B(1,0).

Masalah penyederhanaan;‘ dalam kasus;kasus khusus
éering dikerjakan dengan metode coba-coba (trial and error
method) berdasarkan intuisi dan pengaiaman vyang ada. Akan
tetapi di dalam sirkuit yang rumit, seperti dalam komputer

digital modern, cara coba—coba sangatlah tidak efektif. Kita

‘memerlukan suatu pendekatan vang lebih sistematik. Salah
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satu pendekatan yang akanrkita pakai adalah penyederhanaan
dengan menggunakah huku@—hukum dari Aljabar Boole.

Langkah—-langkah penyederhanaan dengan metode ini
adalah sebagai berikut. Pertama, terjemahkan sirkuit vyang
akan disederhanakan ke dalém ekpresi aljabar Boole dengan
menggunakan operasi w, A, dan lawan, = kemudian sederhanakan
expresixtersebuf dengan menggunakan hukum—-hukum dari Aljabar
Boole, dan terakhir terjehahkan kembali hasil yang diperoleh
dalam Eentuk gambar sirkuit.

Contohr B.4.2 Sirkuit seperti vyang terlihat pada
 Gambar 5.4.5 dapat ditulis sebagai |

(avbvc)A(a’vbvc)A(a'vbvc').

Hukum-hukum dari Aljabar Boole dapaf digunakan untuk
menyederhanakan ekpresi ini sebagai berikut:

{avbwvec)a(a vbyvo)al(a vbevco ')

= [av(bvec)Jala'v(bve)la(a’'vbve') " (hukum assosiatif).
= [(aad’ )v(bvc)la(a’ vbeve') (hukum distributif)
= [Owv(bwvc)la(a’vbyve ') . (kDmpleﬁen)

= (bwc)albv(a'~c' )] : { hukum komutétif)

= bvlca(a v’ )] (hukum distributif)
= bul(Caa’ )wl(cac’ )] (hukum distributif)
= bwvi{caa') — (komplemen).

Dleh karéna itu, sirkuit pada Bambar 5.4.6 adalah ekuivalen

dengan sirkuit pada Gambar 5.4.5.




&2

gdambar 5. 4.5

a’ (o]

Goambar 5, 4.6

Perlu diingat bahwa metode ini

jJaringan sirkuit yang mempunyali dua

rangkaian seri—paralel saja. Sedangkan’

mempunyai lebih dari 2 terminalatau

paralel, diperlukan metode lain (Lihat

hanya berlaku untuk
terminal dan dalam
untuk Jjaringan - vang
rangkaian non-seri-—

J.E. Whitesitt [%9]).
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BAB VI

KES IMPULAN

.Dari pembicaraan bab—bab sebelumnya dapatrdisimpulkan
hal-hal sebagai berikut :

Latis adalah suatu sistem aljabar yang merupakan
generalisasi dari Aljabar Boolé. Latis dapat didefinisikan
dengan dua cara yang lain . Pertama, sebagai suatu poset
yang éetiap'dua eiemennya mempunyai suprimum dan infimum.
Dan kedua, sebagai suatu himpunan elemen-elemen dengan
operasi « dan A vyang memenuhi aksioma-aksioma tertentu.
Kedua definisi latis di atas adalahA dua‘ definisi yang
ekuivalen, bila relasi urutan = didefinisikan dengan
menggﬁnakan operasi «~ atau A~ sebagai berikut : a=b bila dan
hanya bila awvb=b atau asb=a.

Setiap-latis distributif merupakan- latis modular,
tetapi tidak sebaliknya. Suatu latis adalah latis
ndn—modular bila memuat suatu sublatis yang igomorfis dengan
latis N5. Suatu latis adalah 1latis non-distributif bila
latis tefsebut memuat sublatis yang isomorfis dengan latis
NS atau MS.

Aljabar Boole merupakan latis yang sangat khusus,
yaitu latis komplemen yang distributif dan memuat elemen
sétuan dan elemen” nul. Aljabar Bdole juga dapat
didefinisikan secara lain , vyaitu sebagai suatu himpunan
vyang dilengkapi dengan dua operasi biner « dan 5, dan satQ

operasi uner (komplemen) yang memenuhi aksioma—aksioma

tertentu. Kedua definisi Aljabar Boole juga merupakan dua

63
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definisi vyang akuivaien, dengan mendefinisikan relasi urutan
dengan menggunakan vaerasi join atau meet seperti paéa
latis.

Dua Aljabar Boole adalah isomorfis bila kedua Aljabar
Boaole isomorfis sebagai latis, dan dua latis adalah
isomorfis bilé kedua latis isomorfis sebagai poset.

Sembarang Aljabar Boole berhingga isomorfis dengan
Aljabar Boole himpunan semua subset dari swuatu himpunan
tidak koéong. Sehingga Aljabar Boole berhingga memp@nyai 2"
elemen untuk suatu bilangan bulat positif n.

Aljabar Boole yang dilengkapi dengan operasi jumlahan
dan operasi perkalian yang didefinisikan sebagai kombinasi
dari operasi join dan meet, merupakan .suatu ring dalam
Struktur Aljabar.

Hubungan latis dengan Struktur Aljabar dapat kita

gambarkan dalam diagram berikut:

HIMPUNAN

[[orur xomuTaTIF | ' [Laris |

| LATIS DISTRIBUTIF |

(R

RING BOOLE

| RiNG xKOMUTATIF |

[ aALsaBAR BOOLE |

[ INTEGRAL DOMAIN |

] FIELD I




[1]

2]

(3]

(43

(3]

(6]

- L71]

(83
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