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INTISARI

Dari sebarang himpunan tak kosong, dibangun sisten

himpunan < yang terdiri atas himpunan dari himpunan yang

diberikan . Sistem himpunan vyang ftertutup terhadap

operasi A dan M adalah ring himpunan. Untuk setiap sistem

himpunan < terdapat ring himpunan R sedemikian hingga * <

d
secara teknis tidak mudah, akan lebih mndah bila - sistenm

semiring. Ring himpunan

himpunan vang diberikan adalsa

=)

vang memnat elemen satuan disebut saljabar himpunan.
Dalam teori ukaran, semiring mernpakan sistem
himpunan vang paling ssderhana  dimana dapat dibangun

garils real merucaksn

pads sebarang sistsm himpunan membarikan definisi  akuran

B R ol S
sefagsi suatu Tungsl il

Sunatu himpunan terukuar dspat didekabi oleh himpunan
rrukur  dapat didekati oleh
n

&
ngsi kontinu. Semenftara itu, barisan

fungsi tangga atau fu
fungsil terukur < £ > yang konvergen hampir dimana-marna. Ks

fungsi bernilal real f pada himpunan terukur E dengan
ukuran berhingga adalah konvergen seragam ke Ff-di E -~ A

dimans. A  adalah himpunan dengan ukuran nol.

Dengan membentuk partisi berdasar himpunan terukur,
H:. Lebesgue memberiksn swuatu cara pengintegralan yang

kemudian dikenal sebagai integral Lebesgue.

viil-

dari sistem himpunan &
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BAB I

PENDAHULUAN

Himpunan merupakan salah satu: konsep mendasar dalam
matematika yang sudah sangat dikenal. Secara sadar ﬁaupun
tidak,  konsep himbunan hampir selélu dipakai dalam
kehidupan. sehari-hari. )

Suatu himpunan A didefinisikan sebagai kumbulan obyek
vang diinginkan. Hasimg-masing obyek. ini disebut ~elemen
atau anggota dari A. Jadi elemen suatu himéunan adaléh
sebarang sesuail dengan kéinginan pembuat himpunan.

Bila pada himpunan tersebut disyaratkan adanya relasi

antar anggotanya, maka himpunan tersebut akan menjadi

.suatn sistem. Sistem vang anggota-anggotanya berupa

himpunan disebut sebagai sistem himpunan.

Konsep-konsep mendasar dalam sistem himpunan akah
.diperlihatkan pada bab II karya tulis ini. Antara lain
dibicarakan pembentukan sistem matematika himpunan,.relasi<
dan fungsi dalam sistem himpunan. Relasi yang dibicarakan
disinibukanlah antar = sistem himpunan, meléinkan antar
anggota suatu sistem himpunan.

Bab III dari karya tulis ini akan diawali dengan
pembicaraaﬁ tentang ring himpunan. Selain itu rdibahas

pula seniring himpunan dan pembentukan ring himpunan dari

- semiring himpunan. Teoremafteorema .vang - dibicarakan
disini hanya sejauh berkaitan langsung dengan ring
himpunan. Sementara teorema-teorema vang berlaku untuk
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ring pada umumnya tidak dibicarakan lagi kecuali beberapa
teorema yang diperlukan. untuk mendukung teorema-teorema
lain dalam karya tulis ini.

Selanjutnya disajikan pula formulasi aljabar Boole
yang akan mengawali pembicaran tentang aljabaf himpunan.
Aljabar himpunan disini selain dipahdang sebagai ring
himpunan yang memuat elemeﬁ satuan Juga dapat dipandang
sebagai aljabar Boole yang anggota-anggotanya berupa
himpunan. Dengan demikian aksioma-aksioma vyang berlaku
pada aljabar Boole berlaku pula pada aljabar_himpunan bila
operasi-operasi pada alajabar Boole tersebut merupakan
6perasi—operasi pada aljabar himpunan.

Pada bab IV dibicarakan tentang ukuran Lebesgue.
Konsep ukuran Lebesgue ini merupakan perluasan dari kbnsep

panjang interval pada garis real. Selain keterukuran

suatu himpunan pada bab ini disinggung pula mengenai

eksistensi himpunan yang tak terukur. Pembahasan tentang
fungsi'terukuf akan mengakhiri bab ini. Di sini akan
dibicarakan tentang keterukuran suatu fungsi dan kesamaan
" hampir dimana-mana " darirdua fungsi terukur.

Pembahasan integral Lebesgue pada bab \Y akan
melengkapi pembicaraan tentang ukurén . Lebesgue.
Pembahasan dibatasi pada integral fungsi teruku: dan
terbatas pada himpunan dengan ukuran Eerhingga. Bab ini

akan diakhiri dengan melihat kembali definisi Aintegral

menurut Riemann.
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Bab VI berisi tentang kesimpulan dari pembahasan

pada. bab-bab sebelumnya.

Secara keseluruhan, karya tulis ini  bersifat
analisis dan merupakan tinjauan - pustaka vang dapat
dijumpai dalam berbagai buku acuan.  Beberapa - bagian di

dalamnya memang akan memundulkan permasalahan vyang harus
diselesailkan secara numerik. Bagian-bagian tersebut tidak

dibahas secara mendalam tetapi bukan berarti dihilangkan

begitu saja.
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BAB II

KONSEP DASAR SISTEM HIMPUNAN

II.1 Sistem Matematika

Jika kita berbicara tentang sisten dalamnm
matematika, maka kita akan dihadapkan pada ‘suatu himpunan
tidak'koéong dimana terdapat relasi antar anggotanya. Pada
himpunan tersebut didefinisikanbsatu operasi atan lebih
serté' disusun aturan-aturan atau aksioma—akéioma vang
berlaku bagi anggota-anggota himpunan dan operasi-operasi
yang didefinisikan dalam himpunan tersebut. Dengan kata
lain, suatu sistem matematika tersusun atas

1. Himpunan yang tidak kosong.

2. Satu operasi atau lebih yang merelasikan pasangan
elemen (a,b) dalam himpuﬁan tersebut dengan suatu
elemen ¢ yang juga anggota himpunan itu.

3..Sifat—sifat vang kemudisn disebut aksioma  vang
berlaku bagi elemen dan operasi dalam himpunan
tersebut.'

Dalam teori himpunan telah - dikenal operasi irisan

2

o gabungan'“U” dan komplemen vang - didefinisikan
sebagai berikut:
Definisi IXI.1.1 : Jika A dan B adalahr'sebarang dua

himpunan, naka

1. AnB

{ x| x=Adan x €B }

2. AUB ={ x| x € A atau x € B }
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3. a.Komplemén absolut.
A’ = [ x | x = A }.
b. Komplemen relatif A terhadap B.
A" = { x | x # A dan x € B }.
Beberapa operasi lain dapat didefinisikan menggunakan

ketiga operasi tersebut.

Definisi II.1.2 : Jika A dan B sebarang dua himpunan,

. maka : 1. A-B = A nNB’.
2. AYB=(AUB)YAN(ANB ).
y .
Selanjutnya kita akan bekerja dengan sistenm

matematika vyang elemen-elemennya berupa himpunan, dan
tertutup terhadap operasi v dan M. Karena
elemen-elemennya beruéa himpunan, sistemv matematika 1ini
disebut sistem himpunan.

Untuk sebarang A, B anggota sistem himpunan #, A UB
dapat dinyatakan sebagai ( A VB ) 2 ( An B ), sedangkan
A - B dapat dinyatakan sebagai AV (A A B ).  Dengan
demikian sistem himpunan juéa tertutup terhadép operasi
U dan -. Selain itu keteftutupan terhadap operasi U dan N
membawa akibat bahwa <+ juga tertutup terhadap operasi ’

Sifat tertutup terhadap operasi - mengakibatkan

bahwa setiap sistem himpunan pasti memuat ¢.
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IT.2. Operasi
Operasi vang dibicarakan di sini bukanlah antar
sistem himpunan melainkén dalam - suatu sistem himﬁunan.
Dengan kata lain, operasi ,dikenakan pada elemen suaﬁu,
sistem - himpunan atau antara dua himpunan sebagaimana
dinyatakah péda definisi II.1.1 dan definisi II.1.2.
Sifat-sifat pokok yang berlaku pada operasi—operasi
tersebut sudah Sangat'dikenal, antara lain:
| 1. AvB =B uUA dan AnB =B nA.
7 ( sifat komutatif )
2. Av(BuUucC )= (AuB )ucC, dan
An(BnC)=(CANB )nC.
(- sifat asosiatif )
3. Au(BncC )= (CAUB )N AuUC ), dan |
i o ¢ af SO T O Dtlani A ~ ¢ ) I
( sifat distributiflu terhadap m dan N terhadap U.)n_
4. Avéd=4A dan AN = ¢
5. AnX = A dan AU X = X, di mana. X adalah
semesta pembicaraan‘ dan A,B,C masing-masing  adalah

himpunan bagian dari X.

II.3. Relasi

Dalam matematika, kata ‘"relasi . digunakan untuk
.menunjuk'suatu bentuk hubungan seperti lebih besar, lebih
- kecil, sama dengan, kongruen, anggota dan lain—laint

Relasi yang melibatkan suatu pasangan  terurut disebut
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relssi biner. Tentu saja suatu relasirtidak dibatasi hénya
pada pasangan terurut saja melainkan bisa‘lebih dari itu
( n—tupler).lJika © adalah suatu relasi biner pada sistem
himpunan ¢, msaka untdk sebarang A dan B dalam <, notasi
4 A,Br> e 6 atau A © B dimaksudkan sebagai A berelasi &
dengan B. '

Suatu relasi é dalam sistem himpﬁnan b disebut
refleksif biiaruntuk sebarang A € 5, berlaku A © A,
Relasi ini disebut simetrik jika untuk sebarang A, B di
berlaku bila A © B maka B & A. Relasi & ini disebut
iransitif bila untuk setiap A, B, C di f, dengan A B B dan

B & C mengakibatkan A & C. Suatu erlasi yvang - sekaligus

méﬁenuhi ketiga sifat diatas disebut relasi\ekuivalensi;
Relasi ekuivalensi é dalam Sistem himpunan & _akan

membangkitkan klas-klas ekuivalen-6. Misalkan A adalah

Sebarang anggota 7. Klas ekuivalen-8 yang berkaitan

dengan A adalah keluarga semua himpunan B di & . yang

memenuhi . A @ B. Klas ekuivalen ini biasa diberi notasi A. .

Notasi lain yang juga sering digunakan untuk A adalah A
atau [A]. |
Pada setiap klas ekuivalen A dipénuhir dua sifat
berikut ini: |
1. A e A.
2. Untuk sebarang B < #, jika B © A maka B = K.
Sifat pértama merupakan akibat"langsﬁhg dari sifat

refleksif relasi ekuivalensi €. Sifat ini membawa akibat
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bahwa‘untuk sefiap anggota 7 pésti, terdapat suatu klas
ekuivalen yang memuatnya.

Untuk menunjukkan - berlakunya sifat vang kedua,
misalkan B € & dengan B 6 A. Jika C = B ,  vang berarti
B & C maka menurut sifat simetrik dan transitif darir 8
diperoieh bahwa A & C atau C € A, jadi B = A. Sebaliknya ,
jika C adalah sebarang anggota A, berarti A & C. Karena ©
bersifat transitif diperoleh B € C atau C € B. Jadi A < B.
Dengan demikian dipenuhi B = A.

Sifat yang kedua tersebut membawa konsekuensi bahwa
masing—masiné kelas ekuivalen adalah saling asing. Hal
ini mengingst bahwa jika terdapat C € A dan C € B, maka A
= B = C. Jadi, jika €& adalah relasi ekuivalensi dalam
sistem himpunan <, maka keluarga semua klas ekuivalen yang
terbentuk merupskan partisi dari . Keluarga  klas

ekuivalen ini biasanya diberi notasi »#/8.

Contoh : Diberikan sistem himpunan ¥ vyang terdiri
atas semua himpunan bagian dari himpunan X = ¢ dengan n(X)
berhingga,‘di mana n{X) menYatakan banyaknya elemen VX.
Pada & diberikan relasi + yang didefinisikan sebagai
berikgt, untuk sebarang A, B di »°, A = B hila dan hanya
" bila n{A)Y = n{(B). Relasi <+ ini adalah suatu relasi
ekuivalensi. Bahwa relasi <+ bersifat refleksif dan
transitif dapat dilihat dengan jelas. Bila A, B, C adalah

sebarang anggota yang'meménuhi A+ B dan B <+ ¢C, ini
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<a}

berarti n(A) = n(B) dan n(B) = n{C) sehingga berlaku n(A)
= n(C) atau A + C. Jadi relasi + bersifat transitif.

Dengan demikian + adalah suatu.relasi ekuivalensi.

I1.4 Fungsi Hinipuhan.

Suatu fungsi ditentukan cleh daérah asal dan daerah
hasil serta aturan untuk merelasikan setiap anggota. daersh
asal dengan tepat -satu anggota daerah hasil. Fungsi
himpunan didefinisikan sébagai:fungsi dengan daerah asal
berupa sistem himpunan. Separa khusus fungsi himpunan di

sini dimaksudkan sé&bagai fungsi dengan daerah asal berupa

sistem himpunan dan daerah hasil berupa himpunan semua
bilangan real F Dengan ata lairn fungsi himpurian

tersehbut bernilai resal.

0

Definisi I1.4.1 Fungsi  himpunsn £ pada  sistemn

e
]

!

himpunan < disebut terjumlah berhingga (finitely additive)
jika untuk setiap A € », B € # dendan A @ B = ¢ dipenuhi

B AR TR, = B L AR T ERE T

Definisi XI.4.2 : Fungsi himpunan £ 'pada sistem

)

himpunan # disebut monoton jiks untuk setiap A, B e ¥
dengan A € B, berlaku F(A) = F(B).
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Definisi tersebut membawa. kepada kita = bahwa

himpunan £ adalah monoton apabila untuk sebarang A

f(A) =z 2.,

19
' fungsi-
e F

3
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BAB III

ALJABAR HIMPUNAN

IIT.1 Ring Himpunan
Pemblcaraan mengenai ring secara umum diawali dengan
suatu  himpunan R = ¢ serta dua operasi biner

perjumlahan dan " perkalian " yang didefinisikan pada

R. Untuk kedua operasi tersebut digunakan notasi umum

berturut-turut “ + " dan " . ". R dikatakan tertutup
terhadap operasi-operasi " + " dan " . " bila untuk
sebarang a dan b dalam R, a + b dan & . b masing-masing

menunjuk suatu elemen dalam R,

Selanjutnya, untuk sebarang himpunan R vang
dilengkapi dengan dua operasi biner, kita berikan definisi
ring sebagai berikut.

Definiéi ITT.1.1 : Suatu himpunan R # ¢ vang tertutup
terhadap operasi "+" dan "." disebut ring bila dipenuhi
aksioma-aksioma sebsgal berikut

1. ( VYa,beR ), 3 + b = b + a.

2. (Wia, b, c<RE e S 3 & g a+ (b +¢c ).
3. ( PeR )( VYaeR), a + @ = a.
4. ( VaeR )( xR ), a + x = @.

5. ( VYa,b,ceR ), (a . b ) . c (b . ¢).

I
m

§. ( Ya,b,e=R ), a . ( b+ ¢ ) (a. b))+ (a.c)

(b .ec)+ (e . a).

dan ( b+ ¢ ) . a

11
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vDari defihisi rihg seoaré umum- ini diturunkan teorema

tentang ring himpunan sebagai berikut. -

Teorema III.1.1 : Suatu sistem himpunan # yang tidak '’
kosong dan tertutup terhadap operasi f v " dan " n
adalah ring.

Bukti :
1. Ambil éebarang'A dan B dalam &, maka -

AV B (AUB)Yn( ANB ).

( BUA YN (BnNA ).

BV A,
2. Ambil sebarang A,B,C € #, maka :
(A VB) VC = [(AUBYN(AMB)Y' ] ¥ C.
| - [CAUBYA(A’UB’ )] 9 C.
= {[(AuB)m(A'uB')]uC}h{[(AuB)m(A'uB')rC}',
= {[(AUWB)INCA"UB’ yJuCIN{[(A'NB" YUCANB C"’ }.
= [(AUBUC)N(A’UB’ LCYIN{[ (A’ UBYN(AUB’ YJUC" }.
=-[(AUBUC)ﬁ(A'UB'UC)]ﬁ[(A'UBUC')ﬁ(AUB'UC')}-
= (AUBUC)N(A‘UB’ UC )A(A’ UBLC’ YA(AUB’ LUC” ) .
- [ (AUBLC)M(AUB’ LG ) TR (A’ UBLC’ Y(A’ UB*LC)] .
= {AU[(BUC)N(B’WC’ )1IN{A’ U[(BUC’ )N(B'LC)]1}.
= [AU[(BUC)N(BUC’ )T}N{A’U[(B’LCYN(C’UB)]}.
= {AU[(BUC)N(BWC’ Y TIN{A" V[ (BNCHU(C'mMB" )]}.
= {AU[(BUC)N(B"UC’ )1IN{AN[ (B’ UC’ )n(CUB)]}" .
= {AU[(BUC)ﬁ(B'UC')]}ﬁ{Aﬁ[(BUC)ﬁ(B'UC')]}a

= A V {(BUC)N(B'WLC’)].
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1t

11

AV [(BUC)HN(BNC)H"T.

AV (BYC).

. Ambil sebarang A € #, maka terdapat ¢ « ¥ ,sdh

(AUud)-CAnd).
A - . |

A.

¢ disebut elemen identitas terhadap operasi V.

(VAe® Ymaka AVA=(AUA)YN(CAMA),

= AnA.

:(p.

A disebut invers dari A terhadap operasi ¥.

5. Dari teori himpunan telah kita ketahui bahwa n bersifat

asosiatif.

"AN(BVC)

Ambil seb

afang A,B,C dalam », maka:
AN[(BLUC)HN(BNC) " T,

AA[(BUC)HM(B"UC" )T,

AN[(BNC’ YU(B’ )],

Aﬂ[(BQC)ﬁ(B'UC')].

AN(BUC)N(B’ LC’ ).,

AN(BUC)N(A"UB WL ) .

[ ARCBUC) 1 M [ CA"UB’) U (A'LC") 1.

{ (APBYUCANC) 1 0 [ (A'UB') U (A'LC’) 7.
[ (APB)U(ARCGY 1 n [ (ArBY A (ANC)’ J.

(ANB)YVY(ANC).

Sementara itu,

(BYC)MA

[ (BUC) n(B nC) ] n A.

13
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= [ (BUC) n (B'UC’) 1 A.
= [ (BnC") U (B'™C) 1 n A.
= [ (BUC) m (B'UC’) 1 n A.
= (BUC ) A [ (AUB'LC') N A 1.
- [ (BUC)MA T M [ (B UA’Y U (C'UA’) T,
= [ (BMA) U (CMA) 1 n [ (BMA) n (CrmA) 1°.
= (BNA)V(CnNnA).
Torbukt i geiian ghnrounel Al toRausuy  torhadap

operasi % dan " n “ adalah ring.g

Karena elemen-elemen dari ring & ini berupa himpunan, maka
ring ini disebut ring himpunan . Dengan = demikian ring

himpunan dapat didefinisikan sebagai berikut

Definisi III.1.2 : Suatu sistem himpunan »# # ¢ disebut

ring himpunan bila & tertutup terhadap operasi ¥V dan n.

Definisi IIT.1.3 : Suatu elemen E = # disebut elemen

satuan bila untuk semua A = & berlaku E m A = A.

Teorema III.1.2 : Jika suatu ring himpunaﬁ R memuat
elemén satuan, maka elemen satuan itu tunggal.

Bukti : Misalkan Efrdan E, adalah elemen satuan dalam
;. Tetapi,

karena N bersifat komutatif, maka diperoleh

EnN E= E, NE, dan E, = E,. [




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

15

contoh 1 : Sistem himpunan # = { ¢, A .} dengan A = ¢
adalah ring dengan elemen satuan E = A.
Ketertutupan & terhadap operasi ¥ dan m dapat dilihat pada

tabel berikut.

$ | A N | ¢ | A
$ | ¢ | A $ | ¢

A 1A | A | | A

tabel-1 . tabel-2
Dari tabel-2 nampak bahwa A merupakan elemen satuan di .

7 contoh 2 : Sisten himpunan % yang terdiii atas semua
himpunan bagian garis real yang terbatas adalah ring yang
tidak memust elemen satuan. Hal ini dapat ditunjukkan
sebsgai berikut.

Jika A € #, maka 3 x € R zsedemikian hingga V.a e A,

berlaku |x| = |al. Jika B € &, maka 3y e R sedemikian
hingga ¥ b € B berlaku |yl = Ib].
AUB = f c] ¢c € A atau c = B }, sehingga untuk sebarang
rc'é ( A U B ) berlaku ¢ = maks { Ix|,|y] }. |
Karena ( AV B )< (AU B ), maka A ¥ B terbatas sehingga
A V B anggota . Sedangkan A m B adalah himpunan bagisan
dari A, maka A mn B terbatas, jadi ( A n BV) e-.f}

selanjutnya, misalkan E adalah sebarang snggota 7.
Maka I z = R sedemikian hingga Yie e E dipenuhiilzl > le].
Pandang himpunan A=4{lzl + 1'},- Nampak bahwa E h A= ¢.
Jadi untuk sebarang E € &/ pasti terdapat A € ¥ sedemikian

"“hingga E n A = A, .Dengan'demikian setiap anggota tidak




#. Misalkan,
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‘mungkin menjadi elemen satuan.

‘Teorema ITI.1.3: Jika A adalah suatu Himpunan indeks

dan ﬁd dengan o« € A adalah ring himpunan, maka R = N ﬁd :

aeA

juga merupakan ring himpunan,

Bukti : Misalkan * = Nz .
_ asEA o

Untuk setiap o« « A, ¢ € R, sehingga » = ¢. Kemudian ambil

sebarang B,Ce P, maka

( YVaspA ), B & Rd dan C = ﬁd

Karena % ring , maka : C ¥V B = ﬁ& dan ¢ N B « R sehingga

h

CYBePdan CnBe® @@= [ % adalah ring.§

ash o

Dari sustu gistem himpunan & dapat dibangun = suatu

ring terkecil yang memuat , sebagaimana ditunjukkan dalam

teorema berikut ini.

Teorema III.1.4 : Jika # adalah sistem himpunan yang

tak kosong,_maka'terdapat riﬁg R(F) vyang memuat ¥ dan
termuat dalam setiap ring yang memuat . Ring R(¥) yang
demikian adalah tunggal.

Bukti : Bentuk himpunan X = U A, kemudianrbangun.M
. : AEsF

(X)) yang anggotanya semua himpunan bagian dari X} Kemudian

KumbulkanAsemua ring yang termuat dalam M (X) dan = memuat

T={® [ R ring , < H (X) dan f.é Ry o
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Menurut teorema III.1.3, R(f) :.RQZ R, adsglah ring. Jika
R* adalah.sebarang ring yang memuat &, maka untuk setiap
R e T berlaku R(#) < R < X', dengan demikian R(¥) adalah
ring terkecil yang memuat .

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa riﬁg terkecil vang
memuat # adalah tunggal.

Misalkan Rl(fﬁ daﬁrﬁéof) adalah ring terkecil yang
memuat . Karena 310?) ring yang memuat <, maka ﬁéﬁf) =
ﬂl(f). Dengan argumen serupa kita akan memperocleh RKQP) <
R (#). Jadi R (#) = R,(P), ring terkecil yang memuat

adalah tunggal.§

Pembicaraan mengenail ring akan kita akhiri dengsan

memperkenalkan pengertian ring-< dan ring-¢&.

Definisi III.1.3 : Bil_a { A, A } adalah

1 2’

keluarga terbilang anggota-anggoata ring himpunan R, maka

R disebut ring-< bila dipenuhi

(a0}
U A  R.
RISTEL 1a}
Definisi ITI.1.4 : Jika 4 A, A, .... } adalah

keluarga terbilang anggota—anggéta ring himpunan R, maka R

disebut ring-¢é bila dipenuhi
: 0
" NA., € R.
n=1 n
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Contoh 2 di atas merupakan salah satu ringAyang bukan

merupakan ring-& atau ring-e.

ITI.=2 Semifing Himpunan

Definisi III.2.1 : Suatu sistem himpunan »# = ¢
disebut semiring bila dipenuhi

1. ¢ € ~.

2. (VABe ¥ ), (ANnB) e~

3. Jika A e 7, Ai = & dan A1 < A, maka
'(73 iy R ,An_ € 5 ), A mAJ. = ¢ untuk i# j

dan. 1 £ i, = n sedemikian hingga -

A

t

A, UA U .. UA

Jika untuk suatu himpunan A terdapat himpunan Ai, A_,

2

Y, An sedemikian hingga A = A1 U A2 UL Y An, naka

tg& A.L disebut ekspansi berhingga dari himpunan A.

Contoh 3: Setiap ring adalah semiring, sebab jika R

adalah ring maka R # ¢ dan ¢ € R. Untuk sebarang A dan B

anggota R, karena R ring Jjelas berlaku A N B e JR.

Kemudian ambil sebarang A € R.

Jika*A1 e R dan Ai < A, maka A

AU A=A .

A U A

dimana A, = ( A - A ) € R, sebab X ring. :
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Teorema III.2.1 : Jika A, A,,A,....,A adalah anggota
semiring # dan A, N Aj = ¢ untuk i#j, maka terdapat

ekspansi berhingga dari A dengan A, A .,An . sebagai

2’” )

pangkal.

k,1 =1,2,...,s; s = n.

Bukti : Dibuktikan dengan induksi matematis.

Pertama, perhatikan bahwa jika diambilfA1 = A maka berlaku

s
A= U A, di mana A = Auntuk 1 =k =s, 5 > 1.

Kemudian andaikan teorema benar untuk n m > 1, akan

dituninkkan teorema berlaku pula untuk n = m + 1.

M kan, A 0 AN vumtel B U wmo o BR
i 4 m 1 jod

dengan AL,qu.? ;AL’BQ himpunan bagian saling asing dari

A untuk 1 i=mdan 1 = q = p. Untuk setiap g tersebut,

misslkan B = jEA m B . Dari definisi semiring, B
qi m+1 q q

dapat diekspansikan secara berhingga sebagai

o= UB U ... UB_ N » <
Bq , qu qu qu dengan: .. qu e 7, qu Bq dan

" _ B . AL P o
Bii M By ¢ untuk i I ERLENLR, (S Dengan demikian

ekspansi berhihgga dari A dapat dituliskan sebagairberikut

A = A1U s U AmU BifJ .en UB U LU BpiU R ¥ Bpr
P
= A1U . U.Am9~( Am+1ﬁ Bi_) U Bizu Lol U Biriu ..o U
( Am+:i.r\I Bpi ) Y v szLJ v Bprp'
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Hal ini memperlihatkan bahwa teorema benar untuk n = m o+ 1

Karena m sebarang maka teorema berlaku untuk n manapun.l

Teorema III.Z2.2 : Jika Ai , A2 , e , An "sistem

berhingga yang termuat dalam semiring <, maka terdapat
sistem berhingga B, »...,B, di mana B,n B = ¢ untuk i # ¢t
vang juga anggbta‘? sehingga setiap Ak dapat diekspansikan
Seoafa bérhinggaAterhadap BS, vaitu

A= SngBs dengan M, < {F152,.. 81}

Bukti : Dibuktikan dengan induksi matematis.

Untuk n = 1, dagat d}ambil A1 = Bi, jadi teorema berlaku
untuk n = 1. Andaikan teorema benar untuk n = m, akan
- ditunjukkan bahwa teotema berlaku untuk n = m + 1.
Jika Bi,Bz,...,Bt adalah anggota K - yang memenuhi
teorema terhadap A1 ,Az P . [ ,At , dan B31 = Am+1 M Bg

maka dari teorema II1I.2.1 diperoleh
1

- '
Ag®( SgL B, ) U ( py B, ), di mana Bp, e F

P
] t 7 A
B ,diambil sedemikian hingga B , n( U B_ > = ¢ untuk
P P s8=1 s :
p =1, 2, ... , 4g.
Selain itu, untuk setiap s = 1, 2, . A, Bs',dapat

diekspansikan secara berhingga menjadi

B =B uUB_uv , .., UB
792

s s1 sr

.

sehinggsa, jikaAHk {1, 2, ..., t}untuk k = 1, 2, ...,m
) ‘ rs s i

berlaku A, = ka (_jga Bsi‘).

8

Kita bangun himpunan indeks M = { 1.1, ..., 1.t, .1°,
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., a', 1.2, ..., 1.r, 2.2, 2.3, ..., 2r

t }. Dari ekspansi &, k=1, 2, 3,..., m + 1 tampak
. | R

bahwa A = thk’BL dengan M,, = M. Jadi teorema  berlaku

untuk n = m + 1. Karena m sebarang, maka teorema berlaku

untuk n yang manapun.|j

Definisi IIXI.2.2 ¢ Jika / adalah semiring atas semua

himpunan bagian X # ¢ maka A € X disebut himpunan-o di 5

‘bila terdapat barisan himpunan saling asing < An > dalam &

_ i 6]
sedemikian hingga A = U A

n=1 n ’
ITI.3 Aljabar .Boole.r
III.3.1 Definisi Al jabar Boole.
Aljabar Boole adalah 6-tuple ( B,Uu,nN,’",0,1 ) di mansa
B adalah suatu himpunan tidak kosong yang tertutup
terhadap operasi biner U dan N pada B yané masing—masing,

disebut " gabungan " dan irisan " , serta tertutup

r

tefhadap operasi uner vang disehut kompleﬁen. @ dan 1
adalah elemen-elemen dalam B yang masing-masing disebut
elemen identitas dan elemen satuan di B.

Operasi-operasi pada himpunan B - tersebut memenuhi

--aksioma-aksioma berikut

1. (Ya,b,e €B), aU(bUe¢)=(auUb) ue.

ah(bﬁc)'

1l
~
aa]
>
o
~
>
o)

2. (Ya,b € B), aUb =b U a dan a nb

Sl

.
S
. s .pj
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3. (Ya,b,c € B), a U ( b ng¢ j = (auUb ) auec)
(Ya,b,c € B), an ( bu c )= (Canhb )U( g'ﬁ c )
4. (Ya €«B), au@ =adan an 1l = a:"
5. (Va<B)(3a’«B), ava =1dan ana = 2.
I11.3.1 Beberépa sifat désar ﬁada Al jabar Boole.
Pembicaraanvtentang sifat-sifat aljabar Boole akan
dimulai dengan membioérakan prinsip dualitas pada aljabar
Boole. Sifat-sifat yang ada pada aljabar Bbole nerupsakan
pasangan sifat yang saling dual, yaitq antars sifat Ayang
melibatkan operasi N dengan sifat yang melibatkan operasi
U, dan antara elemen @ dan elemen 1. Dari pernyatasn yang
diberikan akan diperoleh pernyataan lain dengan mengganti
U dengan N, M dengan W, 1 dengan @, dan @ dengan 1,

asehingga didapaft pazsangan pernyatasan yang saling dual.

Teorema I1X.3.1.1 : Bila < B,uU,n,’,@,1 > adalah suatu
aljabar Boole, maka berlaknu
a. Eiemen identifas dan elemen satuan dalam B
masing-masing adalah tunggal;
- b. Komplemen dari setiap anggota B adalah tunggal;
. ( Ya=s B ), (a')* = a;

d. @' = 1 dan 1" = B;

@

( Yaec B ), a U a = a dan ana = a;

H
H
&

(Yaes B ), aul =1 dan ang

g. ( Ya,b € Bw), au(anb)=a, dsn
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an{(auUb )= a;
h. (Va,be B ), (auUb )" = a; N b', dan
(anb ) = a" U-b’.'
Bukti :
a. i.Andaikan @ dan @, adalah elemen identitas dalam B.
Menurut aksioma 4 berlaku 61'U'®2 = Gi dan Gz U @1 =
2, sehingga menggunakan aksioma 2 diperocleh 6, = 9,.
Jadi elemen identitas adalah tunggal.
ii.Andaikan 1, dan 1, adalah elemen satuan dalam B.
Menurut aksioma 4 berlaku liﬁ 12 = l1 dan'l2 a 1i =
12 sehingga menggunakan aksioma 2 diperoleh li = 12.
Jadi elemen satuan dalam B adalah tunggal.
b. Andaikan a ' dan a," adalah komplemen dari a < B.
Akan ditunjukkan bahwa a ' = a ’.
a’ = a’' UM ' aksioma 4
=a’" U (a A 8, ). aksioma &
= (a’vVa)yn(a’Ua’ ). aksioma 3
A= ( af® ai") N ( ai’ @] az’ M aksioma 2
=l N (e tRe et o, - ‘aksioma 5
= ( ai’ U az’ y N1, aksioma 5
= ai’ UAaé’. : | aksioma 4
az’ = az’ U . : - » o ' akéioma 4
=a, U(an a,” ) aksioma 5
= ( azf Ua »n ( az’ Q a’ )y, éksioma 3

n
/-\.
)
C
m
N
-
2
P
)
N
C
v
s

_aksioma 2
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=1 n ¢ az' U ai' ) aksioma 5
= (a, U ai') N 1. aksioma 2
= az' U ai'. : - - aksioma 4

a

Mengingat aksioma 2 akan diperoleh ai' .

Dengan demikian komplemen dari setiap anggota B adalah

tunggal.

c. Aksioma 5 mengatakan bahwa ( V& B ), va W a’ = 1.
Karena a’ € B, maka sl (2" 1. Menggunakan
aksioma 2 dan hasil b kita peroleh a = ( a’ )’.

d. Menurut aksioma 5, a U a’" = 1. a Y a’' dapat kita
nyatakan sebagai ( 8" n a’'’ Y, sehingga dengan

menggunakan hasil ¢ dan aksioma 5 akan kita peroleh
hasil @° = 1.
Dengan penalaran serupa untuk a m a’ = @ akan kita

peroleh bahwa 1° = @.

e. Untuk sebarang a € B kita mempunyai hubungan : .

i. ®ms s = (e SN BN _ aksioma 4
= (ava )yn(aua ). .V ' aksioma S

=g uU (ana ). .- aksioma -3

= auUagd. i _ ‘ aksioma 5

=a. | | " aksioma 4

ii. a m aV: (ana)ud. ’ o aksioma 4
=(ana) ur( é na’ ). . - aksioma 5
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=ani. o | aksioma 5

= a. o 7 A aksioha 4

f. Untuk setiap a € B kita mempunyai hubungan,

i.Lavwl=(avl)nl. aksioma 4

= (auvl)yn{aua ). | ~ aksioma 5

=al(1na ). aksioma 3

=alJ (a nl). aksioma 2

= aua’ Vaksioma 4

= 1. 7 ' aksioma 9

ii.an@=(an@g)ug. | aksioma 4

= (an@)>ulana ). aksioma S

—an(@BuUa ) aksioma 3

=an(a vg) - aksioma 2

= ana. | ' aksioma 4

= 0. A ' | aksioma 5

g.i.au(anb)=(anl)u(anb).  aksioma 4

:'a n{1ub ). - aksioma 3

= anl1, teor. IIT.3.1.1(f)

= a. | aksioma 4

ii.an(aUb)=(auB)n(aub).  aksiona 4
= a U ( Ebﬁ b ). ' -~ aksioma 3 -

= g U (,b'ﬁrﬁ ). | aksioma 2

= auv@. = - teor. III.2.1.1(f)
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h. Untuk setiap a dan b ahggota B kita mempunyai hubungan

i. ( aub J( a’ﬂb') = ( abbua’ YN aubub’ ). aksioma 3
= ( aUs'Ub )( aul ). aksioma 2
= ( 1ub ) N ( avl ). aksioma 5
=1 m1. teor.IIT.3.1.1(f)
= 1. "~ aksioma 4
maka menurut aksioma 5, ( a’ m b’ ) adalah komplemem

dari ( a Ub ). Tetapi komplemen dari ( a U b ) adalah

( 2 Ub ). Karena komplemen adalah tunggal, maka

CVabeBY CaUbd =Ca Ab I
3, Sal¢ ahb i a' Ub’ Y = ( anbna’ )U(C anbmb’ ). aksioma 3
= ( ana'nb )V arbnb’ ).  aksioma 2
= ( @b Y ( ard ). aksioma 5
=2 U@, teor.IIT.2.1.1(f)
= g. ' aksioma 4
Méka menurut aksioma 5, ( 5 W b' ) adalah komplemen

dari ('a nb ). Tetapl komplemen dari ( a ﬁ'b Y adalah
a Mb ). Karena komplemen adalah funggal maka:

( ¥VabeBl Canb? = a’ Ub’_

Sebarang aljabar Boole (B, U, m, ', @, 1 ) memuat

paling sedikit dua elemen, vyaitu © dan 1, sementara

~hukum-hukum yvang melibatkan  operasi U dapat dinyatakan

14

dehgan m  dan. Teorema  berikut akan menunjukkan

formulasi yang lebih sederhana dari aljabar Boole.
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Teorema IIT.3.1.2 : Misalkan B adalah himpunan dengan

paling sedikit dua elemen, B tertutup terhadap operasi' M

dan . ( B,—ﬁ,r” ) adalah aljabar Boole bila dipehuhi"
1. (VYabeB) anb=bna.
2. (¥Yab,eceB) an(brmnc)=(anb)noac,
V a,b €B ) bila ( 3 ¢ € B ) sedemikian hingga
a Nb’” =<cne’ maka a Nb = a.
4., ( v a’b,? B ) bila a ﬂ_b = a maka ( Y ¢ =  B )]
-a nNb" =¢cnNncac’ .
Bukti teorema ini memerlukan keteli£ian dan tidak

disajikan di sini.

III.3.3 Relasi Kongruensi Pada Al jabar Boole.

Definisi ITI.3.3.1 : Relasi kongruensi & pada aljabar
Boole B adalah relaéi ekuiVaiensi,pada B sedemikian hingga
untuk sebarang a,b € B berléku

1. Jika a & b maka ( Vo =B ), a mc & b N ¢,

2. Jika a € b maka a’ @ b’.

Dari definisi ini dapat diturunkan sifat yang ketiga
dari relasi kongruensi pada B sebagal berikut

3a. Untuk sebarang .a, b, o; d anggota B, jika a 6 ¢

dan b & d maka (anmb )&é (end ).

b. Untuk sebarang a, b, ¢, d anggota B, jika a € c.

dan b & d maka ( a Ub )& ( cud).

Berlakunya sifat ketiga ditunjukkan sebagai berikut,

misalkan a,b,c,d € B dengan a © ¢ dan b © d. Dari sifat 1 - ..
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diperoleh (a M b) & (¢ Nmnb) dan (b n¢) € (d . n ¢).

Dengan menggunakan sifat komutatif operasi "n" dan

gifat transitif relasi ekuivalensi €, maka dipéroleh
(a Nnb) ® (¢c nd). Sifat 3a terbukti berlaku.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk a, b,
-c, d tefsebut berlaku pula hubungan-(a Ub) & (c ud).
Dari sifat 2 kita tahu bahwa a’ © o' dan b’ & d’,
sehingga mengingat sifat refleksif relési ekuivalensi
o maka berlaku |
(a’ Nnb’') & (¢ nb’) dan (b"ﬁ ¢’) 8 (d" ne’).
Déngan menggunakan sifat 2 sekali lagi akan diperoleh
(a Ub) 8 (¢c Ub) dan (b U c¢c) & (d U c).
"mengingat sifst komutatif operasi "U“'.dan sifat
transitif relasi ekuivalensi € maka akan diperoleh

(a U'b) & (cud).

Relasi kongruensi € pada aljabar Boole B menimbulkan

partisi- partisi pada B. Bila B/& adalah keluarga semua

klas Whuivalorecr ol o W _d3l F¥aS N ian A las-klas

ekuivalen-6 di B/6 dengan a = c dan b = d, maka sifat 3a

mengakibatkan amb = end. Dengan demikian relasi { <(a, 5},

arb > } | a, b € B/8 } adalah suatu fungsi dari B/& x B/@

ke B/&. Operasi pada B/€ yang didefinisikan oleh fungsi

tersebut diberi notasi "n" pula. Dehgan demikian, jikd'E;
b « B/6 maka a N b = arb.

Séléin itu, jika a, b € B/®© dengaﬁ'grérg maka sifat 2
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mengakibatkan a’ = b’. Jadi, relasi { < a3, & >| a € B/6 }
adalah suatu fungsi dari 'B/e ke B/e. Operasi vang

didefinisikan oleh fungsli 1ini kita beri notasi

Dengan demikian, bila a € B/@, maka berlaku = a .

Teorema I11.3.3.1 : Bila 6 adalah relasi kongruensi
rpada aljabar Boole ( B, m, ° ) maka ( B/&, h, ‘ Y -adalah
aljabar Boole. 7

Bukti : Ambil sebarang 5,‘5 e B/86. Mengingat sifat
simetrik € dan sifat 3a, akan diperoleh hubungan berikut,
( anb ) & ( bna ), sehingga anb = bra, dan a nb = b n 7.
Terbukti, (V a, b €B/@ ), anb =b n a.

| Ambil sebarang a, b, ¢ = B/@. Karena &€ bersifat
refleksif dan operasi m bergifat asosiatif di' B, maka
berlaku [ an ( bnec )l € [(anb )necl, berarti a N
(bme )= (Canb )nNcec. Sehingga dari definisil operasi
“m" di B/& kita perolehan (bnc)=Can b ) n ¢,

Terbukti, (VY a, beB/@), an(bnc)=((anb)n c.

Ambil sebarang a, b € B/&, dan andaikan ¢ € B/&

r r

sedemikian hingga a n b = ¢ n.c , akan diperlihatkan bahwa

a Nnb =3a. Dari definisi operasi "m" dan “’" di B/&, kita

mempunyéi hﬁbungan anb’ = e¢nNg’, yaitu ( amb’ ) 8 ( enc” ).
Sehingga menurut sifat 2 relasi _—kongruensi- €& diperocleh
(anb ) 6(en o ), yaitu ( a° U b ) 6 1.
Selanjutnya menggunakan sifat 1 akan kita peroleﬁy hasil

[( a’Ub ) n al & (1na), yaitu ( a N b ) & a yang
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berarti a M b = a. Terbukti,untuk sebarang a, b di B/8,

’

jika (3 c eB/® ), anb=¢cnNncmaka anb = a.
Misalkan a, b € B/6 yang memenuhi @ N b = a. Akan
ditunjukkan bahwa ( ¥ ¢ €« B/68 dberlaku a2 N b = ¢ n oc.

Untuk a dan b tersebut, berlaku ( amb ) & a. Dari sifat
1 akan diperoleh [( a nb )N ¢ 1 8 Cand), vaitu [ ( a
AbYNn(bnb’ ) & (cnc’ )atau [( anb )YnNnb’'] 6
( e m¢’ ) untuk sebarang c € B.  Jadi kita = memperoleh

hubungan [ ( a mnb ) n b’ ] 9/( ¢c Nnec’ ). Karena a nb = a,

maka berlaku a Nnb = ¢ N ¢c. ‘Dengan demikian terbukti

( B/8, n ' ) adalah suatu aljabar Boole.[§

ITI.4 Al jabar Himpunan

Definisi III.4.1 : Sistem himpunan <# vyang terdiri
atas himpunan-himpunan bagian dari himpunan X # ¢ disebut
al jabar himpunan bila & tertutup terhadap operasi. irisan

"M" dan komplemen relatif "'" terhadap X.

Dafi definisi-di atas tampak bahwa lsetiap ‘aljabar
himpunan. yang dibangun dari himpunan-X‘pasti memuat ¢ dan
X. Hal ini mengingat bahwa untuk sebarang A € ¥ haka A e
#, sehingga dari sifat tertutup'tefhadap operasi M berlaku
AnA = ¢ e . Dengan menggunakan sifat tertutup terhadap

operasi ’ di-# akan kita peroleh ¢ ==X e ¥, ¢ ini biasa

- dinotagsikan dengan @ dan disebut elemen identitas dalam &,

sedangkan X biaSa *diberi ,nbtasir 1  gan. disebut elemen
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satuan dalam .

Jiks kita melihat kembali definisi. ring himpunan,
tampak‘bahwa aljabar himpunan adalah suatu ring himpunan
vang memuat elemen. sathan. Seiain itu kdapat puld
ditunjukkan bahwa  aljabar himpunan & # ¢ memenuhi
aksioma-aksioma aljabar Boole. Jika diambil "U" dan "
masing-masing adalah operasi biner gabungan dan irisan

" ]

himpunan, adalah operasi uner komplemen relatif
terhadap himpunan semestanya, @ dan 1 masiﬁg—masihg adalahrl
¢ dan X, maka pada aljabar himpunén & vang terdiri - atés
ﬁimpunan~himpunan bagian dari himpunan X # ¢ dipenuhi
1.(VA,B,CEM),VAQ(BUC):(AUB.)UC, dan

7 A n( Brﬂ CHr=(C(ANB )nC;
2. (YABes), AUB=BUAdan ANB =B  A;
3. (V A,B,C.e S ), Av(BnC )= AUB n(AUC),

dan A m ( B UC)

1
~

AnB)uUu(CANnC);

4. (YA e ), Aud =Adan A nX = A;

5. (VAes¥ ) (T A ), AUuA =X dan A N A" = .
.Dengan demikian aljabar himpunan & tidsak 1aiﬁ édalah
aljabar Boole sistem himpunan, sehingga éifat—sifat dan
relasi-relasi yang berlaku pada aljabarrBOOle berlaku pula
pada aljabar .himpunan. Selanjutnya untuk lebih

menyederhanakan digunakanr aljabar saja untuk  menyebut

aljabar himpunan atau aljabar Boole sistem himpunan.
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. Teorema III.4.1 : Jika & adalah sistem himpunan vang
terdiri dari himpunan-himpunan bagian dari himpunan X = ¢,
maka terdapaﬁ aljabar terkecil # yang memuat & dan termuat -
dalam.setiap aljabar'yang_memuat b

Bukti : Misalkan ?: adalah sebarang aljabar yvang
menuat * dan Z adalah keluarga semua.aljabar vang memuat
#. Bila & =  » naka # # ¢ sebab ¥ € # untuk setiap P € =

7 "Per ,
Bila A dan B adalah sebarang anggota «, maka A E' P dan

B € # untuk setiap P = zillz suatu aljabar, maka A n B

pasti merupakan angoota [y P = &,
Pl

Selanjutnya, bila A € #, maka A’ € P untuk sebarang P .

Jadi A" € NP = #. Dengan demikian ¥ suatu aljsbar.
Pez

Dari definisi # tampak bahwa # adalah aljabar terkecil
vang memuat . -

Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa aljabar terkecil
vang memuat / tersebut adaiah tunggal. Bila aﬂ dan ﬂg

adalah - aljabar terkecil yaﬁg memuat <, maka akan kita

peroleh # < M;.dan # < 4, atau # = ﬁé.!

Mengingat bahwa aljabar tertutup terhadap operasi
irissn "M", maka aljabar bersifat tertutup terhadap
operasi irisan berhingga. " Teorema  berikut  akan
memperlihatkan_bahﬁa aljabar fﬁ 'juga ‘bersifat< tertptup

terhadap operasi gabumgan "U" berhingga.
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Teorema I1I.4.2 : Aljabar # tertutup terhadap operasi -
gabungan berhingga.
7 Bukti : Dengan induksi matematis akan 'ditunjukkan”

bahwa & tertutup terhadap .operasi gabungan berhingga.

Untuk n = 1, berlaku A, UA = A e #. Andaikan teorema
benar untuk n = m, yaitu nyi A e & untuk m =z 2, akan
ditunjukkan teorema berlaku pula untuk n = m +7 1.

m+ 1

. m
Perhatikan bahwa U A =¢C U A DuA
. . n=1 n n=1 n m

+1 '

[C AL Y nal 1.

m+4

m+ 1
[ n A ' 1" ==

n=1

Dari ketertutupan « terhadap operasi n dan ' dapat

m+ 1

~disgimpulkan bahwa nyi Aﬁ < «#, Karena m diambil sebarang,

maka teorema berlakn untuk semua nilail n.!

Teorema 111.4.3 : Jika { A > adalah barisan himpunan
anggota aljabar «#, maka terdapat barisan himpunan 7 saling

asing < B_ > dalam # sedemikian hingga

[00] w

G it S & 0B
n n

n=1 n=1

Bukti : Ambil A = B dan untuk n > 1, didefinisikan..

Bn Sebagai berikut{ Bh = An = ( Ai UVA% U,'." L Ah— )-

1

1l

A mnA’" nmA" n ... N A .
n 1 2 _ n-1

Jika m < n , tampak bahwa

B NB €A NB = A NnA NnA'" N ...NMA'" ... nN A""
m n m n m n 1 ) T L R TR




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN'TIDAK TERPUJI

34
A MNA N L...NA
‘m m n-—1
= $.
- Jadi < BL >  adalah barisan Himpunan yang saling' asing.

0] e ¢]
Karena untuk-setiap n, Bn = An, maka nyi B < ngi' A .

. n n
00} .
Sebaliknya, jika x € nyi An; maka kita dapat mencari nilai

n terbesar, misalkan k, sedemikian hingga x e Ak

k-1

[00] i
X & ngi A_ yang berarti x € B, € 91 B . Dengan demikian

n
o0 0 0 ©
< il =) . B
ngi An - ngi Bn' Jadi n-l-':}i An n[=Ji Bn
III.4.1 Al jabar Borel
Definisi III.4.&.1 : Suatu aljabar # disebut aljabar-e¢
bila # tertutup terhadap operasi gabungan terbilang, vaitu-

(o] . .
U A = # untuk setiap barisan himpunan < A >e 4,
n=1

Definisi III.4.4.2 : Suatu aljabar & disebut aljabar—é

jika & tertutup terhadap operasi irisan terbilang, yaitu
A

N An e &4 untuk setiap barisan himpunan < An > e A,

n=4

Teorema III.4.1:1: Suatu aljabar adalah aljabar-e
bila dan hanya bila & adalah aljabar-5.

) . [ae)
Bukti : (=) Andaikan & o-aljabar maka U A e #,

Dari sifat tertutup terhadap operasi """ kita akan

‘memperoleh
o0

0 . ‘ w , ,
( ngi A ) &' dan ( n-l=JivAr’1 ) :,_(-ngi A ) e o,

tetapi --
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- [0 4]
(=) Andaikan & aljabar-&, maka [, A € #.
. nwig s} .

Dengan mengingat ketertutupan.% terhadap operasi "’" maka
, w ' o ‘w " ® ' o
(.0 A desdan C o A DY =C U A De o Dengan

demikian # adalah aljabar-o.J

Aljabar-o atau aljabar-& sering kali disebut aljabar
Borel ¢ aljabar-B >. Jika diberikan suatu sistem himpunan

¥, maka pasti ada aljabar-B yang memuat . Jika X = U A
j ' - AL

‘maka sistem himpunanr$ vang dibangun dari semua himpunan
bagian X merupékan aljabar-B yang memuat #. Jika E adalah
elemen satuan dalam 2, maka untuk sebarang A € 8 berlaku

A £ E. Sehingga U A =X < E.
ASF

Definisi III.4.1.3: Suatu aljabar-B disebut iredusibel
terhadap sistem himpunan 5 yang' dibangun atas

himpunan-himpunan bagian dari himpunan X, jika X = E di

mana E' adalah elemen satuan.

‘Untuk selanjutnya jika kita bicara tentang aljabar-B,

maka vang dimaksudkan adalah aljsbar-B yang iredusibel.

Teorema IIT.4.1:2: Jika & adalah sitem himpunan tidak" 

kosong, maka terdapat aljabar-B vang memuat & dan 'termuat

dalam setiap aljabar-B yang memuat #.
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Bukti : Misalkan X = U A, maka dapat . dibangun
B AESP '

aljabar—B, namakan B (X) yang terdiri dari semua himpunanrri
bagian X. Kumpulkan semua aljabar-B vang ftermuat dalam
B(X) dan memuat 7. Misalkanr Z adalah keluarga semua
aljabar-B yang memuat &#. Jika ¥ adalah sebarang aljabar-B

yvang memuat &, maka ¥ n B(X) = *® anggota I, Dengan

demikian [ 2 merupakan aljabar-B terkecil yang memuat #
Bez

dan termuat dalam setiap aljabar-B yang memuat‘?.g
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UKURAN LEBESGUE PADA GARIS REAL

IV.I Ukuran Lebesgue Pada R
Pembicaraan tentang ukuran Lebesgue akan kita awali-
dengan pengertian panjang, Jluas dan volume' pada ‘ruang -

Euclides. Ruang Euclides berdimensi k yang dilambangkan

dengan R* didefinisikan sebagai himpunan semua titik x = C
Eibfz,..-_,fk;)Adiﬂmana EC'G*R’ 1 5’ ' B Untuk .
sebarang x = ( { . & ., ... . ) dany = ( "nfnzn,.,nkw )

JR" daoWaf = B didefiniSeiian
x+y =g+, + 0,8 +n,,...,8+n) dan
mx:(cﬁ{a%,&y--.,%k)
Dengan memandang Rk sebagai ruang vektor, maka
k
172

xey=_ Z &mn dan | x| =(x=x)""

i
Jika E < R* daniy.e R", translasi E racli y didefinisikan
sebagai E + y = { x + Yl x €E )

Himpunan W = { C £, & ,..., &, )l a <& <p, 11 %

k } dengan a ,3, € R, 1 =1 =k disebut sel-k dan volume W -
didefinisikan Sebagai.

k
vol ( W ) =ig1(ﬁi— ai.)'

»Kita telah mengensal fungsi - himpunan - -yang «-

didefinisikan dari himpunan - semua ‘interval pada - garis

bilangan reai ke himpunan bilangan real diperluas:“~Fungsi-3. T

ini -~ dikenal -sebagai- panjang - interval. Panjangvﬁfsuatu»é_ﬁg,r“

37
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interval I berbentuk [a,b]a‘Ea,b);*(a;b]“atau”jCa;b)ﬁ%yang»

"biasanya dinotasikan dengan -¢4(I) didefinisikan -sebagai

selisih positif nilai kedua titik ujung interval, yaitu—-

XI) =1 b-.a .

Pengertian ukuran Lebesgue merupakan perluasan dari

" konsep panjang interval pada R. " Panjang " suatu himpuhan

terbuka E < R didefinisikan sebagai jumlah - panjang -

interval—intefval yang menyusunnva. Kemudian dibangun
suatu fungsi himpunan m bernilai real tak négat&f atau - o
vang didefinisikan pada himpunan—himpunén bagian dari "R;
Nilai fungsi untuk setiap himpunan E £ R "~ disebut ukuran
dari E. Pada m diharapkan dipenuhi sifat-sifat berikut

1. m(E) terdefinisikan untuk setiap E & R;

2. m(I) = € (I) untuk setiap interval I1;

3. Jika < En > adalah barisan himpunan saling asing

di mana m didefinisikan, maka dipenuhi

ow [2.0]

m( U E > = Z m( E D

n=1 n n=1

4. m invarian terhadap translasi, yaitu bila E -

adalah _himPUnan dimana m didefinisikan maka
(YVyeR), n( E+y )=m (E)

Bila rsifat 3 dipenuhi, maka dikatakan bahwa m

memiliki sifat terjumlah terbilang ( countably additive ), -

[o4] (o4} .
sedangkan bila m( ngi'En ) = Em( Eg; Y  maka -+ -dikatakan

bahwa m- bersifat sub-terjumlah‘ terbilang - (- countably -~ -

subadditive-);*

~Kita ingin mengkons&ﬂksikan~suatu fungsif~himpunanwam4g3w
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sedemikian hingga wuntuk setiap himpunan E dalam suatu

keluarga himpunan WM dari himpunan-himpunan bagian R

berkawankan - dengan - suatu bilangan real. tak  negatif

diperluas mCE> vang kemudian disebut ukutan dari E.
Sayangnya, apa bilé kita menerima aksioma pilih
¢ axiom of choiée > sifat 1 tidak dapat dipenuhi. Kita
menginginkan agar sifat 2, 3 dan 4 dimiliki 6Leh ;s
sehingga kita cukup puas apa bila m terdefinisikan padé

suatu al jabar-2 dari himpunan—himpunan bagian R.

IV.1.1 Ukuran iuar.

FPada s=2iiap himpunan A = R, dapat d4dipandang suatu

keluarga bkerhingga atauw terbllang interyval terbuka {1}

4]

vang menyelimuii A dengan I = 2 &, b2, n o= 1, &, ’
5 5 ] a1 mn

vaitu keluarga inLerval terbika ssdemikian hingga 4 € UL .

mn -

Definisi IV.1.1.1 : Untuk sebarang himpunan & < R,

, , ’ ! 3
ukuran luar Lebesgue dari A yang dinotasikan dengan m CAD

didefinisikan sebagai

w
S 3 R ]

m CA) = inf 3 Ve (CIIIR

[ =l 7

n

di mana infimum diambil meliputi semua selimul terbuka

himpunan A oleh keluarga interval terbuka { I |A € ULl }.
o o L - . n n

‘Untuk setiap & > O yang diberikan, terdapat

suatu interval terbuka I sedemikian hingga ¢ < I dan

1I>. ¢ &. Dengan demikian, himpunan kosong ¢ mempunyai
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ukuran luar nol, yaitum ( ¢ ) = @. Demikian pula himpunan

yang hanya memuat satu titik saja mempunyal ukuran luar @.

‘Selain itu, dapat dibuktikan bahwa bila A < B maka berlaku

n*(A) € m'(B), dan dikatakan bahwa m' bersifat momoton..

Panjang suatu interval bernilai real tak negatif atau
o, Jadi { £ I(I ) | A S Lﬁnv} akan terbaﬁas ke bawah.
Karena sistem bilangan real R mempunyai sifat batas bawah
terbeSaf,’ maka untuk setiap» himpunan A < R, m*(A)

terdefinisikan.

Teorema IVY.1.1.1 : Ukuran luar dari suatu interval I
adalah panjang interval itn sendiri, vaitu

nCI) = £ (T),

Bukti = Bila I interval tertutup dan terbatas
katakanlahvl = [a,b], maka untuk sebarang £ > &, interval
terbuka J = ( a-s, b+e ) memnat [ a.b ].  Dengan demikian

interval ( a-£, b+se ) adalah interval terbuka vyang

menyelimuti [ a, b ], sehingga akan dipenuhi

* 20]
Pt DALTN 2930 S LT ).

£ {4 ( a-2,b+tes ),
=b - Q L ey
Karena £ > @ sebarang maka berlaku
n* L a,b]<b - a. (1) -

Menurut teorema Heine-Borel keluargarinterval terbuka yang - -

menyelimuti [ a,b ] memuét keluarga sub—Selimut berhingga«w'
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J
{ Jn }n=1 vang Jjuga menyelimuti [ a,b J.
J

' J
Misalkan (a%, b1j ] € { J% }hﬂ_dengan aL< ~a.}< :bif, b.
A j

Karena b1 [ a, b l, maka terdapat interval [-aéq bé'
j : ' i i

sedemikian hingga b1 = [ a; b2 ]. Démikian seterusnya
J J
sehingga akan diperoleh keluarga interval terbuka
il j
{[ an." bh. ]}h=1 dengan [ ah,' bn.] e { Jn. }n=1 dan
J J J J J

memenuhi b = [ a , b ] untuk n = i,-2, .., J-1.
I"l“ij nj hj

Pembentukan interval terbuka ini berakhir pada [ aj,bj ]
iy

karena { Jn } berhinggsa. - Dengan demikian berlaku
J

J k
- 22 [ J ]2 z £ [( a
n=1 n, n=1 .

J

3
x
o
3
x
—
| S|

> b)< - a, , karena'an}?< bnéLT
k " j i
Mengingat b, > b dan a, < a, maka bk"~ a,; > b - a. -
Jadi, m'[ a, b 1= %, z[Jn ]zb_a, (2

J
Dari (1) dan (2) diperoleh.

nt T abl="b-s5.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

42

Bila I adalah sebarang interval yang terbatas, maka
untuk sebarang & > O terdapét interval 'ter-tqtdp J < I ;
sedemikian hingga < CId > 2¢Id - &. Oleh karena itu,

LCI> — &< £CI> = m CId.

< mCI> = £ CID.

Jadi untuk sebarang & > 0, £ (1) -& < m*CI) < £ CI>.

Dengar demikian m CID = £ CID.

Misalkan I adalah interval tak terbatas. Bila

diberikan sebarang bilangan real positif & maka terdapat

interval tertutup F <« I dengan ¢ (F> = .46, Karena mn
nonoton, maka M CId > m CFY = & CFY = 6. Karena & sebarang
bilangan real, maka m*CID =w = £ (I>. 8

) - * ] a »
Teorema IV.1.1.2 : Ukuran luar m invarian terhadap
translasi. y

Ry v
Bukti : Misalkan A €. R dan & < U 1I dengan I
R - = mn m

interval terbuka berbentuk C a . b >, n=1, 2, 3,

n

_ ! b : :
Jika x € R, maka A + x & U A dengan A = C a +x, b +x D
n=1 o] n n n
sehingga Ih + x } = 7{ Ah }. Sementara itu, untuk $e+ iap
n, A = C a +x, b +x 2> < I + %, sehingga akan kita
n n 2} n )

peroleh { An }Fos {_Ih + > }.
Akhirnya kita dapatkan bahwa,
mC A+ xD =1inf £ £C A D.
§ na:gi . n e : .
inf T (b +x2-Ca + xD].
n=1 n - N d

W . ;
=4inf, £ | b - a |.
s T =1 n Ial
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w
= inf Z &£ CI D.

n=1 n

m*C AD .

Dengan demikian untuk setiap = < K berlaku

m < A F N o= om TA D,

Teorema IV.1.1.3 3 Jika { A }' adal ah

i ~ 1 - e
A ¥l arda
i o
Loy iF. alka
o w0
m © U A>3 = e A
n=1 (&} iat

Mingoa m CA D = w, Akan kita
- s
. k3 . X
libat bila w € & 23 < ey L, WA . Uirit gk, =~ G

- Ixe] N
[ I } : untik  seliap i berlaku
ri L o, LT L &
(v 2] 0 o) )
- 3 °r 2 S B ( -5 ; =
& = U 1 dan (L & & ) I m C A o+ 3 s 1.
m L= 4 n,L L= 1 1, m
. 0 r
Untuk I .} . berlaku
ML N, L=
0 @Q [d] 48]
3¢ . | - 5
m C U AD> = z LI D = = =z £ I D
n=1 n hy L=1 t,L =4 L=1 n,t
[44]

Karena & adalah bilangan posit

[N
]
n
0]
o
e
=
w
ol

[T

w
—
=
1%
=
ﬁ;.

- 3¢ j4¢) w x
m< U a >=2 ¥ md A DB
n=1 n=1 n

n
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Teorema di atas memperlihatkan bahwa uvkuran luar
Lebesgue m bersifat sub-terjumlah terbilang. Selanjutnya,

bila An = ¢ untuk semua n > m maka berlaku m*( An yooo= 8,

m

. X o %
untuk semua n > m sehingga m ( h94 A > = s, m (A ) dan.

dikatakan bahwa m memenuhi sifat sub-ter jumlah berhingga

( Finitely subadditive ).

IV.1.2 Himpunan Terukur Dan Ukuran Lebesgue Pada R

Uknran luar sebsgaimana didefinisikan di atas adalah

fungsi himpunan yang hanya memenunhi sifat 1, 2 dan 4. Pada

hal =ifat terjumlah terbilang dipenuhi oleh = panjang

interval I € R, 0Qleh karena itu zkan dibangun nkuran vang
memennhi sifaft 3 meskipun iftu harns mengorbankan sifat
vang pertama. Pembicaraan akan kita awali dengan melihat

konsep keterunkuran dari himpunan E € R

Definisi IV.1.2.1 : Suatu himpunan E & [R disebut

terukur jika untuk setiap himpunan A < R berlaku,

m (A = m ( AMNE ) +m(¢ANE )

Dari definisi tersebut nampak bahwa keterukuran E dan

"E’ adalah simetrik, yaitu E terukur bila dan hanya bila E’
teruknr. Selain itu - karena m* bersifat sub-terjumlah
berhingga maka untuk menunjukkan .kgterukuran ‘himpunan E
cukup ditunjukkan,bahwa untuk setiap himpunan A £ R,

n¥caYy2nCANE )Y + nNCANE ).
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Contoh 1 : contoh yang sangat mudah dari 'himpunan
ternkur adalah himpunan kosong ¢ vang mempunyal ukuran

nol.

Berbicara tentang keterukuran suatu himpunan, 'wajar
bila kemudisan timbul pertanyaan tentang himpunan yang ° tak
terukur. Eksistensi dari himpunan tak - terukur akan

dibicarakan secara terpisah pada sub-bab IV.1.3.

Teorema IV.1.2.1 : Jika E S R dengan m (E) = @ maka E

terukur. _

| Bukti : Andaikan E £ R dengan m*(E) = 3. Akan
ditnniukkan bahwa E.terukur. Ambil sebarang A £ R. Karena
m>k hergifat monoton dan tak negatif maka m*( AnNnE )= 0,

sehingga, m(A) 2 m ¢ A A E’ ).

> CAME) +n( ANE .8

 Teorema IV.1.2.2 : Jika Ei, Ez € R dan keduanya
'térukur, maka E U E, Juga terukur.
Bukti : Misalkan Ei, E,6 = R dan andaikan keduanya
teruknr. - Kemndian ambil sebarang A <-R.

Karena A N ( EV E ) = ( An Eg) v (ANnEN E "),

maka dari sifat sub—terjhmlah berhingga m* akan diperoleh
L An(FUED] <n(AME) +m(ANnE m E')

n | z - 1 - 2 1 :

Sehingga mengingat keterukuran E1 dan E2 akan didapat

hubungan sebagai berikut,
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¥

y X
m [ ANCEVED] +m [ An(EUE)]

* * , X . '
<_<m(_ArjEi)+m(AﬁE2er1 )+m(AnEimE2).

* X ,
=m(AﬁE1)+m(AﬁE1_ .

= m*( A Y. Dengan demikian E; VE, terukur.j§

Téorema IV.1.2.2 bersama dengan sifat terukur E vyang
simetrik dengan keterukuran E’ memberikan akibat bahwa
kelunarga semua himpunan terukur adalah suatu aljiabar
himpunan, sehingga irisan dari dua himpunan terukur juga

terukar.

Teorema IV.1.2.3 : Interval ( a,o ) adalah terukur.
Bukti : Diberikan sebarang himpunan A = [RR. Kita
tuliskan A = A N ( a,0 ) dan A= AN ( -@®, a ], Harus
ditunjukkan bahwa m*C &) + n C A) < w( A ).
Bila m*(A) = w; jelas teorems berlaku. Misalkan m*(A) <
Jika diberikan sebarang = > ¥, maka dapat dipilih keluarga.

terbilang interval terbuka { In } vang menvelimuti A

" _
. ‘ & at

sedemikan hinggsa berlaku n§1‘K In) =m (A) + =. . Untuk

setiap n kita tuliskan In, = In N ( a,0o ) sementara itu

I+, =1 n( -w,a ]J. Dengan demikian I , dan I .. adalah

interval-interval yang saling asing dan memenuhi

AT )= I, )+ AT, ).

n

=m (I, )+ I, ).
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(s 6]
Karena & € U I ,,
1 n=4 2]

*Cay<o' U 1.,y= 3 o1, Dan ka:
maka m C AD =m C Y 1., >= = mCI, ). an karena
A, = ngi T ,, makam ( A)) = m ( hgi I..>= Z m (I..>

* % 3 X X
vJadi,m ( Ai) + m ( AZ) < n§1[ m ( In, Y+ m (I n,,) 1.

, - .
< E, NI D) =Em (A + -,
Karena & bilangan positif sebarang, maka berlaku
* X, : X
m(A)+m(A)Y=n(A)H
Teorema IV.1.2.4 : Jika E, E , E , ...., E adalah
. 1 2 3 n

himpunan-himpunan terukuar vang saling asing dan A ‘adalah

snatn himpunzan bagian R, maka

(g o]

m*( AN ;91 E. 1) = m*( ANE ).

=4

Bukti : Dibuktikan dengan induksi matematis.

Jelas bahﬁa teorema benar untuk n = 1. Andaikan teorema
herlakn untuk n = k - 1. EKarens _E.L saling asing untuk
1 £1 £ n, méka:'A mo[ Lgi E. 1 n E, ? A N E_, dan

An[ Lgi E. ] oE" = A NI tg: E. 1. Rarena E,

terukur maka berlaku

* k e % k-1 7
m(ANnL U EI)=mn(ANE)+mCANn[ U E 1.

k-1

=n“CANE )+ I n(ANE ).
k

_ X

= uE, R CANE D

Dengan demikian terbukti teorema benar untuk semua n.f{f
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feorema IV.1.2.5 : Sistem himpunan « yang terdiri
atas semna himpunan terukur adalah aljabar-o.
Bﬁkti : Teorema IV.1.2.2 "membawa akibét bahwa &
adalah aljabar, jadi tinggal ditunjukkan bahwa gabungan
terbilang himpunan-himpunan terukur adalah angéota-ﬂ.

. w
Misalkan E = Lyi Et’ dengan ELE &, Jika untuk setiap n

w3

Et, maka Fn terukur dan Fh' > E",

=4

dituliskan F_ =
sehingga untuk sebarang himpunan A € R berlaku

nCAY =R CANE )+ 8 n F' o).

>n"C ANF_ ) +m(ANE ).

N

Dari teorema IV.1.2.4, m*( AN Fn y = igi m*( AN Ei ),

M 3

sehingga m'( A ) = £ m(ANE )+ n"(ANE),

L=
Ruas.  kiri ketaksamaan +terakhir tidak tergantung pada
pengambilan n, sehingga

0
m{ A ) Z t§1 m{ AN EL Y+ m ( A E" ).

> CANE)+ nf(ANE ).

a0
Jadi E = nyi E_terukur, E & &, Terbukti «# adalah

aljabar-o.§

Berbicara tentang himpunan-himpunan bagian [R, kita
mengenal himpunan bagian R yahg disebut 5impunan -Borel;?‘
yaitu anggota aljabar—a yang : dibangun dari-
himpunasn-himpunan terbuka. Teorema berikut menunjukkan

bahwa setiap himpunan Borel pada [R radalah terukur.
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Teorema 1IV.1.2.6 : Setiap himpunan Borel pada R

adalah terukur.

Bukti: ¢ —w, a l = C a, ©w?2’, jadi ¢ ~-w, a 1} terukur. .

’ 0
¢ ~w, b>= UC -0, b -
n=41

I|e

1, jadi C -, b D juga terukur.
Untuk a < b, interval C a, b D> =C -», bJ> nC a, oD jadi
C é, b 3> terukur pula. Setiap himpunan terbuka dapat

dinyatakan sebagai gabungan dari paling banyék terbilang

Vinterval—interval terbuka yang saling asing. Dengan

demikian himpunan terbuka juga terukur. Sistem himpunan
# dari semua himpunan terukur adalah al jabar-o, jadi ~#
memuat himpunan terbuka. Keluarga himpunan Borel B

adalah aljabar-¢ terkecil yang dibangun dari himpunan

terbuka. Dengan demikian B < #, sehingga setiap himpunan
Rorel adalah anggota Z. Jadi setiap himpunan Borel adalah
tenukur.a
%
Ukuran luar m sebagaimana didefinisikan di

depan, terdefinisikan untuk setiap himpunan bagian R._
Restriksi dari 1ﬁ* pada aljabar—-¢ & dari semua himpunan
bagian'terukur dari R disebut ukuran Lebesgue m. Jadi, m
térdefinisikan untuk setiap himpuhan A SR dén A e & Akan
ditunjukkan bahwa di 4, m  memenuhi sifat terjumlah
terbilang.

| Teorema IY.I.E.? : Jika < Ek) adalah barisan himpunan

0 o ,
terukur, maka mC iui E. > =2 £ mCE O cid

Jika < Ei > adalah barisan himpunan terukur yang saling:’
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o w - ’
asing, maka m¢ ‘U E D> = £ mC E D cad
1=1 L L=1 1

Bukti - : Pertidaksamaan (10 tidak lain adalah sifat

sub~-ter jumlah terbilang dari ukuran luar m*. Jika Ei,, E ,
, E  adalah himpunan-himpunan terukur yang saling
™
asing, maka menurut teorema IV.1.2.4 bila diambil A = R,
n . n
akan diperoleh m C Lgi E > =% mCE D> Selanjutnya,

jika < E - > adalah barisan himpunan terukur yang saling
L

IIC 3

00
asing, maka untuk semua n & N, _U1 E > .
L= 1 1

b Ei. sehingga :

™

(8 o] n
m¢ U E >>=2mdc¢c U E 2= mdcE .
g = =1 L L=141 L

Karena ruas kiri ketaksamaan tidak tergantung pada
pengambilan n maka : m ¢ U E > = £ mC E D.
= T1=1 L [ 1

Tetapi m bersifat sub-ter jumlah terbilang, yaitu

WM 8

o ,
m¢ U E D> =
i1

i L

m C E D.
1 L

w [o")
Dengan demikian m C i.Ui Ei. > = Lgi m C Ei. D dan terbukti m

bersifat terjumlah terbilang.

Teorema IV.1.2.8 : Jika ELL adalah anggota aLljabaLr-—o' &

dengan'm*C‘Eiib < w dan Ei. > Ei.+1’ i =1, 2, ...., maka

a0
mC 0 E )= lim m ¢ B .

i=1 i—w@
7 ) [0.6]
Bukti : Misalkan E = n E. .
' : i=1
m .
Bila E =E U [ i.l-—‘li C Ei. - EL+13 ] 3 maka
0

% o= %
mCE D =mCE + L mCE -E D.
1 L=4 L

L+1




m*CEfib ¢ w0, maka berlaku m. CE> =

Teorema IV.1.2.9 :
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Karena E, = E, U E - E D, maka
L . L+1 L L+1
mC E -E > =m¢EJ-mncE O
) L L+1 L 1+1
% % @ » »*
sehingga m C E > = m CE) + &£ [ mCED> — m CE. D.
. 1 - 151 i i+1
> n-1 3 %
=m(E> +1im £ [ mcED - mCE D].
L=4 1 1+1
n——300
= m CEY + m*CEib - lim @ CED.
n——300 n
Maka, m*CEP - mCEd = m*CEB SN ERCEE . Karena
N
N =00

) >
= lim m CEn).H

n——3©

: Bila diberikan suatu himpunan E €

R, pernyataan—-pernyataan berikut adalah ekuivalen.

i. E terukur.

ii. Untuk setiap £ > O terdapat himpunan terbuka Bg
dengan E < BS, sedemikian hingga'm*CB€~ E> = s.
iidi. Terdapat himpunan B < $6’ dengan E < B

sedemikian hingga m*C B - DSk =18,
C B adalah anggota $é bila B merupakan irisan

.terbilang dari himpunan-himpunan terbuka .
iv. Untuk setiap ¢ > 0, terdapat himpunan tertutup

T€ dengan Te < E sedemikian hingga berlaku

mCE ~T)D < &.

v. Terdapat himpﬁnan F e ‘To” dengan F € E

sedemikian hingga m*C E -F D> = 0.

C F adalah anggota Jb bila F merupakan gabungan :
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terbilang himpunan—-himpunan tertutup D.

Bila m*CE) < 0, maka pernyataan-pernyataan di atas
ekuivalen dengan | |
vi. Untuk setiap £ > O terdapét himpunan Us yang
merupakan gabungan berhingga interval-interval
terbuka sedemikian hingga m*C'US V ED < .
Bukti :Ci =3 1iD>. Andaikan E terukur.
Unt uk m*CE) < w , jika diberikan &£ > O maka akan

dapat dipilih himpunan terbuka Bs =2 E sedemikian hingga

3 _ Eo3 . i Eo3 > E3 :
mCB > - & = m (ED, sehingga m ( Bs - E D> =m CBED - m CED
= =
* o :
Sekarang misalkan m CED = w dan E & ’U1 I di mana I,
1L = L 1
interval yang saling asing, n =1, 2, .... . Didefinisikan
o0
E=EmnIlI, sehingga E = U E . Karena E dan I terukur,
n n ] n=1 n r
maka untuk setiap n, E terukur. Selanjutnya, karena
n
g ' - 3
untuk setiap n berlaku E < I dan m (I > < o, maka
: n n n
m*CE D < w . Menurut hasil di atas, untuk
. 1a] 2
sebarang & > O terdapat himpunan terbuka Bs dengank < Bs
n n n
> = 3
dan m( B_ - E > =<2"s, n=1, 2, .... . Jika B_ kita
£ n - R &

n

w0 ,
tulis sebagai nui Bh, maka BE adalah himpunan terbuka dan

(0.0} [0.0] [e0]
memenuhi, B - E = U B - Y E €U ¢ B -E D,
£ n=1 & n=1 n n=1 & n
n n
. ao
ingga, mCB_ —-ED><m[ U CB  -E >3]
sehingga, m C R = WY, R n .

Cii = 11i>. Untuk setiap bilangan asli n kita pilih



untuk setiap n berlaku E £ Bn sehingga, mC G -ED <
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nimpunan terbuka B dengan E £ B_ sedenikian hingga .

14

m*C B - E > < 'sn. Jika didefinisikan & = B maka
n . ) _ nel n

B - EY ¢ Yn. Jadi G € B., dan memenuhi mCG - E = O,
) _

6‘

Ciii = 1D. Misalkan G € B, dan E € G. sedemikian -

&

hingga m*CG — BE> = 0. Karena G dan & — E keduanya terukur,.
maka E = &G — C G - E. D juga terukur.

Ci =2 iv). Andaikan E terukur.
Diberikan & > O sebarang. Karena E’' juga terukur, maka
menurut ii terdapat himpunan terbuka Bs sedemikian hingga
E' € B dan mC B_—-E > < & . Msalkan T = B ‘, maka

& & , & £
Te adalah himpunan tertutup yang memenuhi Ts € E dan
mieL E e, 3 = gh joreies e BERLLT
= &
Civ = v2>. Untuk setiap bilangan‘asli n dapat kita

pilih suatu himpunan tertutup T dengan - T S E . dan
n : n ]

©
memenuhi M B Tn 5 < o, Misalkan T = nui T Karena -

T

n

T < 7T, maka untuk setiap n berlaku m*CE =D <_m*CE - TD
: . n .

< *on. Jadi T e r,, yang memenuhi m CE ~ T> = O.
Cv == 1>. Misalkan F & 70 sedemikian hingga F £ E
dan m*CE - F> = O. Karena F dan E - F keduanya terukur,

maka E = CE - FD> — F juga terukur.

€l == vid. Andaikan E terukur dan m*CED < oo,

Diberikan &£ > O sebarang. Menurut ii, terdapat. ‘himpunan :
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terbuka Bg dengan E <& Bg sedemikian hingga dipenuhi

m*CBS— EY ¢ ©.2. Karena m CEY ¢ w maka m*CBg) < @ . Jika-

Ba dipandang sebagai ' gabungan terbilang interval-interval

1oe]
terbuka  vang saling asing, katakanlah Bg = nl_Ji In,
x 00 1ee] x ~
sehingga m C U I > = & mI > < w maka terdapat
n= 1 n n=41 ia}
. 7 o3 Ny .
bilangan asli N sedemikian hingga n=§+1 m CIn) < Tz

Menurut prinsip konvergensi barisan Cauchy, .akan kita

N
peroleh m*( B - U I Y< %2 . Misalkan U
& n=41 &

n

Il
w3
—

Perhatikan bahwa

N N
Evug:[(E—-nL)iI )l‘)(nl:JiIn—E),]g[(Bg"

18]
W C Bé_ - E )1.

Jadi Ug' merupakan gabungan berhingga interwval —interval

terbuka yang nemenuhi

N
3 . EL3
< — —
m¢EVU >=m[(B, - U I >u(B, ~ED].

N
3¢ *
< —_ —
_m(Bg nyiln)+m(86 E]’)<5.
Cvi s 11D, Misalkan B adalah himpunan terbuka yang
memuat E dan U = Ll_Ji ¢ I, n B ), - dengan I, interval
n .
terbuka. Nampak bahwa U & ',Ll_Ji IL’ dengan demikian akan
7 . n
berlaku U YV E € [C E - U D> U Lgi IL - E 3}, Tetapi.,
n "
E-U=E-[ (.U I)nB]l =EnNnBUEMNC U I>.
v=4 L . =4 - 0

ig}
E - ,Ui I,.karena E € B.
L= -

T
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18} n ‘h
< - — - = y
CVVE><s(CE- U IHpvC Y 1, -E)=EVCU 1)
* * n
sehingga m ¢ UV ED €m(EY U I Y< % ... .. €1d

L=4 L

Ess (U U.C U ¥V E 2), maka menggunakan (1D diperoleh bahwa
MCEY € mCUd + mC UV ED < m W + Soa
C(B-E>SCB-UD>UCUVED, maka:
WC B -ED<mCB-U> +mnCUVED>.

<t Bam U S % Eiale mem 2 ncw + e 3
Akhirnya, mC B — E D < m CED - mCW + .3 = ¢
Denéan demikian terbukti bahwa terdapat himpunan terbuka B

> .
vang memuat E sedemikian hingga m ¢ B - E 2 < &, dan

ii dipenuhi yang berarti E terukﬁr.}

Contoh 2 : Himpunan bagian terbilang dari R mempunyai
ukuran nol.
Misalkan A himpﬁhan bagiah' Lterbilang dari [R. A dapat
dinyatakan sebagai { Koo My o }, Sehingga dapat kita

cari keluarga interval terbuka | In t sedemikian hingga
untuk sebarang € > 0 dan n = N, KIn) < f: dan x e If

» I , ...., x =1,
4 Z n n

" Dari sifat terjumlah terbilang m diperoleh

: (0.0} fee] P
mC AD =inf ¥ &I 2 << Z — = &
=1 n n=1 n

N

Karena &£ > O sebarang, maka m ¢ A D> = 0.
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IV.1.3 Eksistensi Himpuhan Tak Terukur;

Berikut ini akan ditunjukkan eksistensi dari suatu

himpunan yang tidak terukur. Pada pembicaraan himpunan tak

terukur ini, semesta pembicaraan kita dibatasi pada

interval [- 0, 1 O.

. Jika x dan y adalah sebarang dua bilangan reél pada

interval (0,12, didefinisikan jumlchan modulo 1 untuk x

dan y sebagai berikut:

o
o -

X+ Yy , Jika x + yv < 1
7=

x +y -1, jika x + y = 1

Jika E adalah himpunan bagian dari [0,1), maka translasi

o

modulo 1 dari E adalah himpunan E + y = { z|] z = x + y
untuk = e E }. Teorema berikut akan menunjukkan bhahwa

ukuran Lebesgue hersifat dinvarian terhadap translasi

modulo 1.

Teorema IV.1.3.1 : Jika E < [0,1> adalah himpunan
terukur, maka untuk. setiap y € (0,13, himpunan E ¥ Y
adalah terukur dan mC E ¥+ y > = mC E D.

Bukti : Misalkan E. = E n [ 0, 1-y 3 dan E, = E N

[ 1-~y, 1 >. Jadi E.'1 dan Ez adalah himpunan terukur yang

saling asing dimana EU E = E dan mCE> = mC E> +mC ED.
‘Maka E1 ¥ y‘= EI1 + y,dan'E1+ y adalah terukur dan karena m
invarian diperoleh mC Ei+ Yy O = mC EJL

Sedangkan Ez + y = Ez +C y -1 O dan»E2 + Yy Jjuga terukur

- dan dari sifat invarian m diperoleh mC E2 + vy 3 = mC Ezl’
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Tetapi, Eiy=c,r~:_1+y)ucr~:2+y>, dan C E + y >
dan ( E2 + ¥y 2 adalah himpunan terukﬁr yang saling asing.

oleh karena itu, E + ¥ terukur,  dan

m( E ¥ y D =mC Eiiy) +mCE21Y>.

mC ED + mC E D.
i 2

mC E D.§

Selanjutnya, pada [0,1) dibangun suatu relasi *_"

sebagai berikut: untuk sebarang x, y  [0,1D,

x . ¥y bila dan hanya bila X~y rasional.

Relazi ini merupakan suatu relasi ekuivalensi, sehingga

membangkitkan klas-klas ekuivalen pada [0,1)>. Dua elemen x

dan y anggota [0,1) akan berada pada satu klas

jika x - y rasional, x dan y akan berada pada klas
ekuivalen yang berbeda bila x - Y irasional.

Menurut " axtom of choice " dapal d4dibangun himpuﬁan P
yvang memuat tepat satu elemén dari masing-masing klas
ekuivalen. Misalkan { rt_}?Lo adalah himpunan semua
bilangan rasional d; { 0, 1 > dengan ro = 0. Untuk 1 = 0,
didefinisikan PL —el o .- Jadi Po = P.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk sémuaa i,APwu
saling asihg. Andaikan x = PL_m Pg, maka terdapat a  P.
sedemikian hingga x = a ill dan terdapat b E,P sedemikian
hingga x = b ¥ rj. Sehingga a — b + rooT rj adalah suatu
bilaﬁgan rasi&nal. Jadi a b yang berarti a dan b berada'

pada klas ekuivalen yang sama, dengan kata lain r. = r.y
i .

J

ekuivalen -
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Jadi i1 = J. Dengan demikian jika terdapat x € P n P,
, i J:
maka i1 = j. Jadi, P? adalah himpunan—-himpunan yang saling
asing. .
0
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa [ 0,1 > = ,UiP”
1= 1

Setiap anggota P, jelas merupakan anggota [ O, 1 D.
1
Ambil sebarang x < [ 0,1 3. Dapat kita temukan
suatu klas ekuivalen yang memual x, sehingga terdapatl vy

anggeta P sedemikian hingga x _ y. Jadi terdapat r.s {r}
. L

sehingga x = y + T Dengan demikian x e Pk, yang berarti

9 ©
x « U P, dan terbukti [ 0,1 > = U P.
v=1 ¥ i=41- i

P, adalah translasi modulo 1 dari P, maka P terukur
i ) 1 -

bila P terukur dan m CPR = mCPD. Akan ditunjukkan  bahwa

=5 .
ternvata P tidak terukur. ¥arena [ O, 1 > = LU1 P. dan P.
= L L
zaling asing untuk semua i, Jika P terukur maka
0 @
m [[0,10] = £ mCP. D> = £ mCPD.
L=1 1 L=1
Karena £ [[0,1>] = 1, jika mC P D = O maka timbul

kontradiksi, sedangkan jika mC P D> # O maka S mC PO = o
yang Jjuga menimbulkan kontradiksi. Dengan demikian P

tidak terukur.

Dari kenyataan di atas tampak bahwa tidak mungkin
untuk membaﬁgun fungsi himpunan yang sekaligus memenuhi
keempat syarat sebagaimana disébut pada awal pembicaraan
tentang ukﬁfan. Oleh karena.iﬂu terpaksa syarat-syarat

tersebut diperlemah.
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Contoh 3 : Berikut akan diberikan contoh hi mpunan
' % «© © »*
vang memenuhi m ( .Lt_Ji E. )< Z, m (PO,

Jika E = P di mana F adalah himpunan vyang memuat tepat

satu dari masing-masing klas ekul valen sebagaimana

didefinisikan di atas dan E_L = P + r. dengan  r, adalah
L

bilangan rasional pada [ 0,1 2. Telah ditunjukkan bahwa F“L

saling asing dan P adalah himpunan yang tidak terukur,
tetapi untuk semua himpunan bagian [R, m* pasti ada dan

ber-nilai tak negatif atau co. Maka m*CP) > 0 dan karena m*

> :
invarian terhadap translasi maka m (P D = m*CP) > 0.
. ) 1

w0 ” o0 , 7
Seningga ‘21 m CPD = . Sementara 'U1 P = [ 0,1 D,

L =] 1 v = L

® ® © :
karena m -bersifat monoton, maka m ¢ _U1 P> = 1 < .
= L
o * © >
Sehingga, m ¢ U P D < '21 m CPD.
1 L=
Conton ini menunjukkan ' pada kita bahwa sifat

ter jumlah terbilang tidak dipenuhi pada m

"IV.2 Ukuran umum.

Pada sub kbab ini kita akan melihat abstraksi dari
ukuran Lebesgue yang Lelah kita bahas sebelumnya. Dari
sebarang himpunan X = cb, kita bangun aljabar—ord yang
terdiri at,asr hirﬁpurlah bagian X. Pada & kita bangun
ukuran vaitu fungsi himpunan g bernilai real tak negatif
diperluas yang didefinisikaﬁ untuk setiap anggota &
sedemitkian hingga dipenuhi :

1. uC ¢ > = 0.
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2. u bersifat terjumlah terbilang, yaitu bila < E >
L

adalah barisan himpunan saling asing dalan 4, maka:

o) © -
CorC 191 Et ) = L§1 HC Ei 2

( ¥, #, p ) disebut ruang terukur ¢ measurable space 2
terhadap ukuran p dan setiap himpunan E € «& disebut
himpunan terukur.

Dari sifat terjumlah terbilang dapat diturunkan sifat

: N N
ter jumlah berhingga vyaitu : u( 191 Et )y = L§1 1€ Et D yang

berlaku bila E = ¢'uhtuk semua i > N.
L
Sifat lain yang juga berlaku adalah sifat monoton, vyaitu

jika & dan B adalah sebarang anggota & dan A < B, maka

berlaku pC A D = pC B 2.

IV.3 Fungsi Terukur.
Di sini kita berpegang bahwa fungsi vyang akan kita

bahas di sini didefinisikan pada suatu himpunan terukur.

Teorema IV.3.1 : Jika f adalah fungsi bernilai real
diperluas dengan daerah asal D, maka pernyataan-pernyataan

berikut adalah ekuivalen.

i. ¢ YaeR >, { x Dl /(x> > a } terukur.
ii. € YaaR D, { x € D] fIxD

M

v
Q

} terukur.
iti. ¢ YoaeR D>, { x. € D] f(x> < a} terukur.

iv. ¢ YaeR 2, { x e D] f(x

A
Q

} terukur.
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Bukti : Daerah asal fungsi f adalah himpunan terukur

I

D. Karena { x| fCx> < @} =D - { x| fCx> > o } maka,

{ x| fix> = & } terukur.

a = R, maka { x| Fflx> > a - = } dengan n =1, 2, 3,
. w
terukur dan { x| f(x2 = a } = n { x| f(xD > a - = h
T
n=1 i

Jadi, { x| f(x> Z &« } terukur.

{ x| flx> < a } adalah komplemen dari himpunan £erukur

{ x| fCx> = a } maka { x| FfCxD < « } terukur.

A

o
E_

0
FOxD atr = n A xFfGO < a -

1

Dengan demikian

Sm
-

12l

x| fCxd = a } terukur.

st

Definisi 1IV.3.1 : Swuatu fungsi himpunan f disebut
terukur Lebesgue bila dasrah assal £ terukur dan salah satu

dari keempat pernyataan di atas dipenuhi.

Teorema IV.3.2 : Jika f dan g adalah dua fungsi
terukur yang didefinisikan pada daerah asal yang sama dan
k = R, maka f + k, kf, f - g dan fg juga terukur.

Bukti : Untuk sebarang a e R,

a. { x| GO +k < al={x] fOO<Ca+k ¥y Ca+kdekR

Jadi f + k terukur.
B, Untuk k # O, { x| kflxD < a'} = { x| FfIxD < <k},

6&%) e R. Dengan demikian kf terukur.
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c. Jika FCxd + g(xd < o maka f(x0 < a - g(xD. Terdapat
bilangan rasional r yang memenuhi fC(x> < r < a —- glx>,
sehingga { x| Ff(xD> + g(x0 < a.} =
l;J [{ x] fCx> < r }n { x| g(xD < é( - r }] terukur.
d. —-g = C -1 > g&. Jika g terukur maka -g terukur sehingga
f — & = Ff + (g juga terukur. , |
e, { x| 30 > a} = { x| fCxO > Y& U { x| O < —¥a }
untuk & > 0. Untuk « < O, { x|_f2cg3 > o} = D. Jadi f°

terukur. fg = toa [ ¢ f + & >% - fz“ 82 ]-E

Teorema IV.3.3 : Bila < fr > adalah barisan fungsi

terukur yang didefinisikan pada daerah asal vyang sama,

maka f‘ung31—f"ungsl sv_.lp { _{1, fz, S o oAl fn }’, infe { fi, fz"

7 I . T s : . V >_
e F }s sup fh, lrr:f fh, lim S lim fn Juga terukur.

Bukti : Misalkan E adalah daerah asal fungsi f 2
3 ) N
a. Bila A adalah fungsi yang didefinisikan dengan kA(x> =

sup { f1Cx'), fZCXD, ....,AfiCx) ¥, maka

| : k '
{x e E|] R&x> > a} = U { x e E| x> > o }. Karena

=1
{ x e E f(x> > « } terukur untuk 1 £ i < n, sehingga,
L

x E
{ x = E| f',.CxJ Yy = { x € E|] AR{xD > a } terukur.

L=1
Jadi ‘A terukur.
b. Misalkan g fungsi yang didefinisikan pada E dengan g(D

= inf { £,00, fGO, ..., f,GO ), maka :

. 3
{x € E| glx> < a} = 191 { x € E| fLCxJ < o }. Karena

{ x € E] f(x> < a } terukur untuk 1 £ i = k = dan |
L .
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gabungan himpunan—himpunan térukur adalah terukur, maka

{ x € E] 8(x> < a } terukur. Dengan demikian g terukur.

8]

Bila h adalah fungsi yang didefinisikan pada E dengan

. 00
ACxD = sup f (), maka { x € E|] R(xD > a} = U { x e
n n B
n=1

E] f Cx> > o }. Karena fn terukur maka § x € E}] hCxD

n

> o } terukur.

d. Bila g adal ah fungsi yang didefinisikan pada E dengan

I35
gCxD> = inf f (x>, maka { xe E| (x> < a } = U § x e
™ n P
. 1 n=4

E|] f (xD < « }. Karena fn terukur, maka { x € E| g(x> <
n . .

o} terukur.

e. lim f = inf sup f .
n n . k
kZn
Menurut Cc2, sup fk terukur dan menurut Cd2 infimum
fungsi —fungsi terukur juga terukur, jadi lim f terukur.
’ n
. lim f = sup inf £ .
g n - )3
kZ=n
Menurut <Cd>, inf fk terukur dan menurult C(cd supremum
fungsi-fungsi terukur juga terukur. Dengan demikian

lim,f‘< terukur. @

Teoreha IV.3.4 : Jika f adalah funési terukur, maka
VA tefukur.

Bukti : Andaikan f adalah fungsi térukur.
xl 1fGO] Ca) = {x] fOO > =a} n{ x| f0O < ak
Kedua suku ruas kanan terukur, dan irisén dua himpunan

terukur juga terukur. Jadi { x| [fCx>| > a } terukur. |
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Definisi IV.3.2 : Fungsi himpunan ¢ bernilai real
diperluas disebut fungsi sederhana (- simple funciion 2

bila ¢ terukur dan hanya ada berhingga nilai untuk ¢. -

Definisi IV.3.3 : Suatu fungsi g bernilai real yang

didefinisikan pada interval [ a, b ] disebut fungsi tangga

¢ step function > bila g(x> = k untuk setiap interval

C X xH;D < [ a, b ] dimana a = x, < x, < < X = b.,

Teorema IV.3.5 : Jika f adalah fungsi terukur yang
didefinisikan pada interval [ a, b ] dan f bernilai +o
hanva padé himpunan yang berukuran neol, maka untuk
sebarang & > O terdapat I“.ungsi tangga g dan fungsi kontinu
Y sedemikilan hingga |

| el Pl =Bdimna ls f R | € &

k‘ecuéli 'pada himpunan dengan ukuran neol, dengan kata lain

m({ x| | fCxD> - glx> | = & }) < &, dan

m{{ x| | FCxO —h(xD | 2 & ) < =.

Tearema Iv. 3 5 dapat dibuktikan dengan rmengikuti

langkéh-langkah pembuktian sebagai berikut

a. Jika f adaiah fungsi  terukur yang didefinisikan pada
inﬂerval [ a, b 1 dan f ber‘hilai +o hanyé ‘palda himpunan
dengarj& ukuran nol, maka untuk sebarang £ > 0O ter*d'apa‘t,
M sedemikian hingga | f. | £ M kecuali pada himpunan

dengan ukuran kurang dari

BIE
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L. f fungsi terukur pada interval [ a, b ]. Diberi & > ©

dan M, terdapat @ fungsi sederhana ¢ pada [ a, b ]
sehingga | fCxD - @00 | < & kecuali pada x dimana

| fC30 | = M

¢. Bila ¢ fungsi sederhana pada interval [ a, b ] maka

terdapat fungsi tangga & pada [ a.b 1 sedemikian hingga

A pCx> kecuali pada himpunan dengan ukuran kurang

. &
dari — .
3

d. Jika g fungsi tangga pada interval [ a, b 1 maka

terdapat fungsi kontinu A pada [ a, b ] sedemikian

£Cx) kecuali pada himpunan dengan ukuran

1

hingga hCx0

kurang dari -

w | &

Dengan menggabungkan  langkah a, b ,c  akan kita

dapatkan fungsi tangga g sebagaimana dimaksud dan dengan

menampbahkan langkah d akan diperoleh fungsi kontinu &
sebagalmana diinginkan.

Definisi IV.3.4 : Suatu sifat disebut berlaku hampir
dimana-mana ¢ almost everywhere > disingkat h.d bila sifat
tersebut tidak berlaku hanya pada himpunan yang berukuran

nol.

Sejalan dengan definisi  di atas, suatu fungsi ¥
disebut sama dengan g hampir dimana-mana ¢ f = g h.d D

bila f dan g didefinisikan pada daerah asal yang sama dan

m { x| FfCx0 # gCx> .} = O. Sedangkan barisan Tungsi < fn,>~
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disebut konvergen ke fungsi & hampir dimana-mana C f — 5
. n
h.d ) bkila untuk semua % dimana § didefinisikan berlaku

f (%D —a  glxD, kecuali pada % € E dimana mCED = 0.
n

TeoremaVIV;B.ﬁ : Jika f adalah suatu fungsi terukur
dan f =& h.d, maka g juga terukur.

Bukti : Misalkan E = { x| fI(xD = g(xD }  Perhatikan
bahwa { x| gCx> > a } = { x| [0 >oe V- [ { x = E|] glx> =
a Y u . { % = El.ng) > a } 1. Suku pertama ruas kanan

terukur sebabk f Lterukur, sedangkan { x € E| g(x0 £ «a @
RN

{ v e BE|] 8(xD > o'} < E juga terukur. Maka { x| gC(x> > a }

terukur. §

Teorema IV.3.7 : Jika E himpunan terukur dengan mCED
berhingga dan < fn >  barisan fungsi terukur vang
didefinisikan di E, dan f fungsi bernilai real vang
terukur sedemikian hingga untuk semua x < EH, fanD~—» FExD
maka untuk  sebarang £ > O dan & > O ﬁerdapat nimpunan
terukur A < E dengan mCAD < & dan N = N sedemikian hingga
untuk semua x € E - A dan n = N,

| fan) =1 A€ ST GRS

Bukti : Diberikan & > O dan & > O,

Misalkan G = { x e E : |f (30 - fGO| 2z e }, dan
0
E = U &.
N n
n=N

it

{xeE: |[fOO - fOO] z e untuk suatu n = N }.
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Jadi untuk semua N « N, EN+1 < EN. Untuk. sebarang x = E

diketahui fanD —+  fCx>, maka | fr;Cx) - flx> | < &.

Dengan demikian jika x = E maka terdapat E sedemikian
n
rupa sehingga = & E _, jadi n EN = cb dan menurut teorema

N
IvV.1.2.8, lim mC E_D> = 0.
N——00
Maka untuk & > O yang diberikan, terdapat N € N sedemikian
rupa sehingga m C EN“ 3> < & Jadi,
m[{x e E :[fanD - fCxD2] 2 &, untuk suatu n = N }] < 6.

Sehingga, kbila A = EIN, maka m C&> < 5. Dengan demikian

A = § x e E ¢ |f (x> - fCx>]| X £ , untuk semua n = N }.
18]

Terbukti untuk semua x e E - A, terdapat N « N sedemikian'

hingga untuk semua n = N, | _,r’an) = fCxD | < 5‘.

Definisi IV.4.5 : Barisan fungsi terukur < fn > yang
didefinisikan pada himpunan terukur E disebut konvergen
titik demi titik ( poi'r-:twisie 2 ke fungsi f bila  untuk
sebarang £ > O dan setiap x = E, terdapat N & [N sedenikian
hingga untuk semua n = N berlaku | ,r’an) - fix> | < &.
F‘qngsi fn ini disebut konvergen seragam ke f bila untuk
sebarang & > O terdapat N & IN sedemikian hingga untuk

semua n = N dan semua x = E, | fan') - flx> | < e

Jelas bahwa tecrema IV.3.7 akan tetap berlaku bila
f konvergen ke f titik demi +titik h.d pada himpunan -
n . )

terukur E.
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Teorema IV.3.8 ( Egoroffd ¢ Bila < f > barisan

e} ..

fungsi terukur yang konvergen dimana-mana ke fungsi f
bernilail real pada himpunan terukur E dan m (E> < w, maka

untuk sebarang 7 > 0, terdapat himpunan terukur A < E

‘dengan m €AY < p sedemikian hingga fﬁ konvergen seragam ke

f di E - A.
Bukti : Menurut teohéma IV.3.7, untuk sebarang £ > ©
dan & > O terdapat himpunan terukur A < E dengan m CA> < w
dan N € N sedemikian hingga untuk semua X &« A dan n = N,
l 'fnch - fCxD | < s.

-n

Misalkan diberi e = ‘on dan 6n 13- Dapat kita cari

I
[

. - o ) | s
himpunan A dengan m C A 3 ¢ 2 7 dan N & N sedemikian
n n mn 3

hingga untuk semua x < An dan k = Nn berlaku

o Y 1
| fk_Cx) 2 RO ¢ 1T
w e _
Rila A = U A, maka dari sifat terjumlah terbilang pada
N :
=1
o o)
" m diperoleh , mCAD = £ mCAD < £27p < .
n= 4 8] n= i .

Untuk s vang diberikan dapat dicari w Sedemikian hingga
Loy { £. Bila x & Am untuk k = Nm maka dipenuhi

[_'fk - T A=, < -
Bila x & A‘maka untuk semua n € N, x & An s Jadi x & Aﬁ.
sehingga terdapat N sedemikian hingga berlaku:

m
CYkZN D, | 00 =~ fGO | <o,

vang berarti fh konvergen seragam ke f.E
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INTEGRAL LEBESGUE

Untuk melenékapi _pembicaraan teori ukuran pada bab
sebelumnya, berikut ini akan dibahas dasar-dasar
pengintegralan menurut H. Lebesgue yang kemudian dikenal
sebagai Integral Lebesgue. Pembicaraan mengenal integral
Lebesgue ini akan kita batasi hanya pada fungsi ﬁerbatas
vang didefinisikan pada himpunan »terbatas dengan ukuran
berhingga. Selanjutnya kita akan melihat kembali definisi

integral menurut Riemann.

V.1.. Integral Lebesgue Fqngsi Terbatas pada AHimpunan
| dengan Ukuran Berhingga.
¥.1.1. Fungsi Karakteristik.
Fungsi x pada himpunan E yang~dinotasikan dengan xﬁ

dan didefinisikan sebagai berikut,

b 4B =

1, jJika x € E.
G0 =

P , jika x &« E.
disebut fungsi karakteristik ( characteristic funection )

dari himpdnan E. Bila EL adalah himpunan bagian dari E

: ™
sedemikian hingga E = igi EV jelas bagi kita bahwa

kombinaéi linear -
n.
e (x) = .2, a. XEL(X),

merupakan suatu fungsi sederhana.

B9
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Bila ¢ adalah fungsi sederhana, { Bis Bys .., B }

adalah himpunan nilai fungsi ¢ yang tidak sama dengan nol,

dan A, = { X : oe(x) = a, }, maka

disebut bentuk kanonik dari ¢.

V.1.2. Integral Fungsi Sederhana.

. n‘ . .
Bila ¢ = L§1 a . X, adalah bentuk kanonik dari fungsi

L 5

sederhana dan terbatas ¢ yang didefinisikan pada R, maka

integral Lebengeyp pada R didefinisikan sebagai berikut,

n

[ e (x)dx = Z a. m( A).
2 .

L=41
Karena m(A. ) fungsi bernilal renl tal  pomaiid
f @ () dx anga berniial tak negatif bila ¢ = @ h.d.

R

Selanjutnya, f e (x) dx ditulis dengan f ¢ saja. Bila E
R _ _

adalah suatu himpunan terukur di mana ¢ didefinisikan,

maka integral ¢ pada himpunan E didefinisikan sebagai,
fe=[e . x.
_ E E
Bentuk ini digunakan pula untuk menyajikan bentuk non

kanonik.

n )
Teorema V.1.2.1 ¢ Bila ¢ = L§1 8- Xp s dimans E.L
i

adalah himpunan-himpunan terukur yang saling asing dengan

ukuran berhingga, di mana @ didéfinisikan, maka

n .
fgo: iZy aL . m (EL)

L
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Bukti : Misalkan Aa': {x : ¢ (x) =a } = E..

Dari sifat terjumlah berhingga m akan kits peroleh

a . m ( Aa )y = §a a. .

a L m(Ei,)'

Sehingga,

Teorema V.1.2.2 : Bila ¢ dan ¥ adalah dua fungsi
sederhana dan terbatas, maka f ( ae + by ) = a f © + b f Y,

" Bila ¢ > w h.d, maka f o = f .

Bukti ¢ Misalkan A At} dan { BL }7 adalah himpunan

vang terbentuk dari hentuk kanonik ¢ dan vy, dengan a

0]
dan.B° masing-masing adalah himpunan dimana @ dan W
bernilai nol. Dengan mengambil AN Bj = E}c untuk - semuna

i,j akan kita peroleh himpunan terukur { Ek }:=1 vang

saling asing, sehingga ¢ dan ¥ masing-masing dapat

dinvatakan sebagai berikut

_ N N
Maka, a¢ + by = a k§1 a, xEk<+ b k§1 bk xEk
N
= k§1 ( a a, + b.bk ) xEk.
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N
) +b T b . m( Ek Y.

I8
o
—
5
+
o
—
€

Selanjutnya, bila ¢ > w h.d dengan ¢ dan w adalah fungsi
tak negatif, maka, [ ¢ - fw=[ (e -w) 2 2. Dengan

demikian f e = fw.l

Teorema V.1.2.3 : Bila f adalah fungsi terbatas yang
didefinisikan pada himpunan terukur E dengan m( E ) < ¢,

maka inf W= éup e,
f‘Swf fi'cof

untuk fungsi-fungsi sederhana ¥ dan ¢, adalah syarat pérlu

dan cukup agar f terukur.

Bukti : Andaikan f fungsi terukur dengan |f] £ M  dan

E & { x + EM > oroxy o> &~:'M} ., untuk bilangan bulat

k dengan -n = k = n. Tampak bahwa Ek terukur dan EL 8 Ej

= ¢ untuk i # j. Bila E = W o E ., maka menurut sifat

terjumlah berhingga darivm diperoleh

n

Zn m ( Ek > =m ( E ).

k=- .
Fungsi sederhana v dan e yang dldeflnlslkan dengan
n
- M
w o (x) = = |z k.x_ (x) dan ‘

k

n
e () = = k§_n (k 1)-XEk(X)
memenuhi @n(x) £ Ff(x) = wn(x). Jadi,
' n

LEo kem( E).

3 1%

inf [y = [ v =
Sy E E
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M g}
< - — . —_
sementara i&g g e = g .= k§_n (k 1).m(Ek).
Sehingga
N ,
. M ,
@ <inf [¥ -sup feo = = £ (k-k+1)n(E ).
Fp o n k=-n ) k
M
- m{( E ).
Karena n sebarang, maka
® =< inf f ¥ - sup f © =0
<y E 2o E
- Dengan demikian, inf f ¥ = sup f e.
' ‘ : <y E Ze E
Misalkan inf f w o= supbf © = A.
w=zf E ©=f E
Maka dapat dicari fungsi séderhana w - dan »  sedemilkian
Bingss g fx)Y = F (%) % ¢ (x)., Diberikan &£ = il 7, maka
o LR, n
terdapat ¥ dan ¢ sedemikian hingga inf IAwh <P § ,
) <y E
g}
: £ .
dan sup p > A - 3 . Sehingga,
£ = BE 8
e it e el = S

Bila A, = { x € E| ¢ (x) < ¥ (x) - 2}, dimana ¥*  adalah

. .
inf ¥ dan ¢ = sup ¢ _, maka A = g A = {xI@*(x) < w*(x)}
f$ya " f20, 7 :

dan Aé e { x € E| @n(x) < wn(x)'— 5 +. Kita dapatkan

hubungan,

1 = 1

pomCA, ) cm CA Y = [ v e < [y, - e <
, v A

3¢

Jjadi, m ( Av )y < Untuk semua n, berlaku@n <= ¢ =y
' X ! .

< . - —- -

=¥, maka pada Av berlaku v eo> Y © > 5> sebab

A = U'Av . Sehingga menurut sifat sub-terjumlah terbilang
t2) , 2
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.m diperoleh tm (A ) = 2 omo( Au Yy = @, jadim (A )Y = @&,

bR
Jadi ¢ = w - kecualil pada A, dengan demikian ¢ = f = w
kecuali pada himpunan dengan ukuran nol. EKarena < LD

dan < £ » adalah barisan fungsi terukur, maka menurut

* * : s ,
teorema V.1.2.3, ¢ dan w terukur, jadi F terukur.

yvang didefinisikan pada himpunan terukur E dengan mn(E)

berhingga maka intzgral Lebesgue dari  fungsi £ pada E

Untuk selanijutnysa f Flxy dx ditulis dengsan f f sajs,
E E '

] )
dan bhila E =.la, kl, maka j Fditnliskan sebagai f r.
St ] =1

V.1.3., Sifat-sifat Integral Fungsi Terbatas

+
L

Berikut ini akan kita lihat sifat-sifat penting vang
berlaku pada integral fungsi terbatas. Bils £ dan g
adalah dua fungsi terbétas dan tervkur yvang didefinisikan
pada himpunan terukur E dengah m( E 3 < @, maka wmudah

dimengerti berlakunya sifat-sifat berikut

1. f'{ af +bg)=a [ Ff + b f .
E E E

2. Jika £ £ g h.d, maka [ £= [ g.
. E E

74
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3. Jika K £ £=< 1L, maka K.m( E ) = [ £=< L.u( E ).
E ’ :

4., Jika A dan B adalalh dwa himpunan terukur vyang

saling ‘asing dengan ukuran berhingga, mska
[ r=[r + [~
AUB A B
Teorema V.1.3.1 ( Teorema Konvergensi Terbatas > : -
< f; > barisan fungsi terukur vyang didefinisikan pada

himpunan terukur E dengan m({( E ) < w, dan terdapat M e =

A

sedemikian hingga ( ¥ n =N ) { ¥ x € E ), | f;(x} | M.

Jika ( ¥ x €« E ), £ {x) = 1linm f;(x},,maka
n———20
g 8 1 = ) -
S g aign [ £
B n (0 i

Bukti : Menggunakan tecrewma IV.4.7,  jika diberi = » @

5
) o 5 ol RS R TR . o ! N [y Y T Ty e e [, .
dan & = :E', Maka Teraapdalt v <= Uy aan hlmpuuau terukur

A < E dengan m(A) < & sedemikian hingga untuk semuas n = N

dan x €« E - A berlaku

P £F(x) = F (x) | <&
Dengan demikian, | f 7 f A=Y f ( £ - £
E E E
s [ 1 f - Ff 1
¥ n
E
:flfn-f|+f|fn_fi
E-A A
& &
(¢ =+ — = £
2 2
Karena € > @ sebarang, maka | f f; - If - = @, vyang
E E

berarti [ £= lim [ £ .§
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V.2. Integral Riemann
Fungsi £  vang Lerbatas dan bernilai real
didefinizikaan pada interval [ a, b 1. Partisi P pada
interval [ a, b 1, yvaitu{a =x, x, x., ...., ¥ = b L
- (8] 1 2 mn
sedenikian hingga a = X X, < ... < X = b, membhagi

[ 2, b 1 dalam n sub inLerval. Bilaiﬂ = sgp):f {(x)

< .
1—1 1
dan il = inf (%3,  maka
L 3. <M AX
L —1 L
ia} m P
- - r ) (e
S X, — K. 3.7 13 5= 3 X, X 1
L= 4 /, L1 l1&. 1 n vt=1 ( L _\L—l) lT‘L
masing-mnasing disebut Jjumlash atas dan Jumlah bawah
Riemann. Sedangkan bilangan-bilangan
.‘.‘J N, .
Rf_ f (x3 dx = inf &, dan
& > . -
- RI Fi{x) dx = sup s
oo
dimans  supremam -dan  infimom diambil atas semua sub
interval dari [ a, b 1, mwmasing-masing disebut integral

atas dan integral bawah Riemann dari fungsi f pada

interval [ a, b 1.

Definisi V.2.1 : Fungsi terbatas f hernilai real vang
didefinisikan pada interval [ a, b ] disebut terintegral

-

Rieman { Riemann integrable ), bila

b ~ o
Rf. f(x) dx = R [ f(x) dx,
dan nilai integral Riemann dari f pada [ a, b ] adalah

sama dengan nilai integral atas atau  integral bawsh

b

Riemann yang kemudian kita tuliskan sebagai R f f {(x) dx.
- a
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Bila % adalah suatu fungsi tangga, yaitu y (x) = kL
untuk X, _,< X <X, maka X <59p¢“f(x)- = " <ir)gf(x’f(x)
: R § L ) -1 L
: . N , ,
sehingga, Rj'w (x) dx = i§1 kf( X, - X, ). Jadi,
2 ,

bila w fungsi tangga pada [ a, b 1 dimana v (x) =2 Ff (x)

untuk semua x € [ a, b']l, maka berlaku

b : b
RI f (x) dx = inf Rf w (x) dx.
a . ffy «a

Sedangkan bila ¢ fungsi tangga pada [ a, b 1 dan ¢ (x) <

f (x) untuk setiap x € [ a, b ],VMaka

b b
Rf £ (x) dx = sup Rf ¢ (x).
a fZe a
Teorema V.2.1 : Misalkan £ fungsi terbatas yang

didefinisikan pada [ a, b }. Bila f terintegral Riemann
pada [ a, b 1, maka F terukur dan
b b
Rf £ (x) dx = [ F (x> dx.
Q a
Bukti : Misalkan ¢ dan ¥ adalah dua fungsi tangga
dimana ¢ < f dan ¥ = £, maka berlaku
— b : b
R° £(x) dx < sup [ @(x) dx = inf [ w(x) dx < R[> £(x) dx.
[o SEEE < > Q
P=f a yZf a i

Karena f terintegral Riemann, maka,

Rf‘: £(x) dx = R[S £(x) dx,

b b )
Jadi Rf f(x) dx = f f{x) dx, dan menurut teorema V.1.2.3
a [+ 4 ) .

fungsi £ terukur.l
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Contoh 1 : Diberikan fungsi £ dengan daerah asal [ =,
b ], dan untuk semuwa x € [ 'a, b 1, Ff(x) didefinisikan

sebagal berikut,

1 , jika x rasional.
f(x) = { :
1%/ , Jika x irrasional.
Integral atas Riemann fungsi f adalah

n

Rf f(x) dx = inf T ( x - X

n
= inf £ A x .
L =1 t

) M

(I | i’

= b - a.

Sedangkan integral bawah Riemann fungsi £ adalah

11
£}
o
o
M 3
~
»
!
»
~
=

Rf f(x) dx

Rapmrng EI Foown vl & ?I Foda oy ol makhlfungsi F ini tidak

terintegral Riemann.

Contoh 2 ¢ Jika ® adalah himpunan semua  bilangan
rasional pada interval [ @, 1 1, maka fungsi Ff di atas
tidak lain adalah fungsi karakteristik darir®, yvaitu xé.
Karena @ adalah himpunan terbilang, menurut contoh Iv.Z2,
n(®) = @. Sehingga, [ £= [xg=m( ®)=0. Jadi F£
terintegral—Lebesgue dengan f f = 0. |

Contoh 3 : Misalkan ® himpunan semua bilangan

rasional pada interval [ &, 1 1, maka ® dapat dituliskan

sebagai { T, Ty Yo ¥. Bila < f; > .suatu barisan
fungsi dimana untuk untuk semua n e N, £ didefinisikan

sebagai berikut
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2, A n’

‘ 1, untuk x = r., T
£ o(x) = {

@ , untuk x yang lain.

Bila f adalah fungsi pada R yang didefinisikan dengan

f(x) =

)

{ 1 , untuk x rasional.
® , untuk x irrasional.

maka lim f; (x) = Ff(x).

Pada contoh V.2 di atas telah ditunjukkan bahwa f Ff = @.
_Sedangkan I £ o= 1n({r sy speeas X .

= 9.

Jadi, lim [ £ = [ r.

n———00
Sekarang diberikan £ > @ sebarang. Untuk semua r € @ -

dapat dicari interval ( g _ £ ) yang memuat r. dengan

1’ 1
P n
e, g sehingga § = £ ( EL.— §a )M, .
n
= = 1
t=4 2L
= S0

Karena £ > @ sebarang, maka 5 = 8, sehingga

R[ £ (x) dx = inf § = @.

Sedangkan inf £ (x) = @, sehingga R[ £ (x) dx = @.
Dengan demikian f; terintegral Rieman dengan Rf f; = @,
sehingga

lim Rf £ (x) dx = @.

n—--—0
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BAB VI

KESIMPULAN

Sistem himpunan dalam kaitannya dengan teori ukuran
membawa kita pada semiring sebagai suatu sistem himpunan
paling sederhana di mana dapat dibangun ukuran.

Berbicara tenfang ukuran Lebesgue vang merupakan
perluasan konsep .panjang interval pada K, kita akan
dihadapkan pula pada fungsi himpunan yang disebut ukufan
luar Lebesgue. Perbedaan antara kedua fungsi himpunan ini
terletak pada sifat yang dimiliki. Pada ukuran 1ﬁar
Lebesgue, fungsi himpunan dapat- terdefinisikan untuk semua
himpunan bagian’ R, tetapi fungsi himpunan‘ ini tidak
memenuhi sifat terjﬁmlah terbilang sebagaimane ada pada
ukuran Lebesgue. Pada hal sifat ini dipenuhi oleh panjang
rihterval untuk himpunan-himpunan bagian R yang saling
asing. Tetapi, ukuran luar tersebut akan memenuhi sifat
terjumlah terbilang apabila daerah definisinya dibataei
pada suatu keluarga himpunan bagian dari keluarga semua
himpunan bagian R, yang memiliki’ struktur matematis
aljaber—O.

Suatu himpunan terukur dapat. dihampiri oleh suatn

himpunan terbuka atau tertutup, dan suatu fungsi terukur

dapat dihampiri oleh suatu fungsi tangga atau
fungsi kontinu. Kenyataan ini membawa kita pada suatu
cara pengintegralan menurut H. Lebesgue yang kemudian

89
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dikenal sebagal integral Lebesgue,.
Integral Lebesgue mempunyal sifat yang penting, yaitu
jika (K f; > adalah bérisan Fungsi-fungsi terukur vang

konvergen ke fungsi f, maka 1lim f f; ada dan sama dengan
: n——— o0

f £. Sementara itu, pada pengintegdralan menurut Riemann,

lim f f;vbelum tentu ada.

n——00
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