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ABSTRAIK,

Vektor dalam ruang berdimensi-2Z (bidang) dan dalam
ruang berdimensi-3 (ruang) secara aljébar dapat diperluas
menjadi vektor dalam ruang berdimensi-n, yang kita sebut
ruang euklides berdimensi-n (Rh}. Dengan operasi penjum-
lahan dan perksalian dengan skalar yahg didefinisikan,
vektor~vektor dalam R" ini mempunyal sifat-sifat seperti
bilangan real. Dengan mengambil sifat-sifat penting dari

“vektor dalam Rh, dapat didefinisikanAsuatu sistem aljabar
vang disebut ruang vektor, yaitu suatu himpunan tidak ko-
song bersama dengan operasi penjumlahan dan perkalian de-
ngan skalar yang didefinisikan  pada himpunan tersebut,
dan memenuhl aksioma-aksioma tertentu. Konsep-konsep yang
renting dalam ruang vektor meliputi: subruang, kombiﬁasi
linear, rentang, himpunan perentang, dependen linear, in-
dependen linear, basis dan dimensi. .

Pengertian-pengertilian panjang, Jarak, sudut dan ke-
tegaklurusan antara dua Vektor pada bidang (Rz) dan pada
ruang (Ra) dapat digeneralisasi ke dalam R". Pengertian-
pengertian tersebut secara aljabar dapat didefinisikan
dengan perkalian-skalar. Untqk itu perkalian-skalar pada
Rr? dan R? digeneralisasi menjadi perkalian-skalar pada
R”. Perkalian-skalar pada R" diabstraksikan menjadi per-
kalian-dalam pada sebarang ruang vektor, yaitu suatu ope-
rasi yang mengawankan setiap pasang vektor dalam suatu
ruang vektor dengan suatu bilangan real, dan memenuhi
syarat-syarat tertentu. Dengan perkalian-dalam pads suatu
‘ruang vektor ini, pengeftian—pengertian norma, jarak, su-
dut dan ortogonalitas pada suatu ruang vektor dapat -dide-
finisikan. Ortogonalitas dapat dipandang sebagai suatu
abstraksi dari konsep ketegaklurusan pada ‘suatu ruang
?ektor dengan perkalian—dalam. Pembahasan tentang ortogo—
nalitas dalam ruang vektor ini meliputi: Subruang—subru—
ang yang saling ortogonal dalam Rh, himpunan ortonormal,
basis ortonormal, proyeksi suatu vektor pada suatu subru-
ang dan proses Gram-Schmidt. Konsep ortogonalitas ini da-
pat digunakan untuk menyelesaikan masalah kuadrat terke-

cil.

vii
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BAB |

PENDAMULUAN

Secara geometrisrsetiab vektor dalsm ruang berdi-
mensi-2 (bidang) dengan menggunakan sistem koordinat kar-

tesian dapat dinyatakan sebagail ruas garis berarah dengan

titik pangkal (0, 0) dan titik ujung (A&, z%).‘Vektor ini

dapat dinyatakan dengan matriks berordo 2 x 1, vyaitu

X

X
{ 1}, dengan x, dan x, bilangan~bilangan real. Penjum-

lahan vektor dengan hukum jJajaran genjang dapat dikaitkan

- dengan penjumlahan matriks, dah perkalian dengan skalar

pada.vektor dapat dikaitkan dengan perkalian skalar de-
ngan matriks. Himpunan semua.vektor dalam bidang ini se-
cara aljaéar mempunyai sifat-sifat seperti pada himpunan
semua matriks berordo 2 x 1.

Gagasan-gagasan dalam ruang berdiménsi—Z tersebut
juga berlaku untuk ruang berdimensi-3. Walaupun visuali-
sasi geometrik tidak melebihi dimensi?B, tetapl kita da-
pat memperluas banyak gagaéan vang sudah kita kenal
hinggsa melebihi dimensi-3 dengan membahasnya secarsa alQ

Jjabar. Ruang berdimensi-n akan didefinisikan sebagai him-

punan semus matriks berordo n x 1, yang selanjutnya akan

disebut ruang euklides berdimehsi-n (Rh). Operasi penjum- .

lahan dan perkalian dengan skalar dalam R" akan didefi-

‘nisikan sebagai operasi penjumlahan matriks dan perkalian

skalar dengan mastriks.

Vektor-vektor tersebut akan diabstfaksikan menjadi

vektor abstrak, yvang didefinisikan berdasarkan sifat-si-
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fat penting vektor-vektor itu. Untuk itu akan didefinisi-

. kan secsra aksiomatis suatu sistem aliabar vyang disebut

ruang vektor. Aksioma-aksioma sistem tersebut dipilih de-
ngan mengabstraksikan sifat-sifat - penting dari vektor-
véktor péda R". Elemen-elemen dari ruang vektor ini akan
disebut vektor, yang bisa berupa matriks, fungsi, polino-
mial dan sebagainva.

Dalam ruang berdimensi-Z secsara geometris didefini-
sikan perkalian-skalar antara dua buah vektor u dan v se-
bagai berikut: u.v = lul Hyﬂ-cos e, ‘dengan lull dan- UvH
adalah panjang vektor—vektor u dan v, dan e adalah sudut
lancip antara u dan v. Perkalian-skalar ini banyak digu-
nakan untuk masalah-masalah yang melibatkan sudut antara
dua vektor dan panjang suatu vektor.

Dengan menggunakan hukum kosinus dapat ditunjukkan
bahwa perkalian-skalar yang didefinisikan di atas dapat
juga ditentukan dengan menggunakan représentasi vektor
secara aljabar, vyaitu jiké ru = (ui,szT'dan v = (%3
n;)T, makaru.v = av, ¥ ouv,. Hasil di atas Jjuga berlaku
ruang berdimensi-3. Hal ini memungkinkan kita untuk mem-
perluas pengertian-pengertian panjang, Jjarak, sudut dan
ketegaklurusan dari vektor-vektor dalam ruang berdimen-
si-2 ke dalam R". Eerkalian—skalar'pada ruang berdimen-
si-2 kemudian skan digeneralisasi menjadi perkalian-
skalar pads R" vang akan digunakan untuk mendefinisikan
pengertian panjané, Jjarak, sﬁdut dan ortogonalitas (kete-
gaklurusan) dalam ?n.

Perkalian-skalar pada_ R" kemudian diabstraksikan

menjadi perkaslian-dalam pada ruang vektor, yaltu suatu

e )
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operasi yang mengawankan setiap pasang vektor dalam suatu
ruang vektor dengan suatu bilangan real, dan memenuhi
syarat-syarat tertentu. Syarat—sya;at ini diambil dari
sifat-sifat penting perkalian-skalar pada R". Déngan per-
kalian-dalam yang didefinisikan pada suatu  ruang vektor
akan kita defiﬁisikan pehgertian norma, Jarsk, sudut dan
ortogonalitas dalam suatu ruang vektor.

Tulisan ini akan diawali dengan membahas suatu topik
vang akan banyak kita bicarakan dalam tulisan ini, yvaitu
Sistém persamsan linear dan metode eliminasi untuk menye-
lesaikannya. Aljabar matriks selanjutnya akan dikembang—

kan dan dikaitkan dengan metode eliminasi melalui ekuiva-

lensi baris. Kita perhatikan juga sistem persamaan linear
/

homogen dan beberapa sifat-sifatnya. Sifat-sifat dari ma-

triks yang berhubungan dengan masalahr sistem persamaan
linear juga akan kita bahas.

Selanjutnya akan dibahas definisi dan konéepfkonsep
penting dalam ruang Vektor; Kita awsalili dengan membshas
ruang euklides berdimensi-n (R") yang meliputi: sifat-si-
fat vektor dalam R" dan perkalian-skalar dalam R beserta
sifat—sifatnya. Kemudian didefinisikan ruang Vektorr dan
dibahas juga tiga sifat mendasar dari ruang vektor. Kon-
sep-konsep penting dalam ruang vektor yang akan kita bi-
carakan-meiiputi: subruang, kombinasi linear, rentang,
himpunan perentang, dependen linear, indepénden linear,
basis dan dimensi. Akan kita perhatikanrsecara khusus dua
subruang yang diperoleh dari baris dan kolom dari suatu
matriks, vang dapat digunakan untuk mempelajari suatu

sistem persamaan linear.
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Mengawall pembahasan tentang ortogonalitas, akan di-
definisikan pengertian panjang, Jjarak, sudut dan ortogo-
nalitss dalam R". Akan kita perhatikan duas bush ketaksa-
maan, pengertian vektor satuan dan hukum Pythagoras. Pe-
ngertian saling ortogonal dua buah vektor dalam R" selan-
Jutnya akan digunakan untuk mendefinisikan dua buah sub-
ruang yvang saling ortogonal dalam R". Dalam pembahasannya
Jjuga akan dibicarskan tentang komplemen ortogonal dari
suatu subruang dalam R".

Perkalian-skalar dalam' R" ~selanjutnya akan diab-
straksikan dengan mendefinisikan perkalian-dalam pada su-
atu ruang vektor. Hal—ﬁal vang dibahas dalam R" dengan
perkalian-skalar kemgdian akan diabst;aksikan dalam ruang
vektor dengan perkalian-dalam. Konsep ortogonalitas dalam
R” akan digunakan untuk meﬁyelesaikan masalah{ knadrat
terkecil dalam R", yaitu menentukan pendekatan terbaik
penyelesaian sistem persamaan linear dengan lebih banyak
persamaan dari pada variabel, vyang pada umumnya tidak
mempunyai renyelesaian. Dalam suatu ruang vektor dengan
perkslian-dalam selanjutnya akan dibahas tentang basis

ortonormal dan proyeksi suatu vektor pada suatu subruang.

- Konsep ortogonalitas dalam ruang vektor dengan perka-

lian-dalsam akan digunakan untuk menyelesaikan masalah ku-
adrat terkecil dalam ruang vektor dengan perkalian-dalam,
yaitﬁ mencari suatu vektor dalam suatu @ subruang, vyang
"paling dekat"” dengan suatuiﬁektor yvang telah ditentukan.

Kemudian akan ditunjukkan bagaimana basis ortoﬁormal
dapat dibangun melalui suatu proses. Dengan proses terse-

but akan kita lihat bahwa suatu matriks dapat difaktorkan

4
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menjadi suatu_hasil kali matriks déngan kolom-kolom orto- -

normal terhadap perkalian-skalar dalam R” dan suatu ma—
triks segitiga atas vang invertible. Faktorisasi ini akan
sangat membantu dalam penyelesaian masalahvkﬁadrat terke-
¢il dalam R". Tulisan ini akan diakhiri dehgan memberikan
suatu modifikasi dari proses tersebut, yang dapat membe-
rikan hasil yang lebih akurat dengan menggunakan perhi—

tungan numeris dengan ketelitian berhingga.
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BAB Il
MATRIKS DAN SISTEM PERSAMAAN LINEAR

1. Sistem Persamaan Linear

Sebuah garis dalsm bidang-xy secara aljabar dépat
dinyatakan dengan persamaan yvang berbentuk:
| a x + 8,y = b
di mana & . a, dan b adalah konstanta-konstanta real,
dengan a, dan a, tidak bersama-sama sams  dengan nol.
Per=samaan semacam ini kita namakan peréamaan linesar
dalam variabel x dan y. Secara lebih umum, rakan kita
definisikan persamaan linear dalam n variabel X, X,
ca X, dan akan kita bahas juga sebuah metode untuk
menyelesalkan sisteﬁ m persamasn linesar dengan_n Vari;

abel.

Definisi 2.1.1.

Persamaan linear dalam n variabel X oo X, .0, X a-~

dalah persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentﬂk:

a, X +oax +o... +ax = s}
dimana B, B,y ... s B dan b adslah konstanta-kon-
stanta real, dengan 3, 8,5 ... B tidak bersanz-sans

sama dengan nol.

Definisi 2.1.2.

Suatu sistem persamaan linear m x n adalah himpunan m

per=samaan linear dengan n varilabel, yang dapat dinya-

takan dalam bentuk: a  x + & x + ... + a x = b,
a, x +a _x + ... + a, x =b
21 14 22 2 2Zn n 2
(1> . .
a x + 4 J =
81y + 82z mnTn bm
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dl mans a,_ . &8 _, ... , &, dan b. "adslah konstanta-
L% § 12 n 1

konstanta real, dengan B, By s 'aLh +tidak bersa-

ma-sama sama dengan nol untuk 1 =z 1, 2, ..., m.

Dalam sistem perssamaan linear m % n, dapat terja-

dim=n, m>n atau m < n. Apabila o=t x, =t

x =t . di mana t, t,, ..., t_ adalah konstan-

e n 2

ta konstanta real yang memenuhi semua persamaan linear
dalam sistem tersebut, maka pasangan berurutan (ti,

té, - th) disebut penyelesaian dari sistem_ persa-

maan linear tersebut. Apabila sistem persamaan linear
mempunyai penyelesaian, maka sistem persamaan linear
tersebut dikatakan fkonsisten. Sedang apabila tidak

mempunyai penyelesaian sistem persamaan linear terse-

but dikatakan tidask konsisten. Sistem vyang konsisten
dapat mempunyai tepat satu penyelesaian atau mempunyai .

hbanyak penyelesaian.

Sistem persamaan linear (1) di atas dapat ditu-

lis dengan notasi matriks‘sebagai berikut:

’— au 8‘12 A 8’1n ] r Xi r b1 i
a21 azz N R aZn Xz = ’ bz
a. a L 1B xi b

L ™t ™m2 mn J L n J | m J

Atau lebih singkat ditulis AX =B, dimana A (aﬁ)

yaitu'matriks koefisien, X = (#1, Xyo cves X0 dan
B = (b, b, BT
Kita ingat bahwa transpose daril matriks A = (au)'
berordo m x n adalah matriks B = (bﬁ) berordo nx n
yang -didefinisikan dengan bj.L =8, unituk j =, 1, e
ndan i =1, ..., m. Transpose dari A dilambangkan

dengan AT dan dibaca "A transpose"
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rJika pada matriks koefisien A kita tambsahkan satu

T

kolom tambahan valtu matriks B = ( bi, b2, e bm)

sebagal kolom terakhir, maka kita dapsatkan matriks se-

bagai beriknt: f a,, a,, -.- B, b1
8‘21 8‘22 e d'2n bz
L ami amz v amn bm

Métriks ini kita sebut métriks yang diperbesar.

Dua sistem persamaan linear yang banyaknya vari-.
abel gsama, dikatakan ekuivalen apabila setiap penyele;
salan sistem persamsan linear vang satu merupakan pe-
nyelesaian sistem persamaan linear lainnya, dan seba-
liknya. Dengan mengerjakan satu atau lebih operasi be-
rikut pada swvuatu sistem persamaan linear, akan dipero-
leh sistem persamaan linear yang ekuivalen:

1. Menukar tempét dua persamaan dalam sistem tersebut.

2. Mengalikan suatu persamaan dengan konstanta real
tak nol.

3. Menambahkan kelipatan dari satu persamaan pada per-
samaan yang lain.

Karena baris dalam matriks yang diperbesar bersesuaian

dengan persamaan dalam suatu sistem persamaan linear,

maka ketige operasi dl atas bersesualan dengan operasi

berikut pada matriks yang diperbesar:

1. Menukar tempat dua baris dalam matriks tersebut.

o

Mengalikan suatu baris dengan konstanta real tak
nol.
3. Menambahkan kelipatan daril satu baris pada baris

lain.

Operasi-operasi ini dinamakan Operasi-operasi Baris

Elemente:.
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g

Suatu matriks yang didapatkan dari matriks iden-
titas I dengan melakukan sebuah operasi baris elemen-

ter disebut matriks elementer. Suatu matriks B dikata-

kan ekuivalen baris dengan matriks A Jika ada suatu

harisan berhingga Ei, Ez, e s Ek dari matriks-matriks

2.

elementer, sedemikian hingga
B = Ek Ek_1 Lo E1 A.

Bentuk Eselon Baris

Untuk menyelesaikan suatu sistem persamaan linear
m X n, kita mengerjakan coperasi-operasi baris elemen-
ter pada matriks yang diperbesar dari sistem tersebut:
Dengan demikian matriks yang diperbesar itu diseder-
hanakan, sehingga sistem persamsan linear yang berse-

suaian dapat dengan mudah diselesaikan.

Definisi 2.2.1.

Sebuah>matriks dikatakan berada daslam Bentuk Eselon

Baris, jika mempunyai sifat-sifat berikut:

1. Bilangan tak nol pertama dalam'sétiap baris terse-

-but adalah 1 (yang kita namakan "1 terdepan”).
2. Elemen 1 terdepan dalam baris vyang lebih rendah
terletak lebih jawuh ke kanan dari 1 terdepan dalam
’baris yvang lebih tinggi.
3. Baris-baris yang seluruhnya terdiri dari nol, bera-

da di baris terbawah.

Jika pada ketiga sifat di atas.kita tambahkan satu si-

fat 1agi, yaitu:
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4. Dalam tiap kolom yang memuat 1 terdepan, elemen-e-
lemen lainnya adalah nol semusa.
maka matriks vang memenuhi ke-4 sifat di satas dikata-

kan berada dalam Bentuk Eselon Baris Tereduksi.

I————

Contoh 2.2.1.

Matriks-matriks berikut berada dalam bentuk eselon ba-

ris.
1 4 2 1 2 3 bl 1 3 1 §
0 1 3 § O_ 1 § 0 1 3
§ 0 1 § 0 0 0 § 0 §

Matriks-matriks berikut berads dalam bentuk eselon ba-

ris tereduksi.

1 0 0 1 0 0 0 1 2 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

Suatu matriks A berordo n x n disebut matriks se-

gitiga atas Jjika a = 0, untuk i1 > Jj, dan disebut na-

triks segitiga bawah Jjika au = 0, untuk 1 < 3. Sustu

matriks A berordo n x n disebut matriks segitiga Jjika

matriks tersebut merupakan matriks segitiga atas atan

matriks segitiga bawah.

Definisi 2.2.2,

Proses yang mentransformasikan suatu matriks ke bentuk
eselon baris dengan menggunakan operasi baris elemen-

ter disebut Eliminasi Gauss.

Sedangkan jika proses tersebut mentransformasikan sua-
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tu matriks ke bentuk eselon baris tereduksi, maka pro-

ses 1tu disebut EFliminasi Gauss-Jordsan.

Contoh 2.2.2Z2.

Selesailkan sistem persamaan linear berikunt dengan me-

nggunakan eliminasi Gauss-Jordan'!

x, + 3x, - 2x, + 2 = 0
2x, + 6x, - 5x - Zx  + 4x - 3x, = -1
5x, + 10x, b N

23; + BXx, +0B%y + 4x + 8% - Bk

Penvelesaian:
Matriks vang diperbesar untuk sistem ter=sebut adalah:

r ' - 7

N O N
o
[
[
an)
o
[
w0
w

6 0 8 4__'18 | sr |

!

Dengan menambahkan —2'kali baris ~pertama pada baris

kedua dan baris keempat kita dapatkan mstriks:

[ s L&z o 7y % O orrr
0 D dr Lt 0 -3 -1
o 0 510 D= 5

| 0 0. 4 8 0 18 5 |

Dengan mengalikan baris kedua dengan -1 dan kemudian
! menambahkan -5 kali baris kedus padg baris ketiga dan
; : -4 kall baris kedua pada baris keempat maka didspat

s matriks:
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] 0 0 0 0 0 B 2

Dengan mempertukarkan baris ketiga dan baris keempat
dan kemudian mengalikan baris ketiga dari matriks yang
dihasilkan dengan 1/8 maka akan diperoleh bentuk ese-

lon baris:

1 3 -2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 1 1/3

0 0 0 0 0 0 0

! J

‘Dengan menambahkan -3 kali baris ketiga pada baris ke-

dua dan kemudian menambahkan 2 kali baris kedua dari
matriks yang dihasilkan pada baris pertama, maka ‘akan

diperoleh bentuk eselon baris teréduksi:

( 1 3 0 4 2 0 0

0 U@ # 71 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1/3
L 0 0 0 0 0 0 0

‘Sistem persamasan yang bersesuaian adalah:

X, + Bxé + 4x; + 2x5 = 0
X, + Zx; _ = 0
X, = 1/3.

Variabel-variabel X, X, dan X yvang bersesuaian deng-

an 1 terdepan dalam bentuk eselon baris tereduksi ter-
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sebut kits namakan variabel terdepan. Sedangksn varia-

bel lainnys adalah variabel bebas.

Dengan menyelesailkan untuk variabel terdepan, kita da-

patkan: X, = —dxg - 4X; - 23%

X

5 —Zx;, X, = 1/3.

Jika kita andailkan x = r, X, = s dan x_ = t, maks:
x, = -3r - 45 - 2t dan x, = -2s.

Jadi (-3r -4s -2t, r, -2, s, t, 1/3) adalah penyele-
saian untuk sistem tersebut.

Sistem persamaan linear dapat diselessikan dengan
eliminasi Gauss, dengan meﬁgubah matriks yangrdipe?be—
sar ke dalam bentuk eselon baris tanpa meneruskaﬁ ke
bentuk eselon baris tereduksi. Sistem persamaan linear

vang bersesuaian diselesaikan dengan cara Substitusi

Balik.

Contoh 2.2.3.

Daril contoh 2.2.2 bentuk ‘eselon baris dari matriks

yvang diperbesar tersebut adalah:

r 1 3 -2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 1k 1/3
0 0 0 0 0 0 0

I |

Sistem persamaan yang bersesualan adalah:

X, + BXé - 2x§ + 2x 5 : = 0
X, + 23& + 3X6 = 1
X, = 1/3.

Dengan mensubstitusikan X, = 1/3 ke dalam persamsan
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kedua akan diperoleh: x = -3x + 2x - 2x
. 7 1 2 3 5
- | X, = —ZX;, X, = 1/3.
Dengan mensubstitusikan X, = —2x; ke dalam persamaan
pertama akan diperoleh: x = -3x - 4x - 2x
) 1 2 4 5
X, = —Zx;, X, = 1/3.

Pengerjaan selanjutnya akan menghasilkan penyelesaian

vang sama seperti pada contoh 2.2.2.

Sistem Persamaan Linear Homogen

Definisi 2.3.1.

Suatu sistem persamaan linear dikatakan homogen Jjika

konstanta pada ruas kanan semuanya sama dengan nol.

Sistem persamaan linear homogen mempunyai bentuk umum:

aiiza.+ 8, X, + ... + a.x = 0
a x + a8 _x + ... +a_x =20
21 1 22 2 2N n

8 X + a X, + ... + a x = 0.

Sistem persamaan linear homogen selalu konsisten

karena X, = g, X, = O B X = 0 selalu merupakah

penyelesaian. Penyelesaian ini disebut penyelesaian

trivial. Jika ada penyelesaian lain maka penyelesaian

itu disebut penyelesaian non trivial.

Teorema 2.3.1.

Suatu sistem persamaan Jinear homogen m Xx n mempunval

penyelesaian non trivial jika m < n.
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Bukti:

Benntuk eselon barié dari matriks yang diperbesar pa-
liﬁg banyak mempunyai m baris tak nol. Jadi paling ba-
nyak ada m variabel terdepan. Karena ada n variabel
dan m < n, maka pasti ada beberapa variabel bebas. Un-
tuk variabel-variabel bebas ini dapat ditetapkan nilai
sebarang yang gkan memberikan penyelesaian non trivial

pada sistem tersebut. n

Suatu matriks bujursangkar dikatakan non singular
atan invertible jika matriks tersebut Meﬁpunyai'invers
terhadap operasil perkalian matriks. Invers dari ma-
triks A dilambangksn dengan A *. Sedangkaﬁ matriks bu-
jursangkar yang tidak mempunyai invers péfkalian dise-
but matriks singular.

Kita tunjukkan bahwa invers suatu matriks bujur- .
sangkar adalah tunggal. Andaikan invers matriks A ti-
dak tunggal. Berarti selain A—1 ada matriks B = A™*

yvang Jjuga merupakan invers dari matriks A. Maka

1

yir=eg /i o § 10
(8" 8> B =1IB
A™*(A BY = B (B invers dari A)
A g F
A™* = B (Kontradiksi).

Jadi i1nvers déri suatu matriks adalah tunggal.

Teorema 2.3.Z2.

" Jika E adalah sebarang matriks elementer, maka E in-

vertible.
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Bukti:

1. Jika E adalah matriks elementer yang dibentuk dari
i dengan menukar tempat baris ke-i dan ke-j, maka E
dapat ditransformasikan kembali ke I dengan menukar
kembali baris-baris tersebut. Jadi E E = I yaitu E
adalah invers dirinya sendiri.

2. Jika E adalah matriks elementer yang dibentuk deng-
an mengalikan baris ke-i dari I dengan konstanta
real a = 0, maka E dapat ditransformasikan kembali
ke I dengan mengalikan baris ke-i1 dari E dengan
1/, Jadi E ! dipercleh dari I dengan mengalikan
baris ke-1 dengan 1/«.

3. Jika E adalah matriks elementer yang dibentuk dari
I dengan menambahkan kelipatan baris ke-i pada ba-
ris ke-Jj, maka E dapat ditransformasikan kembali ke
I dengan mengurangkanrkelipatanrbariS‘ke~i dari ba-
ris ke-j. Jadi E~* diperbleh dari I aengan mengu-

rangkan kelipatan baris ke-i dari baris kel F ]

Jiké_A dan B adslah 2 buah matriks n x n yang non

singular, maka A B juga non sihgular dan
(B* A" AB =B (A'A)B=B"B =1
(ABYB A"y = A BB A =aA" =1
b sehingga (A B) ' = B™* A™!, karena invers dari suatu
% matriks adalah tunggal. Jika E1’ Ez’ ce e Ek semuanya

matriks non singular, maka dengan induksi matematis

dapat dibuktikan bahws E1 E2 . Ek jugs non singular

dan (E_ E_ ... E > = E ... E E
LM T. e 2
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Teorema 2.3.3.

Jika A matriks n x n maka pernystasan-pernyataan beri-

kut adalah ekuivalen

(a) A non singular.

(b) Sistem persamaan linear homogen A X = O hanya mem-
punyai penyelesailan trivial.

{e) A ekuivalen baris dengsn 1.

Bukti:
(a) = (b)
Jika A hon singular dan X penyelesaian untuk A X = 0O,

& 1

maka: X = I X = (A" *A) X = a™%a X) = A% 0 - o0.

Jadi A X = O hanya mempunyail penyelesaian trivial.

(b) = (e) 7

Dengan operasi baris elementer, sistem dapat ditrans-
formasikan ke bentuk U. X = O, di mana U adalah bentuk
eselon baris. Jika salah satu elemen diagonal U adalsah
0, maks elemen 1 terdepan‘pada baris yang memuat ele-
men nol tersebut terletak di sebelah kanan dari elemen
nol ﬁersebut.'Untuk baris-baris di bawahnyé elemen-e-

lemen 1 terdepan terletak lebilh ke kanan dari baris di

atasnya,'sehingga untuk baris yang paling béwah tidak
ada elemen 1 terdepan. Jadi elemen-elemen baris vang
paling béwah nol semua. Sehingga sistem A X = O akan
! ekuivalen'dengan’sistem dengan lebih banyakb variabel

daril pada persamaan, dan karena itu menurut - teorema

2.3.1 akan mempunyai penyelesaian non trivial. Jadi U
harus merupakan matriks segitiga dengan elemen diago-

nal semua sama dengan 1. Sehingga eselon baris tere-
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duksi dari A adalah matriks identitas I. Jadi A ekui-
valen baris dengan I.

(c) = (a)
Jika A ekuivalen baris dengan I, maka ada matriks ele-

s ...; E  sedemikian hingga

menter Ei, E K

2
A=E E _, ...E I = E E__, ...E

1 1 -1 1°

Tetapl karena masing-masing E_L invertible, maka hasil

kali Ek Ek_i'... E1 juga invertible. Jadi A non singu-

= e BRI = ¢l -1
. E1) = E1 E2 o Ek . =

_1 1
lar dan A~ = (E, E __

Corrollary 2.3.4.

Sistem persamaan linear A X = B mempunyail penyelesaian

tunggal bhb A non singular,

Bukti:

( =)

Jika A non singular dengan invers A™', maka A (A" B)
= (A A" B=1B=B. Sehingga X = A" B merupakan
penyelesaian untuk A X = B. Andaikan Y = X juga’ meru-
pakan penyelesaian, maka A Y = B, sehinggar

1 o TR

A" AY=A"B
Y = A" B = X (Kontradiksi).
Jadi X = A" B merupzkan penyelesaian tunggal untuk

A X = B.

T )

Andaikan A X = B mempunyai penyelesaian tunggal Xi.
Andaikan A singular. Hakarmenurut teorema 2.3.3:
A X = 0 mempunyai suatu penyelesaian Z # 0.

Andaikan Y :'§1+ Z. Jelas bahwa Y # §1 dan
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AY=A(X +2)=AX +AZ=B+0=B.
Jadi Y jugsa suatu penyelesaian untuk'A X = B (Kontra-
dikei). Jadi haruslah A non singular. =
Berkaitan dengan determinan suvuatu matriks, kita

ingat teorema berikut, yang membantu kita untuk menen-
tukaﬁ bahwa suatu matriks berordo n x n singular atan

non singular.

Teorema 2.3.5.

Suatu matriks A berordo n X n adalah non singulaf bhb

det(A) = 0.

- Bukti:

(=)
Jika A non singular dengan invers A Y, maka I = A A~

).

1

Sehingga 1 = det(I) = det(A) det(A”
Jadi det(A) = O.

(e |
Andaikan det(A) = 0. Misalkan U adalah ‘bentuk eselon
baris tereduksi dari A, maka kita dapat mencari ma-

, E. . sehingga

triks-matriks elementer Ei,‘E "

2)
1 =1 -1

... E_ A=U, atau A = E° " E ... E " U.

1 i 4 k

Jadi det(A) = det(E,").det(E,")...det(E_").det(U) = O.
Jadi héruslah det(U) #.O. Maka U tidakvmempﬁhyai suaty
baris yéhg terdiri dari nol semué, sehingga U = I. O-
leh'kérena itu A ekuivalen baris dengan I, dan menurut

teorema 2.3.3: A non singﬁlar. ' =
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BAB Il
RUANG VEKTOR,

1. Ruang Euklides berdimensi-n

Vektor dalam ruang berdimensi-2Z dapat dinyatakan

: X
dengan matriks berordo 2 x 1, yaitu: It

X,
2

dan dalam ruang berdimensi-3 dapat dinyatakan dengan

matriks berordo 3 x 1, yaitu:

dengan X o X, xs_adaiah bilangan-bilangan real.

Walaupun visualisasi geometrik tidak melebihi dimensi
3, tetapi kita dapat memperluas .banyak gagasan yang
sudah dikenal hingga melebihi dimensi 3 dehgan memba -

hasnya secara aljabar.

Definisi 3.1.1.

Himpunan semua matriks berordo n x 1 dengan elemen-e-

lemen bilangan real, disebut ruang euklides berdimen-

‘si-n, dan dilambangkan dengan R".

Setiap elemen dari R” kita sebut vektor. Vektor
x € 138 yang beruba matriks berordo n x i untuk selan-
Jjutnya akan'kita tulis sebagai transpose dari matriks.

o . T
bérordo 1 x n, yaitu x = (Aayxgg, . A%) .

0

Bilangsan

real.ﬁ,disebut komponen ke-i dari vektor x. Elemen-e-

\\\\
lemen dalam R kita sebut skalar.

20
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Definisi 3.1.2.
. T
Dua buah vektor x = <*i’ X, . A%) dan ¥y = (51,
Vo e y%)T dalam R" dikataksn sama, yaitu x = Yy,
Jika X = g'untuk setiap 1 =1, 2, ..., n.

Definisi 3.1.3.

Operasi penjumlahan dan. perkalian dengan skalar dalam'
R" didefinisikan sebagai berikut:

T : T
oo x ) dan ¥y = (¥, V,, ..., R4 )

Jiks x = (x, Xx
1 n’

adalah vektor-vektor dalam R" dan o dalam R, maka
_ , T _
x+y =(x +v, X, +y, ..., x + y ) dan

_ T
wc-(aﬁ,a%,..” a&)

Definisi 3.1.4.

Suatu vektor dalam R vang semua kKomponennya sama de-

ngan nol disebut vektor nol dan dilambangkan dengan

= & 3 o = o 1 8 -
0 = (0, 0, .f.,O) . Jika x = (Ai, X5 e 3%) seba
rang vektor dalam Rn, maka vektor (fﬂi, ~X, s

—x%)T disebut negatif (atau invers terhadap operasi
penjumlahan) dari x, dan dilambangkan dengan -x.
~ Operasi pengurangan dalam R" didefinisikan seba-

gai berikut: x - ¥y = x + (-y)

= (X, -V, X, - V,, .. X = V)
untuk setiap x = (*i’ X5 oes x%)T dan
- . T n
y = (5&, Voo vees y%) dalam R,

Teorema 3.1.1.

Untuk tiap x, y, z & R” dan o, 3 €« R, berlaku:

a.kx + Yy & Rr" dan ax < R".
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b. x + ¥ =¥y + x,. ~
c. (X +¥) + 2z =x + (y + z).
d. x + 0 = x.

0.

e. X ‘+ (-x)
F. a(xx + y¥y) = oax + ay;
g. (& + B)x = ax + f3x.
ho (af3)x = a(f3x).

i, 1Ix = x,

Bukti:

n

Ambil tiga elemen sebarang x, y, z € R dan sebarang

skalar «, 3 € R, maka X, V., Z € R untuk i = 1, 2,

., n. Maka

T
- - :
a. Xk Yy = (X sy, X 0H0) ey X + ¥
di mana x + y, € R, sebab x, y, € R untuk i = 1,
2, ..., n.

Jadi x + y R". Kemudian

5 ) T .
ox = (axi,,ax%, . ax%) di mana ox, € R, sebab
&, X € R wuntuk i = 1, 2, ..., n.

Jadi ox € R".

box+y=(x +vy, x, + 7y, s Xt ¥V )
= ( + 8 s ' + oy
=y, + X, ¥, + X, Yot x )
=y + X,
T
. (X + + z = + V., + ¥
c. (x + y) (x, + v,, x, + v, DI S A
T
(2, 2, o0, 2D

((X1 .+ yi) + z,, (Xz + yz) + _s;
T
. (.Xn + Y‘h) + Lh)

+ 4 z : =
Cx, (v, + 1)_’ x, + (y, + £,),

s X o+ (y o+ oz ))
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= (X, X, s x )+ Cy, + =z,
+ = + oz
YZ -52’ ) Yn -'n)
= x + (¥ + zZ)
d. x + 0 = (Ai + 0, x + 0, » X+ O)T
T -—
= (X, X,, > X ) = x
e. X + (=x) = (x + (~Xx ), X, + (-X,), ;
x + (-x "
N n
= ¢0, 0, ..., 0)F = 0.
. y T
foax+y) =alx + vy, X, +V¥V,, ..., X + ¥)
= (a(x, + ¥,), alx, + ¥,), ..., a(x + ¥ )
_ T
= (ax; + ay;, axé + ayé, .. X ax; + ayg)
= (ax,, ox,, ..., ax ) + (ay, &y, -
T
ayn) = ox + ay.,

g. (a4 x = ((a+ Brx, (a+ Mx, ..., («+ FHx)
_ T
-(aﬁf*ﬁﬁ:a%,+ﬁ%:--w q&-#ﬁ&)
= (ax, ax,, ..., ax ) + (Bx, Bx,, .

Ax )" = ox + fix.
h. (afdx = ((e¥)x,, (afdx,, ..., (af)x )"
=] ; T
= (a(Bx ), alBx,), ..., a(f3x ))
— T —
= alfBBx, Bx,, ..., Bx ) = a(fix).
. B , T
i, 1Ix = (13;, 1x5, T, 13%)
p— T —
= (x, X, > X T =
Perkalian-skalar yang didefinisikan pada bidang

(Rz) atau pada ruang (Ra) dapat diperluas menjadi per-

kalian-skalar pada R .

Definisi 3.1.5.

. . T .
Andaiksan x = (Aa, X5 s A%) dan ¥ = (y., ¥.,
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y%)T adalah sebarang vektor dalam R". Perkalian skalar .

dari % dan y dalam R kita definisikan sebagai berikut:

T
Xe¥ =T X Y = Xiy:l + xzyz+ R Xn‘vn'

Teorema 3.1.2.

Untuk tiap %, ¥, z « R" dan sebarang skalar o, f3 « R,
berlaku:

3. X.x = 0; dan x.x = 0 bhb x = 0,

b. X.¥ = y.x,.

c. (ax + By)ez = a{xezZz) + A(¥y.Z).

Bukti:

Ambil tiga elemen sebarang x, y, Zz € R"” dan sebarang

o, 3 = R, maksa X, V., z € R untuk i = 1, 2, . PN .
Maks.
e K= + ..+ 2
zik XX + XX . X X
2 2 o 2
= x + x 4+ ... +x =0
1 2 n
dan
2 2 z
x.%x = 0O bhb ¥ = x = ... = x =20
1 2 n
D W A o ek e = 10
1 2 n
bhb x = O.
Xe = : + .. + b id
b. .}r Xiyi + Xz‘vz * An“n
= 4+ v et T = « X,
yix:l' ‘SZXZ ynxn ¥
b4 s Z = (o + z ox  + s yE o+
c. (ex + f3y) (ax, + Bylz, + (ax, + By )z,

+ (ax + By )z

ax = o+ r e 4+ oy £+ Z  +
XLy BJii Xp%, Byzz

+ ax =+ =
Xnn Byhh

- axz, +toax z o o+ + ox £+
X:I. 1 XZ 2 X
Bx =z + By =z + + 3x =
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A.3. Ada elemen O € V sedemikian hingga x + ©
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= o Z + 2+ + =
(Xi 1 XZ 2 X‘h n ) +
4+ + ...+ Xx =
'G( Xi 21 XZ 22 Xh n )

= a(XezZ) + F(y.=z). 7 ) . =

Ruang vektor

Pada bagian ini kita akan,mengabstréksikan'konsep
vektor yvang telah kita pelajari. Akan kita tetapkan
sejumlah aksioma-aksioma vang harus dipenuhi oleh ang-
ta-anggota suatu himpunan tidak kosong. Aksioma-aksio-
ma ini dipilih. 'dengan mengabstraksikan sifat-sifat
vang penting dari vektor-vektor pada Rn, seperti yang

tercantum pada teorema 3.1.1.

Definisi 3.2.1.

Andaikan V adalah suatu himpunan tidak kosong dan pada
V didefinisikan operasi penjum;ahan dan perkalian de-
ngan skalar, yaltu aturan yang mengawankan setiap pa-
sang elemen x dan y € V dan setiap skalar a € R dengan
tepat satu elemen x + y € V dan tepat satu elemen
ox € V. Himpunan V bersama dengan operasi penjumlahan

dan perkslian dengan skalar itu disebut ruang vektor

jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
A.l. x + y = ¥ + x untuk semua X dan ¥ < V.
A2, (x +¥y) + =zZ = x + (¥ + z) untuk semua x, Yy,

z, € V.

untuk semua x € V.
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A.4. Untuk setiap x € V, ada elemen -x € V sedemikian

hingga x + (-x) = O,

A.5. a(x + ¥) = ax + ay untuk sebarang skalar o € R

dan semua x, ¥y € V.

A.B. (a + B)x = ax + PBx untuk sebarang skalar o, 3 € R
dan untuk semua x € V.

A.7. (of2)x = a(f3x) untuk sebarang skalar o, 3 € R
dan untuk senua x € V.

A.B. 1x = x untuk semua x « V.

Elemen-elemen dalam V disebut vektof. Ruang vektor
vang didefinisikan di atas sering juga disebut ruang

vektor real, karena skalar yang digunakan adalah bil-

angan-bilangan real.
Karena sksioma-aksioma daril ruang vektor merupakan ab-
straksi dari sifat-sifat vektor pada Rn, maka R” meru-

pakén salah satu contoh dari ruang vektor.:

Contoh 3.2.1.

Andaikan R™"

adalah himpunan semua matriks berordo
m x n dengan elemen-elemen bilangan real. JikaA A =
(a,) dan B = (b)), Jumlahan A + B didefinisikan
sebagail matriks C = (cij) berordo m x n , di mana C;

= a;, + b. Untuk sebarang skalar real_a didefinisikan
oA sebagail suvuatu matriks D = (dij) berordo m x n, di
mana elemen d;i = oa .. sudah kité ketahui dari Al-
Jabar Matriks bahwa kedua operasi tersebut memenuhi

aksioma-aksioma ruang vektor tersebut di atas. Vektor

0 € R™" adalah matriks O berordo m X n , di mana ele-
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men-elemennya adalah semua sama dengan nol dan A + 0O =
mxn . .
A, untuk semua A € R . Invers jumlshan dari vektor A

e R™" adalah matriks -A = (-1)A sebab A + (-1) A = 0.

Contoh 3.2.2. .

Andaikan (C[a,b] melambangkan himpunan semua fungsi
bernilal real yang didefinisikan dan kontinu pada in-
interval tertutup [a,b]. Jumlahan Ff + g dari dua fung- -
si dalam C[a,b] didefinisikan sebagal berikut:
(f+ 8H)ix) = F{x)+ g{x)
untukysemua x dalam [a,b]. Fungsli f + g C[a,b]; ka-
rena jumlahan dua fungsi kontinu adalah fungsi konti-
nu juga. Andaikan f adalah suatu fungsi dalam Cla,b]
dan o adalah sebarang skalar € R. Perkalian dengan
skalar of didefinisikan sebagal berikut:
(af)fX): af(x).

untuk semua x dalam [a,b]. Jelasrbahwa af € Cla,b] ka-
rena suatu konstan kalil fungsiikontinu selalu merﬁpa—
kan fungsi kontinu. Kita buktikan bahwa Cla,b] dengan
kedua operasi yang didefinisikan di atas merupakan ru-
ang vektor.
1) Ambil sebarzng f dan £ € C[a,b]i Maka

(Ff+ g)(x} = F(x)+ &g(x) = g(x)+ £{x) = (g+ HHx)

untuk semua x € [a,b].

f+ g= g+ f, untuk semua f dan £ € C[a,b].

2) Ambil sebarang f, g, he C [a,b]. Maka:

((Ff+ g + hy(x) = (f+ g)ylx)+ hix)

(Fix) + gCx))y + hix)

Fix) + (&{x) + hix)
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= F{x)+ (g+ h{x)
= (f+ (g+ h))(x)
untuk semua x = [a,b].
~(f+ g+ h=F+ (g+ h)
untuk semua f, g, h e Cla,b].
3) C [a,b] memuat fungsi f;, di mana f;(x) =0
_ untuk semua x e.[a,b], dan
(Ff+ £)(x) = £(x)+ £ (x) = £(x) + 0 = £(x)
untuk semua x € [a,b].
- £+ £ = f untuk semua f « Cla,b].
4) Ambil sebarang f e C[a,b]. |
Ada -f € (C[a,b],
di mana (-Ff)¢(x) = - f¢x) untuk semua X < [a,b], dah
(F+ (-0))(x) = £(x) + (=£H(x) = f(x)+ (- £(x)) =

= fS(X) untuk semua x € [a,b].
:_f + (~-Ff) = f; untuk setiap f e ¢ [a,b].
5) Ambil sebarang f dan g = C[a,b] dan sebarang ska-

lar o« . Maka untuk setiap x € [a,b]:

(a(Ff + @))(x) = a(f + &) (x) = a( £{x) + £(x))

I

af(x) + ag(x) = (af + ag)(x).
~al(f + g) = af + ag untuk semua f dan g € C[é,b]
dan sebarang skalar oa. -

8) Ambil sebarang f = C[a,bj dan sebarang skalar o
dan 3. Maké untuk setisp x € [a,b]:
((t + BYO)(x) = (o + BYF(x) = af(x) + BF(x))

= (af + BHHx). V

“ (a+ BYF = of + #f untuk sebarang f e C[a,b]
dan sebarang skalar o dan 3.

7) Ambil sebarang f € Cla,b] dan sebarang skalar «

0
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dan 3. Maka untuk setiap x  [a,b]:
((aB)F)(x) = (ap)F(x) = alBF) (x).
(e3)f = a(3Ff) untuk sebarang £ < (C[a,b] dan
sebarang skalar o dan /3.
8) Ambil sebarang f e Cla,b].
Maka untuk setiap x = [a,b]:
(1 ¢x) = 1f¢{x) = f(x).
1f = £ untuk semua £ € Cla,b].
Terbukti C[a,b] bersama operasl penjumlahan dan per-
kalian dengan skalar vang didefinisikan di atas meru-

pakan ruang vektor.

LContoh 3.2.3.

Andaikan E; adalah himpunan semua fungsi poiinomial\p
berdersajat = 1n, vaitu himpunan fungsi ‘yang dide-
finisikan dengan

oix) = a, + a x oo+ ahxh untuk semug x € R,

2>

di mana a,, a, choa adalah bilangan—bilangan real
dan n bilangan bulsat positif. Andaikan p dan g adalah
fungsi-fungsi polinomial délam»F; vang didefinisikan
berturut-turut dengan
p(x) =a +ax+ ...+ ahxp
dan , gix) = b, + b, x+ ... + bnxh
untuk semua x € R, dan a R,

Jumlahan p + g dari dua fungsi polinomial dalam F; dan

perkalian_dengan skalar ap didefiniéfﬁén ;sebagai be~-
rikut:
(2 + g)(x) = p(x) + g(x)

—_ . n
= (ao+ bo) + (a1+ b1)X + ...+ (ah+ bn)X



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

30

) T
dan (ap)(x) = ap(x) = aa  + (aa )x + ... + (aan)xn

untuk semua x € R, yang juga merupakan polinomial da-

lam E;. Dengan cara yang analog seperti dalam contoh

-3.1.2 dapat dibuktikan bahwa E; bersama operasi pen-

jumlahan dan perkalian dengan skalar vang didefi-

nisikan tersebut di atas, merupakan ruang vektor.

Teorema 3.2.1.

Jika V adalah ruang vektor dan x dan ¥y sebarang vek-
tor dalém V, maka:
(i) Ox = d
(ii) Jika x + ¥y # O, maka ¥y = -x (yaitu Invers jum—
lahan dari x adalah tunggal)

(1ii) (-1)x = -x.

Bukti:
(i) Menurut aksioma A.6 dan A.8
x = 1 x = (1 +0)x=1 k + 0 x = x + 0 x. Jadi
- + x = ~xX + (x + 0Ox) = (-x + x) + 0Ox (A.2)
0 =0+ 0x (A.3) (A.4).
Terbukti 0 x = O,
(ii) Andaikan x + y = O,
Maka —-x = -x + 0 = =% + (X + ¥) = (-x + xX) + ¥
=0+ y =y,
Terbukti ¥y = -x.
(iii) Menurut (i) dan A.B:

0 = 0 x = (1 + (-1))x 1 x + (-1)x.

1
<

Jadi x + (-1)x (A.8).

Menurut (ii) : (—l)x

i
|

X
B
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Operasi pengurangan pada ruang vektor V kita de-
finiéikan.sebagai berikut: X -y = x + (-¥y)
untuk setiap x dan y V.

Subruang

Definisi 3.3.1.

Jika S adalah himpunan bagian tak kosong dari ruang vek-

tor V dan S memenuhi syarat-syarat berikut:
‘(1) ax € S untuk semua x = S,dan_sebarang skalar «
(i1i) X + y € S untuk semua x dan ¥y € S

maka S disebut subruang dari V.

Définisi subruang di atas mengatakan bahwa subruang
dari V adalah suatu himpunan bagian tak kosong dari V
vang tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perka-
lian dengan skalar vang didefinisikan pada V. Jika S
adalah subruang dari V maka dapat kita tuﬁjukkan bahwa
S sendiri sebenarnya merupakan ruvang vektor dengan
operasi peﬁjumlahan dan ‘perkalian dengan skalar dari
f;JAksioma'A.S dipenuhi sebab menurut syarat (i) un-
tuk.semua x € S dan sebarang o € R, oax € §. Jika kita
ambil a« = 0 maka 0x € S. Menurut teorema . 3.2.1 (i) Ox
= 0, sehingga 0 € §.Jika kita ambil a7: —i dan x € 5,
maka (-1)x € S. Menurut teorems 3.2.1 (iii) (-1)x = -x
sehingga -x € § untuk setiap x e S..Jadi aksioma A.4
juga,dipenuhi= Aksioma~-aksioma lasinnya pasti dipenuhi

oleh S, karena S adalah himpunan bagian dari V.
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Contoh 3.3.1.

Andsikan S adalah himpunan semua fungsi polinomisl p
berderajat = n , dengan sifat p¢0} = 0. S merupakan

subruang dari E;.

Bukti:
(1) Ambil sebarang p dalam S, dan a € R,
maka p{0) = 0, sehiﬁgga (ap)(0) = ap(0) = «a0 = 0.

~a pe S untuk semua p e S.

(1ii) Ambil sebarang p dan g € S,

maka p¢{0} = 0 dan g¢0) = 0, sehinggsa
(p+ @30} = p(0) + g(0) =0+ 0 = 0.
~ p+ g< S untuk semua p dan g e 3.

Terbukti S subruang dari E;. ]

Contoh 3.3.2.

Andaikan S = {(x, 1)T | X adslah bilahgan'reai}.
S bukan subruasng dari R?. S tidask tertutup terhadap
perkalian dengan skalar karena:
o (x, 1) &5, kecuali o = 1,
5 tidak tertutup terhédap penjumlahan kérena:

(x, DT+ (v, LT = (x + v, 2)" = 5.

. Definisi 3.3.2.

Andaikan A sebarang matriks m x n berelemen skalar.

Ruang null dari A adalah himpunan semua penyelessailan

untuk sistem_A x = O, dengan x € R' dan dilambangkan

N(A) = {x € R" | A x = O},
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N(A) merupakan subruang dari Rn, sébab:
(1) Jika x sebarang elemen dalam N(A) dan o sebarang
skalar, maka: A (ox) = a(A x) = a0 = O
Karena itu ax € N(A).
(ii) Jika x dan ¥ sebarang elemen dalam N(A), maka:
A(x+ ¥y) D Ax + Ay =04+ 0 = O,

Sehingga x + ¥y € N(A).

Caontoh 3.3.3

Tentukan N(A) jika [ 1 1 1 0 }
|

Jawaban :
Dengan eliminasi Gauss-Jordan kita selesaikan sistem
A x = O, Kita tentukan bentuk eselon baris tereduksi

dari matriks A tersebut sebagai berikut:
= 1 JI* o r+ 1 1 o |
-+ i -
2% 1 il 0 -1 -2 1
i 0 -1 1] 1 0 -1 1
X -5
0 -1 -2 1 | 0 1, Taov_f

Dari bentuk eselon baris tereduksi ini, didapatkan dua

variabel bebas, yaitu X, dan X, sehingga

X, = X - X

i 3 4
x, = —ZXé + X, .
Jika X, =« dan X, = {3 maka:
T

| X:(O(—'B, 4"20('"{3, &, B)

= a(l, -2, 1, O)F + p(-1, 1, 0, 1)" adalah penyele-

salan untuk A x = O, Jadi N(A) adalah himpunan semua

T T

vektor dengan bentuk o(l, -2, 1, 0) + (-1, 1, 0, 1)

di mana « dan 3 adalah skalar. =
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Definisi 3.3.3
Andaikén Yo Yoo o seas Yo adalah vektor-vektor dalam ru-
ang vektor V. Suatu jumlahan dengan bentuk:

Otiv1 + azvz + ...+ Ol'lqvh

di mana K O, O adalah skalar, disebut suatu
kombinasirlinear dari Voo Yoo e, Yoo
Himpunan semus kombinasi linéaf dari Yoo Yas o ees Y
disebut rentang‘dari-vi, Vo o cees Yo, dan dilambaﬁgkan
dengan S(Vi, Vs v Vh).

‘Dalam contoh'3.3.3 kita lihat bahwa ruang null dari A
adalah rentang dari vektor-vektor (1, -2, 1, D)T dan

T

(_l; 1; O; 1)

Teorema 3.3.1.

Jika Voo Yoo e Y adalah vektor-vektor dalam ruang
vektor V, maka S(v , v, ...,'Vh) adsalah subruang dari
V.

Bukti:

Andaikan {3 sebarang skalar dan andaikan

Yy - oo v +oav 4+ .. + av
1 4 2 2 :

S non
sebarang elemen dari S(vi, Voo e Vn)
Maka: By = (Ba v + (Ba)v, + ...+ (Ba )v ,
Jadi - pv e S(v,, Ve wees YD
Andaikan v=av, { v, oL+ a v dan
WY o+ AV o+ L+ BV
Maka v + W = (ai + (31)v1 + (az + ﬁz)vz + ...+

(o + B IV .
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Sehingga v + w € S(vi, Vs e vh).
Jadi terbukti S(v_, v,, ..., v ) subruang dasri V. =
Definisi 3.3.4.
Himpunan {v., v,, ..., v } disebut himpunan perentansg

S

untuk ruang vektor V bhb V = S(vi, Vos seas ¥ ).

1al

Contoh 3.3.4.

Andaikan e adalah vektor dalamﬂeh vang. komponen ke-i-

nya adalah 1 dan komponen yang lainnys semua zsama de-

ngan ﬁol, untuk 1 = 1, 2, ..., n. Jadi
e = (1, G, , 07, e, = (0, 1, 0, Lo’ .
e = (0, O, , T,

Setiap vektor x € 13 dapat dinyatakan sebagal kombina-

e tersebut,

po
. cpl- T
yailitu Jjika x = (ai, 8., . ah) adalah sebarang
"
vektor dalam R, maka x = ae + g e + ... + ae .
- 1 1 2 2 n N
Oleh karena itu {ei, € 5 s eﬁ} adalah himpunan pe-

rentang untuk R”.

Definisi 3.3.5.

Andaikan S dan T adalah himpunan bagian dari ruang
vektor V. Jumiahén dari S dan T yang kita lambangkan
dengan S + T adalah himpunén semua vektor s + t, di
mana s e(S;§§p t e T, yaitu

5+ T={xeV | x=s+1t, s e S dan t €T }.

Teorema 3.85.2.

Jika S dan T adalah subruang dari V, maka



(i) S + T dan

(ii) SN T

adalah subruang dari V.

Bukti:

(i) Ambil dua elemen sebarang X, X, € S + T dan se-

(ii)

barang skalar a « R, maksa

x = s 4+t | x =s 4+ t_,
1 1 1 2 2 2

di mana s,, S, € 5 dan ti,'tz e T, Jadi

x, + x, = (s1 + ti) + (sz + t

2) \
= s 4+ (t1 + sz) + tz (Sz, ti s V)

= s + (sz + ti) + tz

I
~
(1]

+ Sz) + (t1 + tz)

= s 4+ t di s = s 4+ s e
a a7 di mansa 3 . A S

t
3

t +t T,
1 2

Jadi x + x, & 3 + T. Demikian pula

ox = als, + ti)
- as + at (s , t V)
1 1 1
=s + t , di mana S = os € §
4 4 1
Uit o T= T
4 1

Jadi ax =< Sl s

Terbukti S + T adalah subruang dari V.

Ambil dua elemen sebarang Yo» ¥, € 5N T dan se-~
barang # « R, maka y;,’yz € Sdan y,, ¥, € T,
sehingga

y, +y,€5 dan 8y €5 . (S subruang)
Y, % y,€T dan 3y & T (T subruang).

Jadiy1+y €SN Tdan 3y €5nT.

Terbukti S m-T adalah subruang dari V. ]
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4. Independensi Linear .

Andaikan {Vi’ v, ..., Vn} adalah himpunan peren-

2
tang untuk ruané vektor V. Akan diselidiki apakah ter-
dapat himpunan-{v1, Vs «o.5 ¥V}, dimana m < n , se-
demikian sehingda himpunan .ini Jjuga merentang V.
Kemudian akaﬁ kita tentukan himpunaﬁ perentané minimal
untuk ruang vektor V. Untuk itu pada bagian; ini akan
dibahas pengértian dependen linear dan independen 1li-

.near. Sebelumnya kita perhatikan .terlebih dahulu dua
teorema berikut.

Teorema 3.4.1.

Jika Voo Yos e, YV merentang ruaﬁg vektor V dan sa-
lah satu dari vektor ini dapat ditulis sebsagail kombi-
nasi linear dari n - 1 vektor yang lain, .maka n - 1

vektor itu juga merentang V.

Bukti:

Andaikan bahwa v dapat ditulis sebsgsi kombinasi li-

near dari v, v,, ..., V., vaitu
v = v o+ Vi T O Rl v .
n 'Gi 1 IG2 2 'Gn— 1 n—-1
Andaikan v sebarang elemen dalam V. Karensa v, vé,

-, v _ merentang V, maka terdapat skalar-skalar o,

Cs vy O sedemlkian hingga
VEZAav o +tav o+ ...+ vV +av
i 1 2 2 R n—-14 n-1 nn
T av +av o+ ..., + v + o (3 v +
1 4 2 2 n—-4 n-1, n 1 4
3w + v
'Gz 2 to.. 'Gh—:l n~1)
= (o o vy + (o + v+ L. +{( +
( i + n'G;t) 1 ( 2 hIGZ) 2 ( n—41
o3 )Y .
hlrh—i) n—-4

Jadi semua v dalam . V merupakan kombinasi 1linear dari
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Voo Yoo sees Voo vang berarti vektor-vektor ini me-
rentang V. ‘ ]
Teorema 3.4.2.
Diberikan n vektor Voo Yos e VL Salah satu dari

vektor-vektor teréebut merupakan kombinasi linear dari
n - 1 vektor vang lain bhb ada skalar—skélar cC,» C,»

.» C_ vang tidak semuanya sama dengan hol sedemikian

hingga ¢ v + c¢c_.v_. + ... + ¢ v = 0O,
1 4 2 2

Bukti:
( =)
Andaikan bahwa salah satu dari vektor-vektor Vi,' A

ey Yo katakanlah A dapat ditulis sebagai kombi-

nasi linear dari vektor-vektor yang lainnya, yaitu:

vil = Jolr T T ol v LR & L T S v .
n i 1 2 2 n—4 n-4
Jika kita menetapkan c, = o untuk i =1, ..., n - 1
dan c_ = -1, maka
cC ¥l b oe HFES. . + ¢ v + c Vv
1 1 2 2 Nn—41 n—4 n N
=z ¥ 4+ oV + .. +cC v - v =0,
i 1 2 2 Nn—-414 n—4 n
(&)
i Y + Y.+ ... + va E 0 ir o -
Jika c,v, c,v, c. v, dengan paling sedi

kit satu dari e, katakanlah cn, vang tidak sama de-
ngan nol, maka:
Vo T (_ci/cn)vi + (_cz/cn)vz oo F (_cn~1/?n)vn—1‘ .

n

Definisi 3.4.1.

Vektor-vektor vi, Vs o eaes Y dalam ruang vektor V di-

katakan  dependen linear jika ada skalar-skalar C,s C,o
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., ¢ vyang tidak semuanya ssma dengan nol, sedemiki-

s

3 v + ¢ v+ ... + c v = 0O,
an hinggsa c,v, c, 2

Definisi 3.4.2.~//

Vektor-vektor Voo Vs oo, Y dalam ruang vektor V di-

katakan independen lIinear bhb

cC Vv + ¢V + ... 4+ v =O0
1 Tz 2

1

hanys bila semua skalar C,» C,> ..., C_ sSemuanya same

dengan nol.

Suatu himpunan perentang‘untuk ruang vektor V di-
sebut himpunan perentang wminimal -jiks setiap himpunan
bagisn sejatinya tidak dapat merentang V.

Andaikan {v1, v ol vn} adalah himpunan peren-

2)

tang minimal untuk ruang vektor V, berarti setiap him-
punan bagian sejatinya tidsk dapat merentang V, se-

2

s Y tersebut tidak dapst ditulis sebagai kombinssi

linear dari n - 1 vektor yang lain. Karena tiap-tiap

vektor tersebut tidak dapat ditulis sebagai kombinasi

linear dari n - 1 vektor yang lain, maks menurut teo-
v o+ v AT ™ v =. O a i

rema 3.4.2 c,v, e, v, +c v hanya bila
skalar C,o Cys .» C_ Semuanya sama dengan nol, vang
berarti Voo Yo e Vn.independen linesr.

Sebaliknya, Jjika v , v, , ..., v_independen line-
ar dan merentang V, maka ¢ v + ¢ v+ ... + c v = O

: ) 14 z 2 non

hanya bila semuafgkalar ¢ , c

2 . Oﬁ semuanya Sama

dengan nol, sehingga menurut teorema 3.4.2 tidak ada
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di antara vektor-vektor V.o Y, .., Vo vang dapat -di-
tulis sebagai kombinasi linear dari n - 1 vektor vyang
lain, yang berarti himpunan dengan n - 1 vektor-vektor

tersebut tidak dapat merentang V. Dengan demikian se-

tiap himpunan bagian sejati yang lain dari {vi,\ v

2

2

. s vn} juga tidak dapat merentang V. Jadi {vij v,

., vn} adalah himpunan perentang minimal untuk V.

" Teorema 3.4.3.

Andaikan x, %,, ..., x_ sadalah n buah vektor dalam R

— . T g = : A
dengan X = (Ait, Xyi0 e ﬁ%t) untuk 1 = 1, 2, e s
n. Andaikan X = (&J), vaitu vektor-vektor x. nerupa-—
kan vektor-vektor kolom dari matriks X. Vektor-vektor

ces X dependen linear bhb X singular.

Bukti:
Persamasan: ¢ X + ¢ X + ... + ¢ x = O
i 1 2 2

ekuivalen dengan sistem persamasn linear:

+ + =
c X e,X T e X 0
+ ¢ =
c X, e x W .. gf c_X, 0
+ € . = =
Ci Xni CZ an v chXhh
. . . ] : T .
Jika kita andaikan c = (01’ C, o] ch) , sistem ter-

sebut dapat ditulis sebagal persamaan matriks X c = O,
Menurut teorema 2.3.3: persamaan ini mempunysai penye-
lesaian non trivial untuk ¢ bhb X singular. Jadi X

X

27 ., xa dependen linear bhb X singular. [}
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Kita dapat menggunakan teorema 3.4.3. untuk meng-
uii apaksh n vektor dalam R" independen linear. Kitsa
bentuk matriks X, dengan vektor-vektor yang akan diuji
sebagal kolom-kolomnya. Untuk menentukan apakah X si-
ngular atau non singular, kita hitung determinan X
(det(X)). Jika det(X) = 0, maka vektor-vektor tersebut
»dependen linear. Jika det(X) = 0, maka wvektor-vektor

tersebut independen linear.

Tentukan apakah vektor-vektor (4, 2, S)T, (% SR 1)T

dan (2, -5, S)T dependen linesr atau independen line-

ar!

Jawaban:

Karena: 4 2 z
2 3 -5 = Q,
3 1 3

maka vektor-vektor tersebut dependen linear.

*Determihan dapat Juga digunakan untuk membantu
menentukan apakah suatu himpunan vektor-vektor inde-
prenden linear dalam C(h-i)[a,b], yaitu ruang vektor

semua fungsi F vang kontinu pada [a,b] dan mempunyai

derivatif ke-(n - _1).

Definisi 3.4.3.

Andaikan f;, f;, e f; adalah fungsi-fungsi dalam

C(h—i)

[a,b]. Fungsi W [f,, f,, ..., f.1 pada. [a,b)

2

vang didefinisikan sebagai berikut:
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"y} =
‘s f;](x,

//Teorema J.4.4.

Andaikan f;, £,

c

hingga # Lﬂ, r,
r
n

(n—-1>

Bukti:

Jika vektor-vektor f;, £,

maka ada skalar-skalar c,, C

2

2

2

L peker ) =0,

independen linear.

muanya sama dengan 0O,

nntuk setiap x € [a,b].

(x) + Cx} o+
cif;(x_ Ozf;(Y,

f1(x)

f; (x)

f‘h

2

[a,b]. Jika ada titik x, dalam [a,b]

42
Fo(x) £ (x)
2 N
i ({x) F {x)
2 n
(n-1> (n—4>
f; (x) f; (x)}
f;, ‘s f;
adalah vektor-vektor dari
sedemikian
maka f;, f;,
Y, f; dependen linear,
a2 +++s C_ vang tidak 'se-

sedemikian hingga

Jika kedua ruas

+ ¢ f {(x} =20
n n

atas diturunkan terhadap x, maka akan diperoleh

o ¥ )
cifi(x, + czf;(xp +

Jika penu

runan

itu

diter

+ ¢ £ (x) =
n n

uskan sampai

(n - 1), maka akan diperoleh

Jadi untuk setiap X € [a,b], persamsan matriks:

- ) ]! -
cificx, f+ c,
LA ) + \
°1f1<x’ c,
({n—4>
‘) 4
Cif; (X’ O2

£, (x)

fz’,(x)

{in-—47
fé

+

+

(x) +

~ )
+ cnf;(x,

+ ¢ £ {x)
n n

(n—4>
+ ¢ F (
n n

0.

Xx) =

persamaan di

turunan ke-

0.
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7 E . 3 . - - - -

[ £, (x) £, (x] coo F(x) [ o, [ O
'fi(x) f;(x) co f;(x) o ) 0
(n—4> _ (n=-1> (n-1>

| £, (x) f, (x) ... f (x) ] Lo | | O |

. ' . .. T

mempunyal penyelesalan non trivial (01’ c, ., . cn) ,

sehingga matriks koefisien dari sistem di atas singu-
lar, yaitu # [t;, t;, A f;](x) = 0 untuk setiap x =

[a,b]. L]

Conteoh 3.4.2.

Tunjukkan bahwarfungsi f dan g yang didefinisikan ber-
turut—turut dengan f(x) = e dan g(x) = e * untuk se-
mua x € (-, ®), independen linear dalam (-, ®)!

Jawaban:

X -
e e
Perhatikan bahwa # [f, g J1(x) = X o = -2,
! e - =&

Karena # [f, g 1¢x) # 0 untuk setiap x e R, maka F dan

g independen linear.

Contoh 3.4.3.

Fungsi-fungsi £ dan & yang didefinisikan berturut- tu-
rut dengan f£(x) = x° dan &(x) = x| x| untuk semua x <

[-1, 1], independen linear dalam C[-1,1], karena

jika cix2 + czx|x| = 0 untuk semua x « [-1, 17,
maka untuk x = 1: c, + ¢, = 0 dan
untuk x = -1: c, - ¢, = 0, sehingga c, = ¢, = 0.
2 .
x  x|x|

OV untuk setiap

Tetapi ¥ [Ff, g]l¢x) =

2x 2|x|

x e [-1, 1].
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Contoh di atas menunjukkan bahwa konvers dari teorema

3.4.4 tidak bensar.

Basis dan Dimensi

Suatu himpunan perentang untuk suatu ruang vektor

adalah minimal jika vektor-vektornyva independen linear.

Pada bagian ini akan dibahas lebih jauh tentang himpu-

nan perentang minimal dari suatu ruang vektor. Kemudi-

an berkaitan dengan banyaknya vektor dari himpunan pe-

‘rentang minimal untuk suatu ruang vektor, akan dibahas

dimensi suatu ruang vektor.

Definisi 3.5.1.

Vektor-vektor Vs Yoo o cees YV dalam ruang vektor V di-

sebut basis untuk V bhb

(i) Voo Yoo eees Y independen linear

(ii) v, ¥ A merentang V.

z)

Contoh 3.5.1.

Dalam contoh 3.3.4 telah’kita tunjukkan bahwa e, ®

2,

n .
., € mnerentang R . Bila c.e + c e + ..., ce =20
n 1 1 2 2 n N
, . T T .
maka® (01, C, . cn) = (0, 0, ..., 0), sehingga
= =N = 0. LN e S i -
e, c, e 0. Jadi 0 S, , € indepen

den linear. Maksa {ei, e , ..., en} merupakan basis un-

2
tuk R".

Basis tersebut disebut basis standar untuk R".

Contoh 3.5.2.

Andaikan E; adalah ruang vektor dari semua fungsi po-
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linomial berderajat < n. Vektor-vektor Py, P, P,

p_ vang didefinisikan berturut-turut dengan

: ) 2 n
‘x) = ‘x) = i = ‘x} =
P, (X, L, p(x} = X%, p,(x) = Xx, ..., p(x})=X

untuk semua x € R, merentang f;, sebab sebarang fung-

si polinomial p dalam F; vang didefinisikan dengan

p(x}) =a + a x+ azx2 T e, Ry ahxﬁ untuk senua x € R,
merupakan kombinasi linear dari vektor—vektér Py, P,
P,y w5 P Perhatikan bahwa
W ile,, ps Py oons P ICXD =
| 1 X X R x"

0 1 2 x ... n x" 7t

0 0 2 o (n-1)x"7F

0 0 0 n !

= 1. 2!. 3!, ... n! # 0 untuk semua x e R,

Jadi vektor-vektor Pys Pis Py o P indep%nden 1i-

near, sehingga merupakan basis untuk P .

Basis tersebut disebut basis standar untuk E;,

Dalam contoh 3.3.3 kita lihat bahwa N(A) adalah

subruang dari RrR* vang direntang oleh vektor-vektor

(1, -2, 1, 00 dan (-1, 1, 0, 1)". Dan
a(1,-2, 1, 0OF + (-1, 1, 0, 1" = (0, 0, 0, OOF,
vaitu = (o - 3, -2a + 3, a, #)T = (0, 0, 0, 0) "

dipenuhi hanya bila « = 3 = 0, yang berarti vektor-
vektor (1, -2, 1, 0)" dan (-1, 1, 0, 1)7 independen
| _ linear. Jadi kedua\vektor tersebut merupakan basis un-

| tuk N(A).
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~

Teorema 3.5.1.

Jika APEERAY e v merupakan basis untuk ruang vek-
tor V, maka sebarang himpunan m vektor dalam V, di ma-

na m > n, adalah dependen linear.

Bukti:
Andaikan u, uw, L., W adalah m vektor dalam V, di
mana m > n. Karena Voo Voo s Y merentang V, maka:
u =—a. v +a v 4+ ...+ 8.V untuk 1 = 1, ..., m.
B U 12 2 in n
Kombinasi linear ¢ u + c_u  + ... + ¢ u dapat ditu-
- . 1 1 22 .. m m
lis dalam bentuk:
n n n
v, + v, + + v
01'2 a1j ; cz_‘_,_,“ a,. ; cm.‘_,_,“ amJ ;

Perhatikan sistem persamaan linear berikut:

m
r auci =0 untuk j = 1, ..., n.
Us=Hs

Ini adalah sistem persamaan linear homogen dengsan 1le-
bih banyak variabel dari pada persamaan. Menurut teo-

rema 2.3.1 sistem tersebut mempunvyai penyelesaian non

trivial, missalkan (Ei s G, s e g;). Maka
= — e n
c u + e, u, + ... + cu = :2- ng = 0,
. j=1
Jadi u, W, ..., U dependen linear. ‘ o=

Corollary 3.5.2.

i v A4 v u u .. u -
Jika g0 Yoo o cees Y dan PR T » u keduanysa ba

I
=)

sis untuk ruang vektor V, maka n
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Bukti:
Andaikan v , v_, ., ¥ dan u, u, ..., u keduanya
1 2 n 1 2 m
basis untuk V. Karena u, uw, .., u independen 1line-
ar, maka menurut teorema 3.5.1 m = n. Demikian pula
karena Voo Voo Y independen linear, maka n =< m.
B

Jadi m = n.

Definisi 3.58.2.

Jika ruang vektor V mempunyal suatu basis yang terdi-
ri dari n vektor, maka dikatakan bahwa V mempunyai Jdi-
mensi-n. Subruang { 0 } dari V dikatakan mempunyai di-

mensi 0. Ruang vektor V dikatakan berdimensi~berhing-

ga . Jjika ada himpunan berhingga vektor-vektor yang me-
rentang V; Jjika himpunan vektor-vektor itu tidak ada,

maka dikatakan bahwa V berdimensi-tak hingga

Contoh 3.5.3.

Andaikan P adalah ruang vektor dari semua fungsi po-
linomal. Kita tunjukkan bahwa P berdimensi-tak hingga.
Jika P berdimensi-berhingga katakanlah berdimensi n,
maka menurut teoremza 3.5.1 sebarang himpunan n + 1
vektor-vektor akan (dependen linear. Tetapi menurut
contoh 3.5}2, ada n + 1 vektor-vektor indepeden 1line-
ar. Sehingga P tidak dapat berdimensi n. Karena n se-

barang, maka P berdimensi—tak hingga.

Teorema 3.5.3.

Jika V adalah ruang vektor berdimensi-n > 0 , maka

(a) Tiap himpunan n vektor yang independen linear pas-
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ti merentang V.

(b) Tiap n vektor yang merentang V, pasti independen

linesr.

Bukti

(a) Andaikan Vi’ v ces Y independen linear dan v

27
sebarang vektor dalam V. Menuput teorema 3.5.1 AT
Voo sess Yo, ¥ dependen lineag. Jadli ada skalar
g e Cos CL vang ﬁidgk semusnya samz de-
ngan nol sedemikian hingga:

¢1\r1+r;;v +,_,+cnvhk+c‘ v = O,

2 2 n+1

Skalar Cos pasti # 0, sebab jika ch+; = 0 nmaks
dari persamaan di atas dapat disimpulkan bahwa A\
vz,'.;., | dependen linear. Jadl persamsan di a-
tas dapst diselesaikan untuk v, yaitu:
vV T a4 v 4+ o0V 4 .4+ 0w
i 44 2 2z
di mana &« = -c./c npbakea = L 2 A MR Ea-
L L n+4
rens Vv sebarang vektor dalam V, maka terbukti bah-
WA Y, Yo, ..., Y merentang Vf
(b)Y Andaikan A 08 ¥yl merentang V. Jika v, A
A dependen linear, maka salah satu dari \f
tersebut, katakanlah V. dapat ditulis sebagsai

kombinasi linear dari vektor-vektor lainnya. Se-

v tetap .merentang V. Jika

i v \'A
hingga . gt s Yoy

v e Yo, dependen linear, kita dapat

v El 2

1 2
menghilangkan salah satu vektor lagi dan wvektor-
vektor sisanya tetap merentang V. Kita dapat  me-

lanjutkan penghilangan vektor dengan cara vang sa-

ma sampai kitas mempercleh himpunan perentang vang
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independen linesar dengan k elemen di mana k < n.
RKontradiksi, karena dimensi V adalah n. Oleh kare-
na. itu Voo Yoo e Y haruslah independen line-

ar. s

Teorema 3.5.4.

Jiké V adalah ruang vektor berdimensi-n , maka:

(a) Tidak ada himpunan bagianAdari V dengan anggota
kurang dari pada n vektor dapat merenﬁang V.

(b) Sebarang himpunan bagién dari V dengan anggota ku-
rang déri n vektor independen linear dapat diper-

luas untuk membentuk basis dari V.

Bukti:

(a) Andaikan ada himpunan ¥ dengan anggota - k Avektor
dapat ﬁeréntang V, di mana k < n. ‘Maka anggota
himpunan W daspat kita tambah dengan m vektor. sede-
mikian hingga k + m = n. Karéna ¥ merentang V, ma-
ka m vektor-vektor yang kita tambahkan pada W ter-
sebut pasti merupakan kombinasi linear dari vek-
tor-vektor di dalam W. Sehinggsa himpunan dengan n
vektor tersebut dependen linear. Kontradiksi, >sé—

" bab dimensi V adalah-n. Jadi tidak ada himpunan
bagian dari V dengan anggota kurang dari n ﬁek—
tor dapat merentang V.

(b) Andaikan Vo Yo o cees VY independen linear dan
k < n. Menurut (a) S(v, v, ..., v, adalah him-
punan bagian sejati dari V dan karena itu ada vek- -

tor v, dalam V tetapi tidak di dalam S(v,, v,




. ——

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

s vk). Sehingga vektor-vektor Vs Y,

v, ,, independen linear, sebab Jika v . v,

v ., v dependen linear, maka v

k- k+1 k +

=3

1‘dapat dinyata-

kan sebagal kombinasi 1linear dari vektor-vektor

v, v, ..., ¥V vaitu v di dalam S(v ,

k’ k+1

. k

sama {Vi’ Voo o sees Vi v¥+1} dapat diperluas

v.y., diks k + 1 < n, maka dengan cara

yang

lagi

menjadi himpunan k + 2 vektor-vektor independen

linear. Proses ini dapat dilanjutkan terus
diperoleh hlmpunanr {Vi’ Yoo oY . e

vh} dari n vektor-vektor independen linear.

B. Ruang Baris dan Ruang Kolom

sampai

Andaikan A adalah suatu matriks m x n berelemen

skalar:
I a,, B - - - RO
a 3 -
21 22 Z2n
A =
l_ ami dm2 gl amn

Vektor-vektor dalam an’ yvaitu:

r = ! .
1 (aii’ aiz’ ? a1n>
r = : 5
2 (a21: 822, PRI dzn)
r = '
m (ami’ amz’ trt amn)

yvang dibentuk dari“baris4bafis matriks A kita ~namakan

vektor-vektor baris dari-A, dan

R™, yaitu:
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[ 2,4] [ 2] [ 2]
K - a21 K _ 8.22 K _ a2h
1 - > 2 - k) > n -
[_ amiJ L 8'mz_- t_ arrm_

yvang dibentuk dari kolom-kolom matriks A kita namakan

vektor-vektor kolom dari A.

PDefinisi 3.6.1.

Andaikan A adalah matriks m x n berelemen skalar. Sub-
ruang dari RN vang direntang oleh vektor-vektor ba-

ris dari A disebut rdaﬁg baris dari A. Subruang dari

R™ yang direntang oleh vektor-vektor kolom dari A di-

sebut ruang kolom dari A.

Contoh 3.6.1.

2 1 O
Andaikan A = .
3 0 1

Ruang baris dari A adalah himpunan ssmua vektor-vektor

baris dengan bentuk:
a2, 1, 0) + (3, 0, 1) = (2a + 33, «, f3).
Ruang koiom dari A adalah himpﬁnan semua vektor-vektor

kolom dengan bentuk:
2 1 D 200 + 3
a + f3 + ¥ = .
3 8} 1 3o+ ¥

Teorema 3.6.1.

Dua matriks ekuivalen baris mempunyal ruang baris yvang

sama.
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Bukti:

Jika matriks B ekuivalen baris dengan matriks A; maka
B dapat dibentuk dari A dengan barisan berhingga ope-
rasi-operasi baris. Jadi Vektor—vektor baris dari B
merupakan kombinasi linear dari vektor-vektor baris
dari A. Akibatnya ruang baris Qari B merupakan subru-
ang'dari ruang baris A. Karena A adalah ekuivalen' ba-
ris pada B, dengan alasan yang sama,‘ruanglbaris A a-
dalah subruang dari ruang baris B.

Jadi, ruang baris B = ruang baris A. B

Definisi 3.6.2.

Rank dari suatu matriks adalah dimen=si dari ruang ba-

ris matriks itu.

Untuk membantu menentukan rank suatu matriks, da-
pat kita lakukan dengan mereduksi matriks tersebut ke

dalam bentuk eselon baris.

Teorema 3.6.2.

Vektor-vektor baris tak nol dari suatu matriks vyang

berada dalam bentuk eselon baris merupakan basis untuk

ruang baris matriks itu.

Bukti:

Andaikan U adalah suatu matriks yang berada dalam ben-
tuk eselon baris dan U, U, ..., U adalah vektor-
vektor baris tak noi dari U. |

: u o+ u o+ ... + u = 0O
Persamaan c,u c,u, _ c
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dipenuhi hanya bila c, = ¢, = ...5¢ = 0.
Jadi u ., w, ..., u merupakan basis untuk ruang baris
dari U. -

Contoh 3.6.2.

Kita tentukan rank dari matriks

1 -2 3
A = 2 -5 1
1 -4 =

Bentuk eselon baris darl matriks tersebut adalah:

1 =2 3
U = 0 1 S
0 0 0

Sehingga (1, -2, 3) dan (0, 1, 5) membentuk basis un-
tuk ruang baris dari U. Karena ruang baris dari U =
ruang baris dari A, maka kedua vektor itu juga merupa-
kan basis untuk ruang baris dari A. Jadi rank dari A
adalah 2.

Ruang kolom suatu matriks A d;pat diselidiki de-
ngan menyelidiki ruang baris matriks AT. Kitas dapat

menentukan basis untuk ruang kolom matriks A dengan

menentukan basis untuk ruang baris matriks AT.

Contoh 3.6.3.

Akan kita tentukan basis untuk ruang kolom matriks
10 1 1

A = 3 2 5 1

Q
N
N
I
i
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Transpose dari matriks A ialah

[ 1 3 0]
. 0 2 4
A =
1 5 4
1 1 -4 |

. g . T
Bentuk eselon baris dari matriks A tersebut adalah

[ 1 3 0
0 1 2
0 0 0

| O 0 0 |

Jadi vektor (1, 3, 0) dan vektor (0, 1, 2) merupakan

basis untuk ruang baris matriks AT, Maka vektor-vektor

1 0
3 | dan 1
0 2

merupakan basis untuk ruang kolom dari matriks A.

Konsep ruang baris dan ruang kolom digunakan da-

lam mempelajari sistem persamaan linear.

~Sistem A x = b, dapat ditulis dalam bentuk

r a11 aiZ i ain r Ai' r b1
a21 azz e a2n Xé bz
= atau
|_ ami amz amh | l_ Xn_ L bm_
a,,X + a, X, + + a, x = b1
821% + 8y2% + + Bon®n T bz
atau
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l- aii— I— aiz— I_ 8’1n— l_ b1
%214 . 822 . 4 %2n _ b 2
.X1 Xz Xn =
I_ ami_ |_ amzj L amn_ L bmj |

Karena ruas kiri persamasn ini adalah kombinasi-linear
dari vektor-vektor kolom A dengan X0 X5 oo, X se-
bagal skalar-skalar, maka sistem A x = b konsisten bhb
‘vektor b adalah kombinasi linear dari vektor-vektor
kolom A. Jadi A x = b konsisten bhb vektor b berada di
dalam rUang‘kblom dari A. Sistem persamaan linear ho-
mogen A x = O hanya mempunyai penyelésaian trivial
x = O bhb matriks A non singplar bhb vektor-vektor ko-
lom dari A independen iinear,

(=)

Teorema 3.5.

¥4}

Andaikan A adalah matriks m X n berelemen skalar.
(a) Sistem persamaan linear A x = b konsisten untuk
setiap b e R™ bhb vektor-vektor kolom A merentang

m

R
{b) Sistem persamaan linear A x = b mempunyal paling
banysk satu penyelesaian untuk setlap b & rR" bhb

vektor-vektor kolom A independen linear.

Bukti:
(a) Sistem persamasan linear A x = b konsisten bhb vek-

tor b berada di dalam ruang kolom A. Jadi A x = b

konsisten untuk setiap b e R  bhb vektor-vektor

kolom A merentang R™.
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(b) (=)
Andaikan A x = b mempunyail paling banyak satu pen-
velesalan untuk setiap b € R™. Maka untuk b = o,
sistem A x = O hanya mempunyal penyelesaian tri-

vial.:Jédi vektor-vektor kolom A independen line-
ar. |

C &)

Andaikan vektor-vektor kolom A independen linear.
Maka A x = O hanysa mempunyai penyelesaian trivial
x = 0. Jika x, dan X, keduanya merupakan penyele-
saian A x = b, maka A (x1 - xz) = A X, - Aixé

= b -b = 0,

sehingga X, - x, = O dan karena itu x, =%, ]

Andaikan A adalah matriks m x n berlemen skalar.
Jika vektdr—vektdr kblom A merentang_Rm, maka n > m,
Karené tidak ada himpunan yang anggotanya kurang dari
m vektor-vektor dapat merentang R™. Jika vektor-vektor .
kolom A independen iinear, maka n £ m, karena setilap
himpunan yang meﬁuat lgbih banyék dari m vektor-vektor
dalam R" pasti dependen linear. Jadi, jiks vektor-vek-

tor kolom A membentuk basis untuk R™, maka n - m.

Corollary J.6.4.

Suatu matriks A berordo n x n yang _berelemen skalar
adalah non singular bhb vektor-vektor kolom A merupa-

kan suatu basis untuk R".

Bukti:

Andaikan A adaiah matriks n x n yang berelemen skalar.
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Menurut corollary 2.3.4: matriks A non singular bhb
sistem persamaan A x = b mempunysi penyelesaian tung-
gal untuk setiap b e R“, sehingga dengan Teorema
3.6.3(&) diperoleh:ﬂmatriks A non singular bhb vektor-
vektor kolom meréntang R", Dari Teorema 3.4.3: matriks
A non singular bhb wvektor-vektor kolom dari A indepen-
den linear. Jadi terbukti: matriks A non Singﬁlar bhb

vektor-vektor kolom A merupakan basis untuk Rr", n

Matriks A dan U pada contoh 3.6.Z mempunyal ruang
kolom yang bérbeda, tetapi vektor-vektor kolomnya me-
menuhi relasi dependensi yang sama. Untuk matriké U,
vektor-vektor kolom u, dan u indepeﬂgen linesr, dan
u, = 13u1+ SUZ. Relasi'&ahg sama juga 'dipenuhi untuk

Vektorfvektor kolom dari matriks A. Vektor-vektor ko-

lom a dan aé independen linear, sementara 53 = 13a  +
Sa_.
) 2

Secara umum, Jjika A adalah suatu matriks m x n

dan U adalah bentuk eselon baris dari A, maka vek-

tor-vektor kolom.dari A dan U memenuhi relasi depen-

densi yang sama, karena A x = O bila dan hanya bila .

U x = 0. Kita skan menggunakan pernvataan ini untuk

membuktikan bahwa dimensi ruang kelom suatu msatriks

adalah sama dengan dimensi ruang barisnya.

Teorema 3.6.5.

Jika A adalah matriks m x n, maka dimensi rusng baris

dari A sama dengan dimensi ruang kolom dari A.
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Bukti:

Jika A matriks m x n dengan rank r, maka bentuk eselon
baris U dari A akan mempunyal r elemen 1 terdepan. Ko-
lom-kolom U yang bersesuaian dengan elemen—elemen 1
terdepan itu independen linear. Tetapi kolom-kolom ini
tidak merupakan basis untuk ruang kolom dari A, karena

-pada umumya A dan U akan mempunyail ruang kolom yang
berbeda. Andaikan U _ adalah matriks yang didapat de-
ngan menghapus semua kolom dari U yang bersesuaian de-~
ngan variabel-variabel bebas. Kolom-kolom dari A vyang
bersesuaian dengan kolom-kolom yang dihapus pada U ju-
ga kita hapus dan kita nyatakan matriks baru ini deng-
an AL“ Matriks ALdan UL ekuivalen baris. Jadi, jika x
adalah penyelesaian dari AL x = 0, maka x juga penye-
lesaian dari U x = O. Karené kolom-kolom dari U = in-
dependen linear, maka x-= 0. Jadil kolom-kolom dari A
juga independen linear. Kérena AL mempunyai r kqlom,
maka dimensi ruang kolom A sekurang-kurangnya adalah
r. Jadi untuk sebarang matriks A berlaku:

dim(ruang kolom A) Z dim (ruang baris A).

Maka dim(ruang baris A) = dim(ruang kolom A")

dim({(ruang baris AT)

Y

I

dim(ruang kolbm A)

Jadi dim(ruang baris A) dim(fuang_kolom A). =

Kita dapat mehggunakan bentuk eselon baris U dari
~matriks A untuk mencari basis untuk ruang kolom dari
A, yaitu dengan menentukan kolom-kolom U vyang berse-

suaian dengan elemen 1 terdepan. Kolom-kolom yang ber-
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- sesuaian pada A akan independen linear dan membentuk

basis untuk ruang kolom dari A.

Contoh 3.6.3.

Kita tentukan basis dari ruang kolom matriks
f 1 -2 1
-1 3 0

0 1 1

| 1 2 D' 4
Bentuk eselon baris dafi matriks tersebut adalah
1 -2 11
0 1 1

0 0 0

L 0 0 o |
Elemen 1 terdepan dari U ini bersdsa di kolom pertama
dan kedua. Jadi vektor-vektor kolom pertama dan kedusa

dari A, vaitu

F1] [_2 -
-1 | 3
dan
g 1
L ¥ J | 2 |

merupakan basis untuk fuang kolom dari A.

Dimensi ruang null dari suatu matriks A, vyaitu - N(A)

kita sebut nullity dari A.

Teorema 3.6.65.

Jika A adalah matriks m x n, maka

rank A + nullity A = n.
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Bukti:

Andaikan PRI u; (k < n) adalah basis untuk HCAS,

vang merupakan himpunan bagian dari R". Maka basis un-

tuk N(A) tersebut dapat diperluas untuk membentuk ba-
sis dari R, yaitu: u, ..., 4, u cean UL Andai-
kan vektor b adalah sebarang vektor dalam rusng kolom
dari matriks A, maka b = A x untuk suatu x € R". Kare-
na u, ..., 4, uw . ..., u sdalah basis untuk Rr",

maka vektor x € R" tersebut. dapat ditulis dalam ben-

. X o u 4 ...+ 00U +a u + ... ¥+ oo u
tuk ) 1 4 k k k+1 k+4 n n’
sehingga
= a u .. + o u o u o u
A x A ( 1 1 o k k + k+1 k+1+ w n 'h)
ot Au + ... + aAu +a Au + ... + a A u
1 1 k k k+1 k+1 n n
= o O fo'] u . u
0(10 ¥ F i + k + k+1'A k+4 L + O(hA n
(ui, cees U adalah basis untuk N(A))
. b = o u + ... + A u -,
k+1A k+1 hA n-
Jadi A U s A u_ merentang ruang kolom dari A.

Lera ? .., A u_ independen 1li-

near. Perhatikan persamsan:

aiA u]v<+1 L& R ah—kA u‘h A
.A (_aiukﬂ < S TS ah—kun) = W0
sau o+ ...+ s U € N(A). ,
Karena U, s u adalah basis untuk N(A), maka da-

pat kita tulisksan:

T R L
biui oot bkuk - a'1u}<+1 _ ah—kuh : 0.
- Karena ui,'..., U, W s, U independen linear,
maka b_ = =b, =a = ...=a_ =0.Jadi A u_,

., A u independen linear, sehingga merupakan basis
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untuk ruang kolom dari A. Dari hasil di atas kita pe-
roleh hubungan: rénk A 4+ nullity A = dimensi ruang ko-

lom dari A + dimensi N(A) = (n - k) + k = n. ]
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BAB IV
ORTOGONALITAS

Perkalian-Skalar dalam R

Ruang Euklides berdimensi-n (R") merupakan perlu-
asan dari R? dan R°, yang sudah sangat kits kenal dan
mémpunyai tafsirahfgeometrik. Dalém RZV dan R° telah
kita kenal pengertian panjang suatu vektor. jarak an-
tara dua vektor, sudut antara dua vektor dan ketegak-
lurusan antara dua vektor. Pengertian-pengertian ter-
sebut dapat kita perluasruntuk vektor-vektor dalam R".

Dalaﬁ bab III telah kita bicaraksn tentang perka-
lian-skalar pada R" beserta sifat-sifatnya. Dengan
perkalian-skalar tersebut akan kita definisikan pe-
ngertian panjang suatu vektor, jarak antara dua vek-
tor, sudut antara dua vektor dan ortogonalitas (kete-

gaklurusan) anktara dua vektor dalam R

Definisi 4.1.1.

Andaikan x = (z;, X 5 e A%)T adalah sebarang vektor
dalam R". Panjang dari x, yang dilambangkan dengan lxlI

didefinisikan sebagai berikut:

2 Z .12

1,2 2
Ixll = (x.x) = (x, + x + ...+ x 3
1 2 n
Definisi 4.1.2.
‘ . T
. x = N = y Vor e
Andalkan (z;, X, x ) dan ¥y (Ja v,

hY

5%)T sebarang vektor dalam R". Jarak antara x dan Yy,
vang dilambangkan dengan Jd(x, ¥y) didefinisikan sebagai
berikut: d(x, ¥) = lx - vl

2 2 2. 172

= (x, — ¥y ) +(x, -y, ) + ...+ (x —‘y%) ), .

62
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Teorema 4.1.1.

T

Untuk tiap x = (A;, X, ., A%) e R" dan sebarang
a € R, berlaku
loaxll = [a]ﬂx“.
Bukti:
Ambil sebarang x = (x. Xx,, ..., 3%)T e R" dan  seba-

rang o € R, Maka

2 2 2.1./2
Toxll = ((ax;) + (axé) + .0+ (ax%) J
2 F2 2 -2 2 2 1,2
T (o x, 4+ x4+ L+ X))
1 2 n
2 2 2 2, 42
= (& + + ... +
(e (x, X, X))
= lotl Il .

Definisi 4.1.3

Suatu vektor u € R” disebut vektor satuan, Jika Hlull =

(u.u)i/z = 1.

Andgikan x sebarang vektor yang tidak sama de-
ngan nol € R", maka vektor u = (1/Ixl)x < R adalah
suatu vektor satuan, sebab

fal = T(1/0xl )=l = (1/ixi)ixll = 1.
Untuk selanjutnya vektor satuan (l/ﬂxﬂ)x < R" akan ki-

ta tulis dengan notasi x/lxl.

Teorema 4.1.2 (Retaksamaan Cauchy—Sohwarz).

Untuk tisp x dan y = R", berlaku

[%.y| = lxliyl,
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Bukti:
Jika salsah satu atau kedua-duanya darl vektor x dan Yy
adalah vektor nol, maka ketaksamasan di atas jelas ber-

laku. Andaikan u dan v adalah vektor satuan, mska

full = 1 dan vl = 1. Perhatikan bahwa
0 < flu - vIi? = (u = v).(u - v)
Z U.u —.2(u.v) + V.V
= fHuil? - 2¢(u.v) + lvi?
= 1 - 2(uev) + 1
=2 - 2(u.v),
sehingga wv < 1. (1)
Kemudian

0 < lu + vi?

1

(u + v). (u + v)

. u + 2(U.v) + v.v

i

1

lal® + 2¢u.v) + lvi?

14 2(u.v) + 1

= 2 4+ Z2(u.v),
‘ sehingga -1 = u.v, (2)
i Dari (1) dan (2) diperoleh |u.v| = 1. (3)
! Jika x dan ¥y kéduanya vektor.tak nol, maksa rx/HxH dan

y/lIyl adalah vektor-vektor satuan, sehingga menurut
(3): [ (x/lxl)e (y/My )| = [ (xey)/(lxllliyl)| < 1.

Jadi |x.y| = lxllyl. -

e J S

Definisi 4.1.4.

Sudut © antara sebarang vektor x dan y vyang keduanya
tidak nol dalam R” didefinisikan sebagai berikut:

cos © = (x.y)/(Ixllyl), 0<e=<nr.
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Contoh 4.1.1.

Kita tentukan cosinus sudut e antara vektor v = (0,
-2, 0, 4, 4)" dan vektor w = (1, 0, 4, 2, 2)7 dalam
R, | | |

Penyelesaian:

Kita lihat bahwa

v.w = 0+ 0+ 0+ 8+ 8 = 18

vl = (0 + 4 + 0 + 16 + 18)*2% = 8

lwil = (1 + 0 + 18 + 4 + 4)*7% = 5.

it

Jadi cos @ (vew)/(llviliwll) = 16/30.

Teorema 4.1.3 (Ketaksamaan segitiga).

Untuk tiap x dan ¥ € R", berlaku

fix + ylIl = lixll + liyl.

Bukti:
Ambil sebarang x dan y € R, maka
Ix + ¥I% = (x + ¥)e(x + ¥)

XeX + Z2(XeY) + Y. ¥

Ixi? + 2(x.y) + Iyl?,

H

Menurut teorema 4.1;2: [xe¥| = lxlliyl,

sehingga Ix + yi? < Ix1? + 20xhlyl + Hyl?

Clixth + Hyl)2,

Jadi Ix + ¥yl < lxll + fyl. -

Untuk jarak antara x dan y < Rn, berlaku ketaksa-

maan segitiga dalam bentuk:

a(x, ¥y) = d(x, z) + d(z, ¥),
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sebab d(x, ¥) = Ix - yll = lI{(x - =) + (=z - y)Ii

= lIx -zl + lz - yll = d(x, z) + d(=z, y).

Definisi 4.1.5.

Dua vektor x dan ¥y dalam R” dikatakan saliﬁg ortogonal

jika x.y = 0, dan dilambangkan dengan x L y.

Contoh 4.1.2.

Dalam R® vektor-vektor v = (1, 1, 1, 2)7, v, = (0, 1,
-1, O)T dan Ve = (=2, 1§ IN% U)T adalah =saling ortogo-

nal.sebab vV, = 0O+1-1+0=0
v.v = -2+ 1+ 1+ 0=20

i 3
v.v. = 04+ 1-1+0=0.

2 3

Jika vektor-vektor x dan ¥y € R" saling ortogonal
maka x.¥y = 0, sehingga berlaku:

ix + yh? = (x + y)e(x + ¥)

n

Ixh? + 2(x.y) + lyl?
= Ixl® + Hyl?,

vang kita kenal sebagai hukum Phytégoras.

Subruang-subruang Yang Saling Ortogonal dalam rR"
Andaikan A sebuah matriks m x n dan x € N(A).
Karena x € N(A) maka A x = O dan
a, X 4+ a x + ...+ a x =20
14 1 L2 2 Tth n
untuk i = 1, 2, ..., m.

Sistem persamaan di atas menyatakan bahwa x ortogonal

dengan tiap vektor kolom dari AT. Jadi % juga ortogo-
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‘nal dengan setiap kombinasil linear dari vektor-vektor

kolom dari AT. Jadil jika y adalah sebarang vektor da-

lam ruang kolom AT, maka x.y = 0.

Maka setiap vektor

dalam N(A) ortogonal dengan setiap vektor dalanm ruang
kolom AT. Dua subruang dalam RrR" vang mempunyai sifat

semacam itu dikatakan Saling ortogonal.

Definisi 4.2.1.

Dua subruang X dan Y dalam R" dikatakan saling ortogo-

nal (dilambangkan dengan XL Y) jika .y = 0 untuk se-

tiap x € X dan ¥y < Y.

Contoh 4.2.1.

Andaikan X adalah subruang dalam R vang direntang o-
leh e = (1, 4, O)T dan andsikan Y adsalah subruang

vang direntang oleh (I (0, 1, O)T. Jika x € X dan - ¥

e Y, maka vektor-vektor itu berbentuk )

x = (x,, 0, 00" dan y = (0, y,, OO

3

sehingga .y = x, .0+ U.yé+ 0.0 = 0 untuk setiap x € X

dan ¥y € Y. Jadi X 4 Y.

Konsep tentang subruang-subruang vang saling
ortogonal tidak selalu sesuai dengan pengetahuan intu-
itif kita tentang ketegaklurusan, Sebagai contoh: da-
lam Rr? bidéng—xz dan bidang-xy kelihatannya ortogo-
nal, tetapi sebenarnya kedua bidang tersebut tidak sa-
ling oftogonal, karena vektor x, = (1, 1, O)T dan vek—

tor x, = (1, 0O, 1)T Berturut-turut terletak di bidang- -
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xy dan bidang-xz, tetapi

Xx x = 1.1+ 1.0+ 0.1 =1 = 0.
i 2 .

Definisi 4.2.2.

Andaikan Y subruang dalam R". Himpunan semus vektor
dalam R" vang ortogonal pada setiap vektor dalam Y di-

sebut komplemen ortogonal dari Y dan dilambangksan de-

ngan YL-. Jadi

YL = {x = R" | x.y = 0 untuk setiap ¥ € Y}.

Teorema 4.2.1.

Jika X dan Y adalah subruang-subruang yang saling or-

togonal dalam Rn, maka X n Y = {0}.

Bukti:
Himpunan X n Y pasti tidak kosong, sebab 0O €« X n Y.
Ambil sebarang x € X N Y, maka x € X dan x € Y. Karens

X L Y, maka x.x = 0. Padahal x.x = Ixl?, sehingga

2 -
I>xl= = X X o+ X X, o+ ... + X x = 0. Maka haruslah
x =0 (i =1, e BT N itk i 50 SAOT
Jadi X n Y = {0}. ‘ n’
Teorema 4.2.2.

Jika Y adalah subruang dalam R", maka Yl juga subruang

™

dalam R .

Bukti:
Ambil sebarang x € YL dan sebarang skalar « € R, maka

untuk setisp ¥ € Y berlaku:
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(ox)ey = a(x.y) = a.0 = 0,
sehinggas ox < YL,
Anbil sebarang x_, x,e Yl, maka untuk setiap y € Y
berlaku: (x; + xz).yV: =X, .Y 4 X .y :Vg + 0 = 0,
sehingga x o+ X € y-L,

Jadi YL adalah subruang dalam R™. =

Andaikan A adalah matriks m X n berelemen Skalaf.
Telah kita lihat bahwa vektor b R™ berada délam ru-
ang kolom dari A bhb b = A x untuk suatu x € R". Jika
ruang kolom dari A kita lambahgkan deﬁgan R(A), maka
dapat kita tuliskan

R(A) = {beR" | b= Ax untuk suatu x €« R"} dan
R(A") = {c €« R" e = A" x untuk suatu x e @m}.

Karena R(AT) pads dasarnya sama dengan ruang baris da-

‘ri A, maka vektor ¢ berada dalam R(AT) bhb ¢’ dalam

ruang baris dari A.

Teorema 4.2.3.

Jika A adalah matriks m X n berelemen skalar, maka

N(A) = R(A™)L dan N(AT) = R(A)L.

Bukti:
Ambil sebarang elemen ¥y € R(A') dan z « N(A), maka
y = A" x untuk suatu x € R” dan A z = O, sehingga

Y.Z = yT z = (AT x)T Z

= (xT A) = = x" (A z) = x' 0 = 0..
Karena y.z = 0 untuk setiap y € R(A") dan = < N(A),

mzka R(A") & N(A). Akibatnya adalah N(A) < R(A™)L.
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Di lain pihak, jika z sebarang vektor dalam R(AT)L ma-
ka z ortogonal pada setiap vektor kolom dari A". Kare-
na vektor-vektor kolom dari A" merupakan vektor-vektor
baris dari A, maka A z = 0. Jadi z merupakan suatu e-
lemen dari N(A), sehingga R(A")L < N(A).
Karena N(A) < R(AT}+ dan R(AT)L < N(A) maka-

N(A) = R(A™)L,

Dan  N(A™)

R((A™YTHL = R(A )L, "

Contoh 4.2.2.
' 1 0
Diberikan matriks A = .
2 0
Ruang kolom A terdiri dari semua vektor vang berben-
tuk: (o, 2007 = a1, 2)7.

Jika x = (xi, x%)T sebarang vektor dalam R? danj

b = A x, maka:

RIS

Dari persamasn A x = O, yaitu

-1

0
diperoleh x, + 23; = 0
x, = —Zx%.
Jika x, = 3, maka X, = -23. Sehingga ruang null dari

AT terdiri dari semus vektor yang berbentuk 3(-2, l)T.

Karena {1, Z)T dan (-2, l)T saling ortogonal, maks se-
tiap vektor dalam R{A) akan'ortogonal pada setiép vek-

tor dalam N(AT). Hubungan yang samsa juga berlaku anta-

ra R(AT) dan N(A). R(A") terdiri dari atas vektor-
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vektor berbentuk « e dan  R(A) terdiri' atas semus

vektor berbentuk ﬁez, di mansa e = (1, O)T dan e_ =

2
(0, 1)T. Karena ei_dan e, saling ortogonal, maksa séti—
ap vektor dalam R(AT) saling ©ortogonal Apada setiap

vektor dalam N(A).

Teorema 4.2.4.

Jika S adalah subruang dalam R", maka

dim S + dim S+ = n.

Selanjutnya jika {x_, xz,'..., x 3} basis dari S dan
{x , ..., X } basis dari SL, maka
r+1 n ,
{x , ..., %X , %X ., ..., %} adalah basis dari R".
1 r r+1 N .,
Bukti:

Jika S = {03}, maka S+ = R". Dalam contoh 3.5.1 = kita
lihat bahwa basis untuk R" tefdiri dari n vektor, se-
hingga dimensi R” = n. Jadi dim S + dim St = dim {0} +
dim R” = 0 +n = n. Jika S # {0}, andaikan {x_, ...,
xr} basis dari 5 dan X adalah matriks r x n, dengan
baris ke-inva adalah x: -untuk setiap i = 1, ..., r.

Dengan bentuk tersebut, matriks X mempunyai rank r dan-

R(X") = 8. Dengan toorimAla¥®:: sl - Rep@L = HX,
dan dengan teorema 3.8!8: Vdim S+t = dim N(X) = n ~ r.
Jadi dim S + dim SL = r + (n - r) = n.

VUntuk menunjukkah bahwa {x_ , ..., x_, xr+1,‘..., x 3

adalah basis untuk Rn, cukup ditunjukkan bahwa n vek-
tor tersebut independen linear. Andaikan bahwa cix1+
+ ¢ x + ¢ x + ... + ¢cx = 0.
r r r+t1 r+14 n-n

Andaikan y = oix1+ R orxr dan =z = ¢ = + ...+
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c X . sehingga ¥y + z = 0. Jadi y = -=z.

Karena ¥y € S maka -z € S, sehingga z € §S.

Karena z « S1 maka -z € 51, sehingga y & Si.

Jadi y dan z elemen dari S m SL1. Tetapi S m S+ = {0},

Oleh karena itu ¢ x + ... + ¢ x .= 0 dan c X +
1 1 r r r+4 r+14
+ ¢ X = 0
n n
Karensa X,os ves X independen linear, maka c, = ¢, =
= = x j ] -
c_ 0, dan karena b . .5 X Juga indepen
den linesar, maka c = ... = ¢ = 0, sehingga {x ,
r+4 n 1
s X s X s ...,,xn} independen l;near.
1 {x ce.. X X Y . X erups ; asis
Jadi { » ; oo p il . n} merupakan basi
T
untuk R . ]

Definisi 4.2.3.

Andaikan U dan V adalah subruang-subruang dari ruangb

vektor W. Jumlahan langsung dari U dan V, vang kita

lambangkan dengan U & V, adalah himpunan semua elemen
dalam W yang dapat ditulis secara tunggal sebagai jum-

lahan u + v, di mana u € U dan v € V.

Teorema 4.2.5.

Jika S adalah subruang dari R", maka R" = S & Si,

Bukti:
Jika S = {0}, maka S1 = R", sehingga

S e sL = {0} @ R" = R",

1
e
o
()

Demikian juga jika S = R, maka SL =
dan S & SL = R",

Andaikan S subruang yang berdimensi r, di mana
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O <r <n. Jelas bahwa § ® SL < R". Di lain pihak me-
nurut teorema 4.2.4 setiap vektor x € R dapat ditu-
lis dalam bentuk

X = e X+ ... +cCcXxX +c X o+ L.+ e %X,

r r r+1i r+1 . n n
di mana {xi, C s xr} basis untuk S dan
{x ,,» --.» % } basis untuk St
Andaikan u = c X + ... +‘crxr dan v = L R
+ ¢ x , maka u €S, v € S+ dan x = u + v,

Kita tunjukkan bahwa jumlahan x = u + v adalah tung-
gal. Andaikan bahwa x juga dapat ditulis sebagai jum-
lahan ¥ + Z, di mana y # u, y e Sdan z # v , z « sl
Jadi u + v = x = y + =z

u-y =2 -V,
Tetapl u - ¥y € S dan z - v € SL, sebab u, y € S dan =z,
v e St
Karena u - y € S dan u - ¥y = z - v, maka 2z - v € S,
Karena z - v €« St dan u - ¥y = =z - v, maka u - y e SL,
Jadi u - y dan z - v € § n Si,
Karena S mn S+ = {0}, maka u - y = O dan v - z = 0, se-
hingga u = y dan v = z. Kontradiksi dengan pengandaian
di atas. Jadi jumlahan x = u + v tunggal,

dan R” € 53 @ SL. Terbukti R" = § @ SL . om

Teorema 4.2.6.

!
2]

Jika S adalah subruang dalam R", maka (SL)L =

Bukti:
Ambil sebarang x S, maka x ortogonal pada setiap y €
Si. Dleh karena itu x e (SL)L, sehingga S < (SLO)L. Am-

bil sebarang z € (S4+)l. Dengan menggunakan teorema
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4.2.5 dapat kita tuliskan z sebagai jumlahan u + v, di
mana u € S dan v € S+. Karena v € SL, maka v ortogonal
pada u dan z, sehingga:

D= V.z-:\v.(u + V) = VeUu + V.V = v,V,
vang berakibat v = O.
Jadi z = u € §, sehingga (SL)L < S.

Terbukti S = (SL)L. [

vTeorema 4.2.6 mengétakan' bahwa, bila T adalah
komplemen ortogonal dari subruang S, maka S radalah
komplemen ortogonal dari T, éehingga dapat dikatakan
bahwa S dan T adalah komplemen ortogonal satu sama la-
in. Jadil menurut teoremas 4.2.3 N(A) dan R(AT) adalah
komplemen ortogonal satﬁ terhadap yang lain, dan demi—
kian juga dengan N(A™) dan R(A). Maka

B(A)L = R(A™) dan N(AT)L = R(A).

Contoh 4.2.3.

1 1 2
Diberikan matriks A = 0 1 1
1 s &

~ Tentukan basis untuk N(A), R(A™), N(A") dan R(A)!

Jawaban:
‘Kita dapat menentukan basis untuk N(A) dan R(AT), de-

ngan mengubah A ke délam bentuk eselon baris tereduk-

si sebagai berikut:
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Karena (1, 0, 1) dan (0, 1, 1) merupakan basis untuk
ruang baris A, maka (1, 0, 1) dan (0, 1, 1)7 merupa-
kan basis untuk R(A"). Jika x = (x_, x,, x,)° € HN(A),

dari hasil di atas diperoleh

x + x = 0dan x. + x. = 0.
4 3 2 3
Jadl x = x = -x_.
1 2 3
Dengan mengambil X, = e maka N(A) terdiri atas semnus

vektor vang berbentuk «(-1, -1, 1)°. Perhatikan bahwa
(-1, -1, 1)T ortogonal pada (1, 0, 1)T dan (0, 1, 1)T
Sehingga N(A) L R(A™) dan N(A)L = R(A").

Untuk menentukan basis dari’R(A) dan N(AT), kita ubah

AT ke dalam bentuk eselon baris tereduksi, yaitu:.

1 gl 1 1 0 1 1 0 1

1 1 3 + 0 1 Z -+ 0 1 2

2 1 4 o 1 2 o o 0o
Jadi (1, 0, 1)T dan (0, 1, 2)" merupakan basis untuk
R(A). Jika x = (x_, x,, x)7 € N(A"), maka x_= -x_,
X, = —235. Jadi N(AT) adalaﬁ subruang dalam R? vang

direntang oleh (-1, -2, 1)'. Perhatikan bahwa

sehingga N(AT) L R(A) dan N(AT)L = R(A).

Ruang Perkali an-Dalam

Dalam bab III dan awal bab IV 'telah kita bahaé
tentang perkalian Skélar pada R". Pada bagién ini, skan
kita bahas pefkalian—dalam (perkalian-skalar) pada se-

barang ruang vektor. Akan dibahas juga pengertian nor-
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rang ruang vektor. Dalam teorema 3.1.2 dapat kita lihat
sifat-sifat penting dari perkalian45kalarpadé R”. Pada
sébarang ruang vektor, perkalian-dalam didefinisikan

dengan menggunakan sifat-sifat penting dari perkalian-

skalar padsa R"” itu.

Definisi 4.83.1.

Suatu perkalian-dalam pada ruang vektor V adalah suatu

operasi yang mengawankan setiap pasang vektor x dan ¥y
dalam V dengan suatu bilangan real <x, y> sedemikian
hingga syarat-syarat berikut dipenuhi:
(i) <x, x> % 0, dan <x, x> = 0 bhb x = 0.
(ii) <x, ¥y> = <y, x> untuk semua x dan ¥y dalam V.
(iii) <ox + By, z> = o<kx, Z> + {3<y, Zz> untuk semua x,
Y, z dalam V dan sebarang skalar a dan £3.

Ruang vektor yang dilengkspi dengan suatu perkalian-da-

lam disebut ruang perkalian-dalam.

Contoh 4.3.1.

Perkalian-skalar pada R” adalah salah satu contoh dari
perkalién~dalam pada ruang vektor Rn, di mana

X, ¥> = X;Y untuk tiap x, ¥y rR".

Contoh 4.3.2.

Dalam C[a, b] dapat didefinisikan perkalian-dalam se-

bagai berikut:
(1) <F, & = [of(x)g(x)dx.
}

Kita lihat bahwa ke-3 syarat perkalian-dalam dipenuhi:
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(1) Jika f£f adalah sebarang fungsi dalam C[a, b],

maka £ (x) 2 0 untuk semua xdalam[a,b],

,sehingga <f, > = f: fz(xﬁdx z 0.

Karena fz(x) Z 0 dan f adalah fungsi kontinu,

maka: jt fz(x)dx = 0 bhb f¢x) = O uhtuk semusa
x € [a, b].

(i1) <f, & = [° fex)e(x)dx = [ g(x)f(x)dx = <g, f>.

untuk semua fAdan g dalam C[a, b].
(iii)k<;f + pBg, k> = f: (af + Be) (x)h(x)dx
= [° (af(x) + BE(x))h(x)dx
= of7 fexdn(x)dx + BfT E(x)h(x)dx

= ocKFf, h + B<g,

untuk semua fungsi £, g, h dalam C[a, b] dan

sebarang skalar o dan £.

Contoh 4.3.3.

Jika w adalah suatu fungsi kontinu yang bernilai real

positif dalam C[a, b], maka:

e f: F(x)(g)(x)w(x)dx.

- mendefinisikan suatu perkalian-dalam pada C[a, b].

Fungsi w ini disebut fungsi berat. Jadi kita dapat men-

definisikan beberapa perkalian-dalam yang berbeda pada

Cla, b].
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Perkalian-skalar digunakan untuk mendefinisikan
panjang suatu vekfor dalam R". Dengan cara yang sama,
norma (panjang) suatu vektor dalam ruang perkalian-da-
lam dapat didefinisikan dengan menggunakan perkalian-

dalam.

Definisi 4.3.2.

Jika V adalah suatu ruang perkalian-dalam, maka norma

dari suatu vektor v € V adalah lIvll = (<v, v>)”q

Contoh 4.3.4.

Dalam C[-m, m] dengan perkalian-dalam yang didefinisi-

kan pada (1),
1.2

lsinll = [fn sin’x dx ]

f 12
= [ffn 1/2(1 - cosZ2x) dX']
w 1.2
= [ ix - ssinZX ] ]
-1
= [Gn -0 - (-t - o>]1/2
2 - 2
= (n)*7?

Jarak antara dua vektor dalam suatu ruang perka-

1ian~dalam'dapat didefinisikan dengan menggunakan kon-

sep norma yang didefinisikan dalam ruang tersebut.

Definisi 4.3.3.

Andaikan x dan y dua vektor dalam suatu ruang perkali-
an dalam. Jarak antara vektor x dan y didefinisikan

sebagail berikut: d(x, ¥y) = lix - yil .
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Teorema 4.3.1.

Jika V adalah ruang perkslisn-dalam, maka untuk seti-
ap vektor v € V dan sebarang skalar o € R, berlaku

lovll = |a|livi,

Bukti:

Ambil sebsarang vektor v € V dan sebarang skalar o« « R,

F4

1t

Maka lavl (<av, av>)1/

1.2
= (ocv, ovd>)

12
= (acav, v>)
2 1,2
= (o 4v, v>)
12

= [af (<v, v>)

= |e] v, | .

Definisi 4.3.4.

Suatu vektor u dalam ruang perkalian-dalam V disebut

vektor satuan, -jika lull = (<u, u>)1/2 =1 .

Jika v adalah sebarang vektor tak nol dalam ruang

perkalian-dalam V, maka u = (1/lvll)v merupakan suatu

vektor satuan, sebab lull HT¢C1/0vll yvl

[CL/lviy (vl = 1.

Untuk selanjutnya vektor satuan (1/lvl) v dalam ruang

‘prerkalian~dalam juga akan ditulis dengan notasi v/Ilvl .

Teorema 4.3.2 (Ketaksamaan Cauchy-Schwarz).

Jika u dan v adsalah sebarang dua vektor dalam ruang

perkalian-dalam V, maka
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|<u, v>| < lull livi,
dan <u; v>| = llulllivl bhb u dan v dependen linear.
Bukti:
Andaikan XN sebarang skalar. Maka
0 < <ua - AV, U - Av> {def 4.3.1(1))>
= <u, u> - 2Zx<u, v> + x2<v, v>
= Jul? <= 2acu, v> + 2ZiviE.

Ketaksamaan kuadrat dalam X 1ini aksn dipenuhi bila
diskriminannya = 0, yaitﬁ

4 <u, v»2 - 4 tut® 1vi® < g,
sehingga | [<u, v>| = lBull v,
Dari bukti di atas juga dapat dilihat bahwa
v>| = lhull fivll bhb <u - XAv, u - xv> = Q

bhb u - xv = O

bhb u dan v dependen linesr. .
Kita juga dapat mendefinisikan sudut e antara
vektor u dan vektor v yang keduanya tak nol dalam zru-

ang perkalian-dalam V.

Definisi 4.3.5.

Sudut © antara sebarang vektor u dan Vv dalaﬁ ruang
perkalian-dalam V didefinisikan sebagail berikut:

cos © = (<u, v>)/(lulllivi), , 0<eox=<nx.

Teorema 4.3.83 (Ketaksamaan segitiga).

Jika V adalah ruang perkalian-dalam, maka untuk se-
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tiap vektor u dan v € V, berlaku

la + vil = llull + lvll,

Bukti:
Ambil sebarang u dan v € V, maka
2
la + vI™ = <ua + v, u + v>
= <u, u> + 2<u, ¥v> + <v, v>
2
< lull? + 20ullvi + Hvi?

(Cauchy - Schwarz)

11

Clhall + lIvi)2,

Jadi fa + vl < llall + livll, _ =

Untuk jarak antara dua vektor dalam suatu ruang

perkalian-dalam, berlaku ketaksamaan segitiga dalam

"bentuk sebagal berikut:

d(x, ¥) = d(x, z) + d(=z, y),

Ix - yl

sebab d(x, ¥y) h(x - z) + (z - y)l

< Ix -zl + Iz - yi

d(x, z) + d(=z, y).

efinisi 4.3.6.

Dua buah vektor u dan v dalam suatu ruang perkalian-

dalam V dikatakan saling ortogonal Jjika <u, v> = 0,

dan dilambangkan u i v,

Contoh 4.3.5.

Fungsi cos dan sin saling ortogonal dalam C[-m, m] de-

ngan perkalian-dalam yang didefinisikan pada (1), ka-
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. <cos, sin> = [*_ cosk sinx dx = [*_ sinx d(sinx)
rena.- ) cosg, Slfl/_ = j—r[ LOS.?{ S1nXx X = j—ﬂ' S1INX 4a(siny
1 2 n 1 2 2
= 3 sinx] = S((0)" - (0)7) = 0.
-

Contoh 4.5.5.

Didefinisikan perkalian-dalam pada € [-1, 1] sebagai
berikut: <f, g = jjif(x)g(x)e_xdx.
Maka fungsi f dan £ yang didefinisikan berturut-turut

dengan f{x) = x dan g(x} = e adalah saling ortogonal,

1 X -X 1
karena: <f, & = [_ xe'e dx = [_ xdx

= X ]_1 = 1/2 - 1/2 = 0.
Jika u dan.v saling ortogonal, makarﬁ<u, v> = 0,
sehingga berlaku lu + viI? = <u + v, u + v

= {u, u> + 24U, v> + <v, v>

2 2
Fall™ + wvil™,

yang merupakan generalisasi hukum Pythagoras.

4. Masalah Kuadrat Terkecil

Sistem persamaaan linear A x = b dengan matriks
koefisien A yang terdiri dari m baris dan n kolom .de-
ngan m > n, pada umumnya tidak konsisteﬁf Kita tidak
dapat mengharapkan dapat memperoleh suatu vektor x =
R"” yang memenﬁhi A x = b, Pada bagian ini - kita akan
mencari suatu vektor x, sedemikian hingga A x ‘"paling
dekat"” dengan b.

Andaikan A sebuah matriks m x n, dengan m > n.

Untuk setiap b € R", didefinizikan:
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Ibll = (<b, b>)*% = (b.b)Y2,
Perhatikan sisten persamaan'linear A x = b, Untuk
setiap x € Rh, kita dapast membentuk residual
| r(x) = b - A x.
Jarak antara b dan A x, diberikan oleh
Ib - A xlI = lp(x)l.
Akan kita cari suatu vektor x € R", dengan !Ir(x)Il .mi-
nimum. Meminimumkan hr(x)# sama saja dengan meminimum-

2 - 1 .
kan ITr(x)lIl”. Suatu vektor x yang menvelesaikan masalah

ini disebut penyelesaian kuadrat terkecil dari sistem
A x = b, Jika p = A x, maka p adalah suatu vektor da-

lam ruang kolom A vang paling dekat dengan b.

Teorema 4.4.1.

Andaikan S adalah subruaﬁg dari-R". Untuk setiap b =
7 Rw, ada suatu vektor tunggal p dalam S paling dekat

dengan b, yaitu b~ ¥l > Ib - pl

untuk setiap ¥y # p dalam S. Selanjutnya, Qektor p da- -

lam S pgling dekat déngan vektor b e R" bhb b - pe

st.

Bukti:
Karena R :.S & Sl | maka setiap vektor b e R™  dapat
"dinyatakah dengan tunggal sebagai jumlahan: b = p + =z
di mana p € S dan z « S+ | Jika ¥y sebaraﬂg vektor yang
lain dalam S, makaAHb - yll2 = i{(b - p) + (p - y)ﬂz_
Karena p -y € S dan b - p = z < Si1, maka menurut ge-

neralisai hukum Pythagoras: . Ilb - yHZ: b - p”? +

ip - yi?,
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Oleh karena itu Ilb - yI > b - pi.

Jadi ada tunggal vektor p € S yang paling dekat dengan
b, Dari bukti di atas Juga dapat disimpulkan bahwa
jika p € 8 dan (b - p) € 3L, maka p adalah vektor yang
paling dekat dengan b.

Sebaliknya, jika q € S dan b - q = S, maka q # p dan
dengan bukti di atas (untuk ¥ = gq): Ib - gll > IIb - pl

yaitu q bukan yang terdekat dengan vektor b. =

Bila b € S, maka b = p + z, p e S, z € SL. Pada-
hal b = b + O, Dengan sifatrketunggalan dari represen-
tasi jumlahan langsung, didapatkan p = b dan =z = O,

Vektor x merupakan penyelesaian masalah. kuadrat .
terkecil A x = b bhb p = A x adalah vektor daiam
R(A) yang paling dekat dengan b. Vektor p ini disgbut

proyeksi b pada R(A). Menurut teorema 4.4.1:

b - p =b - A x = p(x)

harus merupakan elemen dari R(A)L. Jadi x merupakan
rpenyelesaian masalah kudrat terkecil A x = b bhb r(;)
e R(A)L. Menurut teorema 4.2.3: R(A)L = N(AT), sehing-

~

ga x merupakan penyelesaian masalah kudrat terkecil
A x = b bhb r(x) e N(A") |
bhb 0 = AT r(x) = A% (b - A x)
bhb AT A x = A" b.
Jadi untuk menyelesaikan masalah kuadrat terkecil
A x = b, kita harus henyelesaikan persamaan
A" Ax = A" b.

Persamaan ini menyajikan suatu sistem persamaan linear
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n x n. Persamaan-persamaan linear ini disebut persama-

an normal.

Teorema 4.4.2.

Jika A adalah matriks m x n dengan rank n, maka persa-
. T A . .

maan normal AT A x = A b mempunyal penyelesaian tung-

gal x = (AT A)_1 AT b, wvyang merupakan penyelesaian

tunggal untuk masalah kuadrat terkecil A x = b.

- Bukti:

Andaikan =z adalah penyelesaién untuk AT A x = O, maka
Az e N(A"). Jelas bahwa A =z € R(A) = N(A")L . Karena
N(ATY N N(A™ YL = {0}, maka A =z = O. Karena A mempun-
vai rank n, maka vektor-vektor kolom dari A independen
linear, sehingga A x.: O hanya mempunyai penyelesaian
”:trivialf Jadi z = O, yaitu persamaan A'A x = O hanya
‘mempunyai penyelesaian trivial. Menurut teorema 2.3.3:
ATA non singular. Jadi x (A" A)_i_AT b adalah penye-
lesaian tunggal untuk persamaan normal di atas dan se-
kaligus merupakan penyelesaian kuadrat terkecil vang

Vtunggal untuk sistem A x = b, ; : _ =

Vektor proyeksi p = A x = A (A" A)™"A" b adalah
elemen dari R(A) yang paling dekat dengan b dalam pe-
LT

ngertian kuadrat ~terkecil. Matriks P = A (AT A)_1 A

disebut matriks proyeksi.

Contoh 4.4.1.

Carilah penyelesaian kuadrat terkecil untuk sistem:
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X + x = 3
1 2
-Z2x + 3x =1
1 2
in - X, = 2.

Jawaban:

Persamaan normal untuk sistem ini adalah:

1 -2 2 1 i X, 1. -2 2 3
1 3 -1 -2 3 X, 1 3 -1 1

2 ; 2

-7 11 X 4
Penyelesaian kuadpat terkecil untuk sistem ini adalah:

(83/50, 71/50)".

Hi mpunan Ortonormal

Elemen-elemen dari basis standar dalam Rn, yaitu:

B B, .., B, adalah vektor-vektor satuan yang sa-
ling ortogonal, sebab Hej” = 1 dan ei-ej = 0, Jjika
i # j untuk i, j = 1, 2, ..., n. Dalam pembshasan 1le-

bih lanjut tentang ruang perkalian-dalam akan disusun

.suatu basis dengan anggota vektor-vektor satuan yang

saling ortogonal. Basis seperti ini dapat membantu

kita dalam menyelesaikan masalah kuadrat terkecil.

Definisi 4.5.1.

Andaikan v_, v v adalah vektor-vektor dslam

5 v s e 3

2

ruang perkalian-dalam V. Jika <V, vj> = 0 untuk

i # j, maka {vi, v .; Vh} disebut himpunan ortogo-

2 7

nal.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Contoh 4.5.1.

T

Himpunan {(1; 1; 1) > (2: 1;, —B)T: (4: —5; 1) } adEL"
lah suatu himpunan ortogonal darlamrﬂ?3 terhadsp perks-

lian-skalar pada Rh, karensa

T

(i: 1; 1) (2; 1;__3) = D

T

<1:' 1: 1) (4; —5; 1) -~ D

T

(2: 1: _3> (4: _5; 1) = D.,

Teorema 4.5.1.

Jika {vi, Voo o s vﬁ} adalah himpunan ortogonsal vek-

tor-vektor tak nol dalam ruang perkalian-dalam V, maka

Y, Voo e Yo adalah‘iqdependen linear.
Bukti:
Andaikan v o YRTLUETS vektor-vektor tak nol vang

saling ortogonal dan-dependen linear. Maka ada ska-

lar-skalar o, o & vang tidak semusanya sama

P
2

dengan nol sedemikian hingga

Andaikan o = 0, maks

N
v = i = o /o
1 .Z ’?ivi’ di m"?mAa ,{?i. : L/ 1°
v=2 B _
. 2 N ig} -
Hv } = <V v > = <Vv v
Maka s v, Vv, L 'Z; ﬁt L
. 1=

sehingga v, = 0. Rontradiksi.

Jadi Vs Yo s Y adalah independen 1inear. ]
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Definisi 4.5.2.

Himpunan ortonormal adalah himpunan ortogonal dari

vektor-vektor satuan.

Jadi {ui, U, uh} adalah himpunan ortonormal
1, jika i = J
bhb ., u.> = éi., di mana éiA = {
! ? L 0, jika i = 3.

Dari suatu himpunan ortogonal vektor-vektor tak nol

{vi, v, . vh}, kita dapat membentuk himpunan
ortonormal {ui, U, e uh} di mana
u = vi/nviu untuk i =1, 2, ..., n.

Contoh 4.5.2.

Dari himpunan ortogonal pada contoh 4.5.1, kita dapat

membentuk himpunan ortcnormal {ui, u u_ }, di mana

2’ 3
_ | T
u = v /v I = 1/¥3(1, 1, 1)
- 9 T
u, = v /v, Il = 1/¥14(2, 1, -3)
_ _ T
u, = vs/llvsll = 1/Y42(4, -5, 1) .

Contoh 4.5.3.

Dalam (C[-m, ] dengan perkalian dalam:
<F, &2 ffn F(x)g(x)dx

himpunan {f, cos, sin} di mana ¢t¢x) = 1 untuk setiap x

€ [-n, ], adalah himpunan ortogonal, karena:

<t, cos> = ffn cosx dx = sinx ]fn =0 -0-=20
. _ 3 . - T _ _
<t, sin> = f_n sinx dx = —cosx 1. =1-1=0

- TT - TT . . B
<cos, sin> = f_n cosx sinx dx = f_ﬂ sinx d(sinx)
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w

1 . 2 T o1, .
= zsinx ] . = ;(0 0 = 0.
Untuk membentuk himpunan ortonormal, kita hitung normsa
dari ketiga vektor tersebut.

Nen® = <t, > = [T 1.dx=x1_ ='m - (-m) = 2n

I

I
)
o
!
S
)
be

2 .
lcosll™ = <ecos, cos>

1

1 T
-x + -] 2
¥ + ;sinZx 1

jﬂ sinzx-ix
-f . €

<sin, sin>

- 2
feinl
Fail 1 1 1 : s 7
= - [=3 — - —c >
f_n (; - jeos2x) dx X sinZ2x ]

1 1
= S 4+ =1 o= o,
2 2

Jadi {¢t/Y2rm, cos/¥m, sin/¥m} adalah himpunan ortonor-

mal.

Definisi 4.5.3.

Andaikan V adalah suatu ruang perkalian-dalam. Suétu
himpunan ortonormal dalsm V yang juga merupakan basis

untuk V kita sebut basis ortonormal.

Teorema 4.5.2.

xn} adalah basis ortonormal

3 « e x 3

Andaikan {xi, x

2
) n
1 untuk ruvuang perkalian dalam V. Jika x = Zc%xi, maka
: =1
f - noo
c, = <xt, x> dan Ixl® = ¥ . {Rumus Farseval)

o
1l
'S
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Bukti:
. n
Andaikan x = % e X . Maka
: 1=1 ]
n n
<xL, x> = <xL, ?ijj> = §CJ<XL’ xJ>
j=1 j=1
n
= Ye.é. = ec, dan
jog 30U
n ] n n
0 = Ix - FTe.xI™ = <x - Ectx.t, x - Ec.tx,t>
1=1 i=1 1=1
N n
= Ixl? - 2 Ze <x, x> + Ixl® = 2ix1® - 2 §e?,
1=1 1=1
N
sehingga Il = e ]
1 =1

Contoh 4.5.4,

Diberikan himpunsan ortonormal {F, g}-dalam Cl-=, w],

di mana f(x) = 1/¥Zmdan g(x) = (1/Y7) cos2x untuk se-

tiap x € [-7n, 7], dengan perkalian dalam yang didefi—w
nisikan seperti pada contoh 4.5.3. Kita tentukan nilai

dari ffnsin4x dx, tanpa menghitung anti derivatifnya.

Kafena siﬁzx = (1 - cos2x)/2

(¥2r/2) 1/¥2n + (-¥7/2) 1/¥7 cos2x

(V2r/2)f(x) + (-Vr/2)8(x),

untuk semua x € [-7w, 7]
naka sin® = (¥2r/2)F + (-VA/2)g
dan menurut rumus Pafseval:

J7. sin®x dx = Wsin®1* = (¥2m/2)% + (-¥7/2)" = 3n4.

Definisi 4.5.4.

Suatu matriks n x n berelemen skalar dikatakan matriks
ortogdna] Jika kolom-kolomnya merupakan suatu himpunan

ortonormal dalam R” terhadap perkalian-skalar pada R™ .
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Teorema 4.5.3.

Jika A adalah matriks n x n berelemen skalar, maka
peryataan-pernyataan berikut adalah ekuivalen:

a) A adalah suatu matriks ortégonal.

b) A" A= A A" = 1.

c) A x.Ay = x.y untuk semua vektor x, y e =30

d) WA xIl = Ixll untuk semua vektor x « R".

Bukti: ’ &

ay)y = b)

Andaikan A adalah matriks ortogonal. Elemen baris ke—i
kolom ke-j dari matriks AT A adalah hasil kali skalar
baris ke-i dari AT dan kolom ke-j dari A. Karena ko-
lom—kolom dari A merupakan himpunan ortonormal, maka
hasil kali skalér tersebut sama dengan 1, jika 1 = j
dan sama dengan 0, jika i # j. Jadi A" A = I. Vektor-
vektor kolom dari A adalah independen linear, jadi me-
rupakan suatu basis untuk R”. Maka menurut ~-Corollary
3.8.4 matriks A non singular. Jadi A punya invers, ya-

itu A sedemikian sehingga ATA = A A= I.

T -4 -1

Maka AT = A" I = AT(AA*) = (A" A) A= T A7 = A
Jadi AT A = A A" = I.

b) = ¢)

Ambil sebarang vektor x dah y € R . Maka

T

AxAy = (Ax) Ay = (< AT Ay =x (A Ay
' T T
= x T ¥y = x ¥y = x.¥.
c) = d)

Ambil sebarang vektor x « R. Maka

Ta xI = (A x.A x)*% = Ge.x)™? = lixll.
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d) = a)
Ambil sebarang x dan ¥y € R". Maks
'uA (x + yI% = Ix + yh?
A x1% + 2(A x-& y) + I8 yI® = 1x0® + 2(x.y) + lyi®,
Karena WA xI- = lixll dan A yli = fylt, maka
A x-Ay = x.¥
X (A" Ay =Xy
¥ (AT Ay -x y =0
x" (AT A -I)y=0.
Karena x adalah vektor sebarang,vmaka (AT A -1 ¥y =
0. Karena y adalah Vektor sebarang, maka ATA-TI = o
atau AT A = I. Persamaan tersebut dipenuhl hanya bila

vektor-vektor kolom dari matriks A merupakan himpunan

ortonormal..Jadi A adalah suatu matriks ortogonal. =

Teorema 4.5.4.

Andaikan A adalah matriks m x n berelemen skélar. Jika

vektor-vektor kolom dari A merupakan suatu himpunan

_ortonormal vektor-vektor dalam R" terhadap perkalian-

skalar pada R", maka AT A = I dan penyelesaian untuk

masalah kuadrat terkecil adalah ; = AT b,

Bukti:

Elemen baris ke-i dan”kolom ke-j dari matriks AT A me-
rupakan perkalian skalar dari vektor baris ke-1 dari
matriks AT dengan vektor kolom ke-j dari matriks A,
yaitu perkalian skalar dari vektor kolom ke-i dan ke-j
dari matriks A. Karena vektor-vektor kolom dari A ﬁem—

bentuk himpunan ortonormal, maka AT A = (6U> = I.
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Akibatnya, persamaan normal A" A x = A" b, menjadi
X = AT b ’l

Teorema 4.5.5.

Andaikan S adalah subruang dari ruang perkalian-dalam
V dan x adalah sebarang vektor € V. Andaikan { X5 X,

s xn} adalah suatu basis ortonormal untuk S. Jika

di mana c, = €5 X > untuk setiap i, maka p - x & S,

Bukti:

Untuk tiap i berlaku:

2

ig]
P - x> = <xi, P> - <xi, X> = <X, L c.x> - ¢,
J L
gl
= §o53 C . <X, xj> - c. = 0.

p . L
i1=1

Jadi p - x ortogonal pada semua . . Jika y € S, maka

b4

1"
2
X

sehingga <p - %X, y»

I
A
T
|
5
™
Q
X
v

Definisi 4.5.5.

Andaikan S adalah suatu subruang dalam ruang perkalian

dalam V. Vektor p seperti didefinisikan pada teorema

(

4.5.5 disebut proyeksi dari x pada S.

Jika x € S, hasil di atas trivial, sebab dengan

teorema 4.5.2, p - x = 0. Jika x &« S, maka p adslsh
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vektor dalam S yang paling dekat dengan x, seperti di-

buktikan dalam teorema di bawah ini.

Teorema 4.5.6.

Dengan pengandaian sepertl pada teorema 4.5.5, vektor

p adalah elemen dari S yang paling dekat dengan x, ya-

. itu fy - xll > llp ~ xI

untukrsebarang vektor ¥ # p dalam S.

Bukti:
Jika ¥ € S dan y # p, maka:

y - xh? = Ity - p) + (p - x)llz__

. Karena ¥ - p € S, maka dengan teorema 4.5.5 dan gene-

ralisasi hukum Pythagoras diperocleh
hy - xti? = lly - ph® + lip = xII? > p - xi?.

Jadi lly - xlt > llp - xl "

Contoh 4.5.5.

Andaikan S adalah himpunan semua vektor dalam Rr? deng-
an bentuk (x, y, 0)"dan perkalian-dalam pada S adalah
perkalian skalar pada R". Carilah vektor p dalam S
vang paling dekat dengan w ? (5, 3, 4)T.
Jawaban: .
Andaikan u, = (1, 0, )% dan u = (0, 1, )T . Jelas
u_dan u, membentuk basis ortonormal untuk S. Maka

c, = w u =25
c, = w u = 3.

T

Jadl P = 5“1 + 3U2 = (5; 3) O)
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Contoh 4.5.6.

Tentukan pendekatan kuadrat . terkeeil terbaik untuk
fungsi £ yaﬁg didefinisikan dengan f(x) = e” pada in-
terval [0, 1] oleh suatu fungsirlinéar, aengan perka-
lian-dalam yang didefinisikan sebagai berikut:
Kf, &> = f; F(x)e(x)dx .

Jawaban :

Andaikan S adalah subrﬁang vang terdiri dari semus
fungsi linear dalam C[0, 1]. Fungsi f dan g yang dide-
finisikan berturut-turut dengan f(x) = 1 dan k(xj - X
untuk semua x € [0, 1], merentang S. Tetapi mereka ti-

dak saling ortogonal, karena
<f, k> = [Loxdx=3 X 1, =1/2 % 0.

Kita carl suatu fungsi & vang didefinisikan dengan
gTX) = x - 8 untuk semua x € [0, 1] dan ortogonal pada

f. Perhatikan:

— a E _ 2 i_ 4-
0=«<f, = [i(x-a) de=3:x - ax1.=3- a.

Nir

Jadi & = %, sehingga g(x) = x -

1

RKarena ugu2 = Jz(x - g)zdx,: 1/3(x - §>3 1, = 1/12,

maka fungsi u, dan u, vang didefinisikan berturut-tu-
rut dengan u (x) = 1 dan u, (x) = Y12 (x - %) untuk se-
mua x € [0, 1], merupakan suatu basis ortonormal untuk

S. Maka

x 1

'jz ui(x)ex dx = e 1. = e'— 1‘

o
il

ji u,(x) e dx = jz Yi2(x - 2ye™ dx

e}
1
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X

e ]

1
Q

= YI2[, (e"x - &™) dx = YI2(e"(x - 1) -

NIR

)

Y12 (-1/2 e = (-1 - 1/2)) = Y12 (3/2 - 1/2 &)

Y3 (3 - e).

Jadi fungsi p dimana pix) = ciui(x) + czuz(x)
= (e = 1) + ¥3(3 - eX(¥12 (x - )

= (4e ~ 10) + B(3 ~ edx untuk se-
mua x € [0, 1],

adalah fungsi linear yang kita cari.

Proses Ortogonalisasi Gram-Schmidt

Pada bagian ini akan kita bahas éuatu proses un-
tuk membangun suatu basis ortonormal untuk sustu ruang
perkalian dalam berdimensi-n.

Andaikan x_, %_, ..., x_adalah suatu basis untuk
ruang perkalian dalam V berdimensi n. Dengan basis ter-

sebut., akan kita bangun suatu basis ortonormal {ui,

U, ..., u }.

2 n

Kita akan membangun u, sedemikian hingga S(u1’

. uk) = S(x1, y.. ) xk) ugtuk ke =381 . . ., i
Andaikan:
(1 ' u = x /lx
S(ui) = S(xi), karena u adalah vektor satuan yang di-

bentuk dari vektor X, . Andaikan P, adalah proyeksi da-

ri x, pada S(ui) = 5(X1); yaitu: P, = <x, , upu.

Menurut teorema 4.5.5 (xz - p;) Lou.
Perhatikan bahwa X, = P, # O, karena
(2) X, - P, = (—<x2, u1>/Hx1H)x1 + X

dan X 5 X, independen linear. Jika kita bentuk:
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(3) u, = (xz - pi)/llxz— pill

maka u, adalah vektor satuan yang ortogonal padsa u .

Menurut (1), (2) dan (3) di atas, maka S(ui, uz) <

S(x1, XZ). Karens u dan u, independen linear, mska
{ui, uz} merupakan basis ortonormal untuk S(x1, xz).
. ¢
i S( x X ¥y = S(u u_ .,
Jadi SC x_, X ) (u , )

Untuk membangun u_, proses dilanjutkan dengan csa-

ra vang sama. Andaikan P, proyveksi dari X prada S(xi,

X = u u 18 = X > u <X 1 S O
2) 1 47 2), maka P, a2 7T N o > YU,
i U = (X - Ylx  —~ i
dan kita bentuk . ( L P . p_it.
Demikian seterusnya untuk u o, Uy, ..., U, sehingga
terbentuk {u , u_, ..., u }.

Teorema 4.6.1 ¢(Proses Gram-Schmidt).

Andaikan {xi, x o xh} adalah basis untuk ru-

2

2
ang perkalian dalam V. Andaikan u = xi/Hxiﬂ, dan di-
definisikan U, .., U dengan
= (x E Y/ Ix - I
s S - DITAE L .
‘untuk k = 1, ..., n - 1.
i = X u u + X u +
di mana pk . k+1’ .1> 1 < k+1’ 2> u2
18§ u
' <xk+1’ k> k
adalah proyeksi dari Xku pada S(u , u cees WY Ma-

2’
2 e uk} adalah basis ortonormal

untuk V.

Bukti:
Kita buktikan dengan induksi matematis.

Telah kita lihat di depan bahwa S(ui) = S(xi),

Andaikan wu_, u,, ..., u  telah dibangun sedemikian
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hingga {ui, u, ... uk} adalah suatu himpunan orto-

u u . u = o} X
normal dan 5( TIPS k) S(x Xgs xk).

Karena P, kombinasi linear dari u, {1 =1 = k) maka

5 x - e S5(x%
P e S5(x_, ., X ) dan x, - p € 5(x_, s Xpq )
, k
i - = - xX
di mana X, - P = %X Lex
=1
Karena X, cees X independen linear, maka
”xkd— P, # O, dan (dengan tecrema 4.5.5) ortogonal pa-
: < 3 o< H '
da setiap u. o, (1 =1 —,k)' Jadi {ui, U s e ukﬂ}
suatu himpunan ortonormal dalam S(xi, e xkd).
Karena u, ..., u_ independen linear, maka mereka
membentuk suatu basils untuk S(x1, c e ka), dan aki-
batnya S(UL’ c s uku) = b(xi, c s xku).
Jadi terbukti bahwa {ui, L un} suatu basis
n

ortonormal untuk V.

Contoh 4.6.1:

[ 1 1 2
1 2 3
Andaikan A = '
1 2 1
o i 1 S

. Kita cari suatu basis ortonormal untuk ruang kolom A

terhadap perkalian-skalar pada R".

Jawaban:

Andaikan X s X, dan X, masing-masing menyatakan vek-

tor-vektor kolom A.

'Bentuk eselon baris daril matriks A adalah:
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Yo

[ 1 1 2 ]
0 1 1
U =
0 0 1
| 0 0 0 |

Ketiga vektor kolom U bersesuaian dengan elemen 1 ter-
depan, sehingga vektor-vektor kolom A tersebut merupa-

kan basis untuk ruang kolom A.

Proses Gram-Schmidt kita gunakan untuk membentuk suatu

basis ortonormal, yaitu

(4) oy = xi/”x1",£ §x1 = (1/2, 1488 /2, 1/2}T'
pi.: (e, I 3“1‘

(5) X, - P, =X, - du = (-1/2, 1/2,71/2, —l/Z)T.

(6) u, = (x, - p/Ix,- pl

=8 /802 BEapy-1/8Y .

p, = (x,uju + (X .uju = Bu - Zu .
(7) x, =P, = X = BU 4 2u = (-2, 1, -1, 2)7.
(8) w = (x, - /I x - pl
= (1/YI0) (-2, 1, -1, 2)7.
Teorema 4.6.2 (Faktorisasi @ R).
Jika A adalah suafu matriks m x n dengan rank n, maka

A dapat difaktorkan menjadi suatu hasil kali @ R,_ di
mana @ adalah suatu mariks m x n dengan kolom-kolom
ortonormal (déngan perkalian—skalér sebagal perkalian-
dalamnya) dan R suatu matriks segitiga atas n x n yang

invertible (mempunyal invers).

Bukti:

Andaikan X o Xo e, X adalah vektor-vektor kolom
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dari A. Andaikan P, ..., P__, didefinisikan seperti
pada teorema 4.6.1 dan andaikan {ui, uw, ..., ul} ada-

lah basis ortonormal dari R(A) vang didapatkan dari

proses Gram-Schmidt. Didefinisikan:

oo = x|
14 1
o, = ka -.pkdn untuk k = 2, ;o
dan o = X .U nntuk i = 1, , kK - 1
ik k i
dan k = 2, ..., n.

u u u - o
kk k k 1k 1 2k 2 k—i,kuk—i
‘untuk k = 2, ..., n.

atau dapat kita tuliskan dalam bentuk:

- X e S © §

- 1 11 141

X = A u + o u
2 12 2 22 2

X - o u e e Ol st T
n in 1 nn o n

Jika kedua ruas pada setisp persamaan di atas kita
transpos dan sistem yang dihasilkan kita  tulis dalam

persamaan matriks, maka

T o4 - V - T =
[ x, r-aii ] P N0 [ u,
T : T
T xz . aiz 0(22 ... 0 uz
A = =
T T
|- x'h - l- aih aZh e ahh J |- uh -

Jika kedua ruas persamaan matriks tersebut kita trans-

pos lagi, maka kita dapatkan
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F P %2 4 ]
0 0{22 o(Zh
A= (u, u, , u) = @ R
. O 0 ... &

nn -

Kolom-kolom dari @ adalah wvektor-vektor ortonormal u,

u, ..., U, dan R adalah suatu matriks segitiga atas
n x n dengan elemen-elemen diagonal utama aH:¢ 0 un-
tuk k = 1, 2, ..., n. Maka det(R) = S PIIRLC SR S = 0.

Mehurut teorema 2.3.5: matriks R adalah non singuiar

(invertibel). om

Contoh 4.6.2.

Faktorkan matriks A pada contoh 4.6.1 menjadi suatu

hasil kali Q R!

Jawaban:

Menurut (4): 2u1 = %,

menurut (5) dan (B): lu2 = x, - 3u1,
menurut (7)) dan (8): VlOu3 = x_ - Bu1 + Zuz.

Penyvelesalan sistem persamasn di atas untuk X, X, dan

Xy adalah: X, = 4u1

X = 3u 4+ u
2 1 2

x = Bu - 2u_+ Yiou s
3 1. 2 3

sehingga di dapatkan

1/2 ~1/2 ~2/910 ]

1/2 1/2 1/710
Q = (ui’ uzs us) = :

1/2 1/2 -1/710

1/2 -1/2 2/710 |

‘dan
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2 3 &
R = 0 1 ~2
0 0 Y10

Teorema 4.6.35.

Jika A adalah matriks m x n dengan rank n, maka penye-
legaian untuk masalah kuadrat terkecil A x = b adalah
-1

x = R QT b, di mana @ dan R adalah matriks-matriks

faktor dari matriks A (teorema 4.6.2). Penyelesaian X
dapat diperoleh dengan menggunakan substistusi balik

untuk menyvelesaikan R x = QT b.

Bukti:
Menurut tebrema 4.4.2 penyelesaian untuk masalah kua-
drat terkecil A x = b, adalah ; vang merupakan penye-
lesaian untuk persamaan normal A" A x = A" b. Jika A
difaktorkan menjadi hasii kali @ R,_maka persamaan di
atas menjadi (@ R)” @ R x = (@ R)" b atau

R” (@" @) R x = R" Q" b.
Karena @ mempunyai kolom—~-kolom ortonormal, maka
QTQ = I, sehingga persamaan di atas menjadi RT R x =
R" Q7 b, Karena R" invertible, maka R x = Q" b, atan
x = R°* @7 b. Karena matriks R adalah suatu matriks

_segitiga atas, maka persamaan R x = QT b dapat disele-

saikan untuk x dengan cara substitusi balik. -

Contoh 4.6.3.

Carilah penyelesaian kuadrat terkecil untuk
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[ 1 1 2 [ 3 ]
Xi
1 2 3 -4
XZ =
1 2 1 2
. X 3
| 1 1 8 | | 1]

Jawaban:

Matriks koefisien dari sistem 1ni telah difaktorkan

menjadi hasil kali @ R dalam contoh 4.6.2

1/2 1/2 1/2 1/2 7 [ 3 1
Q" b = | -1/2 1/2 1/2 -1/2 -4| = |-3
-2/¥10 1/¥10 -1/Y10 2/Y10 2 -¥10,
, oy

Penyelesaian kuadrat terkecil dari sistem persamaan di

atas adalah penyelesaian dari persamaan R x = Q" b,

valtu persamasn

2 -3 B X, 1
0] 1 ~2 X, | = 3
0 0 ¥10 X, -¥10

'Sistem persamaan ini dapat diselesaikan dengan substi-

tusi balik, sehingga diperoleh

(Ai, X, x;) = 4k _5f -1)>.

Proses Gram-Schmidt di atas seringkali tidak mem-

berikan haéil yvang tepat, terutama apabila dalam pe-
ngerjaannya digunakan perhitungan numeris dengan kete- -
litian berhingga. Hal ini disebabkan adanya pembulatan

dalam penghitungan U, W, L., U tersebut. Hasil

vang lebih akurat dapat diperoleh dengan menggunakan _—

i Proses Gram-5chmidt yang dimodifikasikan. Dalam proses
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ini, vektor u dibangun sama seperti pada proses Gram-
Schmidt sebelumnya, yaitu:
u = x1/Hx1H,

Vektor-vektor XZ, Xos wees X kemudian kita modifikasi

3

sedemikian hingga ortogonal pads u yvaitu dengan me-

ngurangi setiap vektor X, dengan proyveksi dari X, pada

u, vang menghasilkan
(1)

xk = Xk - <u1, xk>u1, k = 2, 3, T §

Vektor u, kita dapatkan dengan:

(1> (1
u = x_ hx
2 2 2

Vektor u, sudah ortogonal pada u .

1) (& 8] [ §)

. ( .
Kemudian vektor-vektor X . X, s caes X kita mo-

difikasi sedemikian hingga ortogonal pads uz,’yaitu:

(2> (1 ol
N A L SR AR k =3, 4, ..., n.

Demikiah seterusnya dengan cara yang sama proses di-
lanjutkan untuk U, we, UL Pada langkah terakhir

cukup kita tetapkan:

(n—41y

u = X Il %
-~

n

{n—1>

i,
Proses di atas dapat diringkas dalam algoritma

berikut.

Algoritma 4.6.4 (Proses Gram-Schmidt yang dimodifika-

sikan).
— Untuk k = 1, 2, .., n ditetapkan
akk = kakﬂ dan
U = %/ %x
Untuk j = k + 1, k + 2, ..., n ditetapkan
a . = <u , x.> dan
k3 J i
X, = X, — d U
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Jika proses ini diterapkan pada vektor-vektor ko-

- lom dari suatu matriks A dengan ordo m x n dan mempu-

nyai rank n, maka kita dapat memperoleh sustu faktori-

: & Jika i = 3
sasi @ R dari matriks A. Jika r.. = { )
J 0 jika i > 3

dan @ = (Ui, U, .. P R (rﬁ) maka A = @ R.

Contoh 4.6.4.

Kita tentukan suatu basgis ortonormal untuk subruang
dari RrR* vang direntang oleh vektor¥vektor x, = (L 1,
0, 17, %, = (1, -2, 0, 0)" dan x_ = (1, 0, -1, 2),
di mana perkalian-dalamnya adalah perkalian skalar,
dengan ketelitian sampai dengan 8 témpat desimal.
Dengan menggunakan proses Gram-Schmidt kita dapstkan:
u = x1/”x1”

= (0.5773502693, 0.577350269, o, 0.577350268)T
P, = (x,-u)u = -0.577350268u,

(0.333333333, 0.333333333, 0, 0.333333333)"

x, - p, = (1.333333333, -1,B666666667, 0O, 0.333333333)"

= - 7 =
u (x2 pi),sz piﬂ

(0.6172134, -0.771518675, O, 0,15430335)T

p. = (xs.u?)u1 + (xs.uz)u2

1.732050807u1 + 0.9258201u2

(1.57142857, 0.285714284, 0, 1.141857142)"

x_ - p, = (-0.571428571, 0.285714284, -1, 0.858142858)T

3 2
u_ = Kxa - pz)/llx3 - pZH
= (—0.390223316, -0.185101657, ~-0.682855804,

0.585987831)" .
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Jika kita gunakan proses Gram-Schmidt yvang dimodifika-

si1 maka kitsa dapatkan:

u = (0.577350268, 0.577350268, O, O.577350289)T
x;” = x, - (u.x)u = x - p, sehingga

o (o, _ N _
u, =X /’llx2 I = (xz pi)/’llx2 pill

= (0.6172134, -0.77151875, O,r0.15430335)T

b% =z x. - {(u.x du = x_ - 0.9899398993u
1" 78 3 1

3 3 1
= (1 x 107°, -0.988999999, -1, 1.000000001)"

VAR VAL L (u .x(i))u = xP '0,925820_1U2

3 3 3 3 i 3
T

= (—0.57142857, -0.285714284, -1, 0.857142858)
; A2 2y -
u, o= ox /’lea it
= (-0,3303680028, -0.185180013, -0.883130051,
0.585540044)" .
Dari hasil di atas dapast kita lihat bahwa:

0.000384249

dengan proses Gram-Schmidt: u.u

U . u

20 Yy 0.000010536

sedangkan dengan proses Gram-Schmidt yang dimodifika-
sikan: u.u = 2 % 107°
| '1 3 7 . .
u.u = -B.52 x 107*°.
2 3

Jadi dengan proses Gram-Schmidt vang dimodifikasikan

kita dapat memperoleh hasil yang lebih akurat.
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BAB V

KESIMPULAN

Snatu himpunan tak kosong V bersama dengan operasi
penjumlahan daﬁ perkalian dengan skalar yang didefinisi—
kan pada V, dan memenuhl aksloma-aksioma tertentu, dise-
but ruang vektor.‘Setiap elemen dalam ruang vektor dise-
but véktor. Subruang dari.suatu ruang vektor V adalah su-
atu himpunan bagian tak kosong dari V yang tertutup ter-
hadap operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar
vang didefinisikan pada Vf Subruang sendiri merupakan ru--
ang vektor dengan operasi penjumlahan dan perkalian de-
ngan skalar pada V. Jika A adalah matriké.m X .n berele-
men skaiar, maka himpunan semnua penyelesaian untuk sistem
A x :'0, yang disebut dengan ruang null dari A (dilam-

bangkan dengan N(A)), merupakan subruang dari R".

s eney Y

Kombinasi linear dari vektor-vektor v, W "

dalam rﬁang‘vektor V adalah suatu jumlahan dengan bentuk

&V $a v 4+ ... +0c v, dimana o, o, ..., o adalah
i 4 2 2 I a T o } i 2 ia]
skalar. Himpunan semua kombinasi linear dari Vs Yoo o
v, vang disebut rentang dari ¥,» Y,» ..., ¥ , merupakan
subruang dari V. Apabila rentang dari Vo Y, ,.,,"vh
berimpit dengan V, maka {Vi, Vs e Vn} disebut himpu-
nan perentang untuk V. Vektor-vektor Vs Voo aees Y da-

lam ruang vektor V dikatakan dependen linear Jika ada

, ..., Cc_yang tidak semuanya sama

skalar-skalar c.s C n

2

+ v o+ .. v = 0.
e v, + . , €

dengan nol sedemikian hingga c;v1

Apabila persamaan tersebut dipenuhi hanya bila skalar-
., ©_ sSemuanysa sama dengan nol, maka \ s

skalar ci,‘cz,

107
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v ceas Y dikataksn independen linear. Jika A A

v independen linear dan merentang V, maks {vi, A

<, vh} adalah himpunan perentang minimal untuk V. Seba-

liknya jika {vi, v s vh} adalah  himpunan perentang

2’

minimal untuk V, naks Voo Yoo eees Y independen linear.

Himpunan vektor-vektor {Vi, v, o Yn} dalam ruang vek-
tor V disebut basis untuk V bhb vektor-vektor tersebut
independen linear dan merentang V. Banyaknya vektbr dalam
basis untuk suatu ruang vektor adalah sama, dan banyaknya
vektor dalam basis ini disebut dimensi dari ruang vektor
tersebut; ‘

Subruang dari R vang direntang oleh vektor-vektor
baris dari suatu matriks A yang berordo m x n dan berele-
men skaiér, disebut ruang baris dari A sedangkan subruang
dari R™ yang direntang oleh vektor-vektor kolom dari A
disebut ruangrkolom dari A (dilambangkan dengan R(CA)).
Dimensi dari ruang baris dari suatu matriks disebut rank
matriks itu. Sistem persamaan A x = b, dimana A adalah
matriks m x n, konsisten untuk setiap b € R" bhb Vektor;
vektor kolom A merentang R". Dimensi ruang baris dari su-
étu matriks adalah sama Aengan dimensi rusng kolomnysa.
Jika A adalah suatu matriks m x n, maka rank A + dimensi
N(AY = n.

4Dua buah vektor dalam R" dikatakan saling ortogonal
‘Jika perkalian-skalar kedua vektor tersebut sama dengan
nol. Dua subruang X dan Y dalam R dikatakan saling orto-
gonal jika xX.y = 0 untuk setiap x e X dan Yy € Y. Himpunan

semua vektor dalam R yvang ortogonal pada setiap vektor

dalam subruang Y dalam R” disebut komplemen ortogonal da-
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ri.Y (dilambangkan dengan Y1) dan merupakaﬁ subruang - da-.
lam R, Jika 5 adalah subruang dalam R", maka dimensi S +
dimensi S+ = n, R mérupakan jumlahan langsung dari S dan
SL, dan (SL)L = S. N(A) dan R(AT) adalah komplemen orto-
gonai satu sama lain, demikian juga N(A") dan R(A).
Vektor x merupakan penyelesaian masalah kuadrat ter-
kecil A x = b bhb p = A ; adalah vektor dalam R(A) vang
paling dekat dengan b bhb b - p € R(A)L. Vektor p ini di-
sebut proyeksi b pada R(A). Penvyelesaian massalah Kkuadrat
terkeoier x = b dapat dilakukan dengan menyelésaikan
persamaan A" A x = AT b . Jika A adalah matriks m X n de-
ngan rank n, maka persamaan AT A # = A" b mempunyai pe-

1

nyelesaian tunggal x = (AT AY AT b, vang merupakan pe-

nyelesaian tunggsal untuk masalah kuadrat terkecil A x = b,

Ruang vektor yang dilengkapi dengan suatu berkalian—
dalam disebut rﬁang perkalian—dalamﬂ Dua buah vektor da-
lam suatd;;uang perkalian—-dalam dikatakan saling ortogo-

nal jika perkalian-dalam kedus  vektor tersebut sama de-

ngan nol. Himpunan ortogonal adalah himpunan vektor-vek-

tor dalam suatu ruang perkalian-dalam yang sepasang-sepa-

sang saling ortogonal. Himpunan @ ortogonal dari vektor-

. vektor =satuan disebut himpunan ortonormal. Himpunan or-

tonormal yang juga merupakan basis disebut basis orto-
normal. Jika vektor-vektor kolom déri matriks A yang ber-
ordo m X n merupakan suatu himpunan ortonormal terhadap
perkalian-skalar pada én, maka AT A = I dan penyelesaian

untuk masalah kuadrat terkecil adalah x = A" b, Jika

X

2,

. xh} adalah suatu basis ortonormal untuk suat

subrusang S dalam ruang perkalian-dalam V ‘dan vektor
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™
P = L <x, x>x untuk setiap i, maka p - x € S+, di mans
v=1 ,

X adalah sebarang vektor dalam V. Vektor p 1ini disebut
proyeksi dari x pada 5. Jika x & S, maka p adalah vektor
dalam S yang paling dekat dengan x.

Proses Gram-Schmidt yang didasarkan atas konsep pro-
veksi suatu vektor pada suatu subruang, digunakan untuk
membangun suatu basis ortonormal untuk sﬁatu ruang perka-
lian-dalam jika diberikan suatu basig untuk ruang perka-

lian-dalam tersebut. Dengan menggunakan proses ini, suatu

matriks A yang berordo m x n dan berelemen skalar dapat

difaktorkan menjadi suatu hasil kali @ R, di mana & ada-
lah suatu matriks m x n  dengan kolom-kolom ortonormal
térhadap perkalianskalar pada R” dan R suatu matriks se-
gitiga atas n x n yang invertible. Jika A adalah matriks
m x n dengan rank n, maka penyelesaian untuk masalah kua-
drat terkecil A x = b adalah x = R* @" b, di mana @ dan
R adalah matriks-matriks faktor dari matriks A di atas.
Pen&elesaian ; dapat diperoleh dengan menggunakan substi-
tusi balik untuk menyelésaikan.R K = QT b, Dengan menggu-

naksn proses Gram-Schmidt yang dimodifikasikan akan dida-

pat hasil vang lebih akurat,ldimana dalam pengerjaannya

digunakaﬁ perhitungan numeris dengan ketelitian berhing-

ga.
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