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ABSTRAK

Suatu vektor =x dalam R" adalah vektor eigen dari
matriks bujursangkar A berordo n yang bersesuaian dengan
nilai eigen A bila dan hanya bila x merupakan renyelesalan

non-trivial dari sistem persamaan linear (A\I-A)x = 0, di
mana I adalah matriks identitas yang berordo n. Himpunan
penyelesaian sistem persamaan (AI-A)Yx = O ini merupakan

subruang dari R". Subruang ini dinamakan ruang eigen matriks
A yang bersesuaian dengan nilal eigen Xx. Vektor-vektor eigen
suatu matrike vang bersesualan dengan nilai eigen berbeda
membentuk himpunan vektor-vektor yang bebas linear.

Suatu matriks bujursangkar A berordo n dapat
didiagonalkan bila dan hanya bila A mempunyai n vektor eigen
vang bebas linear. Selanjutnya, suatu matriks bujursangkar
dapat didiagonalkan secara ortogonal bila dan hanya bila
matriks tersebut adalah matriks simetri.

Penerapan nilai eigen dan vektor eigen antara lain
terdapat pada penyelesaian sistem persamaan diferensial,
dalam pembahasan mengenai bentuk kuadrat serta persamaan
kuadrat dalam dua variabel.
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ABSTRACT

A vector x in R" is an eigenvector of a square matrix
A, corresponding to the eigenvalue X if and only if x is
a non-trivial solution of the system of linear equation
(AI-A)x = O, where I is the ildentity matrix. The set of all

solutions of this equation system (AI-A)x = 0 is a subspace

of R". This subspace is called the eigenspace of A
corresponding to the eigenvalue A. The eigenvectors of

a matrix corresponding to distinct eigenvalues form a set of
linearly independent vectors.

A square matrix A, is diagonalizable if and only if A
has n linearly independent eigenvectors. Furthermore, the
square matrix is orthogonally diagonalizable if and only if
it is a symmetric matrix.

The applications of eigenvalues and eigenvectors are
found in the solution of a system of differential equations,
in quadratic forms and gquadratic equations in two variables.

ix
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BAB I
PENDAHULUAN

Latar Belakang Masalah

Masalah nilai eigen dan vektor eigen merupakan salah
satu topik penting dalam Aljabar Linear. Masalah ini me-
narik untuk dipelajari mengingat penerapannya yang cukup
luas, seperti dalam Persamaan Diferensial, Geometri
Analitik dan Teori Probabilitas.

Dalam Persamaan Diferensial, nilai eigen dan vektor
eigen dapat digunakan untuk menyelesgaikan suatu sistem
persamaan diferensial. Sedang dalam Geometri Analitik
nilai eigen dan vektor eigen dapat digunakan untuk menge-
nali grafik suatu persamaan kuadrat dengan dua variabel.
Penggunaan ini dapat diperluas untuk persamaan dengan
tiga variabel. Dalam mempelajari bentuk kuadrat, nilai
eigen dan vektor eigen dapat membantu untuk menentukan
nilai maksimum dan nilai minimum suatu bentuk kuadrat.

Dalam skripsi ini penulis mencoba membahas nilai
eigen dan vektor eigen yang Dberkaitan dengan suatu ma-

triks bujursangkar berikut beberapa penerapannya.

Perumusan Masalah

Pokok permasalahan yang sakan dibahas dalam skripsi

ini dapat dirumuskan sebagai berikut:
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a. Apakah yang dimaksud dengan mnilai eigen dan vektor

eigen suatu matriks bujursangkar serta bagaimana cara

menentukannya?

b. Apakah yang dimaksud dengan pendiagonalan matriks?

c. Bagaimanakah ciri-ciri matriks yang dapat didiagonal-
kan?

d. Bagaimanakah penerapan nilai eigen dan vektor eigen
dalam penyelesaian sistem persamaan diferensial,

bentuk kuadrat dan juga dalam Geometri Analitik?

Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah memahami pengertian
nilai eigen dan vektor eigen suatu matriks bujursangkar,
memahami masalsah pendiagonalan matriks dan dapat menge-
nali sifat-sifat matriks yang dapat didiagonalkan. Tujuan
lainnya adalah dapat menerapkan nilal eigen dan vektor
eigen dalam penyelesaian sistem persémaan diferensial,
dalam menentukan grafik persamaan kuadrat dengan dua va-
riabel dan dalam menentukan nilai maksimum dan nilai mi-

nimum suatu bentuk kuadrat.

Metode Penulisan
Metode yang digunakan penulis dalam penyusunan

skripsi ini adalah metode studi pustaka.
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Pembatasan Masalah

Dalam skripsi ini penulis hanya akan membahasz nilai
eigen dan vektor eigen dari suatu matriks bujursangkar
yang elemen-elemennya bilangan real. Tentang nilai eigen
dan vektor eigen suatu transformasi linear tidak akan
penulis bahas.

Ada dua cara menghitung nilai eigen dan vektor
elgen, yaitu secara aljabar dan numerik. Dalam skripsi
ini penulis hanya akan membahas cara aljabar saja. Se-
dangkan mengenal penerapannya, penulis memilih beberapa
dari pénerapan vang ada, yaitu dalam penyelesajan sistem
persamaan diferensial linear homogen orde satu dengan
koefisien konstan, dalam menentukan nilai maksimum' dan
minimum suatu bentuk kuadrat, serta dalam menentukan gra-

fik persamaan kuadrat dengan dua wvariabel.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB II
MATRIKS DAN SISTEM PERSAMAAN LINEAR

1. Matriks dan Operasi Matriks

Dalam bagian ini kita akan mengingat kembalil
pengertian tentang matriks, operasi-operasi pada ma-
triks dan jenis-jenis matriks. Hal-hal tersebut harus
kita pahami terlebih dahulu sebelum kita membahas

nilai eigen dan vektor eilgen.

Definisi 2.1.1.

Suatu susunan bilangan-bilangan berkentuk persegi
panjang yvang diatur dalam baris-baris dan kolom-kolom
dinamakan matriks. Bilangan-bilangan dalam susunan

tersebut dinamakan elemen-elemen daril matriks.
Contoh 2.1.1.

[237} %i
1 WS 4

Ordo suatu matriks dinyatakan dengan menyebutkan

~31 N
O o

banvaknyva baris dan banyaknya kolom vang terdapat

ka suatu matriks

'.J-

dalam matriks tersebut. Jadi. J

terdiri atas m baris dan n kolom. maks
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matriks tersebut dikatakan berordo m x n. Jika m = n,
maka matrikes itu dinamakan matriks bujursangkar ber-
ordo n.

Selanjutnya kita akan menggunakan huruf besar
untuk menyatakan matriks dan huruf kecil untuk
menyatakan elemen—elemen dari matriks. Dengan
demikian, matriks dalam contoh 2.1.1 dapat kita tulis
sebagal berikut :

131
- 1237 i
A= [1 1 %] B=1]25 4 .

Sedangkan elemen baris ke-i kolom ke-j dari matriks
A, kita nyatakan dengan lambang a;;- Jadl secara umum
jika A suatu matriks berordo m x n, maka A dapat

ditulis sebagal

&4 2 --- HYn
824 822 --- B2n

A b= . . . atau A = (a'\.J)an
8mt Smz - -- Bmn

Jika A matriks bujursangkar berordo n, maka
elemen-elemen &5, &2, ---» &nn, dikatakan berada
pada diagonal utama. Suatu matriks bujursangkar
dinamakan matriks diagonal, j}ika semua elemen di luar
diagonal utama adalah nol, tetapi tidak semua elemen
pada diagonal utamanya sama dengan nol. Matriks
diagonal yang gemua elemen diagonal utamanya sama
dengan 1 dinamakan matriks Iidentitas dan diberi
lambang I. Jika kita ingin menekankan ordonya, maka

kita tuliskan I, untuk matriks identitas berordo n.
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Suatu matriks yang semua elemennya sama dengan 0
dinamakan matriks nol. Matriks ini diberi lambang O.

Dua buah matriks A dan B dikatakan sama, ditulis
A =B, Jjika A dan B berordo sama dan setiap elemen

yvang seletak dalam kedua matrike tersebut sama.

Definisi 2.1.2.

Andaikan A dan B dua buah matriks yang ordonya sama,
yaitu m x n, maka jumlahan matriks A dan B, ditulis A
+ B, adalah matriks C berordo m x n yang setiap ele-
mennys. merupakan Jumlshan daril elemen A dan B yang

seletak.

Jadi bila A = (3;;)men dan B = (byjdmxn>» maka A + B =
C = (qj)mxn @1 mana q; = &; + h; untuk setiap 1 =

1, 2, ..., mdan j = 1, Y, ammm.., IN.

Contoh 2.1.2.

Diberikan matriks-matriks sebagai berikut

{1 4 _[a 3 _fo 17
A‘[?O] ’B‘[Ql]’c“{czsz]

_ 11 4 4 3| _ |1+4 4+3] _ 5 7
Maka A + B = [7 o] + [9 1] = (7-»9 o+1] = [16 1]

Sedangkan A + Cdan B + C tidak didefinisikan.

Definisi 2.1.3.

Andaikan A suatu matriks dan ¢ suatu skalar, maka cA

adalah matriks vang diperoleh dengan mengallkan se-
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tiap elemen A dengan c.

Jadi bila A = (&;)mxn dan c suatu gkalar, maka cA
(8 3)mxn = (CBij)myn di mana i = i, 2, ..., m dan J

=1, 2, ..., n.

Contoh 2.1.3.

- _ 13 2 4
Andaikan ¢ = 2 dan A = [1 0 2]

£ [3 2 4] _ [(2)(3) (2)(2) (2)(4)]

maka cA 102 (2)(1) (2)(0) (2)(2)

- 16 48
“ 120 4

Andaikan B adalah suatu matriks, maka -B =
(-1)B. Jika A dan B dua buah matriks yang ordonya
sama, maka A - B didefinisikan sebagai A + (-B) = A +
(-1)B. Namun, sebenarnya A - B dapat diperoleh secara
langsung, yaitu dengan mengurangi setiap elemen A

dari elemen B yang seletak.

Definisi 2.1.4.

Jika A matriks berordo m x r dan B matriks berordo r
x n, maka hasil kali AB adalah matriks berordo m x n
yvang elemen-elemennya ditentukan sebagai berikut:
untuk menentukan elemen baris i dan kolom J dari AB,
pilihlah baris i dari matriks A dan kolom J dari
matriks B. Kalikanlah elemen-elemen yang bersesualan

dari baris dan kolom tersebut dan kemudian Jumlahkan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

hasil kali yang dihasilkan.

Jadi bila A = (& )mxr d8n B = (byjlrxns maka AB

r
= (q)men di mana o; =L &k h; untuk setlap 1
' k=g

1, 2, ..., mdan J = 1, 2, e 1.

Contoh 2.1.4.

Diberikan matriks-matriks sebagail berikut :

_[1 2 _f124 {1212 4
A‘{34}dan3“[zso]""akaw‘[34][260]

_ o n+2)(2) (1)(2)+(2)(8) (1)(4)+(2)(0)
(3)(1)+(4)(2) (3)(2)+(4)(6) (3)(4)+(4)(0)

_ |5 14 4
- 111 30 12

Sedangkan BA tidak didefinisikan, sebab banyaknya

kolom dari matriks A tidak sama dengan banyaknya ba-

ris dari matriks B.

Contoh 2.1.5.

§ _ 11 56 _ 25
Diberikan matriks-matriks C = [0 7} dan D = [3 6]‘

1 8]f2 5) _ [(1)(2)+(5)(3) (1)(5)+(5)(6)
Maka CD = {o 7] [3 s] 2 [<o><2>+(7><3> (0)(B5)+(T)(6)

- 117 35
T 121 42

_[25)[15) _[2 45
dan DC = {3 s]{o 7] = [3 57]'

]

Contoh 2.1.5 menunjukkan bahwa perkalian matriks

tidak bersifat komutatif.
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Dalam hubungannya dengan perkalian matriks,
matrike identitas mempunyai sifat yang istimewa. An-

daikan A suatu matriks berordo m x n, maka AL, = A

dan I,A = A.

Contoh 2.1.6.

1 Yo H3

Jika diketahui A =
a dlkesady [321522323

| S

8p4 8zz 823

=QO

10
makaAIa=[B“ = 8‘9} 01
00

844 148, 0+8,20 8, 0+3,,1+8,,0 8,0+8,0+841
8pg 14855048330 334 0+855 148,50 354 0+3,,0+3551

r
- 344 842 g - A
8gs Bpz2 829

10 344 %2 24a
A=
L [0 1] [au 855 aza]
_ | 1a4+08p  133+03;; 1a3,9+0az9
Oay +18y; 08p+18;; 03y3+18,4

-

_ B4 B2 Ha B o
324 S22 %23

Jadi Al = A dan I,A = A.

Definisi 2.1.5.

Andaikan A adalah sebarang matriks berordo m x n,
maka transpos A, ditulis At, adalah matriks berordo n
x m vang kolom ke-i-nya merupakan baris ke-i dari A

(1 =1, 2, ..., m).
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Contoh 2.1.7.

- 13 9 t _ |3 17
Andaikan A = {17 _11] maka A" = [9 _11]

Sistem Persamaan Linear

Sebelum mempelajari sistem persamaan linear
bhomogen, kita perlu memahami sistem persamaan linear
berikut cara mencari penyelesaiannya. Salah satu cara
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear adalsh
dengan mereduksi matriks lengkapnya menjadi bentuk
eselon baris atau .eselon baris tereduksi. Dalam ba-
gian ini kita akan mengingat kewball pengertian sis-
tem persamaan linear berikut cara mereduksel matriks
lengkap sistem tersebut mendadi bentuk eselon baris

atau eselon baris tereduksi.

PDefinisi 2.2.1.

Suatu sistem m persamaan linear dengan n variabel x,,
Xzs -.-» %X, adalah himpunan persamaan-persamaan yang

dapat dinyatakan sebagai berikut :

B4% * 8% t ... + 8K, T b
B24% F* Bpp¥p * ... + B X, T by (2.1)
Bma¥y + 8maXz * ...+ 8mnXsy T b

di mana a; dan K merupakan konstanta-konstanta real

untuk 1 = 1,2, ..., mdan J = 1, 2,..., n dan
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a;; tidak semuanya sama dengan nol. Bilangan a;;

dinamakan koefisien dari sistem.

Sistem persamaan linear (2.1) dapat dinyatakan

dalam bentuk perkalian matriks, yaitu

r - r - - LY

%4 2 - Hn *1 by

824 822 ... %n %2 b,

8t Bmz ... 8mn En b
atau disingkat AX = B, di mana A = (&jlwxn: X =
(;:,1,:<2,...,x,,)t dan B = (b,,bz,...,bm)t. Dalam hal

ini, matriks A dinamakan matriks koefisien dari
sistem. Jika pada matrike A ditambahkan satu kolom

lagi sehingga menjadi

. -

Buq' ags B0 8 h
3p4 822 --- Zpn b2
Bmi 8mz --- 3mn Bm

maka matriks tersebut dinamakan matriks lengkap untuk
sistem persamaan linear (Z2.1).

Suatu urutan bilangan (e, Cy ceus Cp )
dinamakan penyelesaian dari sistem persamaan linear,
jika substitusi ¢; untuk setiap x; (1 =‘1, 2, ..., n)
memenuhi semua persamaan linear dalam sistem. Him-
punan semua penyelesaian sistem persamaan linear di-
namakan himpunan penyelesaian dari sistem itu.

Tidak semua sistem persamaan linear mempunyai

penyelesaian. Suatu sistem persamaan linear yang ti-

o
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dak wmempunyai penyelesalan dikatakan inkonsisten.
Sedangkan Jjika ada sekurang-kurangnya satu penyele-
saian, maka sistem itu dikatskan konsisten. Akan di-
tunjukkan bahwa suatu sistem yang konsisten hanya
dapat mempunyai tepat satu penyelesaian atau tak
hingga banyak penyelesaian. Andaikan AX = B adalah
sistem persamaan linear yang mempunyail penyelesaian
lebih dari satu, misalkan X dan X; dengan Xp # Xq
Maka AX, = B dan AX, = B, sehingga AX, - A%, = O.
Atau A(X, - %) = O. Misalkan X = X, - ¥X; dan c
gsebarang skalar, maka A(X1> + cX ) = AXp + A(cX.)

= AX, + c(AX)

= B + cA(X, - X3)

=B+cO=B+ 0=28B
Ini berarti bahwa X, + cX; merupakan penyelesailan
dari sistem persamaan linear AX = B. Karena c seba-
rang skalar, maka ada tak hingga banyak pilihan untuk
c. Jadi sistem persamaan linear AX = B mempunyal tak
hingga banyak penyelesaian. Dengan demiklian sistem
persamaan linear vyang mempinyai lebih dari satu
penyelesaian pasti mempunyai tak hingga banyak penye-
lesaian. Atau dengan kata lain suatu sistem persamaan
lineér vang konsisten hanya dapat mempunyal tepat
satu penyelesaian atau tak hingga banyak penye-
lesaian.

Dua buah sistem persamaan linear dikatakan

ekuivalen, jika mempunyai himpunan penyelesaian yang
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sama. Suatu cara untuk menyelesaikan sistem persamaan
linear adalah dengan mengubah sistem yang diberikan
menjadi sistem lain yang ekuivalen dengan sistem se-
mula tetapi yang lebih mudah diselesaikan. Untuk men-
dapatkan sistem lain yang ekuivalen dapat diterapkan
operasi-operasi berikut ini :

1. Mengalikan suatu persamaan dengan konstanta tak

nol.
2. Menukar tempat dua persamaan dalam sistem
tersebut.
3. Mengganti suatu persamaan dengan hasil penjumlahan
persamaan tersebut dan kelipatan persamaan lain.
Operasi-operasi di atas bersesuaian dengan
operasi-operasi berikut yang dilakukan pada baris-
baris matriks lengkap sistem, yaitu:
1. Mengalikan sebuah baris dengan konstanta tak nol.
2. Menukar tempat dua baris.
3. Mengganti suatu baris dengan hasil penjumlahan
baris tersebut dan kelipatan baris lain.
Ketiga operasi ini dinamakan operasl baris elementer.
Dengan menggunakan operasi baris elementer ini, kita
dapat menyelesaikan suétu sistem persamaan linear,
vaitu dengan mereduksi matriks\lengkap sistem terse-
but ke bentuk eselon baris atau bentuk eselon baris
tereduksi. Prosedur untuk mereduksi suatu matriks ke

bentuk eselon baris dinamakan eliminasi Gauss. Sedang

prosedur untuk mereduksi matriks menjadi bentuk
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eselon baris tereduksi dinamakan eliminasi Gauss-

Jordan.

Definisi 2.2.2.

Suatu matrike dikatakan berada dalam bentuk eselon
baris tereduksi, Jika memenuhi sifat-sifat berikut
ini.

1. Setiap baris yang hanya terdiri dari bilangan nol
terletak sesudah baris yang memuat elemen tak nol.

2  Pada baris yang memuat elemen tak nol, elemen tak
nol pertama dalam baris tersebut adalah 1. Elemen
1 ini dinamakan 1 utama.

3. Pada setiap baris yang memuat elemen tak nol,
elemen 1 wutama pada baris tersebut terletak di
kolom sebelah kanan kolom elemen 1 utama dari
baris di atasnya.

4. Setiap elemen 1 wutama merupakan satu-satunya
elemen tak nol pada kolom tersebut.

Jika suatu matriks hanya memenuhi sifat 1, 2, dan 3,

maka matriks tersebut dikatakan berada dalam bentuk

eselon baris.

Contoh 2.2.1.

Diberikan matriks-matriks berikut:

100 4 1000 1437
A=]010 7 , B=101220 , C=1]0162
001-1 0000 0015

Matriks A dan B dikatakan berada dalam bentuk eselon
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baris tereduksi. Matriks C dikatakan berada dalam

bentuk eselon baris.

Contoh 2.2.2.

Selesaikan sistem persamaan linear berikut ini dengan
menggunakan eliminasi Gauss-Jordan!

X, + Xy + 2%3 = 8

~X, — 2%, + 3%y = 1 (2.2)

3, ~- 7%, + 4% 10
Jawab:

Matriks lengkap dari sistem (2.2) di atas adalah

1 12 8
-1-23 1
3 ~-74 10

Kemudian matriks lengkap tersebut kita reduksi men-

jadi bentuk eselon baris teredukesi dengan menggunakan

operasi-operasi baris elementer berikut:

1. Mengganti baris kedua dari matriks lengkap sistem
dengan hasil penjumlahan baris tersebut dan baris

pertama. Didapat matriks

et Rl -
0-15 9
3 -7 4 10

2. Mengganti baris ketiga dengan hagil penjumlahan
baris tersebut dan -3 kali baris pertama. Didapat
matriks

1 1 2 8
0 -1 b 9
0 -10 -2 -14

3. Mengalikan baris kedua dengan -1. Didapat matriks
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1 1 2 8
0 i1-56 -9
0 -10 -2 ~14
4. Mengganti baris ketigas dengan hasil penjumlahan
baris tersebut dan 10 kalli baris kedua. Didapat
matriks
11 2 8
01 -5 -9
0 0 -52 -104
5. Mengalikan baris ketiga dengan -~1/52. Didapsat

matriks

oOr

O m
|

01N
!

N O

6. Mengganti baris pertama dengan hasil penjumlahan

baris tersebut dan -1 kali baris kedua. Didapat

matriks
10 7 17
01 -5 -9
00 1 2

7. Mengganti baris kedua dengan hasii penjumlahan

baris tersebut dan 5 kali baris ketiga. Didapat

matriks

OO -
O= O
O
N =

8. Mengganti baris pertama dengan hasil penjumlahan

baris tersebut dan -7 kali baris ketiga. Didapat

matriks
1003
0101
0012

Matriks di atas berada dalam bentuk eselon baris
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teredukel. Matriks tersebut bersesuaian dengan gistem

persamaan linear berikut:

1l
W

X, + Ox, + 0%y
Ox, + x + 0x3 = 1
Ox, + Ox, + %3 = 2

yvang ekuivalen dengan x, = 3 , % = 1, X = 2.

Jadi (3, 1, 2) merupakan penyelesaian sistem persama-

an linear (2.2).

Sistem persamaan linear dapat juga diselesaikan
dengan menggunakan eliminasi Gauss, yaitu dengan me-
reduksi matriks lengkap sistem menjadi bentuk eselon
baris. Selanjutnya, sistem persamaan linear yang ber-
sesuaian dengan matriks eselon baris tersebut disele-

saikan dengan cara yang dinamakan substitusi ballik.

Contoh 2.2.3.

Selesaikan sistem persamaan linear dalam contoh 2.2.2
dengan menggunakan eliminasi Gauss!

Jawab:

Dari perhitungan dalam contoh 2.2.2, bentuk eselon

baris matriks lengkap sistem yang didapat adalah

OO+
O b
i
= O
|
N O

Sistem persamaan linear yang bersesuaian dengan

matriks di atas adalah
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X + Xp + 2% = 8 ... (2.3)
X, — BXg = -9 ... (2.4)
Xg = 2 e (2.5)
Kemudian digunakan substitusi balik dengan langkah-

langkah sebagai berikut:
1. Substitusikan persamaan (2.5) ke dalam persamaan
(2.4). Didapat x, - (5)(2) = -8.

atau x, = 1

............. (2.86)

2. Substitusikan persamaan (2.5) dan (2.6) ke dalam
persamaan (2.3). Didapat x + 1 + (2)(2) = 8 atau
X =3

Jadi (3, 1, 2) merupakan penyelesaian dari sistem

vang diberikan.

3. Sistem Persamaan Linear Homogen

Suatu sistem persamaan linear dikatakan homogen,

jika setiap konstanta di ruas kanannya sama dengan
nol.

Bentuk umum sistem persamaan linear homogen yang

terdiri atas m persamaan linear dengan n variabel
adalah

By4Xy + 4%z + .

ce F X, = 0
Bpg¥y + Bp2¥p +* ... * X, = 0 (2.7)
81Xy + BmzXz * ... F 8paXy = O

dengan & konstanta-konstanta real, untuk i = 1, 2,

. M dan ‘-) = 13 2,

., n dan g tidak semuanya
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sama dengan nol. Dengan notasi matriks, sistem
persamaan linear homogen (2.7) dapat ditulie sebagai
AX = O dengan A = (8 j)dmen> X = (K:¥> ...,X,)C dan
0= (0,0,...,00%.

Sistem persamaan linear homogen selalu merupakan
sistem yang konsisten, sebab (0, O, ..., 0) selalu
merupakan penyelesaian sistem tersebut. Penyelesaian
vang demikian dinamakan penyelesaian ¢trivial. Jika
sistem masih mempunyail penyelesaian lain, maka
penyelesaian tersebut dinamakan penyelesaian non-
trivial. Himpunan penyelesalan dari sistem persamaan
linear homogen dinamakan ruang renyelesaian.

Suatu sistem persamaan linear homogen dapat
mempunyai tak hingga banyak penyelesaian non-trivial
atau satu penyelesalan saja, yaltu penyelesalan tri-

vial.

Contoh 2.3.1.

Selesaikan sistem persamaan linear homogen di bawah

ini!
X+ 6y - 22 =0 (2.8)
2 — 4y + =z =0

Jawab:

Matriks lengkap dari sistem (2.8) adalah

1 6-20
2-4 10

Kita akan mereduksi matriks lengkap sistem (2.8) men-

Jadi bentuk eselon baris tereduksi, dengan langkah-
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langkah sebagail berikut:

1. Mengganti baris kedua dari matriks lengkap sistem
dengan hasil penjumlahan baris tersebut dan -2
kali baris pertama. Diperoleh matriks

[1 6 -2 o]
0 -186 5 0

2. Mengalikan baris kedua dengan -1/16. Diperoleh

matriks
[16 -7 o}
01-5/16 0

3. Mengganti baris pertama dengan hasil penjumlahan
baris tersebut dan -6 kali baris kedua. Diperoleh
matriks

[1 0 -1/8 o]

01 -5/16 O

Bentuk eselon baris tereduksi di atas bersesuaian
dengan sistem persamaan linear berikut:

x - z/8 =0

y - 5z/16 = O
vang ekuivalen dengan sistem persamaan linear

x= z/8

5z/16

y

Jika kita ambil =z = s, dengan s sebarang konstanta
real maka kita peroleh x = 8/8 dan y = 58/168. Jadi
(8/8, Bs/16, 8) , dengan s sebarang konstanta real
merupakan penyelesalan dari elstem persamaan linear
(2.8). Dengan demikian sistem persamaan linear homo-
gen dalam contoh di atas mempunyal tak hingga banyak

penyelesaian.
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Suatu variabel dalam sistem persamaan linear
dinamakan variabel utama, Jika variabel tersebut
bersesuaian dengan elemen 1 utama dalam bentuk eselon
baris matriks lengkamya. Sedangkan varisbel yang
lainnya dinamakan variabel bebas. Dalam contoh 2.3.1.

variabel x dan y merupakan variabel utama, sedangkan

z variabel bebas.

Teorema 2.3.1.

Suatu sistem persamaan linear homogen dengan m
persamaan dan n variabel mempunyai penyelesaian non-
trivial bila n > m.

Bukti:

Sistem persamaan linear homogen dengan m persamaan
dan n variabel dapat ditulis dalam bentuk persamaan
matriks AX = O, di mana A = (&jlmxn> X =
UQ,xz,.”,xn)t dan 0 = (0,0,..-,O)t. Bentuk eselon
baris dari matriks A mempunyal paling banyak m baris
tak nnl. Jadi paling banyak hanya ada m variabel uta-
ma. Karena ada n variabel dan n > m, maka pasti ada
variabel bebas. Tiap variabel bebas dapat diberi
sebarang nilail konstanta real. Karena setiap pem-
berian nilai pada variabel bebas menghasilkan penye-

lesaian untuk sistem AX = 0, maka Jjelas bahwa sistem

tersebut mempunyai penyelesaian non-trivial. =
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4. Invers Matriks

Dalam bagian ini kita akan membahas pengertian
invers dari suatu matriks dan cara menentukannya

dengan menggunakan matriks elementer.

Definisi 2.4.1.

Suatu matrikse bujursangkar A dikatakan invertibel
atau non-singular, Jika dapat ditemukan matriks B
sedemikian hingga AB = BA = 1I. Matriks B ini

dinamakan Iinvers dari matriks A.

Contoh 2.4.1.

Diberikan matriks
_ 2 -5 35
A = [__1 3} dan B 1 2]
_ 2 - 35
NS {—1 3] [1 2
35
12

Karena AB

I

)
Yy ( =B + 6 )

) (=15 + 15 )} _ |1 0
)y ( =B+ 6)] " |01

BA = I, maka B merupakan invers dari A.

(10—10)]

BA

| SR
il

~—

N D &)0)
+

NG W

-1 3

T e
A& ]
|
on

| T

i

¢ Y
~
i1

Tidak semua matriks Dbujursangzar mempunyai
invers. Suatu matriks yang tidak mempunyai Iinvers
dinamakan matriks singular. Akan ditunjukkan bahwa
invers suatu matriks adalah tunggal. Andaikan B dan C
kedua-duanya merupakan invere dari matriks A. Maka AB
- BA = I dan AC = CA = I, sehingga B = BI = B(AC) =

(BAYC = IC = C. Jadi B = C. Dengan demikian invers

suatu matriks adalah tunggal. Selanjutnya, invers
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dari matriks A dilambangkan dengan At

Teorema 2.4.1.

Jika A dan B matriks-matriks non-singular vang
berordo sama, maks

a. A' non-singular dan (A" yt = A

b. AB non-singular dan (AB)™ = B*A™

Bukti:

a. Karena At merupakan invers dari matriks A, maka
A*A = AAY = I. Jadi A merupakan invers dari A',
sehingga (A*)™* = A.

b. Perhatikan bahwa
(AB) (B*&™*) = ABEH)A™* = AT&™® = af™* = I
(B*A™*) (AB) = E*(A*A)B = E'IB =B'B = I
Terbukti bahwa (AB) (B*A™) = (B*A™") (AB) = I

Jadi AB non-singular dan (ABY™ = EdAd. =

Definisi 2.4.2.

Suatu matriks bujursangkar E berordo n dinamakan
matriks elementer, Jjika matriks tersebut dapat
diperoleh dari matriks identitas I, dengan melakuken

suatu operasi baris elementer.

Terdapat hubungan antara matriks elementer dan
operasi baris elementer. Jika kita melakukan suatu
operasi baris elementer pada matriks A berordo m x n,

maka hasilnya yaitu matrike A, akan sama dengan ma-
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triks vyang kita peroleh dengan mengalikan matriks A
dengan suatu matrikes elementer E yang diperoleh dari
I, dengan melakukan operasi baris elementer yang sama
dengan yang dilakukan pada A, yaitu EA = A,.

Ada 3 jenis matriks elementer yaitu :

1. Matriks elementer yang diperoleh dari I dengan
mengalikan baris ke-i dengan konstanta ¢ yang
tidak nol, dilambangkan dengan E,.

2. Matriks elementer yang diperoleh dari I dengan
menukar baris ke-i dengan baris ke-Jj, dilambangkan
dengan E,.

3. Matriks elementer yang diperoleh dari 1 dengan
mengganti baris ke-i dengan hasil penjumlahan

baris tersebut dan ¢ kali baris ke-j, dilambangkan

dengan K.

Teorema 2.4.2.

\Setiap matriks elementer merupaxan matriks non-

singular.

Bukti:

1. Jika E, matrike elementer jenie pertama, maka kita
dapat memperoleh  kembali I dari E; dengan
mengalikan barie ke-1 dengan 1/¢ (¢ = 0). Andaikan
E, matriks yang dihasilkan dari I dengan
mengalikan baris ke-i dengan 1/c, c # 0O . Kita
dapat menperoleh I kembali dari K dengan

mengalikan baris ke-1i dengan c, ¢ # 0. Maka E;E; =



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

25

I dan K E, = I. Jadi E, merupaken invers darl E,.

2. Jika E, matriks elementer Jjenis kedua, maka kita
dapat memperoleh I kembali dari E, dengan
menukarkan kembali baris ke-1i dengan baris ke-j.
Jadi E,E, = I. Ini berarti bshwa E; merupakan
invers dari dirinya sendiri.

3. Jika E; matrike elementer Jenis ketiga, maka kita
dapat memperoleh I kembali dari Eq dengan
mengganti baris ke-i dengan hasil penjumlahan
baris tersebut dan -c kali baris ke-j. Andaikan E,
matriks yang diperoleh dari I dengan mengganti
baris ke-1 dengan hasil penjumlahan baris
tersebut dan -c kali baris ke-j. Kita dapat mem-
peroleh I kembali dari E, dengan mengganti baris

ke-1i dengan hasil penjumlahan baris tersebut dan c

kali baris ke-3. Maka EqEg = I dan EgE; = I. Jadl

E; invers dari . =

Dari ketiga bukti di atas kita dapat Jjuga
menyimpulkan bahwa invers darl matriks elementer ada-

lah matriks elementer dari Jenis yang sama.

Definisi 2.4.3.

Dua buah matriks dikatakan ekuivalen baris, Jika
matriks yang satu dapat diperoleh dari matriks yang

lain dengan melakukan sejumlah berhingga operasi

haris elementer.
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Jadi Jjika matriks A ekuivalen Dbaris dengan
matriks B, maka A dapat direduksi menjadi B dengan
melakukan sejumlah berhingga operasi baris elementer
pada A. Hal ini dapat dilakukan dengan mengalikan
matriks-matriks elementer yang sesuai dari sebelah
kiri. Dengan demikian Jika A ekuivalen baris dengan

B, maka terdapat matriks-matriks elementer K, E,

..., B sedemikian hingga E. ...EEA = B.

Berikut ini adalah teorema yang menggambarkan
hubungan antara matriks bujursangkar berordo n dengan
sistem persamaan linear homogen dengan n persamaan
dan n variabel. Hasil dari teorema ini skan kita gu-

nakan untuk menentukan invers matriks bujursangkar.

Teorema 2.4.3.

Jika A matriks bujursangkar berofdo n, maka

pernyataan-pernyataan berikut ini ekuivalen.

a. A non-singular

bh. AX = 0 hanya mempunyai penyelesaian trivial

c. A ekuivalen baris dengan I,

Bukti:

Akan dibuktikan a = b= c =3 a

1. (a= b)
Andaikan A non-singular dan At invers dari A.
Andaikan X, penyelesaian dari AX = 0. Jadi AX, =

0. Maka
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A™(AX,) = A0

o (A%, = A0
] IXe. = O
2 X = O

Jadi AX = 0 hanya mempunyal penyelesaian trivial.
2. (b= c)
Andaikan bentulk umum sistem persamaan linear AX =

0 adalah sebagai berikut :

849Xy + 8pXp + ...t X, = 0
8oy ¥y + 8g2% +* ... + 8%, = 0 (2.9)
8naXy + 8naXp * ... + 8ppXy = O

Andaikan sistem persamaan linear tersebut hanya
mempunyai penyelesaian trivial. Matriks Ilengkap

sistem (2.9) adalah

~ <y
84 &2 -.- 35 O
824 822 --- 8pn O
. (2.10)
8n1 8n2 "-anno
\ /

Jika sistem kita selesaikan dengan menggunakan
eliminasi Gauss-Jordan maka yang kita lakukan ada
lah mereduksi matriks (4.2) menjadi bentuk eselon
baris tereduksi dengan menggunakan operasi baris
elementer. Karena sistem hanya mempunyal penyele

saian trivial, maka bentuk eselon baris tereduksi
dari matriks lengkapnya bersesuaian dengan sistem

persamaan linear berikut:
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X =0
X =0
¥, =0

Matriks eselon Dbaris tereduksi vyang bersesuaian

dengan sistem persamaan linear di atas adalah

100 ...00
010 ...00
_— e . (2.11)
000 ...10

Jadi matriks (2.11) merupakan bentuk eselon baris
teredukai dari matriks (2.10). Jika kita mengabai-
kan kolom terakhir dari matriks (2.10) dan matriks
(2.11), maka kita dapat menyimpulkan bahwa A dapat
direduksi menjadi I, dengan se)umlah operasl baris
elementer. Jadi, A ekuivalen baris dengan I,.

(c = a)

Andaikan A ekuivalen baris dengan I;, maka A dapat
direduksi menjadi I, dengan sejumlah berhingga

operasi baris elementer. Jadi terdapat matrike-

matriks elementer E,, E;, ... , E eedemiklan
hingga
E...-EEA = I, (2.12)

Karena matriks-matriks elementer adalah non-—

()Y (B ™. . (BT L,
(B (Bt . (BT (2.13)

singular, maka A

Karenapersamaan (2.13) menyatakan A sebagai hasil
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kali matrikes-matriks non-singular, maka kita dapat

menyimpulkan bahwa A non-singular. ]

Bukti dari teorema di atas juga memberikan

cara untuk menentukan invers suatu matriks. Berda-
sarkan persamaan (2.13) kita memperoleh At =
K ...EEI,. Dengan demikian A"' dapat diperoleh
dengan melakukan operasi-operasi baris elementer
pada I, dengan menggunakan operasi-operagl baris

elementer yang telah digunakan untuk mereduksl A

menjadi I, .

Contoh 2.4.2.

Tentukan invers dari matriks

A =

O
O
= QOO0

Jawab:

Kita tuliskan matriks A berdampingan dengan I,.

-110 100
110} 010
001001

1
Dipreroleh 1
0

Gantilah baris kedua dengan hasil penjumlahan baris -

terasebut dan -1 kali baris pertema. Dipercleh

O N
- OO0
QO
OO
= OO0

1
0
0
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Kalikan baris kedua dengan 1/2. Diperoleh
1-10 -1 0 O
0 10 1/2 1/2 O
0 01 0 0 1
Gantilah baris pertama dengan hasil penjumlahan baris

tersebut dan baris kedua. Diperoleh

i1i00] ~-1/2 1/2 O

010 1/2 1/2 0
001 0 0 1

Jadi invers matriks A adalah

-1/2 1/2 0
1/2 1/2 0O
0O 0 1
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BAB III
DETERMINAN

1. Definisi
Pada bagian ini kita akan mengingat kembali definisi

determinan suatu matriks bujursangkar berikut pengertian-

pengertian yang mendasarinya.

Definisi 3.1.1.

Permutasi himpunan bilangan-bilangan bulat {1,2,....,n}
adalah susunan bilangan-bilangan bulat tersebut dengan

urutan tertentu, tanpa menghilangkan atau mengulangil

bilangan-bilangan tersebut.

Contoh 3.1.1.

Ada enam permutasi yang berbeda dari himpunan bilangan
bu]at {1,2,8}, yaitu (1;2;3), (1:8,2)1 (2’1’3)’ (2,3’1),

(3,1,2) dan (3,2,1).

Pada contoh di atas, tempat pertama dapat diiei
dengan 3 cara, tempat kedua dapat diisi dengan 2 cara,
sedang tempat ketiga hanya dapat diisi dengan 1 cara,
sehingga ada 3 x 2 x 1 = 6 permutasi yang berbeda dari
himpunan {1,2,3}. Secara wnum, Jika kita mempunyai him-
punan {1,2,...,n}, maka akan terdapat n x (n-1) x ... x

2 x 1 = n! permutasi yang berbeda dari himpunan tersebut.

31
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Suatu rermatasi dari himpunan {1,2,....n}
dilambangkan dengan (J4,Jdz,..->Jdn ). Sebuah inversi dika-
takan terjadi dalam permutasi (Jy,Jdz,---5dn)> jika sebuah
bilangan bulat yang lebih besar mendahuluil bilangan bulat
yvang lebih kecil. Banyakaya inversi yang terjadl pada

guatu permutasi dilambangkan dengan S(Jg532sc0v53n )

Contoh 3.1.2.

Diketahui suatu permutasi vang terdiri atas 4 Dbilangan
vaitu (2,4,1,3). Banyaknya inversi yang terjadi pada
permutasi tersebut adalah 3, sebab terdapat 3 kejadlan
bilangan bulat yang lebih besar mendahului bilangan bulat

yvang lebih kecil, yaitu 2 mendahului 1, 4 mendahului 1

dan 4 mendahului 3.

Jika A matriks bujursangkar berordo n, maka hasil
kali elementer A adalah setiap hasil kali n elemen A yang
dipilih sedemikian hingga tidak ada elemen-elemen. yang
berasal dari baris atau kolom yang sama. Jadi jika A =

(8ij)nxn maka hasil kali elementer A adalah za%. azk

&ﬁn, di mana (Jy,d2,-..,Jn) adaleh salah satu dari
n! permutasi bilangan bulat {1,2,...,n}.

Hasil kali elementer bertanda dari A ialah hasil
kali elementer dari A yang diberi tanda + atau - ter-
gantung dari banyaknya inversi yang terjadi pada permu-
tasi (34,32,...,Jn). Jika S(J4,J2,--.-9n) genap atau Jika

tidak terdapat inversi, maka hasil kali elementer
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aij1l azjz a,,jn bertanda +, sedangkan Jika tidak

demikian, maka hasil kali elementer itu akan bertanda -.

Definisi 3.1.2.

Jika A matriks bujursangkar berordo n, maka determinan A
dilambangkan dengan [A| adalah Jjumlahan semua hasil kali

elementer bertanda dari A.

Jadi., bhila A = (aw )hXH maka [A! = E ('_".)81" azJ .. .B“J s

n! 1 2 n
di mana (Jy,Jdz,--.--Jn) permutasi dari himpunan bilangan
pbulat {1,2,...,n}.

Contoh 3.1.3.

Jika diketshui matriks A = (&j)axa> maka menurut

definisi (A}l = L () aij1 azjz aaja dengan (Jg,J2,Ja)
at

permutasi himpunan {1,2,3}. Ada enam permutasi berbeda
dari himpunan {1,2,3) seperti yang telah dieebutkan dalam
contoh 3.1.1. Banyaknya inversi yang terjadi pada tiap-
tiap permutasi adalah 5(1,2,3) = 0 (tidak terdapat
inversi), S(1,3,2) = 1, 8(2,1,3) = 1, 5(2,3,1) = 2,
5(3,1,2) = 2 dan S(3,2,1) = 3.

Sehingga (Al = a4 @z @ — 34 33 2az ~ 2 8z a3 *
82 Bp3 Bag *.%43 829 B9z -~ &3 %22 S8 atau

(Al = a,, &z B8ga +* 242 23 8ay + 243 821 83z T 41 &9

Bgp — 842 Bp4 833 ~ A3 S22 %4y
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Contoh 3.1.4.

o 4 135
Diketahui A = [3 1 dan B = |2 0 1
450

Maka [A] = (2)(1) - (3)(4) = 2 - 12 = -10

i1

Bl (1)(0)(0) + (3)(1)(4) + (B)(2)(5) - (1)(1)(D)
- (3)(2)(0) - (5)(0)(4)

O+ 12 + 50 -5 -0 -0

12 + B0 - 5

= b7

2. Sifat - sifat Determinan

Berikut ini adalah sifat-sifat dari determinan suatu

matriks bujursangkar.

Sifat 3.2.1.

Jika A matriks bujursangkar berordo n dan B matriks yang
diperoleh dari A dengan mengalikan suatu barisnya dengan
konstanta tak nol k, maka |Bl = k{Al.

Bukti:

Andaikan A = (&)pxn dan B matriks vang diperoleh dengan

cara mengalikan baris ke-r dari A dengan konstanta tak

r -

Byg 42 - - - B4
8p4 B2 - - - Bzn
nol k. Maka B = ko, kag - - - ks, , sehilngga

8n4 8n2 - - - 3nn

\a 4
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Bl =L (%) ag; ap; ... ka; ... ap;
n? i 2 r [2]
- + k . 8o .. . .. .
5 () (3131 2j, 8rj, an,n)
- k (i . . . . ... .
E! ) a131 9232 ar,)r a“’n
= k| 4|
Jadi. |B|] = kl|A|. ]
Sifat 3.2.2.

Jika A matriks berordo n dan B matriks yang diperoleh
dari A dengan menukar dua baris yang berdekatan, maka | B|
= —-|Af.
Bukti:

Andaikan A = (&;j)nxn dan B matriks yang diperoleh dari A

dengan menukar baris ke-i dengan baris ke-(i+1). Maka

[A]

_-t) q 8o : Bk . b . . 5. . g
r( a131 2J2 a‘LJL a'(l.+1))(i'+1 8nj

n! > n

I Bi

5 ) PP = R P

Karena setiap suku dari [A| dan | Bj ‘memuat tepat satu
elemen dari setiap baris dan kolom, maka setiap suku pada
| A] sama dengan setiap suku pada |B|] kecuali tandanya.
Tetapi perhatikan bahwa suku pada |[B|l indeks ke-(i+1)
mendahului indeks ke-i. Akibatnya Jjumlah inversi pada
masing-masing suku bertambah atau berkurang satu, se-

hingga setiap suku pada |B| berlawanan tanda dengan se-

tiap suku pada |[A|. Jadi diperoleh |Bf = -|Al|. =



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

36

Sifat 3.2.3.

Jika A matriks berordo n dan B matriks yang diperoleh
dari A dengan menukar letak dua baris sebarang, maka | B
= ~|Al.

Bukti:

Andaikan A = (&;j)nxn dan B matriks yang diperoleh dari A
dengan menukar baris ke-i dengan baris ke-(i+k). Untuk
membawa setiap elemen baris ke-i ke baris (i+k)
diperlukan k kali pertukaran dua baris yang berdekatan.
Sedangkan untuk mambawa baris ke-(i+k) ke baris i
diperlukan (k-1) kali pertukaran dua baris vang
berdekatan, sehingga untuk menukar baris ke-i dengan

baris ke-(i+k) diperlukan k+(k-1) = 2k-1 kali pertukaran

dua baris vang berdekatan. Maka [B| = (—1 gt | A . Jadi
Bl = -|Al. =
Sifat 3.2.4.

Jika A matriks budjursangkar berordo n yang semua elemen

dari suatu barisnya adalah nol, maka |Al = O.
Bukti:

Andaikan semua elemen baris ke—-i dari matriks A adalah

nol, maka a3, = 8, = ... = &, = O.
Al = E! () a1J1 azjz — a‘_J" - a,,jn
= Eg () a"‘ji azjz R & a,,jh

=0

Jadi [A] = 0. =m
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Sifat 3.2.5.

Jika A matrike bujursangkar berordo n yang mempunyai dua

baris yang semua elemennya sama, maka [A] = O.

Bukti:

Andaikan elemen baris ke-i dan baris ke-(i+p) dari
matriks A sama, maka 8; = B&j.p; untuk setiap J = i, 2,

.., n. Andaikan B matriks yang diperoleh dari A dengan
menukar barisg ke-i dengan baris ke-(i+p), maka menurut
sifat 3.2.3 |Bl= -|A|. Akan tetapi setiap elemen pada
baris-baris yang ditukar adalah sama, sehingga A 5 B dan

[Al = |B]. Jadi [A|l = —|Al, sehingga 2 [A| = 0. Terbukti

bahwa [A] = 0. =

Sifat 3.2.6.

Jika A matriks budursangkar berordo n dan B matriks yang
diperoleh dari A dengan mengganti suatu barisnya dengan
hasil penjumlahan baris tersebut dan kelipatan baris
lain, maka

fAl = |B].

Bukti:

Andaikan A = (&;j)nxn- Andaikan elemen baris ke-r dari A
diganti dengan hasil penjumlahan baris tersebut dan c

kali baris ke-s (¢ = 0 ). Namakan matriks baru ini B.
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844 8y2 &n
42 852 8z
8r4 +Cag,4 8pz +C8g2 8. +C85n
Maka B = .
g4¢ 832 . 3gn
8ny 8n2 - 3,n ]
IBl =L (£) ay & ... (8; + ca; ) -.. 3
n! 3 2 r r 8
anjn
= * ; P, P P e e ;. +
E! (£) 3131 asz af.)r 3*39 aﬁJh
. Y - P N T ooo ]
5 (£) 8 8zj i 8sj_ aan
= |A] + + ; C e AR s heemd - ;
[A] c E! () 5111 aZJz aSJr 5918 aﬂJn
= |A] + c(0)
= |Al + O
= [A]
Jadi | Bl = |A}l. =
Sifat 3.2.7.
Jika A matriks bujursangkar berordo n, maka [A| = lAt{ .
Bukti:
Andaikan A = (3 j)nxn» maka A* = (8ji Jnxn untuk setiap 1
dan J. Al = L (%) a; ayj ... 2, . Karena setiap
1 2 n

n!

suku dari |A| dan !Atl hanya memuat tepat satu elemen

dari setiap baris dan kolom, maka Jjika a;; a8z ... &p;
1 2 n

suku-suku dari |[A| pastilsh &4 8,2 ... & n merupakan
1 2 n
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suku-suku dari |At!. Jadi lAtl = £ & 84 82

n!

Bjnn- Karena elemen-elemen dari A dan At pada dasarnya
adalah sama, hanya berbeda letaknya saja maka pada
suku-suku pada | Al Juga sama dengan suku-~suku pada lAtl.
Jadi 1Al = (A% . =

Akibat dari sifat 3.2.7. adalah bahwa semua sifat-
aifat determinan yang menyangkut “pbaris" Juga berlaku

pada “"kolom".

Contoh 3.2.1
Sifat 3.2.3. mengatakan bahwa Jika A matriks bujursangkar

berordo n yang mempunyal dua baris yang elemennya sama,
maka |[A}] = 0. Pernyataan tersebut juga berlaku bila kata
“paris" diganti dengan “kolom”, yaitu Jike A matriks
bujursangkar berordo n yang mempunyai dua kolom yang

—

elemennya sama, maka |A] = O.

Selanjutnya akan kita buktikan teorema vang
mengatakan bahwa suatu matriks bujursangkar adalah non-
singular bila dan hanya bila determinannya tidak samal
dengan nol. Untuk membuktikan teorema tersebut kita me-

merlukan lemma berikut.

Lemma 3.2.1.

Jika A matriks bujursangkar berordo n dan E matriks

elementer berordo n, maka |EA] = |E||Al.
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Bukti:

Andaikan E; matriks elementer yang diperoleh dari I,
dengan mengalikan baris ke—i dengan konstanta tak nol
¢, maka menurut sifat 3.2.1 |E| = ¢]I|. = ¢. Andaikan
A, matriks yang diperoleh dari A dengan mengalikan

baris ke-i dengan konstanta tak nol ¢, maka terdapat

matriks elementer, yaitu E sedemikian hingga EA

A, . Menurut sifat 3.2.1 [Al = clAl. KRarena EA = A,
maka |[EA|l = [|A| = clAl. Padahal |E| = c. Jadi |EA|
= [E[lA].

Andaikan E, matriks elementer yang diperoleh dari I,
dengan menukar baris ke-i dengan baris ke-j, maka

menurut sifat 3.2.3 |EJ| = -~|I}] = -1. Andaikan A4,

matriks yang diperoleh dari A dengan menukar baris
ke-i dengan baris ke-j, maka terdapat matriks
elementer E, sedemikian hingga E,A = A,. Menurut sifat
3.2.3 |41 = -lA]. Karena E,A = A,, maka |EA] = A

= —-|A| . Padahal |E| = -1. Jadi | EAl = |El|A]-

Andaikan E, matriks elementer yang diperoleh dari A
dengan mengganti baris ke-i1 dengan hasil penjumlahan
baris tersebut dan c¢ kall baris ke-3 (¢ # 0). Maka

A
menurut,*”éifét 326 \*IFQI = [I] = 1. Andaikan A,
matriks yang d;peroleh dari A dengan mengganti baris
ke~1 dengan hasil penjumlahan dan ¢ kali baris ke-j (¢
# 0). Maka terdapat matriks elementer E, sedemikian

hingga EgA = Ay. Menurut sifat 3.2.6 [Ay] = [A].
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.Karena EgA = Ay, maka |EqA| = [Agl = I[Al. Padahal |E;]|

= 1. Jadi |EAl = |EllAl. |

Teorema 3.2.2.

Suatu matriks bujursangkar A adalah non-singular bila dan

hanya bila |A| = O.

Bukti:

1. (=)
Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Karena A
non-singular, maka menurut teorema 2.4.3 A ekuivalen
baris dengan I,. Ini berarti bahwa A dapat direduksi
menjadi I, dengan sejumlah berhingga operasl baris

elementer. Jadi terdapat matriks-matriks elementer E,,

F, ..., B sedemikian hingga B ... EEA = I,. Maks
|E, ... E;EA| = |I,|, sehingga menurut Lemma 3.2.1:
[Bel 1By - - - EEAl =1

Bl Byl {Beep - - - EEA[ = 1

[Bel 1Byl -+« [EAIEITAl =1

Jadi [A] = O.

2. («)
Andaikan |A] = O dan U bentuk eselon baris tereduksi
dari A. Maka terdapat matriks-matriks elementer E,,
Ep, ..., B sedemikian hingga & ... EEA = U,
sehingga
B ... BEEAl = [U]
Bl ... I BITEIIAl = {Ul.
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Karena determinan matriks-matriks elementer tidak sama
dengan nol dan [Al = 0, maka |U| # 0. Ini berarti U

tidak mempunyail suatu baris yang terdiri dari bilangan

nol. Karena U berbentuk eselon baris tereduksi, maka

haruslah U = I,. Jadi A non-singular. a

Telah dibuktikan bahwa Jika A matriks bujursangkar

berordo n dan E matriks elementer berordo n, maka | EA] =

|{E{{A]. Hal ini merupakan kejadian khusus dari teorema

berikut.

Teorema 3.2.3.

Jika A dan B matriks-matriks bujursangkar berordo n, maka

|AB| = [A[IBI.

Bukti:

Andaikan R adalah matriks eselon baris tereduksi dari A.
Maka terdapat matriks-matriks elementer E, B, ..., K
sedemikian hingga B ... EEA = R ... ............. (3.1)

Karena matriks-matriks elementer adalah non-singular,
maka kita dapat menuliskan persamaan (3.1) menjadi
A = EF...RRR dengan F = (E)" untuk i =1, 2, ...,

k. Maka AB = F,E,...FK.RB, sehingga

|AB} = | F,F,...ERB|
Matriks-matrike F,, F,, ..., F, =adalah matriks-matriks
elementer, karena merupakan invers dari matriks

elementer, sehingga menurut Lemma 3.2.1:

|,E, .. KRBl = |E||E... FKRB|
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[Fyl |Fzl | Fy. . .FRBI

| Bl | Byl - - -1 Bl | RB|
|FyF,...RI|RB.

Jadi [AB| = |EE, ...F|IRB|.
Selanjutnya kita lihat apakah A matriks singular atau

non-gingular. Jika A matriks non-singular, maka R = I di

mana I adalah matriks identitas. Jadi A = F,F,...Fx dan

it

RB = B. Sehingga [AB| = |EF...Fl|Bl.

il

[Al | Bl .

Jika A matriks singular, maka menurut Teorema 3.2.2: |A|
= 0. Karena R adalah matriks eselon baris tereduksi dari
A dan A matriks singular, maka R pasti mempunyai baris
vang semua elemennya terdiri dari bilangan nol. Demikian

juga RB, sehingga menurut sifat 3.2.4: |[RB| = O.

Jadi [(AB| = |EE .. .Fl O

=0
Karena |A] = O dan |ABf = 0O, maka terbukti [AB! =
|Al | Bl .=

Minor dan Kofaktor

Pada bagian ini kita akan membahas suatu metode
untuk menentukan determinan matriks bujursangkar, vyaitu
dengan ekspansi kofaktor sepanjang baris atau kolom. Na-
mun sebelumnya akan diuraikan terlebih dahulu definisi

minor dan kofaktor.
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Definisi 3.3.1.

Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Minor dari
elemen &;; yvang dilambangkan dengan M;; adalah determinan
matriks bujursangkar berordo (n-1) yang diperoleh dari A
dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j. Sedangkan

kofaktor dari a; yang diberi lambang K; adalah

(_1)i.+j M,J .

Contoh 3.3.1.

- 4 57

Diberikan matriks A = |0 O 1
321
- |0 1} _ —
Minor dari a,, adalah M, = o 1] T 0 - 2 = -2,
f1+1 2

Kofaktor dari a, adalah K, = (-1) "M, = (-1)(-2) =
-2.

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang memberikan
kepada kita cara untuk menentukan determinan suatu ma-

triks bujursangkar.

Teorema 3.3.1.

Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Determinan A
dapat dihitung dengan mengalikan elemen-elemen dalam
suatu baris atau kolom dengan kofaktor-kofaktornya dan
kemudian menambahkan hasil kali yang dihasilkan. Dengan
kata lain, untuk setiap i = 1, 2, ..., ndan § =1, 2,

., n
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Al = &Ky + 22Kz + .. + 8nKn ol (3.2)

i

Al = ayjKy; + 82525 + ... + @njKny; 0 cieenielnn (3.3)
Metode menghitung determinan dengan menggunakan rumus
(3.2) dinamakan ekspansi kofaktor sepanjang baris 1,
sedang jika menggunakan rumus (3.3) dinamakan ekspansi
kofaktor sepanjang kolom J.

Bukti:

Menurut definisi |Al = i:' (£) a,,; azjz a-u-i. .- a,,jn

Dari jumlahan tersebut, kita pilih suku-suku yang memuat

a;,, yaitu

aa L (£) 85 825 --- &i-nj Hi+nj, SYRMIN- BN
(h-1) ! 2 3 i (it+d) "
di mana (Jz,Jd3,---,Jn) merupakan permutasi himpunan

bilangan bulat {2,3,...,n}. Suku-suku ini dapat ditulis

sebagal
&2 &3 .- 3 n
32 823 .- &n
=) -2 i-1>3 .. &i-1n = a, Ky
Bi+132 i 133 ‘.. Bri+1dn
8n2 @na . 8nn

Selanjutnya suku-suku sisa dipilih yang memuat g, dan
diperoleh a,K,. Demikian seterusnya sampai suku-suku

vang memuat a;, dan diperoleh a;, Ki,- Sehingga

‘A‘ :ai1K£1+ai2Ki2+ '-'+ai.nKi.n~ L
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Contoh 3.3.2.

Diberikan matriks A = . Hitunglah |A| dengan

O,

1
-6
6

NWO

ekspansi kofaktor sepandang baris pertama!

3

Jawab:
IA|=O!—2 ?l—(l) g ? +5|§3 'g'

= 0 ((-8) - B4) - (1) (3 - 18) + 5 (18 + 12)
= 0 + 15 + 150
= 165

Jadi [A] = 165.

Untuk mempermudah menghitung determinan suatu
matriks bujursangkar, kadang-kadang ekspansi kofaktor ini
digunakan bersama-sama dengan operasi baris (operasi

kolom) elementer.

Contoh 3.3.3.

Diberikan matriks A =

et 1N g
WO W
|
o 0 ~3

Dengan mengganti baris ketiga dari matriks A dengan hasil

penjumlahan baris tersebut dan baris pertama diperoleh

g i
matriks A = |2 0 -8
0 0 11
1 3 7
Menurut sifat 3.2.6: JA] = Al =12 0 -8
0 0 11

Dihitung determinan A dengan menggunakan ekspansi

kofaktor sepanjang baris ketiga:
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3 7 17 1 3
5A1=1A4'=0‘0 -B"’O'—Z —8+11l20
1 3
= 11 (0 - 6)
= -66

Jadi | Al = -66.

47
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BAB 1V
RUANG VEKTOR

1. Ruang Vektor
Ruang euklides berdimensi-n sering kali diperke-

nalkan sebelum orang mempelajari ruang vektor, sebab
banyak hal-hal mendasar dari ruang vektor berasal dari
ruang euklides berdimensi-n tersebut. Aksioma-aksioma
dalam ruang vektor dipilih dengan mengabstraksikan sifat-
sifat vektor dalam ruang euklides berdimensi-n. Berilkut

diuraikan terlebih dahulu definisi raang euklides

berdimensi-n.

Definisi 4.1.1.

Himpunan semua kumpulan terurut (x;,%;,...,X,) dengan x,,

X2, --.» X, bilangan-bilangan real dinamakan ruang

euklides berdimensi-n, dilambangkan dengan R" .

Kumpulan terurut (R 3Kp 5 -02>%,) dapat Juga
dinyatakan sebagai matriks berordo n x 1. Dengan demikian
R" dapat didefinisikan sebagal himpunan semus matriks
berordo n x 1 dengan elemen-elemen bilangan real.

Setiap elemen dari R" kita namakan vektor. Bilangan
real %, dengan i = i, 2, ..., n dinamakan komponen ke-i
dari vektor. Elemen—e],\émen dari R kita namakan skalar.

Selanjutnya kita akan menyatakan vektor-vektor dalam RrR"

48
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sebagai matriks berordo n x 1 dan ditulis

t
(X 3% 5.--5%) -

Definisi 4.1.2.

Andaikan u = (ui,u‘,,...,u,,)t dan v = (v,,vz,...,v,,)t dua

buah vektor pada R" dan k suatu skalar. Vektor-vektor u
dan v dikatakan sama Jika v, = v; untuk setiap 1 = 1, 2,
., n. Jumlahan vektor u dan v didefinisikan sebagai u +

v = (u,-&-vi,tk-i-vz,...,u,,«}-v,,)t. Perkalian skalar k dan u

didefinisikan sebagai ku = (ku,,kuz,...,ku,,)t.

Jelaslah bahwa operasi penjumlahan dan perkalian
dengan skalar pada R" bersifat tertutup, artinya Jika u
dan v dua buah vektor sebarang pada R" dan k suatu

gkalar, maka kue R” dan u + ve R".

Definisi 4.1.3.

t

Vektor 0 = (0,0,...,0)° kita sebut wvektor nol dalam rR".

Selanjutnya andaikan u = (% ,%,...,U, )t dan v =
(Vg sV s « - - 5Vi ¥ dua buah vektor pada R". Maka -u =

(—u,,-uz,...,—u,,)t kita sebut Invers aditif dari u.

Sedangkan v - u = v + (-u) = (V- ,Vo=Up,...,Vy", )t.

Teorema 4.1..1.

Jika u, v dan w vektor-vektor pada R" dan k dan 1 adalah

skalar-skalar, maka

l.n+v=v+u
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.u+(v+w):(u+v)+w
. u+0=0

.u+ (-u) =0

. k(u + v) = ku + kv

2

3

4

5. k(lu) = (kl)u
6

7. (k + 1)u= ku + lu
8

ilu=znu

t -
Andaikan u = (u,,uz,...,un)t, v = (V,Va,.-->Vy) dan w =

(W W s - - »Wn y¥ vektor-vektor pada R” dan k dan 1 skalar-

skalar, maka

t
1. u+v (4 +Vy , UV s - -« s U +V, )
t
= (VU Vet s - -5 Vp tUn)
= v + u
t t
2. v+ (V+wW = (9, %,...5U,) (VW Vot W, - e s VW, )
t
t
= ((y+vy )+W,,(U2+v2)+wz,...,(un+vn)+wn)
g t
F (us“"Vi’uz'*‘Vz;---,Un“'Vn)f + (W, W, .- 5W )
= (u + v) +w

t
3. u+ 0= <ui+0»uz+0,m,un+0>t = (Y ,Up,...50) =1

t
('U"‘"("u‘),lb‘i‘("l& ) > v .- ’L]h+(-11n ))

4. u + (~-u)

- (0,0,...,00t =0
£

H

5. k(lu) k(lwy ,lu,...,19,)

t
(k(lu),k(luy), ..., k{lu,))

i

t
((kl)y , (BED)uy, ..., (B1)y,)

(k1) (U, s -5 0 = (kD)u

I

t
6. k(u + v) = k(W +v, , %+Va, - .., Uy +V, )
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= (R(ugvy) K (Ug#vp) s - o - s E(Up 4V ) T

= (ku1+kv1,ku2+kv2,...,ku,,+kv,,)t

= (kq,kuz,...,ku,,)t + (k:v“kvzw--,kvn)t
= ku + kv
7. (e + Lym= ((k + Du,(k + Dy, -..,k + Dy’
= (ky + lu ,ku + lu,....ku, + lu,,)t
= (g, kug, ..o ku) o (Qug,lup, ..., lu)
= ku + lu
t T,

8. 1u= (ly,l%,...,11,) = (Y,%,...,U,) = u. &

Dalam ruang euklides berdimensi-n kita telah
menyatakan vektor sebagai matriks berordo n x 1. Mulai
sekarang kita akan menyatakan matriks berordo n x 1
dengan huruf tebal kecil. Dengan demikian suatu sistem
persamaan linear AX = B akan kita tuliskan sebagal
Ax = b.

Berikut ini diberikan definisi ruang vektor secara
umum. Aksioma-aksioma dalam ruang vektor ini dipilih

dengan mengabstraksikan aifat-sgifat vektor dalam ruang

euklides berdimensi-n.

Definisi 4.1.4.

Andaikan V adalah himpunan yang tidak kosong vang padanya
didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian dengan
skalar, sehingga untuk setiap elemen u dan v dalam V dan
setiap skalar k dalam R terdapat tepat satu elemen u + v

dalam V dan tepat satu elemen ku dalam V. Himpunan V ber-
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sama dengan kedua operasi tersebut dinamakan ruang vektor

Jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

Wl

i

8.

u+v=v+u ,untuk setiap u dan v dalam V.

u+ (v+ w) = (u+ v)+ w, untuk setiap u, v dan w
dalam V.

Ada elemen O € V sedemikian sehingga u + 0 = u, untuk
setiap ue V.

Untuk setiap u e V terdapat -u € V sedemikian sehingga

u + (-u) = 0. Vektor -u ini dinamakan invers aditif

dari u.

k(u + v) = ku + kv, untuk setiap u dan v dalam V dan k
e R.
(k + 1)u = ku + lu, untuk setiap k dan 1 dalam R dan u

e V.

(kl)u = k(lu), untuk setiap k¥ dan 1 dalam R dan ue V.

ia = u, untuk setisp ue V.

Elemen-elemen dari V ini kita namakan vektor. Ruang

vektor yang kita definisikan di atas gsering juga disebut

ruang vektor real oleh karena skalar~skalar yang diguna-

kan merupakan bilangan real.

Ruang euklides berdimensi-n merupakan salah satu

contoh ruang vektor.

Teorema 4.1.2.

Andaikan V adalah suatu ruang vektor. Jika u dan v

sebarang vektor pada V, maka
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a. Ou=20

b. Jika u + v = 0, maka v = -u
c. (-1)u = ~u

Bukti:

a. Menurut aksioma 6 dan 8, u iu

Sehingga -u + u -u + (u + Ou)

(aksioma 2). Karena
Ou = Ou.
Jadi Ou = O.

b. Andaikan u + v = 0, maka -u = -u + 0 =
Jadi v = -u. Selain itu, dari bukti di
dapat menyimpulkan bahwa untuk setiap
tepat satu invers aditif dari u, yaitu

c. Menurut Teorema 4.1.2 (a), 0 = Ou = (1

= lu
= u

Jadi u + (-1)u =

(-1)u = -u. B

2. Subruang

Andaikan V adalah suatu himpunan.

kita akan membahas himpunan bagian dari

dengan operasi penjumlahan dan

(1 + O)u

Dalam bagian

perkalian dengan

53

u + Ou.

(-u + u) + Ou

-u + u = 0, maka diperoleh 0 = 0 +

-1 + (u + v)
(u + -u) + v

0O+ v V.

atas kita Juga
u € V terdapat
-u.

+ (-1))u

+ (~1)u

+ (-1D)u

0, sehingga menurut Teorema 4.1.2 (b)

ini
V yang bersama

gkalar

yvang didefinisikan pada V juga membentuk ruang vektor.
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Definisi 4.2.1.

Andaikan S adalah himpunan bagian yang tidak kosong dari
suatu ruang vektor V. S dinamakan subruang dari V, Jika S
bersama dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan

skalar yang didefinisikan pada V Juga merupakan ruang

vektor.

Untuk membuktikan bahwa S merupakan subruang dari V,
kita tidak perlu memperlihatkan bahwa S bersama dengan
operasi penjumlahan dan perkalisn dengan skalar yang
didefinisikan pada V memenuhi semua aksioma ruang vektor.
Ada beberapa aksioma yang secara otomatis dipenuhi oleh S
karena S merupakan himpunan bagian dari V. Untuk
membuktikan bahwa S subruang dari V kita cukup
memperlihatkan terpenuhinya dua syarat saja, seperti

diungkapkan dalam teorema berikut.

Teorema 4.2.1.

Apdaikan S adalah himpunan bagian yang tidak kosong dari
suatu ruang vektor V. Himpunan S adalah subruang dari V
bila dan hanya bila
1. (u + v) € S untuk setiap u, ve S.
2. ku e S untuk setiap ue S dan setiap skalar k.
Bukti:
1. =)
Karena S subruang dari ruang vektor V, maka 5 bersama

dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar
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vang didefinisikan pada V juga merupakan ruang vektor.
Dengan demikian Jjelas bahwa syarat 1 dan 2 dipenuhi
oleh S.

2. (&)
Andaikan S adalah himpunan Yyang tidak kosong dari

ruang vektor V yang memenuhi syarat 1 dan 2. Karena S
himpunan bagian dari V, maka jelas‘bahwa aksioma 1, 2,
5, 6, 7 dan 8 dari ruang vektor dipenuhi oleh S.
Sekarang akan kita buktikan bahwa eksioma 3 dan 4 pun
dipenﬁhi oleh S. Ambil sebarang vektor u € S, maka
untuk setiap skalar k berlaku ku e S. Jika kita pilih
k = 0, maka ku = Ou = 0. Jadi 0 e S. Jika kita pilih k
= -1, maka ku = (-1)u = -u. Jadi -u € S. Dengan
demikian aksioma 3 dan 4 dipenuhi oleh S§. Jadi S

merupakan ruang vektor. Ini berarti bahwa S subruang

dari ruang vektor V. |

Contoh 4.2.1.

Diberikan sistem persamaan linear homogen dengan m
persamaan dan n variabel, vaitu Ax = 0 dengan A =
(& dmxn s X = (% 2%, ... %00 dan 0 = (0,0,...,00%. Akan

ditunjukkan bahwa himpunan penyelesaian dari sistem Ax

0 merupsakan subruang dari ®" . Andaikan W adalah himpunan

semua penyelesaian sistem Ax = 0. Ambil sebarang elemen
s, t € W, di mana 8 = (si,sz,...,sh)t dan t =
(tiJ@,‘..,tn)t. Maka As = O dan At = 0O, sehingga A(s+t)

= As + At = 0 + 0 = 0. Dan untuk sebarang skalar k, A(ks)
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= k(As) = kKO = 0. Jadi (8 + t) € W dan ks € W. Dengan

demikian terbukti bahwa W subruang dari R".

Definisi 4.2.2.

Suatu vektor w dinamakan kombinasi linear dari vektor-
vektor v, %, ..., V., Jika terdapat gkalar-skalar ¢,
2, -.-» ¢ sedemikian hingga w = gV + WV + ... #
¢ % . Himpunan semua kombinasi linear dari vektor-vektor
Vy, Vg, ..., Vp dinamakan rentang dari v, Va, ...; Vp,

ditulis S{(v, %, --.-.5 %).

Teorema 4.2.2.

Andaikan v, Vz, ..., Vp adalah vektor-vektor pada ruang
vektor V. Maka S(v, %, ..., %) merupakan subruang

dari V.

Bukti:

Andaikan v dan w adalah vektor-vektor dalam S(vy, Vg,

.., % ). Maka ada skalar-skalar b, b, ..., b dan ¢,
¢, ..., ¢ sSedemikian hingga v = hv, + bw + ... +
hv dan w = gV + V% + ...+ GV Jika k suatu

skalar, maka
kv = (kb)v, + (kby)vy + ... + (kb)V,
Jadi kv € S(vy, Vz, ..., V).
v + w = (bVy+baVat. . .+b V) + (CqVy+CaVat. . .+C V)
= (hy+e )y + (B+e)v% + ... + (Bh+4 )% .
Jadi v + w € S(v4, Va, ..., V.). Dengan demikian terbukti

~.

bahwa S(V¥, V%, ..., %) adalah 'subruang dari V. L]
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Selanjutnya kita akan menyebut S(Vy, Vo> --:3 Vi)

subruang yang direntang oleh vy, V2, ..-» Vr- Jika S(v,,

Vas; «eas V) = V, maka himpunan {vy, V2, -.->» v, }

dikatakan merentang V.

Contoh 4.2.2.
Jika 1 = (1,0,00%, 3 = (0,1,00° dan k = 0,0,1)% adalah

vektor-vektor dalam !R’, maka himpunan S = {i, J, k)

merentang !Ra, gebab setiap vektor (a,b,c)t dalam ®r? dapat

dituliskan sebagal
a(1,0,00% + b(0,1,00% + c(0,0,1)"

(a,b,c)t

ai + bl + ck,
yang berarti bahwa setiap vektor dalam ®R? dapat

dinyatakan sebagal kombinasi linear dari 1, J dan E.

Kebebasan Linear
Bagian ini akan kita mulai dengan memberikan

definisi tentang "bebas linear" dazn "tak bebas linear”.

Definisi 4.3.1.

Andaikan V adalah ruang vektor dan S = {VysVa,...,Vp}
himpunan vektor-vektor dalam V. Himpunan S dikatakan

bebas linear Jika c vy + CpVp + ... + Cr VL, = 0 hanya bila
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Definisi 4.3.2.

Andaikan V adalah ruang vektor dan § = {VysVa, ...V}
himpunan vektor-vektor dalam V. Himpunan S dikatakan tak
bebas linear, jika terdapat skalar—-skalar ¢, G, ---5 Cn
yvang tidak semuanya sama dengan nol sedemikian hingga

C4Vy + CaVp + ... + CrV, = 0.

Contoh 4.3.1.

Tentukan apakah himpunan vektor-vektor Dberikut bebas

linear atau tak bebas linear :

a. {(1,1, 1%, ,1,0% 1,0,00%

b. £(1,0,1)%, 0,1,00%)

e. ((1,2,0%, 2,1,8%, «,-1,0%

Jawab:

a. Andaikan c, ©, dan cg adalah skalar-skalar sedemikian
hingga o (1,1,1)% + 6 (1,1,00% + ¢ (1,0,00% = (0,0,0)"

o (03,05.00 Y + (02.02,00% + (c5,0,00% = (0,0,00°

& (cg + Cp +Cg,Cq + cz,c,l)t = (O,O,O)t
Sehingga ¢ + ¢ +cg = 0

< i 1 =0

Cy = 0
Dengan substitusi balik diperocleh ¢4 = 0, c; = 0 dan
g = 0. Jadi himpunan vektor-vektor {(1,1,1)t,
(1,1,0)1:, (1,0,0)t} dalam R? adalah bebas linear.

b. Andaikan k, dan k, adalah skalar-skalar sedemikian

hingga k (1,0, )% + & (0,1,00% = (0,0,00"

& (k,0.k) % + (0,5,00% = (0,0,00° | :
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(0,0,0)°

o (kg kb, k)"
Diperoleh kg

0 dan k, = 0. Jadi himpunan vektor-
vektor {(1,0,1)%, (0,1,0)%} adalah bebas linear.
c. Andaikan ¢, cCp dan Cg adalah skalar-skalar sedemikian
hingga
0 (1,2,0% + 6(2,1,3% + o (4,-1,1)" = (0,0,0°
o (00,20,,403) "4(205,05,302) P+ (4ce,-c5.05)%2(0,0,00"
@ (cg+2c,+40cg, 2c4+Cp—Cy, 4c3+3cp+cy) = (0,0,0)t
Sehingga
cy + 20, + 403 = O
2c, + €3 - cg = O (4.1)
4o, + 30, + 3 = O
Matriks lengkap dari sistem persamaan linear (4.1)

adalah

BN
0 =+ N
!
RSN
OO0

Selanjutnya matriks di atas direduksi menjadi bentuk

eselon baris tereduksi dan diperoleh:

10-20
01 30
00 0O

Matriks eselon baris tereduksi di atas bersesuaian
dengan sistem persamaan linear berikut:
o - 20 = O
C2 + 3cq = 0
yang ekuivalen dengan
Cy = 2Cq

o, = -3¢
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Jika kita pilih cg = 8, 8 sebarang konstanta real,
maka ¢, = 28 dan c; = -3s. Jadi sistem persamaan

linear (4.1) mempunyal tak hingga banyak penyelesaian
non-trivial. Dengan demikian himpunan vektor-vektor

{(1,2,4)t,(2,1,3)t,(4,-1,1)t} adalah tak bebas linear.

Teorema 4.3.1.

Andaikan S = {Vvy, Va, ---» Va} adalah himpunan vektor-
vektor dalam ruang vektor V. Himpunan S adalah tak bebas
1inear bila dan hanya bila ada paling sedikit satu dari
vektor-vektor dalam S yang dapat dinyatakan sebagai

kombinasi linear dari n-1 vektor—-vektor lainnya.

Bukti:

1. (=)
Andaikan S = {v,, Vz. ...> V5} adalah himpunan tak
bebas linear. Maka ada skalar-skalar ¢, C, .., ©Cn

vang tidak semuanya sama dengan nol sedemikian hingga
CqVy + CaVp + ... *+ CpV, T o
Andaikan ¢, # O, maka diperoleh
v, = (=cp/cydVvy + ... F (-c,/C4)Vp
Jadi v, dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari
vektor-vektor v, Vi, ..., V. Demikian Jjuga, Jika c;j
= 0, untuk § = 2, 3, ..., n, maka v; dapat dinyatakan
sebagai kombinasi dari n-1 vektor lainnya.
2. (&)
Andaikan v, dapat dinyatakan gebagai kombinasi linear

dari n-1 vektor lainnya dalam S. Maka ada skalar-
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skalar cp, Cg> ---» Cp sedemikian sehingga
V, = CVp + CgVa + ... + CpV,

Persamaan di atas ekuivalen dengan persamaan berikut:
vy - 0% — CgVg ~ ... ~ ChV, =0

Jadi S adalah himpunan tak bebas linear, sebab ada

skalar kK = 1 # 0, kp = -Cz, Eg = —Cg, -..: k, = -c,
sedemikian sehingga

kv, + lew + kK + ... + KV, =0. =

Teorema 4.3.2.

Andaikan %, %, ..., X, adalah vektor-vektor dalam RrR"

dengan x = (Xﬁ,xz-“...,x,.,i)t' untuk 1 = 1, 2, ..., n.
Andaikan X = (¥%;)axn adalah matriks yang dibentuk dengan

%, ©sebagail kolom-kolomnya. Himpunan vektor-vektor ({x,,

¥, -..» X} adalah tak bebas linear bila dan hanya bila
X singular.

Bukti:

Andaikan ¢,, €z, ..., ¢, adalah skalar-skalar sedemikian
hingga o, % + &% + ... + C\%X, = 0.

Persamsan di atas ekuivalen dengan gistem persamaan

linear berikut

Xy * Cp¥yz * ... HCrXpn =0
CyXpy + Ca¥pp * ... FCr¥pn = O (4.2)
Cy¥py + C2¥pz + - FCpXnpn T 0
. t .
Andaikan € = (C4>Cz,----Cn) » maka sistem persamaan

linear (4.2) dapat ditulis dalam bentuk persamaan
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matrike, yaitu Xc = O. Menurut Teorema 2.4.3, persamaan
Xe = O hanya mempunyail penyelesaian trivial bila dan

hanya bila X adalah non-singular. Pernyataan ini
ekuivalen dengan “persamaan Xc = O mempunyai penyelesalian
non—trivial bila dan hanya bila X singular”. Berarti ada
c = (c‘,c,_,,...,c,,,)t dengan ¢4, Cz» ---», Cn tidak semuanya
sama dengan nol sedemikian sehingga Xe = 0 bila dan hanya
bila X singular. Karena persamaan Xe = O ekuivalen dengan
persamaan ¥ + C¥ + ... +* CX = 0, maka keduanya
mempunyai himpunan penyelesaian yang sama. Jadi terdapat
skalar-gkalar ¢4, Cz, --.» Cn VYang tidak semuanya sama
dengan nol sedemikian hingga o X + CX + ... + ¢, x%x, =0
bila dan hanya bila X singular. Dengan demikian x, %,

x, adalah tak bebas linear bila dan hanya bila X

« w9

singular. ]

Dengan Teorema 4.3.2 kita dapat menyelidiki apakah
himpunan n buah vektor dalam R" bebas linear atau tak
bebas linear. Kita bentuk matriks bujursangkar X yang
kolom-kolomnya terdiri atas vektor-vektor yang akan dise-
1idiki. Kemudian untuk menentukan apakah X singular atau
non-singular, kita hitung | X| . Menurut Teorema 3.2.2, X
non-singular bhila dan hanya bila | %] = 0. Dengan demikian
jika |X| = O, maka himpunan vektor-vektor yang diselidiki
adalah tak bebas linear, sedang Jika [X| = O, maka him-

punan vektor-vektor yang diselidiki adalah bebas linear.
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Contoh 4.3.2.

12 4
Andaikan X = |2 1 -1
4 3 1
0, maka himpunan vektor-vektor {(1,2,4)t,

Karena (X| =

2.1.3%,(4,-1,1)%) dalam ®® adalah tak bebas linear.

Basis dan Dimensi

Setelah kita memahami konsep kebebasan linear,
perikut akan kita bahas basis dan dimensi dari suatu
ruang vektor. Suatu himpunan berhingga vektor-vektor pada
suatu ruang vektor dinamakan basis, Jika himpunan
tersebut memenuhi sifat-sifat tertentu, seperti dapat

dilihat pada definisi berikut ini.

Definisi 4.4.1.

Suatu himpunan vektor-vektor S5 = {Vy,Vz,s...5Vy} dinamakan
basis untuk ruang vektor V bila dan hanya bila
1. S bebas linear

2. S merentang V

Contoh 4.4.1.

Andaikan e = (1,0,0)t, e = (0,1,0)t dan e = (O,O,l)Jc
adalah vektor-vektor dalam R?. Dalam contoh 4.2.2 kita
telah menunjukkan bahwa himpunan {e;,e;,e3} merentang R .

Sekarang akan ditunjukkan bahwa himpunan {e,e ,€3}
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100

adalah bebas linear. Dibentuk matriks A = 01 0] dan
001

kemudian dihitung |A{. Karensa A adalah matriks identitas,
maka |A] = 1 # O, sehingga himpunan {e;.e;,e3} bebas
linear. Karena himpunan {e,e;,€3} bebas linear dan
merentang 023, maka {e ,e;,e5} adalah basis untuk R°.
Basis yang seperti ini dinamakan basis baku untuk ®?.
Selain himpunan vektor-vektor {e;,e;,egl magih terdapat
basis lain untuk R?, misalnya himpunan vektor-vektor

cn ot aLn,mb 0,105,

Dari contoh di atas tampak bahwa basis untuk suatu

ruang vektor tidaklah tunggal. Selanjutnya akan diberikan
teorema—~-teorema yang harus kita buktikan terlebih dshulu

sebelum kita mendefinisikan dimensi suatu ruang vektor.

Teorema 4.4.1.

Andaikan S = {V,,Va,...,V,} adalah basis untuk ruang
vektor V. Setiap himpunan m vektor dalam V, dengan m > n,
adalah tak bebas linear.

Bukti:

Andaikan T = {u,u,...,%,} adalah sebarang himpunan m
vektor dalam V, dengan m > n. Karena § adalah basis, maka
S merentang V. Sehingga setiap vektor dalam T dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor
dalam S. Jadi terdapat skalar-skalar g;, i = 1, 2, ...,

ndan J = 1, 2, ..., m sedemikian hingga
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W T 8V f 8% oo F BnaVn
U, T a4Vy + 8z2Ve + ... + 8n2Vn (4.3)
n, = 84mVs + 8mV2 + ...+ 8ymVn
Andaikan ¢, Cz» -.-» Cm adalah skalar-skalar sedemikian
hingga €0 + Cplp + ... + CmUm = Cs(844Vy + 82V +
b oa,v) + G BV + BV * .- F BpVp) ...
O (8gmVa + B2m%e +* .- F BamVa) = (cg8yy + C282 + ... *
OmBym)Vy + (Cq324 + CoB22 + ... + CmBzm)V2 + ... + (Cilpy

+ C28n2 + ... F cmanm)vn

Perhatikan sistem persamaan linear homogen:

8440y + 32C2 + ... F 8mCm T 0
8p4Cy + Bp2Cz +* +.- + 8mCm = 0 (4.4)
BpgCs + 8nzCz + -+ F 8rmCm = 0

Sistem persamaan linear (4.4) merupakan sistem persamaan
linear homogen dengan n persamaan dan m variabel, di mana
m > n. Menurut Teorema 2.3.1, sistem persamaan linear
homogen yang seperti ini pasti mempunyai penyelesaian
non-trivial. Jadi terdapat skalar—-skalar ¢, G, ...> Op
vang tidak semuanya sama dengan nol yang memenuhi sistem
(4.4), sehingga cy + Cup + ... + Cplm = Ov, + Ov, +

+ 0Ov, = 0. Dengan demikian T = {1y,%,...,0,} adalah

tak bebas linear. &
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Teorema 4.4.Z2.

Jika S = {V,sVz,.--,Va} dan T = {u,,,.-.:3Un} adalsh-dua
basis untuk ruang vektor V, maka n = m.

Bukti:

Diketahui S dan T adalah basis untuk V. Maka T pasti

bebas linear. Karena S basis dan T bebas linear, maka
menurut Teorema 4.4.1 haruslah m < n. Tetapi T Jjuga basis
dan S bebas linear, sehingga menurut Teorema 4.4.1

haruslah n £ m. Karena m= n dan n £ m, maka m = n. 8

Definisi 4.4.2.

Andaikan V adalah suatu ruang vektor. Jika V mempunyai
suatu basis yang terdiri atas n vektor, maka kita katakan
V berdimensi n. Subruang {0} dari V didefinisikan
berdimensi ©O. Ruang vektor V dikatakan berdimensi

berhingga, jika ada himpunan berhingga vektor-vektor yang

membentuk basis untuk V. Jika tidak‘demikian, maka V

dikatakan berdimensi tak hingga.

Telah ditunjukkan dalam contoh 4.2.1 bahwa ruang
penyelesaian dari sistem persamaan linear homogen memben-
tuk subruang dari R". Dalam contoh berikut kita akan men-
cari basis dan dimensi ruang penyelesaian dari sistem

persamaan linear homogen yang diberikan.

Contoh 4.4.2.

Diberikan sistem persamaan linear berikut:
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2%, + 2% - Xy + % = 0
—X, - Xp + 2%y - 3%, + X5 = O (4.5)
¥ + % - 2% -% =0
X t X -~ % = 0
Matriks lengkap untuk sistem (4.5) di atas adalah
2 2-1 0 10
ERERE AR (4.6)
0 0 1 1 10

Dengan mereduksi matriks (4.6) menjadi bentuk eselon

baris tereduksi akan diperoleh

110010
001010
000100 (4.7)
000000

Matriks (4.7) di atas bersesuaian dengan sistem persamaan
linear berikut:

X + X + % = 0

Xg + X = O

Xe =0

vang ekuivalen dengan

Xg = %

X, = 0
Jika %5 = t dan X, = &, 8 dan t sebarang konstanta real,
maka x5 = -t dan x = -8 - t. Jadi penyelesaian sistem
persamaan linear (4.5) adalah (-8 - t, 8, -t, 0, t),

dengan t sebarang konstanta real. Jika penyelesaian itu
kita tulis dalam bentuk vektor, maka kita peroleh x =

(x,,xz,xs,x“xs)t = (—s—t,s,—t,O,t)t. Vektor x di atas
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dapat Jjuga ditulis sebagai
(-s-t.8.-t,0,t)% = (-8,8,0,0,00% + (-t,0,-t,0,£)°
5(-1,1,0,0,00% + £(-1,0,-1,0,1)°

il

Ini berarti bahwa =x dapat ditulis sebagai kombinasi
linear dari (-1,1,0,0,00% dan (-1,0,-1,0,1)%  Jadi
{(—1,1,0,0,0)t,(—1,0,—1,0,1)t} merentang ruang
penyelesaian dari sistem (4.5). Akan ditunjukkan bahwa
((-1.1,0,0,00%,(~1,0,-1,0,1)¥} adalah bebas linear.
Andaikan ¢, dan c, adalah skalar-skalar sedemikian hingga
6 (~1,1,0,0,00% + 6,(-1,0,-1,0,1)° = (0,0,0,0,0)".

t

. (—'C‘.,C‘,0,0,0)t + (—02$09-02’O’02) = (O,O:O’an)t

L. 4 (—01—02,01,-02,0,02)1: = (O’O;O,O,O)t

Sehingga -¢ - & = 0
Cy =0

—Cz = 0

c, =0

0.

Diperoleh ¢ = & =
Jadi {(-1,1,0,0,00%,(-1,0,-1,0,1)%} adalah bebas linear.

Dengan demikian ((-1,1,0,0,00%,(~1,0,-1,0,1)¥}  adalah
basis untuk ruang penyelesaian dari sistem persamaan
linear (4.5). Jadi dimensi dari ruang penyelesaian

tersebut adalah dua.

Teorema 4.4.3.

Andaikan V adalah ruang vektor berdimensi n>0. Maka
a. Tiap himpunan n vektor yang bebas linear merentang V.

b. Tiap himpunan n vektor yang merentang V pasti Dbebas
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linear.

Bukti:

a.

Andaikan S = {V,,V2,...,V,} adalah himpunan bebas 1i-
near dan v sebarang vektor dalam V. Menurut Teorema
4.4.1, himpunan {V,V,,Vz,...,V,} adalah tak bebas 1li-
near. Jadi ada skalar-skalar ¢, &s ...5 © Vvang
tidak semuanya sama dengan nol sedemikian sehingga

CV+ gV + ... + v, =0
Skalar ce = O, sebab Jika ¢ = O, maka darl persamaan
di atas dapat disimpulkan bahwa S = {V%,%,...,V,} tak
bebas linear. Jadi v dapat ditulis sebagai

v = kv, + kv + ... + KV,
di mana k = -q /G . untuk i = 1, 2, ..., n. Karena v
sebarang vektor dalam V, maka S merentang V. |
Andaikan himpunan 8 = {¥,%,...,V,} merentang V dan S
tak bebas linear. Maka menurut Teorema 4.3.1 salah
aatu dari vektor-vektor dalam S, misalkan v,, dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari n-1 vektor
lainnya. Sehingga himpunan R = {V(,Vz,...,;Vsq} masih
merentang V. Jika himpunan R tak bebas linear, maka
salah satu dari vektor-vektor dalam R , misalkan v,.s,
dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari n-2
vektor lainnya. Sehingga T = {v4,Vz,...,Vh_2} Juga
masih merentang V. Demikian seterusnya, sampai kita
mendapatkan himpunan k vektor (dengan k<n) yang bebas
linear dan merentang V. Kontradiksi, sebab dimensi V

adalah n. Jadi S bebas linear. B
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Teorema 4.4.4.

Andaikan V adalah ruang vektor berdimensi n, maka

a.

Tidak ada himpunan bagian dari V, yansg Jumlah

anggotanya kurang dari n , yang dapat merentang V.

. Tiap himpunan bagian dari V, yang Jumlah anggotanya

kurang dari n dan bebas linear, dapat diperluas

sehingga menjadi basis untuk V.

Bukti:

a.

Andaikan ada himpunan S yang terdiri dari k vektor (k
< n) yang dapat merentang V. Kalau & bebas linear,
maka V berdimensi k dengan k < n. Kontradiksi, sebab
dimensi V adalah n. Kalau S tak bebas linear, dengan
cara seperti dalam bukti Teorema 4.4.3 (b), kita dapat
memperoleh himpunan m vektor (dengan m < k) yang bebas
linear dan merentang V. Jadi V berdimensi m (dengan m
< n). Kontradiksi, sebab dimensi V adalah n. Jadi ti-
dak ada himpunan bagian dari V, yang jumlah anggotanya
kurang dari n, yang dapat merentang V.

Andaikan B = {v,,v5,...,%} adalah himpunan bebas li-
near, di mana k < n. Menurut Teorema 4.4.4 (a) di
atas, B tidak dapat merentang V. Maka S5(vi,va,...,w)
adalah subruang sejati dari V. Jadi ada vektor %, e
V, tetapi vy, #& S(v,vp,...,%). Jadi himpunan C =
{VsV¥% ..., % %4+ adalah bebas linear. Jika k+1 < n,
maka dengan cara yang sama himpunan C dapat diperluas
menjadi himpunan k+2 vektor-vektor bebas linsar. Demi-

kian seterusnya sampail kita dapatkan himpunan {v,, v,,
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ces Vis Visss +--32 Vo) vang bebas linear. Dengan Teo-
rema 4.4.3 (a), kita simpulkan bahwa himpunan n vektor
ini merentang V. Jadi {vy, Vo, ..., Vis Viegs --235 Vpl

adalah basis untuk V. m

5. Ruang Perkalian Dalam
Dalam bagian ini akan dibahas pengertian ruang
perkalian dalam. Ruang perkalian dalam adalah sebuah
ruang vektor yvang dilengkapi dengan operasi vang
mengawankan setiap pasang vektor dalam ruang vektor
tersebut dengan suatu bilangan real yang memenuhi sifat-

sifat tertentu, seperti diuraikan dalam definisi berikut.

Definisi 4.5.1

Andaikan V adalah ruang vektor. Suatu perkalian dalam
pada V adalah operasi yang mengawankan 8setiap pasang
vektor x dan y dalam V dengan bilangan real <x,y> yang
memenuhi syarat-syarat berikut:
i. <x,%> =2 0 dan <x,%x> = 0 bila dan hanya bila x = 0
ii. <x,y> = <y,x> untuk setiap x, ye V
iii. <«ax + 3y,z> = a<x,z> + 3<y,z>, untuk setiap X, v, 3
e V dan setiap skalar a dan £3.
Ruang vektor yang dilengkapi dengan suatu perkalian dalam

dinamakan ruang perkalian dalam.
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Contoh 4.5.1.

Andaiksn x = (xiﬂ}{es---,xn)t s ¥V = (Y‘syZS---’yn)t dan =z

= (Z¢»Zps--->Zn )t adalah vektor-vektor pada R".

Didefinisikan
<X, ¥V> T X4V +X, V2 S WX Ve
Operasi vyang didefinisikan di atas adalah suatu

perkalian dalam pada RrR" , sebab

. <,X> = XX +t XX + ...+ XK,
=x,2+x22+... +x,,,2.>_ 0
%2 + %> + ... + x,° = O bila dan hanya bila % =
0, 2 < 0, ..., X, = O yang berarti x = 0.
ii. <x,9> = Xy + XV + ... + XV,
= y‘}g + Vo Xp -+l . Tl Y Xn = <y,X>
1ii. <ax#ly,z> = (ax {3y, )z + ... + (AX,H3Y, )32,
= (@ BV 2Z) + ...+ (@X 2, WY, 2 )

= (AR Z+. . AOK B, )+ (BYZF. . Y, B
= a<x,z> + 3<y,z>
Ruang vektor R" bersama dengan perkalian dalam ini adalah

ruang perkalian dalam.

Teorema 4.5.1.

Jika u adalah vektor pada ruang perkalian dalam V, maka
<0,u> = 0.
Bukti:

<0,1> = <0+0,u>

H

<0,u> + <0,u>

2<0,u>
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Sehingga diperoleh 2<0,u> - <0,u> = O. Jadi <0,w> = 0. =&

Definisi 4.5.2.

Andaikan V adalah ruang perkalian dalam. Jika u € VvV, maka
panjang (norma) u, ditulis gug, didefinisikan sebagal:

1/2
ﬂuﬂ = Jcu,u> = <u,w'".

Jika u = (U ,%,..- ,u,,)tadala.h vektor pada R" yang
dilengkapi dengan perkalian dalam yang didefinisikan pada

Contoh 4.5.1, maka norma u adalah

guﬁ = (u12 + uzz + Ll +uh2)

1/2

Teorema 4.5.2.

Jika u dan v adalah vektor-vektor pada ruang perkalian

dalam V, maka |[<u,v>| = uuu“vg

Jika m = O, maka menurut Teorema 4.5.1, <u,v> = 0.
selanjutnya [u||v| = a,w v, vs? = 0 <ww,w? = 0
Jadi |<u,v>| = “uu “v“ = of

Jika m # O, maka <u,u> > 0 dan untuk sebarang skalar k
berlaku
<ku+v,ku+v> = 0
© k<u,kutv> + <v,kutv> = 0O
] k2<u,u> + k<u,v> + k<v,u> + <v,v> 2 0
& <u,u>k2 + 2<u,v>k + <v,v> 2 0O
vang berlaku hanya bila 4<u,v>2 - 4<u,ud<v,v> = 0 &

2 2 2
<u,v> s <u,u><v,v>. Karena “u“ = <u,u> dan uvg = <v,v>,
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maka diperoleh ~:u,v>2 < guuzlvr. Sehingga |[<u,v>| =

Idivt- =

Dengan menggunakan Teorema 4.5.2, berikut kita
definisikan sudut antara dua vektor dalam ruang perkalian

dalam.

Definisi 4.5.3.

Andaikan u dan v adalah vektor-vektor tak nol pada ruang
perkalian dalam V. Besar sudut antara vektor u dan v

adalah & yang memenuhi cos & = <u,v>/EuE§v§, (0 £ 8 = n).

Teorema 4.5.3.

Andaikan u dan v adalah vektor-vektor pada ruang

perkalian dalam V. Maka

a. uuu z 0 dan ﬂun = 0 bila dan hanya bila u = 0.

b. “ku“ = lkt"un, untuk eetisp ekalar k. ~

o Juo] £ o] = 1.

a. Karena nu“ = <u,w>’? dan u vektor pada ruang hasil

kali dalam V, maka jelas bahwa sifat a) dipenuhi.
b. Hkuﬂz = <Ru,ku> = ¥ <u,u> = k?uuﬂz. Sehingga

diperoleh ukuu = (klﬂuﬂ.

2
C. “u+v“ LR+, BV
= <u,u> + 2<n,v> 4+ <v,v>
2 ) 2
= Juff + 2cuv> + v

s [y + 2teu, vt + 1+
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Menurut Teorema 4.5.2, [<u, > l aavg, eehingga
e N I I R N Y & TR b D

§u+v§ =< gug + ﬂvﬁ. L

Definisi 4.5.4.

Suatu vektor u dalam ruang perkalian dalam V dinamakan

vektor satuan, Jika “ua = 1§

Jika u adalah vektor tak nol pada ruang hasil kali

dalam V, maka vektor u/guu adalah vektor satusn, sebab

gu/ﬁuﬁﬂ - gmguﬂmﬂ = Qo] = Juj/fu] = 1

Definisi 4.5.5.

Vektor u dikatakan ortogonal terhadap vektor v dalam
ruang perkalian dalam V, jika <u,v> = 0. Jika u ortogonal
terhadap setiap vektor pada himpunan W, maka u dikatakan

ortogonal terhadap W.

Jika vektor m ortogonal terhadap v, maka v ortogonal
terhadap u, sehingga dapat dikatakan bahwa u dan Vv

(saling) ortogonal.

Teorema 4.5.4.

Jika u dan v adalah vektor-vektor ortogonal pada ruang
perkalian dalam V, maka "u+v“2 = Buﬂz + ﬂu"z.

Bukti:

2
n 11+v“ = <utv,utv>
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<u,u> + 2<€u,v> + <v,v>

= <y,u> + <v,v>

2
[+ 1" =

6. Himpunan Ortonormal

Andaikan S adalah himpunan yang anggotanya adalah

vektor—vektor & = (1,0,...,0% e = (0,1,0,...,0%

.y €4 = (0,0,...,1)t. S adalah basis baku pada ruang
vektor R". Perhatikan bahwa vektor-vektor dalam S ini
mempunyai sifat khusus, yaitu untuk setiap i,J = 1, 2,

., n dan i = J, <¢,e> = gtej = 0 dan gqa = 1.
Sehingga wuntuk i # J, e dan e; adalah ortogonal.
Himpunan dengan sifat gseperti ini adalah himpunan

ortogonal dalam rR". Berikut didefinisikan himpunan

ortogonal untuk sebarang ruang perkalian dalam.

Definisi 4.6.1.

Andaikan v,, Vz, ..., V, adalah vektor-vektor pada ruang
perkalian dalam V. Himpunan S = {vy, Vaz, -..5 Vqi}
dinamakan himpunan ortogonal, Jika <v,v;> = 0, wuntuk
getiap 1,3 = 1, 2, ..., n dan i # j. Himpunan ortogonal

yang anggotanya adalah vektor-vektor satuan dinamakan

himpunan ortonormal.

Diberikan himpunan ortogonal S = { V¥, Va, ...5 Val,

di mana v, vzl,» ..., v, adalah vektor-vektor tak nol pada
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ruang perkalian dalam V. Didefinisikan w = (1/3"‘8)"“
untuk i = 1, 2, ..., n. Maka himpunan yang anggotanya u,.,

w, ..., 4, adalah himpunan ortonormal.

Teorema 4.6.1.

Bila S = {V4s Va, ...5 Vp} adalah himpunan ortogonal
vektor-vektor tak nol dalam ruang perkalian dalam V, maka
himpunan S bebas linear.

Bukti:

Andaikan ¢y, Cz, ..., Cn adalah skalar-skalar sedemikian
hingga c,v, + CpVp + ... + C,V, = 0. Maka untuk setiap v
dalam S berlaku <qVv, + CV + ... + C,V,,§> = <0,¥> =
O (Teorema 4.5.1). Sehingga untuk setiap 1 =1, 2, ..., n

€<V, V> + Ca<Vp, V> + ... + Cp<Vny,V,> = 0

Karena S himpunan ortogonal, yaitu untuk J =1, <¥%,V;>

0, maka persamaan di atas dapat direduksi menjadi

Ci<v,,v,> = 0, untuk 1 = 1, 2, ..., n
Karena v vektor tak nol, maka <« ,%> = 0, sehingga ¢

- 0 untuk setiap 1 = 1, 2, ..., n. Jadi himpunan S adalah

bebas linear. a

Definisi 4.6.2.

Suatu himpunan ortonormal S = {vg, Vz, ..., v,} dinamakan
basis ortonormal untuk ruang perkalian dalam V, Jika S

basis untuk V.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

78

Teorema 4.6.2.

Jika S = {v,, V2, ..., V,} adalah basis ortonormal untuk
ruang perkalian dalam V dan u sebarang vektor dalam V,
maka u = <u,v>y + <U,R>% + ... + <U,V,>V,.

Bukti:

Karena S basis untuk V dan u vektor dalam V, maka u dapat

dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor
dalam S, yaitu ada skalar-skalar ¢;, Cz, ce-s Cp

sedemikian hingga

u = Vv + eV + ...+ CV,
Untuk setiap ¥ dalam S, i =1, 2, ..., n
<u, V> = <GV + CpVp + ... + CV,, V>
= <V > + <R ,¥> + ... + Cpn <V, 2 2>
Karena S himpunan ortonormal, maka <% ,%> = aviuz = 1

dan <v,v;> = 0, untuk i = J, sehingga diperoleh <u,v> =
c,, untuk 1 = 1, 2, ..., n. Jadl u = <u,vv + <, V>V

+ ... + <u,v,>V,. =

Teorema 4.6.3.

Andaikan S adalah subruang dari ruang perkalian dalam V
dan x sebarang vektor dalam V. Andaikan B = {x, %, ...,
x,} adalah basis ortonormal untuk S. Jika p = gX + &%
+ ... + cpX%X,, di mana ¢ = <X,¥X> untuk i = 1, 2, ..., n,
maka p - X ortogonal pada 5.

Bukti:

Untuk setiap 1 = 1, 2, ..., n berlaku

<p-X,X> = <pP,X> - <X, %>
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= (c,<x,,x~‘>+...+c,,<xﬁ,xi>) - <X,X>
=¢ - ¢ = 0.
Jadi p - x ortogonal pada setiap x;. Andaikan ¥ sebarang
vektor dalam S. Maka ada gskalar-skalar b, ..., b,
sedemikian hingga
v = bx + ... + bX,
<p-x,hyx+...+b, X, >

"

Sehingga <p—x%,¥y>

b<p-X,%> + ... + D <P-X, X > T 0.

Jadi p - ® ortogonal pada setiap y dalam S, yaitu p - X

ortogonal pada S. ]

Vektor p yang didefinisikan pada Teorema 4.6.3

dinamakan proyeksi ortogonal vektor x pada S.

Teorema 4.6.4. (Proses Gram-Schmidt)

Andaikan B = {%X, Xz, ..., X} adalah basis untuk ruang

perkalian dalam V. Didefinisikan w = (l/gx,,ﬁ)x, dan u;,

.., u, didefinisikan sebagai U4 (l/nxk,,,—g‘ﬂ)(xkﬂ—

p), untuk k = 1, 2, ..., n-1, di mana p, T <Fae Yoy +
<Ky ;WU + ... CFyy s W PG adalah proyeksi ortogonal
.4 PpPada S(w,%,...,4%). Himpunan R = {w, 4, ..., U}

adalah basis ortonormal untuk V.

Bukti:

Dibuktikan dengan induksi matematika.

Jelas bahwa S(x ) = S(u), sebab u adalah vektor satuan
vang dibentuk dari x . Andaikan uw, Y%, ..., % dibangun

sedemikian hingga {w, W, ..., ul} adalah himpunan
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ortonormal dan S(u,Up,.-->%) = S(X,,Xp,.--,%). Karena

n. merupakan kombinasi linear dari w, %W, ---» % maka
B € S(%,%,..->%) dan R - B € T A R
_ k
sebab Fes ~— B T Fes T qu. Karena himpunan {X.,
i=1
X, ---3 Faal bebas linear, maka X,, -~ B * 0. Dan
menurut Teorema 4.6.3, g4 - R ortogonal pada setiap
w, i =1, 2, .-..» k. Jadi {w, B, ---5 Ul adalah
himpunan ortonormal dalam S(X sRKp 5 - - ->Ficws ) - Karena {u,
W, --.» U} bebas linear, maka {u, W, ---3 Usl
adalah basis untuk S(K sRp 5 - --Fiwg ) - Akibatnya
S(X s%p 5 - - - > Fies ) = S(uy ;s . .- s ey )- Jadi terbukti
bahwa {w, W, ..., W) adalah basis ortonormal untuk V.ms

Contoh 4.6.1.

Diberikan vektor-vektor v = (1,0)t dan v = (3,-5)t’.

Himpunan S = {v, v} adalah basis untuk R?. Didefinisi-
kan w = (1/@\33)\71 = (J.,O)t. Dihitung v, - <V, u>u =
(0,-5)% = x. Sehingga (/|x|)x = 0,-1)% = u,. Jadi {n,,

u,} adalah basis ortonormal untuk R®.

Definisi 4.6.3.

Suatu matriks bujursangkar A yang berordo n disebut

matriks ortogonal, Jika vektor-vektor kolom dari A

membentuk himpunan ortonormal dalam R".
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Teorema 4.6.5.

Matriks bujursangkar A yang berordo n adalah matriks
ortogonal bila dan hanya bila AtA = I.

Bukti:

Andaikan v,, Va, ..., V, adalah vektor-vektor kolom dari

A. Menurut Definisi 4.6.3, matriks A ortogonal bila dan

hanya bila <v,v;> = v;tvj = 0, untuk i1 = J dan <% ,v;> =
v{zq = 1 untuk i = J. Padahal v{gq adalah elemen baris

ke-1 kolom ke—j dari APA. Jadi A adalah matriks ortogonal

bila dan hanya bila A%A = I. =

Dari Teorema 4.6.5 kita Jjuga dapat menyimpulkan

bahwa suatu matriks bujursangkar A adalah ortogonal bila

dan hanya bila &' = ab.

Koordinat: Perubahan Basis
Dalam bagian ini kita akan membahas vektor koordinat

relatif terhadap suatu basis dalam sebarang ruang vektor.
Basis yang dimaksud di eini adalah basis yang diurutkan
dengan urutan tertentu dan akan disebut basis terurut.

Namun terlebih dahulu dibuktikan teorema berikut.

Teorema 4£.7.1.

Andaikan S = {v, Va, ..., V,} adalah basis untuk ruang
vektor V. Maka untuk sebarang vektor v dalam V, terdapat

tunggal n-tupple skalar-skalar ¢4, Cz2, ---5 ©Cn gedemikian
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sehingga v = g% + GV + ... + G Vs

Bukti:

Andaikan ada skalar-skalar ¢4, Cz> ---> e, dan by, Db,
..., b, sedemikian sehingga

V = gV, + CaVz + ... F CaVp dan

v=hvy+ bwp + ...+ bn Vi
Maka (C-hy)vy + (cp-bplve + ... + (cn-bn )V, = O
Karena S bebas linear, maka diperoleh ¢, = b, ¢ = bs,
vy Cn = by ]
Definisi 4.7.1.
Andaikan S = {Vvy, Va» --.» Vpl adalah basis terurut untuk

ruang vektor V. Jika v adalah vektor dalam V, maka ada
skalar—-skalar C4, Cz, ---> ©Cn sedemikian sehingga v =
Qv v % ... + Le,Vv, .. [ Vektor (c:,,c‘a,...,fz,.,)t

dinamakan vektor koordinat v relatif terhadap basis S dan

ditulis (V)g-

Contoh 4.7.1.

Diberikan vektor-vektor vy = (1,2,1)t, v = (2,9,0)t dan
Va = (3,3,4)t. Himpunan S = {Vvy, Vz, Va} adalah basis
untuk ®R?. Jika v = (5,-—1,9)t adalah vektor dalam IRS, maka
ada skalar-skalar o, Cc; dan Gy sedemikan sehingga
5.-1,9% = 61,2, 1)% + 0 (2,9,00° + e (3,3,4)°
Persamaan di atas ekuivalen dengan sistem persamaan

linear berikut:
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e + 20, + 3¢5 = O
-1

2¢, + 9c; + 3¢y
o + 4cy = 9
Penyelesgaian sistem persamaan di atas adalah (1, -1, 2).

Jadi vektor koordinat v relatif terhadap basis S, vyaitu

(Vg = (1,-1,2)F.

Teorema 4.7.2.

Andaikan S = {%., Xz, ...» XE,} adalah basis ortonormal
untuk ruang perkalian dalam V. Jika (u)g =
(ug,Vz, .- - ,un)t dan (V)g = (V4:Vas--.5Vq )t, maka

2,472

a. aug = (u12+u22+...+u,, )
b. <u,v> = WV, + UV + ... + UaVj,
Bukti:

172
a. ﬂun = <u,u>

n n
= <Yux,yun>”
i=1 i=4
n N
*=w6&,2w&>+---+w&&,2q&ﬂvz
i=4 =1

= [(u12<x1,x1> + WURLE ,Xp> + ... + u1un<x,,xh>)
.+ (U <X, K> U B<K, B> ... +
u,.,z<x,, LX) ]1/2

=(u‘2+uzz+...+un)
4] N

<Yux,y ww>

i=1 i=1

Wy + WVe + ... F UV =

i

b. <u,v>



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

84

Teorema 4.7.3.

Andaikan B = {u, W, -.-» Usl adalah basis terurut untuk
rusng vektor V. Jika B = fn, w, ..., w } Juga basis
terurut untuk ruang vektor yang sama, maka untuk sebarang
vektor v € V, (v),, = P(v)g’, di mana P adalah matriks

vang kolom ke-i-nya adalah (q' )a» untuk 1 = 1, 2, ...,

n.
Bukti:
Andaikan (w’')s = (@i, Ois ---> a)F, untuk 1 = 1, 2,
.., n. Maka
' T O + Ol + ...+ Ong U,
W' T Gl + Ozl f ... + CGnaly
W, = 0yl + Opal * ... T Unply
Andaikan ve V dan (v)p’ = (&, Cz> --->» c,.,)t. Maka
vz oau o + oo F CW
= oy (Oqly + Opaly + .. F W)+ Cplogpuy o+ Gl ¥
o Apl) F .-+ Ch(ogay F Oz, + oo+ O y)
= (GO * Gl + ... Cr%pl) 4 (oo +
CpflpaUe + ... F Crlzple) + ...+ (CyOng Uy + Cp0n2U, +
.+ CnGanly)
Z (004y + Oz + ...t Gl F (040 + Cp022 +
+ oo+ ... F (Ong F GOz ..o ¥
Crlinn )t
Jadi (v)p = (G04y + Cfz + ... F Cnluns Ol + C0z2 *

t
.+ cnazn’ « 3 Qlahi + czahz + ...+ cnann) -
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Qg4 Qp ... Y4 ilC Q49 Y2z - HY4p
Qpg Oz ... OnliC Spy Oz .- C2p
) Jika P = . s
Qpg Apz  --- Gnn}lCn Ehe  Gnz %nn
maka diperoleh (v)y = P(V)y’ . -

Matriks P dalam Teorema 4.7.3 dinamakan matriks

transisi dari B ke B.

Contoh 4.7.2.

Jika B = {u, w} dan B = {u’', w'}, di mana u =
1.0f, w = 0,0 w = (1,1 dan w,' = (2,1)% adalah

basis untuk R®. Maka w' = w + w dan W = 2u + G.
Sehingga (u J)g = (1,1)F dan (w' ) = (2,1)%. Jadi

matriks transisi dari B ke B, vaitu P = [i %]

Teorema 4.7.4.

Jika P adalah matriks transisi dari basis terurut B ke

B, maka P non-singular dan P! matriks transisi dari B ke

»

B .
Bukti:

Andaikan B = {u, U, ..., Uy} dan B = {u , U » -:es

u,  } adalah basis terurut untuk ruang vektor V. Andaikan

1

Q@ adalah matriks transisi dari B ke B  dan PQ

-

r
Gy 42 --- Gn
Cpy Crz --- C2n

Crs Cnz -+ Cnn
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Untuk setiap x e V, berlaku (x)g = P(x)p’ dan (X)p’ =

Q(x)p. Sehingga (X)p = PQ(x)g. Untuk x

1
0

.
Cyq Ca2
Cpq C22

]

untuk X = W,

.
Cin

Con

Cnn
S

berordo n.

-

o

jo N o

Can 1
- Gnn g

o £

Jadi PQ =

u, diperoleh

I,

di mana I

86

= u, diperoleh

1
0O
. Demikian Juga
0
TR
Cs2 0
Co2 _ 1
Cnz 0
o o

matriks identitas

Ini berarti bahwa P non-singular dan Q = P*.m
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BAB V
NILAI EIGEN DAN VEKTOR EIGEN

1. Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Pada bagian ini kita sakan membahas nilal eigen dan

vektor eigen suatu matriks bujursangkar. Pembahasan ini
meliputi pengertian dan cara menentukan nilal eigen dan
vektor eigen suatu matriks bujursangkar. Berikut diurai-

kan definisi nilai eigen dan vektor eigen.

Definisi 65.1.1.

Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Suatu skalar A
dinamakan nilai eigen dari A, Jika ada vektor tak nol x
dalam R" sedemikian hingga Ax = Ax. Vektor x yang demi-

kian itu dinamakan vektor elgen yang bersesuailan dengan

nilai eigen X.

Contoh 5.1.1.

Diberikan matriks A = [g - }

Vektor x = (2,1)t dinamakan vektor eigen dari A yang

bersesuaian dengan nilail eigen 2, sebab
5 - 21 _ 141 _ 2

Berikut ini adalah sebuah teorema yang membantu kita

dalam menentukan nilai eigen matriks bujursangkar.

87
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Teorema 5.1.1.

Andaikan A matriks budjursangkar berordo n dan I matriks

jdentitas berordo n. Suatu skalar A adalah nilai eigen

dari A bila dan hanya bila INI-A] = O.

Menurut Definisi 5.1.1, X adalah nilai eigen dari A bila
dan hanya bila terdapat vektor tak nol x dalam R" sedemi-
kian hingga

Ax = AX (56.1)
Persamaan (5.1) ini ekuivalen dengan persamaan berikut :

Ax = AIx

@ AIx-Ax = O

& (AM-A)x =0 (5.2)
Menurut Teorema 2.4.3, persamaan (5.2) mempunyai penyele-
saian non-trivial bila dan hanya bila (AI-A) adalah ma-
triks singular. Dan menurut Teorema 3.2.2 matriks (AI-A)
adalah singular bila dan hanya bila [AI-A] = 0. Jadi A
adalah nilai eigen dari A bila dan hanya bila [AI-A] =

O.m

Andaikan A = (8j)pxn dan I matriks identitas

berordo n, maka matriks (AI-A) dapat ditulis sebagal

K“%4 ~82 - -- ~84n

-84 A=322 -.-: ~8an

“8ng “8nz --- A~8nn

- o

Karena determinan suatu matriks merupakan Jumlahan semua



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

89

hasil kali elementer bertanda dari matriks tersebut, maka

pangkat tertinggi vyang mungkin untuk XA dalam X I-A]

adalah n, yaitu diperoleh dari perkalian elemen-elemen

pada diagonal utama matriks di atas. Sehingga

INI-A]l = x’,‘ﬁ + A"t o+ :,%A"‘z + ... +c,, di mana ¢, Cz,
.5 Cp konstanta-konstanta real. Polinom |[AI-A] 1ini

dinamakan polinom karak\teri\stik dari matriks A. Sedang

persamaan |AI-Al = O dinamakan persamaan karakteristik

dari matriks A.

Contoh 5.1.2.

Diberikan matriks A = [_2 _7]

x-5 -7
-2 A+4

Maka |[AI-A|

[(A-5)(A+4)] + 14

=2 -x -8

Persamaan karakteristik dari matriks A adalah A2 -x -8
= 0 yang ekuivalen dengan (A-3) (+2) = 0, sehingga
diperoleh A = 3 atau A = -2. Jadi matriks A mempunyai dua

nilai eigen, yaitu 3 dan -2.

Contoh 5.1.3.

4 0 1
Andaikan B = -2 1
-2 0 1
A-4 0 -1
Maka [AI-B] = 2 A-1 0
2 0 A-1
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A-1 0

2z a2
A-1

2 0

1l

[(A=4) (A=1)2] + 2(a-1)

(A-1) [((x=-4) (x-1)) + 2]

(A-1) (A2-Bn+6)

=a? - &% + 11\ - 6
Persamaan karakteristik dari matriks B adalah A® - aZ +
1in - 6 = 0 yang ekuivalen dengan (A-1) (A-2) (A-3) = o,
sehingga diperoleh X = 1 atau A = 2 atau X = 3. Dengan
demikian matriks B mempunyai 3 nilai eigen, yvaitu 1, 2

dan 3.

Contoh 5.1.4.

2 -1 0
Andaikan A = |-1 2 0]
0 0 3
A-2 1 0
Maka |AI-Al = 1 A~2 0
0 0 A-3
1 A-2 0 i 0
= A-2)1 o a-3| ~ 1‘0 x—3

= [A-2)A-2)(A-3)]1 - (A-3)
= (A=3) [(x-2)° - 1]
= (A-3) (A\2-9+3)
= (A-3) (A-1) (A-3)
= (A-3)" (A-1)
Persamaan karakteristik dari matriks A adalah

(?\-—3)2 (A\-1) = O, sehingga diperoleh X = 3 atau N o= 1.

Jadi nilai eigen dari matriks A adalah 3 dan 1.
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Dari contoh-contoh di atas terlihat bahwa nilai
eigen suatu matriks adalah akar—akar dari persamaan
karakteristiknya. Jadi, Jjika A matriks bujursangkar ber-

ordo n, meka A mempunyai paling banyak n nilai eigen ber-

beda.

Selanjutnya kita akan membahas cara untuk menentukan
vektor eigen yang bersesuaian dengan suatu nilai eigen.
Suatu vektor tak nol x dinamakan vektor eigen dari ma-
triks A yang bhersesuaian dengan nilai eigen XA, Jika me-
menuhi sifat Ax = Ax. Atau secara ekuivalen vektor eigen
x adalah penyelesaian non-trivial dari slstem persamaan
(AI-A)x = 0.

Dapat ditunjukkan bahwa himpunan penyelesaian sistem
(AI-A)x = O merupakan subruang dari R", vang disebut ru-
ang penyelesalan. Andaikan W adalah himpunan penyelesaian
dari sistem ()\I-—/A)x = 0. Ambil sebarang w, W € W. Maka
(AI-A)w = O dan (AI-A)w, = O, sehingga AI-A)Y(w+w,) =
(AI-A)w, + (AI-A)w, = O + O = O. Dan untuk sebarang ska
lar k, (AI-A)kw, = k(AI-A)w, = kO = O. Jadi untuk seba
rang w, W € W, (w+w,) € W dan kw, € W. Dengan demikian
terbukti bahwa W adalah subruang dari R" . Ruang penyele

saian ini Jjuga dinamakan ruang eigen dari matriks A yang

bpersesualan dengan nilal eigen M.

Contoh 6.1.5.

Diberikan matriks A = [_2 __7]
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Dari perhitungan dalam Contoh 5.1.2 diperoleh bahwa 3 dan

-2 adalah nilai eigen dari matriks A. Selanjutnya kita

akan menentukan vektor eigen matriks A yang bersesuaian

dengan masing-masing nilai eigen.

1. Andaikan x = (x,ah)t adalah vektor eigen matriks A
yang bersesuaian dengan nilai eigen 3, maka x adalah

penyvelesaian non-trivial dari sistem persamaan (3I-A)x

- -2 -71&] _ (o
= 0, yalitu [ 5 7] [Xz} = [O] .
-2 -7 o}

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah [ o 7 ol

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap itu

adalah [é 7(/)2 g], vang bersesuaian dengan gsistem

persamaan linear x, + 7x,/2 = O atau %, = -7x%;/2. Jika
dipilih % = s, 8 sebarang konstanta real, maka x =
-78/2. Jadi, (-7s8/2,8) dengan 8 sebarang konstanta
real adalah penyelesalan sistem persamaan (3I-A)x = O.
Dengan demikian vektor eigen matriks A vang
bersesuajian dengan nilai eigen 3 adalah x =

(-73/2,5)t dengan s sebarang konstanta real dan s = 0.
Vektor x ini dapat ditulis sebagai =x = s(—7/2,1)t.
Karena himpunan sebuah vektor tak nol adalah bebas
linear, maka {(—7/2,1)t} bebas linear. sehingga
{(—7/2,1)t} merupakan basis untuk ruang eigen matriks
A yang bersesuaian dengan nilai eigen 3. Jadi dimensi
ruang eigen ini adalah 1.

2. Andaikan x = ug,xz)t adalah vektor eigen matriks A
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vang bersesualan dengan nilai eigen -2, maka x adalah

penyelesaian non-trivial dari sistem (-2I-A)x = O,

-7 - 21 _ {0
yaitu { o 2] [xz] = [O] .

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah (‘; _; g]

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap itu
1 1 0 ]
adalah 0O O ol VYang bersesuaian dengan sistem

persamaan X3 + X, = 0 atau x, = -x,. Jika x, = u, u
sebarang konstanta real, maka ¥ = -u. Jadi (-u,u)
dengan u sebarang konstanta real adalah penyelesaian
sistem (-2I-A)x = O. Dengan demikian vektor eigen
matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen -2
adalah x = (-—u,u)t dengan u sebarang konstanta real
dan u # 0. Vektor x ini dapat ditulis sebagai x = u(-
1,1)t, sehingga {(—l,l)t} adalah basis untuk ruang
eigen matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen
-2. Dengan demikian dimensi ruang eigen matriks A yang

bersesuaian dengan nilai eigen -2 adalah 1.

Andaikan p(A) adalah polinom karakteristik dari

matriks A dan Ay, XAy, ..., A, adalah semua nilai eigen
matriks A, di mana A, # A, # ... # Xx,. Maka p(A) dapat
ditulis sebagai P(A) = AXA ™ A-2)"2 ... A2 )™, di
mana m adalah bilangan asli, i = 1, 2, ..., k. Jika A

matriks bujursangkar berordo n, maka my + mp, + ... + m =
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n. Bilangan asli m; dinamakan multiplisitas aljabar dari
nilai eigen A;. Sedangkan dimensi dari ruang eigen yang
bersesuaian dengan nilai eigen A dinamakan multiplisitas
geometri dari nilai eigen A;.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa hasil kali n
nilai eigen (tidak perlu semuanya berbeda) dari matriks
bujursangkar berordo n sama dengan determinan matriks
tergebut. Sedangkan Jjumlahan n nilai eigen tersebut sama
dengan Jjumlahan elemen-elemen pada diagonal utamanya.
Andaikan A = (3jdaxn » [ matriks identitas berordo n dan
A suatu skalar. Jika [NI-A] kita hitung dengan ekspansi

kofaktor sepanjang baris pertama, maka akan diperoleh

n
INT-A] = (A-2,0)K, + L (-35)K; = POV, (5.3)
j=2 )

di mana K; adalah kofaktor dari elemen baris ke-i kolom
ke-3 matrike (AI-A). Untuk 4 = 2. 3, ..., n, K,; hanya
memuat (n-2) elemen (A-g;), sebab K, tidak memuat
elemen (A-8y) dan (A-a;.), sehingga Jika K,; kita
uraikan, maka pangkat tertinggi untuk A adalah (n-2).
Sehingga (5.3) dapat ditulis sebagai

P(AN) = (A-a,)K, + suku-suku dalam A yang berpangkat

(n-2) atau kurang. (5.4)

Selanjutnya Jika K,, kita uraikan, maka akan kita

dapatkan

P(x) (N=844 ) (N=3p2) ... (A=8,,) + suku-suku dalam

A yvang berpangkat (n-2) atau kurang.

n
A" - A"'p 5; + suku-suku dalam A yang berpangkat
i=1
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(n-2) atau kurang. (5.5)
Padahal, Jika XAgs A2, ---5 Ap, (tidak perlu semuanya
berbeda) nilai eigen dari A, maka PQ) dapat ditulis
sebagali

PA) = (AAg) (A-2g) ... (A-Xp)

n
AT AR e+ CDTRRG LN, (5.6)
i=4

Dari (5.5) dan (5.6) dapat disimpulkan bahwa

n n
La; = EM
j=4 i=1

Sedangkan dari (5.6) kita peroleh
P(O) = (=1)"Axp.. . A,

padahal P(0) = [-Al = (-1)"|Al. Sehingga [Al = XAz.. .M.

Berikut diberikan definiei matriks gimilar.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa dua buah matriks simi-

lar mempunyai nilai eigen sama.

Definisi 5.1.2.

Andaikan A dan B matriks bujursangkar berordo n. Matriks

A dikatakan similar dengan matriks B, Jika terdapat

matrike non-singular X sedemikian hingga B = XtAX.

Jika A similar dengan B, maka B similar dengan A,

sebab terdapat matriks non-singular Y = X' sedemikian

hingga A = Y 'BY.
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Teorema 5.1.2.

Andaikan A dan B matriks bujursangkar berordo n. Jika A
similar dengan B, maka A dan B mempunyai nilail eigen yang

sama.

Bukti:

Karena A similar dengan B, maka terdapat matriks non-
singular X sedemikian hingga B = X*AX. Andaikan I
matriks identitas berordo n dan A suatu skalar, maka
AI-B = AI-X"AX

XtxooI) - X'ax

EI)X - X'ax

i

= X' 1-A)X

Sehingga INI-Bl = [X'(\I-A)X|
= |X' | (A\I-A)| |X| (Teorema 3.2.3)
= (X' T I-A)
= XX 1 AI-A)]
= (Il | (AI-A)]
= | AI-A)] C -

Diperoleh [XI-B| = {(ANI-A|. Jadi A dan B mempunyai poli-

nomial karakteristik yang sama. Akibatnya A dan B Juga

mempunyai nilai eigen sama. a

Pendiagonalan Matriks
Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Pada

bagian ini kita akan membahas cara menentukan matriks
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non-singular X, sedemikian hingga X*AX = D, di mana D

matriks diagonal. Kita mulai dengan definiegi berikut.

Definisi 5.2.1.

Suatu matriks Dbujursangkar A vyang berordo n dlkatakan
dapat didiagonalkan, Jjika terdapat matriks non-singular X

sedemikian hingga X *AX = D, di mana D adalah matriks

diagonal. Matriks X dikatakan mendiagonalkan matriks A.

Dari definisi di atas terlihat bahwa matriks A
similar dengan matriks D. Dengan demikian matriks - A

dapat didiagonalkan jika A similar dengan matriks dia-

gonal D.
Berikut adalah sebuah teorema vang buktinya

mengungkapkan cara mendiagonalkan suatu matriks.

Teorema 5.2.1.

Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Matriks A
dapat didiagonalkan bila dan hanya bila A mempunyal n
vektor eigen yang bebas linear.

Bukti:

1. (=)
Andaikan A dapat didiagonalkan. Maka terdapat matriks

non-singular X sedemikian hingga X*AX = D atau AX =

XD, di mana D matriks diagonal.
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r -
s X2 - X4n
Xag Xz2 --- Rzn
Andaikan X = . dan
xni xnz xnn
. v « o
Ay 0 0
0 A, 0
D= .
0 0 ... A,
Xeg Rz --- Kn||M o . 0
o1 ¥a2 --- Xanl] O %2 0
Maka XD = . .
Xne Xnz --- Xnpn 9] O ... X,
rxu>\1 Xaha - - - Kypkg
_ %Ny Xp2Ra - .. Kl
xn!."i ankz ... Xnn)“n
r -
NiXyy NoXgp - .- ApXyp
_ A%y Na¥%pz ... AnXpn
XgXng N2Xnz - .- ApFnp
Andaikan x = (:gi,:%i,...,x,,i)t(i = 1, 2, ..., n)

adalah vektor-vektor kolom dari matriks X, maka
vektor-vektor kolom dari matriks XD adalah X, A%,
.., ApX,. Sedangkan vektor-vektor kolom dari matriks
AX adalah Ax,, Ax,, ..., Ax,. Karena AX = XD, maka Ax
= A%, untuk setiap 1 = 1, 2, ..., n. Padahal X adalah
non-singular, sehingga menurut Teorema 3.2.2 [X| # O.
Jadi untuk setiap i = 1, 2, ..., n, x adalah vektor
tak nol, sehingga x adalah vektor eigen matriks A

vang bersesuaian dengan nilai eigen XA;. Karena X non-



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

98

singular, maka menurut Teorema 4.3.2 himpunan
{X,%p5.--2%n} adalah bebas linear.
(¢=)

Andaikan A mempunyai n vektor eigen yang bebas linear,

yvaitu {X, %, ---» %} vang bersesuaian dengan nilai
eigen b Xz > cies Ap- Andaikan X =
(x,,-,,xz-“...,xn-‘)t, untuk setiap 1 = 1, 2, ..., n dan
Xya Xyp .- Xyn
Xz ¥22 - -- ¥an
X = Make Ekolom-kolom dari hasil
Xne ¥nz < -+ ¥nn
- o
kali AX adalah Ax, A%, ..., Ax,. Tetapi Ax = Ne%
A%, = A%, ..., AX, T A.X,. Sehingga
r 9
NeXyy NaXgz - .- AnXin
NgXpy NpXpz .- An¥en
AX =
AgXny A2¥nz -+ An¥nn
“ o
o a2 i
X4 X2 .- KnllM 0O ... 0
Xy %2 --- ¥en 0 X2 ... 0
= . . = XD, di mana D
Xns Xnz - -+ Xnn 0 (0% TP . B
“ s . o

matriks diasgonal vyang elemen-elemen pada diagonal
utamanya adalah XAy, XAz, R e Karena himpunan
vektor-vektor kolom dari matriks X bebas linear, maka
menurut Teorema 4.3.2, X adalah non-singular. Andaikan
X! adalah invers dari X. Karena AX = XD, maka X'ax =

D. Jadi A dapat didiagonalkan. &
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Contoh 5.2.1.

Diberikan matriks A = {_g _7].

Dari perhitungan dalan Contoh 5.1.2 diperoleh bahwa nilai
eigen dari A adalah 3 dan -2. {(-7/2,1)%} adalah basis
untuk ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 3
dan {(-1,1)t} adalah basis wuntuk ruang eigen yvang

bersesuaian dengan nilaj eigen -2. Dibentuk matriks

X = [—7{2 ~1]- IX| = -5/2 = 0, eehingga {(-7/2,1)"
(-1,1)%} adalah bebas linear. X' = {-g;g —?{;g]
sehingga

-1, _ |-2/5 =~-2/5 7/2 -

eu <2 20

-6/5 -6/5]|-7/2 —1
-4/5 -14/5 1

¢ 9= |

Jadi A dapat didiagonalkan, sebab terdapat matriks X =

["7;2 'g] sedemikian hingga X'AX = D, di mana D adalah

matriks diagonal vang elemen-elemen pada diagonal

utamanya merupakan nilai eigen matriks A.

Conteh 5.2.2.

Diberikan matriks B = [:g i}.

Persamaan karakteristik matriks B adalah

A+3 -2

— z—
57 a_il = D =

[NI-Bf =
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Jadi nilai eigen dari B adalah -~-1. Andaikan x = (xi,xz)t,

maka x adalah penyelesaian sistem persamaan (-I-A)x = O,

yaitu [g _"_g] {::] = [8].

Penyelesaian eistem persamaan di atas adalah (s8,8),
dengan 8 sebarang konstanta real. Jadi vektor eigen
matrikas B yvang bersesuaian dengan nilail eigen -1 adalah x
= (B,B)t atau x = s(l,l)t, s sebarané konstanta real dan
g8 # 0. Basis untuk ruang eigen matriks B yang bersesuaian
dengan nilai eigen -1 adalsah {(1,1)t}. Jadi matriks B

t.idak dapat didiasgonalkan, sebab B hanya mempunyail satu

vektor eigen yang bebas linear.

Teorema 5.2.2.

Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Jika v, Vv,
.» % adalah vektor-vektor eigen yang bersesuaian

dengan nilail eigen Ay, Ay, ..., Ay, di mana Ay 2 A, =

# X\, dan k £ n, maka {v,,Vp,...,V} bebas linear.

Bukti:

Dibuktikan dengan kontradiksi.

Andaikan {v,,¥%,...,%} tak bebas linear. Karena vektor

eigen adalah vektor tak nol, maka {v;} bebas linear.

Andaikan r adalah bilangan bulat terbesar sedemikian

hingga {v,¥,...,V%} bebas linear. Maka 1 = r < Kk,
sehingga {Vv,Vs,...,%,} adalah tak bebas linear. Jadi
terdapat skalar-skalar o¢;, €z, ..., Cp. Yyang tidak

gemuanya sama dengan nol sedemikian hingga
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CqVy + CaVz + ... F CreqVrey ° 0 (5.7)
Jika persamaan (5.7) kita kalikan dengan A, maka
diperoleh c,Av, + CpAvpy + ... + CrssBVryg = O (5.8)
Padahal Av, = XNV, Av = X2V, .-..» AVips = MeadVeaas
sehingga persamaan (5.8) dapat ditulis sebagai

OhgVy + CpApVp + ... F CroahrsaVres = O (5.9)
Peprsamaan (5.7) kita kalikan dengan A,y dan diperoleh

ChpsaVy + Cohppg V2 + ... F Cregrrea Vesg = 0 (5.10)

Dari persamaan (5.9) dan (5.10) diperoleh

Cq g Npag )W + oo F G Op Ry IV = o (5.11)
Karena {v,¥%,...,%1} bebas linear, maka ¢ (A\g-Apq) =
CopMpg=Apya) = .- F G Ap=Apyq) = O. Dan karena Ay ® Ay &

 Ap,q, Maka ¢4 = €3 = ... F G T 0. (5.12)

Jika (5.12) kita substitusikan ke dalam persamaan (5.7),
maka diperoleh Cp,Vr.s = 0. Karena Vi, vektor tak nol,
maka Cpuq = 0. Jadl o = € = ... = & = G+ = O.
Kontradiksi dengan <, Czs -.-.-5 Cres adalah skalar-skalar
yvang tidak semuanya sama dengan nol. Jadi {v,%,...,%}

bebas linear. ]

Teorema 5.2.3.

Andaikan A matriks bujursangkar berordo n. Jika A mem-

punyai n nilai eigen yang berbeda, maka A dapat didia-

gonalkan.
Bukti:

Andaikan vy, Va, ..., V, adalah vektor-vektor eigen ma-

triks A yang bersesuaian dengan nilai eigen Ay, Az, ..
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An, di mana Ay ® Xp ® ... # A,. Menurut Teorema 5.2.2,
{V,,Vz,...,V,} adalah bebas linear. Jadi menurut Teorema

5.2.1, A dapat didiagonalkan. B
Tetapi tidak semua matriks bujursangkar berordo n

yang dapat didiagonalkan mempunyai n nilai eigen yang

berbeda, seperti ditunjukkan dalam contoh berikut ini.

Contoh 5.2. 3.

2 -1 0
Diberikan matriks B = {-1 2 0f.
0 o 3

Nilai eigen dari matriks B adalah 3 dan 1. Multiplisitas
aljabar dari nilai eigen 3 adalah 2, sedang multiplisitas
aljabar dari nilai eigen 1 adalah 1. Basis dari ruang
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 3 adalah

{(—1,1,0)t, (0,0,1)t}. Basis dari ©ruang eigen  yang
bersesuaian dengan nilai eigen 1 adalah {(1,1,0)t}.

Dibentuk matriks

P = {P} = 2 = 0, sehingga {(—1,1,0)t,

O
=00
O = =

(0,0,1)t, (1,1,0)t} bebas linear. Invers dari P, yaitu

_ -1/2 172 O
P = 0 0 1i]. Selanjutnya dihitung
/2 1/2 O

B -172 172 olf 2 -1 o0
pep=| 0 o0 1]]-1 2 O
172 1,2 o/l o o 3

O bt
Ye¥e!
Q=
n
QoW
QWwo
WO o

Jadi B dapat didiagonalkan.
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3. Pendiagonalan Ortogonal; Matriks Simetri
Pada bagian ini kita akan mempelajari jenis matriks
yvang selalu dapat didiagonalkan, yaitu matriks simetri.
Suatu matriks bujursangkar A disebut matriks simetri,
Jika At - A. Akan diperlihatkan bahwa matriks simetri
yang berordo n selalu mempunyail n vektor eigen yang bebas

linear. Vektor-vektor eigen ini tidak hanya bersifat

bebas linear, tetapi Jusga ortogonal.

Definisi 5.3.1.

Suatu matriks bujursangkar A dikatakan dapat
didiagonalkan secara obéogvnal, Jjika terdapat matriks
ortogonal P sedemikian hingga P*AP = D, di mana D adalah

matriks diagonal. Matriks P dinamakan matriks yang

mendiagonalkan A secara ortogonal.

Teorema 5.3.1.

Matriks bujursangkar A berordo n dapat didiagonalkan
secara ortogonal bila dan hanya bila A mempunyai n vektor
eigen yang ortonormal.

Bukti:

1. (»)

Karena A dapat didiagonalkan secara ortogonal, maka
terdapat matriks ortogonal P sedemikian hingga P*AP =
D, di mana D adalah matriks diagonal. Menurut bukti
Teorema 5.2.1, vektor-vektor kolom dari P adalah

vektor-vektor eigen matriks A. Karena P matriks
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ortogonal, maka menurut Definisi 4.6.3 vektor-vektor

kolom matriks P membentuk himpunan ortonormal. Jadi A

mempunyal n vektor eigen yang ortonormal.

2. (&) |

Andaikan A mempunyai n vektor eigen yang ortonormal

yaitu {m, B> -.-» Py}. Menurut Teorema 4.6.1, {m,

s, .--5 By} adalah bebas linear. Sehingga A dapat

didiagonalkan. Menurut bukti Teorema 5.2.1, matriks

yang mendiagonalkan A adalah matriks P yang kolom

ke-i-nya adalah p, 1 = 1, 2, ..., n. Karena {p. P>
.» Py} adalah himpunan ortonormal, maka P adalah

matriks ortogonal. Jadi P adalah matriks yang

mendiagonalkan A secara ortogonal. ]

Berikut adalah sebuah teorema yang menjamin bahwa
vektor-vektor eigen matriks simetri yang bersesuaian

dengan nilai eigen berbeda akan ortogonal.

Teorema 5.3.2.

Andaikan A matriks simetri berordo n. Vektor-vektor eigen
matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen berbeda
adalah ortogonal.

Bukti:
Andaikan A, dan A, (Ay # A;) adalah nilai eigen matriks

A. Andaikan v, dan w adalah vektor-vektor eigen yang
bersesuaian dengan nilai eigen X, dan X,. Maka

Av, = XV (5.13)
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Dari. (5.13) diperoleh (Avy )t = (A )t
& v’.tAt = 7&.1V1t (5.15)

Karena A matriks simetri, maka At = A. Sehingga persamaan
(5.15) dapat ditulis sebagai

vt = At (5.16)
Jadl v‘tsz = Mvitvz (56.17)
Dari persamaan (5.14) diperoleh

v,tsz = hzv,tv2 (6.18)
Dari (5.17) dan (5.18) diperoleh

x1v1tv2 = hzv‘tvz
] 7«.,v,‘tv2 = 7\2\r,tv2 =0

@ (Ag-Ag)V o, = O

Karena X, # Az, maka v,tv2 = 0. Jika vy = (Vg4 Vags --->
t g t £
Vay)  dan vy = (Vgz, Va2, ---» Vpz) » maka <v,,Vp> =
t
VyyVyz + VauVaz + + VogVaz = ¥ % = 0. Jadi v dan
v, adalah ortogonal. 8

Selanjutnya kita akan membahag cara menentukan
matriks ortogonal P yang mendiagonalkan matriks simetri A

yang ditunjukkan dengan contoh berikut.

Contoh 5.3.1.

Diberikan matriks simetri A = [? é]

Persamaan karakteristik matriks A adalah 22 -6 + 8 = 0.

Sehingga nilai eigen matriks A adalah 2 dan 4. Basis dari
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ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 2 adalsh
{(—1,1)t}. Basis dari ruang e’igen yang bersesuaian dengan
nilai eigen 4 adalah {(1,1)t}. Menurut Teorema 5.3.2,
{(1,1)t, (—1,1)t} adalah himpunan ortogonal. Andaikan
(-1,1)% = u dan (1,1)% = w,. Maka u,/gu,l -

-14Z. 142" = v, dan uz/guzg = Az, 14D = .

Himpunan {v,,v,} adalah ortonormal. Dibentuk matriks P =

"'1/5 1’/"'—2 . Invers dari matriks P ini adalah Pt =

. CREYE:

P
14z 1A4dz| _ pY. Dihitung

14z 12
paap = |-1A2 A2 [3 1] -2 12
147 w20 3 adE 1Az

242 2/Z||-1AdZ 1472
a2z a2l 1dZ 1Az

_[2 o] _
‘04]“D

Karena Pt = Pt dan P AP = D, dengan D matriks diagonal,

142 1Adz
Az w42

mendiagonalkan A secara ortogonal.

i

maka matriks P = adalah matriks yang

Untuk membuktikan teorema berikut ini kita
memerlukan konsep bilangan kompleks. Suatu bilangan =z
dinamakan bilangan kompleks, jika z dapat ditulis sebagail

z = x + 1y, di mana x dan y adalah bilangan-bilangan real

dan i = 4-—1. Konjugat darli z adalah ; = x - 1iy.
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Andaikan A adalah matriks dengan elemen—elemen
bilangan kompleks. Maka K didefinisikan sebagai matriks
yvang elemen-elemennya adalah konjugat dari elemen-elemen
vang seletak pada A. Sedangkan A’ didefinisikan sebagatl

Kt. Jika A matrike yvang elemen-elemen bilangan real, maka

A = A. Jika A matriks simetri , maka At = A. Sehingga Kt

= A = A.

Teorema 5.3.3.

Nilai eigen matriks simetri adalah real.

Bukti:
Andaikan A adalah nilai eigen dari matriks simetrl A yang
berordo n. Andaikan z = (X+iy,, X+ive, ..., Xyt+iy, )t

adalah vektor eigen matriks A yang bersesualan dengan
nilai eigen A. Konjugat z adalah z = (X ~iyy >, Xp—1iVa,

t, sehingga

.» Xa=1y,)

;tz = (:qz+y,z) + (X22+Yzz) + ... + (x,,z-#-y,,z) = Z Z.

Karena z vektor eigen matriks A yang bersesuaian dengan
nilai eigen A, maka Az = Az. Sehingga

-z-tAz = Azt

z. Jadi
—¢ -¢ ” »
A= (zAz)/(z'z) = (z Az)/(zZ z).
Andaikan o adalah suatu skalar sedemikian hingga o = ?Az
= z*Az. Maka ot* = (z’”Az)“l = z’A*z. Karena A matriks
simetri yang elemen-elemennya bilangan real, maka z*A*z =
z*Az = a. Sehingga diperoleh a = a*. Ini berarti bahwa «

adalah skalar real. Karena A = (z*Az)/(z*z) = a/(z*z),
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maka A Jjuga skalar real. Jadil terbukti bahwa matriks

simetri hanya mempunyai nilai eigen real. |

Teorema berikut ini menggambarkan hubungan antara

matriks simetri dan pendiagonalan ortogonal.

Teorema 5.3.4.

Suatu matriks bujursangkar A dapat didiagonalkan secara

ortogonal bila dan hanya bila A adalah matriks simetri.

Bukti:
1. (=)

Andaikan A adalah matriks bujursangkar berordo n. An-
daikan A dapat didiagonalkan secara ortogonal. Maka
terdapat matriks ortogonal P sedemikian hingga P*AP =
ptap = D, dengan D matriks diagonal. Karena p'apP = D,
maka A = PDP* = PDP'. Sehingga &% = (pDP®)%= PDPP® =
PDPt = A. Jadi A adalah matriks simetri.

2. (&)
Dibuktikan dengan induksi matematika.
Jelas bahwa matriks simetri berordo 1 (skalar) dapat
didiagonalkan secara ortogonal. Andaikan matriks sime-
tri berordo (n-1) dengan n = 2 dapat didiagonalkan
secara ortogonal. Akan dibuktikan bahwa matriks sime-
tri berordo n dapat didiagonalkan secara ortogonal.
Menurut Teorema 5.3.3, matriks simetri selalu mem-

punyai nilai eigen real. Andaikan X adalah nilai eigen

matriks simetri A yang berordo n dan x adalah vektor
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eigen matriks A yang bersesuaian dengan A. Vektor x
dipilih sedemikian hingga g&s = 1. Dengan menggunakan

algoritma Gram~-Schmidt kita dapat menentukan vektor-

vektor % X3 » cees b A sedemikian sehingga
{X, ,% - -->% } himpunan ortonormal. Dibentuk matriks Q
yang kolom ke-i-nya adalah %, 1 = 1, 2, ..., n. Maka

menurut Teorema 4.6.5, Q adalah matriks ortogonal.
Selanjutnya dihitung AQ. Kolom-kolom matriks AQ adalah
A%, , A%, ..., Ax,. Karena Ax, = AxX,, maka kolom per-
tama matriks AQ adalah Ax,. Dihitung matriks B = QtAQ.
Maka kolom pertama matriks B adalah (k,0,0,...,O)t.
padanal BY = (atae)® = a®afe = @%@ = B. Jadi B me-
triks simetri. Oleh karena itu elemen baris pertama
dari matriks B sama dengan elemen kolom pertama.

. o

A 0 O0...0

Sehingga B = . Dalam hal ini C adalah

“ o

matriks simetri berordo (n-1). Karena C dapat didia-
gonalkan secara ortogonal, maka terdapat matriks orto-
gonal R sedemikian hingga RtCR = D,, di mana D, adalah

matriks diagonal. Dibentuk matriks
1 0 0 ... 0
0

0
s = |. . S ini Juga matriks ortogonal,

R

0
- o
sebab vektor-vektor kolom dari S membentuk himpunan
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ortonormal. Dihitung
1 0 0...01[x 0 0...0]ft o o...0
0 0 0
£ 0 Q 0]
s'Bs = i ]
rE - c R
0 0 0
. J . J 4 o
" 0 O 0 " 0 0 ... 0]
0 0
) 0
= . = . = D.
RECR - D,
0 0
. o . J

Sehingga diperoleh sBs = D, dengan D matriks diago-
nal. Rarena B = Q%A@ meka D = s®®a)s = (s%a®acas)
= (QS)tA(QS). Karena @ dan S matriks-matriks orto-
gonal, maka QS Jjuga matriks ortogonal. Jadi QS adalah
matriks yang mendiagonalkan A secara ortogonal. Dengan

demikian terbukti bahwa setiap matriks simetri dapat

didiagonalkan secara ortogonal.ms

Dari Teorema 5.3.4 di atas terbukti bahwa setiap
matriks simetri dapat didiagonalkan secara ortogonal.
Jadi, dengan Teorema 5.2.1, setiap matriks simetri A yang
berordo n pasti mempunyal n vektor eigen Vyang bebas
linear.

Selanjutnya berdasarkan teorema-teorema yang telah
kita buktikan, kita dapat menentukan langkah-langkah yang
diperlukan untuk menemukan matriks ortogonal yang mendia-

gonalkan matriks simetri A. Langkah~langkah tersebut

adalah:
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1. Mencari basis untuk masing-masing ruang eigen dari

matriks A.

2. Menerapkan Dproses Gram-Schmidt pada masging-masing

basis yang diperoleh pada langkah 1 untuk mendapatkan
basils ortonormal untuk setiap ruang eigen.

3. Membentuk matriks P yang kolom-kolomnya adalah vektor-
vektor basis yang diperoleh pada langkah 2. Matriks P

ini akan mendiagonalkan A secara ortogonal.

Contoh 5.3.2.

-1 2 2
Diberikan matriks A = 2 -1 2
2 2 -1

Nilai eigen matriks A adalah 3 dan -3. Basis dari ruang
eigen yang persesuaian dengan nilai eilgen 3 adalah
{(1,1,1)t}. Sedang basis dari ruang eigen yang
bersesuaian dengan ruang eigen -3 adalah
c(-1.1,00%,¢~1,0,1)F}. Andatkan u = (1,1,1)°,

u, = (-—1,1,0)t dan uy = (—1,0,1)t. Menurut Teorema 5.3.2,
u, ortogonal terhadap W, dan u,. Tetapi u, dan tidak
ortogonal, sebab <w,u> = 1. Untuk mendapatkan basis
ortonormal pada masing-masing ruang eigen, kita terapkan
proses Gram—Schmidt.‘ Kita definisikan v = q/gmg =
(143,103,143 . Kemudian untur mendepatkan basie
ortonormal yang Dbersesuaian dengan nilai eigen -3
didefinisikan v = uz/ﬂuzﬂ - -1{2,142.0)% dan v, =

(v - <y, %>/ (g - <uy,vp>vp)| = (-1/{8,-148,2A6)"
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143 -1d2 -1/ds
Dibentuk matriks P = 1/5 1/5 _1/,{3 .
1/{3 o 28
. 143 w43 143
Sehingga P = |_1J3 13 o |- Dibitung Fap =

148 -1/6 2.8
Y ERRY, EREYE [_1 2} 123 -1/2 -1Ads

B =N

-1AZ 1Az o |l 2 1 2[ad3 1Az 16
18 -1 246 143 o 248

sl 343 3AB|JWAB -1AdZ2 -1AdE
= la/fz -3/Ad2 o |1WA3 1d2 -1/d8
hS/E ade -s6||1Ad3 0 2/{6

(3 0 o0
=lo -3 o0
o 0 -

]

Dengan demikian matriks P adalah matriks yang mendiago-

nalkan A secara ortogonal.
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BAB VI
PENERAPAN NILAI EIGEN DAN VEKTOR EIGEN

1. Sistem Persamaan Diferensial
Suatu persamaan yang memuat derivatif {(turunan) dari
satu atau lebih fungsi dinamakan persamaan diferensial.

Salah satu bentuk persamaan diferensial yang sederhana

adalah
y = ay (6.1)
di mana y = f(x) adalah fungsi (dalam variabel x) vang
dy
akan ditentukan, y' = a; adalah derivatifnya dan a

konstanta real. Penyelesaian dari persamaan diferensial
(6.1) adalah fungsi-fungsi yang berbentuk

y = ce™ (6.2)
di mana ¢ adalah sebarang konstanta real. Penyelesalan
(6.2) ini dinamakan penyelesaian umum dari persamaan di-
ferensial (6.1), sebab y = cae™ = ay. Jika pada persa-
maan diferensial (6.1) ditambahkan syarat awal, misal
y(0) = 3 sehingga diperoleh penyelesalian

y = 3™ (6.3),
maka penyelesaian (6.3) ini dinamakan penyelesaian
khusus.

Pada bagian ini kita akan membahas cara
menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear homogen
orde satu dengan koefisien konstan dengan menggunakan

nilai eigen dan vektor eigen. Bentuk umum sistem persama-

114
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an diferensial ini adalah sebagai berikut :

Vi’ = &y +* 8% +* ... + &nVn

V2| = 824¥s + 822V2 + ... + 82nVn (6.4)

yn‘ = 8pe¥s + anzYz s i+ 8nn¥n
di mana ¥ = £f(x) adalah fungsi-fungsi vyang akan

. dy;

ditentukan, vi = d;— adalah derivatif-derivatifinya dan
ay; adalah konstanta-konstanta real (1,3 = 1, 2, ..., n).

Sistem persamaan diferensial (6.4) inl dapat ditulis

dalam bentuk perkalian matriks, yaitu

r l~ ] o o b

3 &y 8z .- Gn||Vs

¥ By &2 .- S&ni|l ¥

v 8hd Gz <-- Snn LVn

L 7 - o o
atau disingkat Y = AY, di mana Y = (¥ % se-+2¥n e,
Y = (Y,,Yz,---,yn)t dan A = (ai.j)nxn'

Fungsi-fungsi v = f£(x), 1 = 1, 2, ..., n, vyang

terdefinisi pada suatu selang I dinamakan penyelesaian
dari sistem persamaan diferensial (6.4), Jika f; adalah
fungsi-fungsi yang kontinu dan terdiferensialkan pada
selang I tersebut dan jika substitusi f{ (x) untuk setiap
v, menjadikan semua persamaan diferensial dalam (6.4)
suatu identitas.

Sistem persamaan diferensial (6.4) akan mudah-
digelesaikan jika A adalsh matriks diagonal. Jika A bukan

matriks diagonal, maka kita membuat substitusi untuk Y
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yvang akan menghasilkan sistem persamaan diferensial baru

dengan matriks koefisien yang diagonal. Andaikan

Vi T R4 *t RzZ + ... tAnZy
Vo = B * 2% t*t ... tBanZn
Yn = Pn1Zs + Pn2Zz + ... +tPnn2Zn

yang dapat ditulis dalam bentuk perkalian matriks, vyaitu
Y = PZ, di mana Y = (Vs¥a>.--:¥n )t, P = (Bjxn 8adalsh
matriks vang non-singular dan Z = (q,zz,...,a,)t. Karena
Y = PZ, maka Y = PZ'. Sehingza dengan substitusi PZ dan
PZ’ pada Y dan Y pada sistem persamaan diferensial
(6.4), yaitu Y = AY, akan diperoleh PZ = APZ atau Z =
(P*AP)Z. Karena kita menginginkan matriks P*AP = D
adalah matriks diagonal, maka kita harus memilih matriks
non-singular P yang dapat mendiagonalkan A. Kemudian kita
selesaikan sistem persémaan diferensial Z = DZ. Sistem
ini mudah diselesaikan, sebab D matriks diagonal.
Penyelesaian dari sistem persamaan diferensial (6.4)

adalah Y = PZ, di mana 2 adalah penyelesaian sistem

persamaan diferensial Ty =1 D7H

Contoh 6.1.1.

Diberikan sistem persamaan diferensial sebagal berikut:

Y;’ = 4y, + Va2
2 = 3w + 2w (6.5

Sistem persamaan diferensial (6.5) ini dapat ditulls

dalam bentuk perkalian matriks, yaitu Y = AY, di mana Y
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= (' .m0t Y = (m.w)® dan A = [g %] Nilai-nilai

eigen matriks A adalah 1 dan 5. Bagis dari ruang eigen
vang bersesuaian dengan nilai eigen 1 adalah {(-1/3,1)t}.
Sedang basis dari ruang eigen vyang bersesuaian dengan

nilai eigen 5 adalah {(1,1)t}. Dibentuk matriks P =

[_11/ 3 i yang non-singular, kemudian dihitung matriks

e _[-3/4 3/4)[a 1) [-1/3 1
D-PAP'[3/4 1/4][3 z][ 1 1]‘

9

Andaikan 2 = <z,,22)t dan Z = (&’ .2’ )t, maka

a9

Sistem persamaan diferensial vang bersesuaian dengan

sistem di atas adalah

Z T &

Z, = Dza (6.6)
Penyelesaian umum dari sistem persamaan diferensial (6.6)
ini adalah z = gé& dam 2z = G&*, di mana g dan
adalah sebarang konstanta real. Sehingga diperoleh

-1/3 i}} o€ (-~ €)/3 + &%
Y = PZ = 1 1 =
c, % g e* + cp %

Jadi penyelesaian umum dari sistem persamaan diferensial

(6.5) adalah y, = (~qe€*)/3 + ce&* dan y, = €& +

e5%, dengan c, dan c, sebarang konstanta real.

?

Ca
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Contoh 6.1.2.
Diberikan sistem persamaan diferensial berikut:
ﬁ‘ = -y + 2% + 2V
v, = 2% - % + 2w (6.7)
YQ‘ = 23’1 + ZYz - V3
dengan syarat awal vy, (0) = y,(0) = 1 dan ys(0) = 0.

Matriks koefisien dari sistem persamaan diferensial (6.7)

adalah
-1 T 2
A = 2 -1 2
. 2 2 -1

Nilai eigen dari matriks A adalah -3 dan 3. Multiplisitas
aljabar dari nilai eigen -3 adalah 2. sedang
multiplisitas aljabar dari nilai eigen 3 adalah 1. Basis
dari ruang eigen yvang bersesuaian dengan nilai eigen -3
adalah { (—l,l,O)t, 0 1)t }. Basis dari ruang eigen
yvang bersesuaian dengan nilai eigen 3 adalah {(1,1,1)t)}.

1

-1
Dibentuk matriks P = 0 1 dan dihitung matriks
1 1

=

1

0
-1/3 2/3 -1/3}1]-1
2
2

) _ 2 211-1 -1 1
P AP = {-1/3 -~-1/3 2/3 -1 2 1 0 1
: 1/3 1/3 1/3 2 -1 0 1 1
-3 0 O
= 0 -3 0} = D.
0 0 3

Andaikan 7 = (% ,Z%.%)° dan 2 = (7 ,% .z )", maka

2y -3z,
Zz| = |-3zz2], sehingga
Za 324
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z = -3z
z, = =32z (6.8)
' = 3z

Penyelesaian umum dari sistem persamaan diferensial (6.8)
adalah z = €%, 7z = e dan zz = &, di mana

¢ > ¢ dan ¢ adalah sebarang konstanta real. Maka

L1 -1 gl
Y=PZ=}1 0 1]]ce™¥
L0 1 Yl

r ._q e-Bx - %e-sx + %éx

= cte-Sx + anax
e +  cge™

.

Jadi penyelesaian umum dari sistem persamaan diferensial
(6.7) adalah y, = - &% - e + g™, B = e +
g€ dan vy = & + ™. Karena diberikan syarat

awal ¥, (0) = % (0) = 1 dan ¥ (0) = Q maka diperoleh

- -G + 0 =1
o + g =1 (6.9)
@ + 0 =0

Sistem persamaan (6.9) ekuivalen dengan sistem berikut:

o = 1/3
cp, = -2/3
Cq = 2/3

Jadi penyelesaian sistem persamaan linear (6.9) adalah
(1/3, -2/3, 2/3). Dengan demikian penyelesaian sistem
persamaan diferensial yang memenuhi syarat awal vang
diberikan adalah y, = (-g7%*)/3 + (2e9%)/3 + (26%)/3,
Va = €3%/3 + (26" )/3 dan vy = (-2&™)/3 + (2¢%)/3.
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Sistem persamaan diferensial orde satu kadang-kadang
juga dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan di-
ferensial linear homogen dengan koefisien konstan vyang
berorde lebih tinggi. Caranya adalah dengan mengubsh per-

samaan diferensial tersebut menjadi sistem persamaan di-

ferensial orde satu.

Contoh 6.1.3.

Diberikan persamaan diferensial linear homogen orde tiga:

0 (6.10)

"e

v" - ey + 11y - 6y

Dibuat substitusi v, = v dan w% = ¥ = w . Meka w' =

v = e6y" - 11y’ + 6y = 6y, - 1lly, + 6y, sehingga

persamaan diferensial (6.10) dapat ditulis sebagai

y = Ve
& = V2 (6.11)
Yzo = By - 1ly, + 6w

Dalam notasi matriks, sistem persamaan diferensial (6.11)

dapat ditulis sebagai Y = AY, di mana Y = (¥ % % )F,
t 0 1 0O

Y = (V,%,%) dan A = |0 0 1]. Nilal eigen matriks A
& rElh 16

adalah 1, 2 dan 3. Basis dari ruang eigen vyang

bersesuaian dengan nilai 1 adalah {(1,1,1)t}. Basis dari

ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 2 adalah

{(1/4,1/2,1)t}. Sedang basis dari ruang eigen vyang

bersesuaian dengan nilai eigen 3 adalah {(1/9,1/3,1)t}.

1/4 1/8 ”

1
Dibentuk matriks P = }1 1/2 1/3}, sehingga D = P AP
1 1 1
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3 -5/2 1/2}|0 1 Ojj1 i/4 1/9
= }-12 16 -4]1 10 0o 1111 1/2 1/3
L 9 -27/2 9/2/|8 -11 6|1 1 1
(1 0 0
= {0 2 0
0 0 3
.
Andaikan Z = (2.2.,%)° dan Z = (Z .z .z )Y, maka
, 1 o o)fz z
7 =pz=10 2 oflz|=]2n
' 0 0 3| |2» 325

Sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial berikut :

2 = PMe
7z, = 2z (6.12)
7 = 3%

Penyelesaian sistem persamaan diferensial (6.12) adalah z
= cet, 7, = &* dan 3 = e, di mana ¢, g dan o
adalah sebarang konstanta-konstanta real. Jadi

penyelesaian sistem persamaan diferensial (6.11) adalah

(1 1,4  1,9)} &
Y =PZ = |1 1/2 1/3||c.e?*
11 L], e

"
e + (X)) /4 + (e ) /o

s
7
/

0

W

= lee* + (0e®)/2 + (02

ol
3X)/
ce* + e + cp €%

.
Sehingga penyelesalan persamaan diferensial (6.10) adalah

v = oef + (o e®*)/4 + (0e?*)/9, dengan ¢, ¢ dan o

adalah sebarang konatanta real.
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2. Bentuk Euadrat
Suatu bentuk, misalnya, ax® + 2bxy + cy® dengan a,
b, ¢ adalah bilangan-bilangan real yang tidak semuanya
sama dengan nol dinamakan bentuk kuadrat dalam variabel x
dan y. Bentuk kuadrat tersebut dapat kita pandang sebagai
fungsi dalam dua variabel, yaitu x dan y. Pada bagian ini
kita akan membahas bentuk kuadrat yang tidak hanyva terba-

taa pada dua variabel saja, yaitu pentuk kuadrat umum.

Definisi 6.2.1.

Bentuk kuadrat dalam n buah variabel X, X, ..., Xn

adalah

xCAxX (6.13)

t

di mana x = (Xy,%z,....%a) dan A = (&a;) adalah matriks

simetri berordo n.

Jika xtAx kita uraikan , maka kita peroleh
2 = = 2 B T
X AR T 8,% + &% t ... * ¥ tLHGRY

i)

Pada dasarnya untuk sebarang matriks bujursangkar A,
xtAx adalah bentuk kuadrat. Namun, dalam pembahasan ini
kita akan selalu menggunakan matriks A vang simetri,
sebab teorema-teorema yang dibuktikan hanya berlaku untuk

matriks simetri.

Contoh 6.2.1.

Berikut ini adalah bentuk kuadrat dalam variabel x,, Za,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

123

dan %5
%2+ Ty - 3% + AKX - 2X¥ + B < x"Ax,

& 1 2 -1
di mana X = (% ,%,%) dan A =} 2 7 3
-1 3 -3

Selanjutnya diberikan sebuah teorema yang aangat
membantu kita dalam menentukan nilai maksimum dan minimum

bentuk kuadrat xtAx yang memenuhi kendala tertentu.

Teorema 6.2.1.

Andaikan A adalah matriks simetri berordo n vang nilai

eigennya adalah A , Xz, ..., A, di mana Ay Z A, z ...z
Ap . Jika x = (¥, X, x,,)t dan nxa =
(&2+}§2+...+xﬂz 2 = 1, maka

t

a. Ay 2 X AR = A,
b. xtAx = X,, Jika x adalah vektor eigen A vyang

bersesuaian dengan nilai eigen A, dan xtAx = N, Jika

%x adalah vektor eigen A yang bersesualan dengan nilai

eigen Ay .
Bukti:
a. Andaikan v,, Vv, ..., V, adalah vektor-vektor eigen

matriks A vang bersesuaian dengan nilai eigen Xy, A,

.., X,- EKarena A matriks simetri, maka kita dapat
memilih vy, Vg, .... V, =edemikian gehingga S =
{v%,%,s... ¥y} adalah himpunan ortonormal. Jadi § =
{%,%,...,Vy} adalah basis ortonormal untuk R". Me-

nurut Teorema 4.6.2, untuk sebarang x € R" berlaku
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X T <X,V>V, + <X,VpdVp + ... + <X,V >V,

Sehingga

i

Ax = <X, >Avy + <X, %>A% + ... + <X,V,>Av,

<K, MV + <X, %A% + ... F <K,V ALV,

A <X,V + Ap<X, % 3>% + ... + A <X,V >V,

Andaikan (X)s dan (Ax)g; masing-masing adalah vektor
koordinat untuk x dan Ax relatif terhadap basis S,
maka

(R)g = (KX,Vy >, <X, Vp>,...,<X,V>)

(AR)s = (A <X, > A2<X,%>. . Ay <X,V >)

Karena uxﬂ = 1, maka menurut Teorema 4.7.2, Y

2 E4 2 2
gxg = <X,V 57 + <K, V> + ... + <K,V> =1
X 2 2z 2z
CKLAX> = A <R, > + AKX, %> + ... + Ap <X,V >
tae - LB T _ t, _ Cro -
Tetapi x Ax = x A“x = (AX) X = <xX,Ax>. Sehingga X 'Ax =
2 2 2
CXLAX> = A <K,V + A<, %> + ...+ ALK,V
o 2 2 2
A K,V >+ AKX, B>+ L + Ay <X,V >
2 2 2
=T A (KX, > + <X, %> + ... + <X,V > Y = Ay
t r 2 2 s K
Dan X AR = A <X, V> + A3<X, %> + ... + A<X, V>
DN 5§ v o Ap < 5
Z A <X, n <X, %> ve. + AN <K,V
2 x4 2 .
= AL (X, > + <X, %> + ...+ <K,V )
= Apn
t
Dengan demikian terbukti A, 2 XTAX = A, =

Andaikan x adalah vektor eigen A yang berasesualan
dengan nilai eigen A, dan nxn = 1, maka

<UAx = <x,AX> = <X K> = A <X,X> = 7\1“3“2 = A,
Demikian Jjuga, Jika x vektor eigen A yang bersesualan

dengan nilai eigen A, , maka xtAx = Ap - =
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Dari Teorema 6.2.1 terlihat bahwa Jjika A, nilai
eigen terbesar dari A, maka A, adalah nilai maksimum dari
bentuk kuadrat x°Ax yang memenuhi kendala uxg = 1.
Sedangkan A,, yaitu nilai eigen terkecil dari A adalah

nilai minimum bentuk kuadrat xt‘Ax yvang memenuhi kendala
“xn = 1.

Contoh 6.2.2.

Diberikan bentuk kuadrat

3}:12 + 3}«:2:z + 2%Xp = xt’Ax (6.14)

di mana x = (;q,xz)t' dan A = ["i ‘}3] Nilai eigen matriks

A adalah 2 dan 4. Basis dari ruang eigen yang bersesualan
dengan nilai eigen 2 adalah {(-1,1)t}. Sedang basis dari
ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 4 adalah
{(1,1)t‘}. Menurut Teorema 6.2.1, nilai minimum dan

maksimum dari bentuk kuadrat (6.14) vang memenuhi kendala

2 2

%> + % = 1 berturut-turut adalah 2 dan 4. Nilai
minimum 2 ini terjadi pada x = (—l/E,l/E)t, Sedang

nilai maksimum 4 terjadi pada x = (l/E,l/E)t.

Definisi 6.2.2.

Matriks simetri A dan bentuk kuadrat xtAx dikatakan
definit positif, Jjika x_t'Ax > 0 untuk semua x #* 0,
semi definit posltif, jika xtAx > O untuk semua x# 0,
semi definit negatif, Jjika xtAx < 0 untuk semua x # 0,

definit negatlif, Jika xtAx < 0 untuk semua xX # 0.

Jika nilai xtAx tidak memenuhi semua keadsan di atas,
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maka bentuk kuadrat xt'Ax dan matriks simetri A dikatakan

indefinit.

Teorema 6.2.2.

Matrike simetri A adalah definit positif bila dan hanya
bila semua nilai eigen A adalah positif.
Bukti:

1. =)
Andaikan matriks simetri A adalah matriks definit

positif. Andaikan A adalah sebarang nilail eigen A.
Jika x adalah vektor eigen A yang bersesuaian dengan
A, maka x adalah vektor tak nol, sehingga axa > Q.
Selanjutnya xt‘Ax = xtxx = kxtx = )\Exﬁz. Karena A
matrike definit positif, maka xtAx = kﬁxﬂz > 0.
Padahal gxuz > 0, maka haruslah A > 0. Jadi semua
nilal eigen A adalah positif.
2. (&)

Andaikan semua nilai eigen A adalah positif. Ambil
gebarang x # 0. Didefinisikan y = x/ﬂxg, Maka ﬂyﬂ = 1.

Sehingga menurut Teovrema 6.2.1, ytAy = A, > 0, di mana

t

». adalah nilai eigen terkecil dari A. Tetapi v Ay =

™

x/|x] a4 = (1/]#*) (x"ax) > 0. Karena 1/|#® >
0, maka x'Ax > O. |

Dengan demikian matrike eimetri A adalah definit

positif. =
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Dari Teorema 6.2.2, dapat disimpulkan bahwa suatu
matriks simetri A adalah definit negatif bila dan hanya
bilasemua nilai eigen A adalah negatif. Jika nilail eigen
A terdiri atas bilangan positif dan negatif, maka A
indefinit.

Sebagal contoh, bentuk kuadrat (6.14) dalam contoh
6.2.2 adalah definit positif, sebab semua nilai eigen
déri matriks simetri bentuk kuadrat (6.14) adalah

positif.

Irisan Kerucut

Dalam bagian ini akan dibahas persamaan kuadrat
dalam dua variabel x dan y. Bentuk umum persamaan kuadrat
ini adalah

ax® + 2bxy + cy° + dx + ey + £ = O (6.1%)
di mana a, b, ¢, d, e adalah konstanta-konstanta real dan
paling sedikit satu dari konstanta-konstanta a, b dan ¢
tidak sama dengan nol. Bentuk ax’ + Zbxy + cy'2 di namakan
bhentuk kuadrat yang bersesualian dengan persamaan Kuadratb
(6.15). Persamaan (6.15) dapat dinyatakan dalam bentuk
matriks, yaitu

x%Ax + Kx + £ = 0 (6.16)

di mana x = (x,y)t, A= (% b} dan K = (d e).

C
Grafik persamaan kuadrat (86.15) dinamakan irisan
kerucut. Irisan kerucut yang paling penting adalah

ellipas, lingkaran, hiperbola dan parabola, yang dinamakan
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irisan kerucut yang tidak mengalami degenerasi. Irisan
kerucut yang lain berupa titik , garis dan pasangan
garia. Irisan kerucut vyang seperti ini dikatakan
mengalami degenerasi.

Irisan kerucut yang tidak mengalami degenerasi
dikatakan berada dalam posisi baku relatif terhadap
sumbu-sumbu koordinat tertentu , Jika persamaannya dapat
dinyatakan dalam bentuk-bentuk berikut:

i. £/&8 + ¥/ =133, b>0

Untuk a < b atau a > b grafik persamaan di atas

disebut ellips. Sedangkan untuk a = b grafiknya

disebut lingkaran.
11, £/a - ¥ /8 = 1 atau V/e - £/6=1 :a, b > 0.

Grafik persamaan ini disebut hiperbola.

1ii. ¥ = kx atau £ = ky ;k= O.

Grafik persamaan ini disebut parabola.

Satu cara untuk mengenali irisan kerucut yang tidak
berada dalam posisi baku adalah dengan mengadakan rotasi
dan / atau translasi sumbu-sumbu koordinat-xy untuk
memperoleh sistem koordinat baru, yaitu sistem koordinat-
%'y, sedemikian hingga irisan kerucut berada dalam
posisi baku terhadap sistem koordinat baru ini.

Berikut adalah contoh persamaan kuadrat vang
grafiknya tidak berada dalam posisi baku, tetapi dengan
mengadakan translasi sumbu-sumbu koordinat diperoleh

irisan kerucut dalam posisi baku.
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Contoh 6.3.1.
Diberikan persamaan kuadrat berikut: )
9x* + 4y® - 36x - 24y + 36 = 0. (6.17)
Persamaan (6.17) ini dapat ditulis sebagai

9x% - 36x + 36 + 4y° - 24y + 36 + 36 - 36 - 36 = 0

o 968 - 4x + 4) + 4 -6y +9) -36=0
o 9(x-2)% + 4(y-3)" = 386. (6.18)
Jika ' = x - 2 dan y = y - 3, maka persamaan (6.18)
dapat ditulis sebagai ox'? + 4y'%® = 36, yang ekuivalen
dengan x 2/4 + yv'%/9 = 1 dan merupakan persamaan irisan

kerucut dalam posisi baku. Grafik persamaan ini berupa

ellips (lihat gambar 1).

Selanjutnya perhatikan persamaan kuadrat (6.15).
Dengan mengadakan rotasi sumbu-sumbu koordinat, persamaan
(6.15) dapat disederhanakan sehingga terhadap sistem
koordinat baru persamaan tersebut tidak memuat suku Xy .

Diberikan sistem koordinat-xy siku-siku. Jika sumbu-
sumbu koordinat-xy dirotasikan berlawanan arah jarum Jjam
sebegar © mengelilingi titik asal sedemikian hingga
diperoleh sistem  koordinat baru, misalkan sistem
koordinat-x'y' , maka terdapat hubungan antara koordinat
vang lama dengan yang baru, yaitu x = x Cos & -y 8Sine
dan v = ¥ Sin @ + y Cos 6. Kedua persamaan tersebut
dapat dituliskan dalam bentuk persamaan matriks, yaitu x

= Px, di mana x = (x,v)7, £ = (£.¥ y* dan P =

Cose @ -8in @
Sin & Cos &} °
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Untuk memperjelas hal di atas diberikan gambar

berikut. p

4

V
X

Perhatikan segitiga OPM.
Dalam segitiga OPM, kita lihat bahwa Cos (¢ + @) = x/r.
Jadi x = r Cos (@ +8) = r (Cos ¢ Cosé - Sin¢ Sin@)
= (r Cos@) Cos€® -~ (r Sin¢) 8Sin@8)

Dalam segitiga OPN berlaku x = r Cos ¢ dan ¥ = r Sin ¢.
Sehingga diperoleh x = x Cos 6 - y Sin &@. Dengan
menggunakan cara yang sama, kita peroleh y = X Sin & +
y Cos 8.

Selanjutnya dengan substitusi x = Px pada persamaan
(6.16) diperoleh

(x' ©HPWP)x + (KP)x + £ = 0 (6.19)
Karena A matriks simetri, maka A dapat didiagonalkan
secara ortogonal. Jadi A pasti mempunyail himpunan
ortonormal yang terdiri dari dua vektor eigen. Dipilih
vektor-vektor eigen matrike A sedemikian hingga v, =

(xt,yi)t' dan w = (—y,,)q)t. Jika Cos € = x dan Sin & =

7
v, maka P = {? ‘;} adalah matrike yang mendiagonalkan
1
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A 0
A secara ortogonal. Sehingga Pt'AP = [(; 7\2]’ di mana A,

adalah nilai eigen matrike A yang bersesuaian dengan v
dan A, adalah nilai eigen matriks A yang bersesuaian
dengan v,. Jadi persamaan (6.18) dapat ditulis sebagal

AKZ 0,y +dx +ey +£=0 (6.20)
di mana 4 = dxg + ey, dan e = -dy, + ex. Dengan
demikian persamaan (6.20) merupakan persamaan 1irisan
kerucut yang tidak memuat suku Xy dalam sistem
koordinat-x v .

Berikut diberikan contoh—-contoh vyang menunjukkan

bagaimana cara mengenali irisan kerucut yang tidak berada

dalam posisi baku.

Contoh 6.3.2.

Diberikan persamaan kuadrat o -4xy - yz + 8 = 0 yang
dalam notasi matriks dapat ditulis sebagail

x%Ax + 8 = 0 (6.21)
o t I | 2.4 10
di mana X = (X,y) dan A = | 5 |- Nilai eigen matriks

A adalah -2 dan 3. Basis dari ruang eigen yang bersesuai-
an dengan nilai eigen -2 adalah {(1/2,1)t}. Sedang basis
dari ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 3
adalah {(—2,1)t’}. Karena A matriks simetri, maka A dapat
didiagonalkan secara ortogonal. Jadi A pasti mempunyal
himpunan ortonormal yang terdiri dari dua vektor eigen.
Menurut Teorema 5.3.2, himpunan {(1/2,1) ?(—2,1) t }ada—

1ah himpunan ortogonal. Sehingga dapat dibentuk himpunan
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ortonormal, yvakni {(1/ IE,Z/Ig)t,(—Z/IE,l/Ig)t }

Dibentuk matriks P = 1A -2/{5] Selanjutnya dihitung

o5  1/{5

' .
pbap 145 2.5 [ 2 —] 145 -2/{%
BAE 1802 Yl ds 145

(-2 o
=l o 3
\

Jadi P adalah matriks yang mendiagonalkan A secara

ortogonal. Kemudian substitusikan x = Px , di mana x =

(x,y) % dan x* = (x' ,v' )%, ke dalam persamaan (6.20), maka

akan diperoleh

2

12+3y

-2% +8=0
e x%/4-37%m8=1
Grafik persamaan di atas adalah hiperbola yang berada
dalam posisi baku relatif terhadap sumbu-sumbu koordinat-
'y . Sumbu-sumbu  koordinat ini diperoleh dengan
merotasikan sumbu-sumbu koordinat-xy sebesar € =

Cos*(lﬁfg) berlawanan arah Jarum Jjam (lihat gambar 2).

Contoh 6.3.3.

Diberikan persamaan kuadrat 9 - 4xy + 6y - 10x -20y -
5 = 0. Dalam notasi matriks, persamaan kuadrat ini dapat
dinyatakan sebagai

x'Ax + Kx - 6 = 0 (6.21)

di mana x = (x,7)7, A = {_Z “%] dan K = (=10 -20). Nilai

eigen matriks A adalah 5 dan 10. Basis dari ruang eigen

vang bersesuaian dengan nilai eigen 5 dan 10 berturut-
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tuput adalah adalah ((1/2,1)%) dan €(-2,1)%)}. Menurut
Teorema 5.3.2, himpunan {(1/2,1)%,(-2,1)%} adalah him-
punan ortogonal. Sehingga dapat dibentuk himpunan orto-

normal, yvakni {( 1/5, 2/1_5.) t. ( -2/'1—5 » l/ﬁ) t} . Dibentuk

145 -2/{5 . Dihitung

2A5 18

ptap = | 145 2/5 [9 -] 145 -2/5
-2A5 118 L CY AR VI F
_f5"%0
- 10 10
9
Jadi P adalah matriks yang mendiagonalkan A secara

matriks P

ortogonal. Dengan substitusi x = Px , di mana X =
(x',v' )Y pada persamaan (6.21) diperoleh persamaan
5x'2 + 10y 2 - 5048x" - 5 =0

\d

e (X")¥/6 + (v /3 = 1, di mana X = x - 5/{3 dan
v" = v . Grafik persamaan ini berupa ellips, yang merupa-
kan irisan kerucut yang berada dalam posisi baku relatif
terhadap sistem koordinat-x"y’. Sistem koordinat-x vy’
diperoleh dengan merotasikan sumbu-sumbu koordinat -xy
sebesar 8 = Cos®(145) berlawanan arah Jjarum .:)am'. Sedang

sistem koordinat—-x"y" diperoleh dengan mentranslasikan

sumbu-sumbu koordinat-x y' (lihat gambar 3).

Contoh 6.3.4.

Diberikan persamaan kuadrat x2 - 2%y + yz = 0. Dalam
notasi matrike persamaan kuadrat ini dapat dinyatakan

sebagai xUAx = 0, di mana x = (x,v)% dan A = [__i —11]
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Nilai eigen matrike A adalah O dan 2. Basis dari ruang
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen O dan 2
berturut-turut adalah {(1,l)t} dan {(—1,1)t}. Menurut
Teorema 5.3.2, himpunan {(1,1)%,(-1,1)%} adalah himpunan
ortogonal. Sehingga dapat dibentuk himpunan ortonormal,
yakni Hl/E,l/ﬁ)tﬂ(-1/E,l/ﬁ)t}. Jadi dengan Teorema

5.3.1 matriks A dapat didiagonalkan secara ortogonal.

14z 142

mendiagonalkan A =secara ortogonal. Dihitung PtAP =

Matriks P = {Uﬁ "1/5 adalah matriks yang

Y EREVF [ 1 -1] 1Az 142
Az AUt YAz 12
_fo o
- 10 2
Dengan sustitusli x = Px pada persamaan xt'Ax = 0,
diperoleh persamaan
oy'2 = 0 yang ekuivalen dengan y = O.

Grafik persamaan di atas berupa garis. Sistem Kkoordinat-
%'y’ diperoleh dengan merotasikan sumbu-sumbu koordinat-
Xy sebesar & = Cost(142) = n/4. Dengan demikian dalam
sistem koordinat-xy grafik persamaan £ - 2xy + ¥ =0

berupa garis y = x (lihat gambar 4).
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BAB VII
KESIMPULAN

Nilai eigen suatu matriks bujursangkar A adalah akar-
akar dari persamaan karakteristiknya. Untuk suatu matriks
bujurangkar A berordo n, hasil kali n nilal eigennya, vang
tidak perlu semuanya berbeda, sama dengan determinannya.
Sedangkan jumlahan n nilai eigen matriks tersebut sama
dengan jumlahan elemen-elemen pada diagonal utamanya.

Suatﬁ vektor x dalam R" adalah vektor eigen matriks A
yvang bersesuaian dengan nilai eigen X bila dan hanya bila x
merupakan penyelesaian non-trivial sistem persamaan A I-A)x
= 0. Himpunan penyelesaian sistem persamaan (AI-A)x = 0 me-
rupakan subruang dari R", yang disebut ruang penyelesalan
dari sistem persamaan (AI-A)x = 0. Ruang penyelesaian ini
juga dinamakan ruang eigen matriks A yang bersesuailan dengan
nilai eigen A.

Suatu  matriks bujursangkar A dikatakan dapat
didiagonalkan bila dan hanya bila ada matriks non-singular P
sedemikian hingga P AP = D, dengan D matriks diagonal. Ma-
triks P ini dinamakan matriks yang mendiagonalkan A.

Matriks bujursangkar A berordo n dapat didiagonalkan
bila dan hanya bila A mempunyai n vektor eigen yang bebas
linear. Matriks yang mendiagonalkan A, misalkan matriks P
adalah matriks yang vektor-vektor kolomnya édalah vektor-
vektor eigen dari A, sedang hasil kali P*AP adalah matriks
diagonal vang elemen-elemen pada diagonal utamanya adalah

nilai-nilai eigen dari A.

137
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Vektor-vektor eigen suatu matriks bujursangkar vyang
bersesuaian dengan nilai eigen yang berbeda membentuk him-
punan vektor-vektor yang bebas linear. Akibatﬁya suatu ma-
triks bujursangkar A berordo n yang{mempunyai n niiai eigen
berbeda dapat didiagonalkan. Namun tidak semua matriks vyang
dapat didiagonalkan mempunyal n nilai eigen berbeda.

Matrigg simetri merupakan matriks yang istimewa dalam
hal pendiagonalan;. sebab untuk setiap matriks simetri A,
kita selaiu dapat menémukan matriks ortogonalfP, sedemikian
hingga P AP = PtAP = D, .dengan D‘matfiks‘diagongl} Pendia~
gonalan seperti ini dinamakan pendiagonalan ortogonal. Ma-
triks simetri merupakan satu-satunya Jenis matriks yang da-

pat didiagonalkan secara ortogonal.

T

penyelesaian sistem persamaan diferensial linear homogen
orde satu dengan koefisien konstan. Namun ini hanya bisa
dilakukan jika matriks koefisien sistem éersamaan diferen-
sial tersebut dapat didiagonalkan. Jika tidak, maka sistem
tersebut harus diselesaikan dengan cara yang lain. |

Dalam mempelajari bentuk kuadrat, nilai eigen dan
vektor eigen dapat membantu kita untuk menentukan nilai
maksimum dan nilai minimum yang memenuhi kendala tertentu.
Untuk suatu bentuk kuadrat x?Ax, nilai maksimum yang meme-
nuhi kendala uxg = 1 adalah nilai eigen terbesar dari A.
Sedang nilai minimumnya adalah nilail eigen terkecil dari A.
Di samping itu, dengan menggunakan nilai eigen dan vektor

eigen kita Juga dapat mengidentifikasikan grafik suatu

persamaan kuadrat dalam dua variabel.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

DAFTAR PUSTAKA

. Anton, Howard., Aljabar Linear Elementer. Edisi kelima,

Terj. oleh Pantur Silaban, Ph.D. dan Drs. I. Nyoman
Susila, M.Sc. Jakarta: Penerbit Erlangga, 1088.

. Ayres, Frank, J.R., Ph.D., Matriks. TerJ. oleh Drs. I.
Nyoman Susila, M.Sc. Jakarta: P;;érbit Erlangga, 1989.

. Budi, Wono S., Aljabar Linear. Jakarta: PT Gramedia
Pustaka Utama, 1985.

. Friedberg, Stephen H. and Insel, Arnold J., Introduction

to Linear Algebra with Applications. New Jersey: Prentice
Hall, 1986.

. Kaplan, Wiifred., Ordinary  Differential Equations.
Massachusetts: Addison-Wesley Publishing Company Inc.,

1960.

. Kreyszig, Erwin., Matematika Tehnik LanJjutan (Buku 1I).

Terj. oleh Ir bambang Sumantri. Jakarta: Gramedia, 1993.

. Leon, $.J., Linear Algebra with Applications. Fourth

Edition. Singapore: Prentice Hall International, Inc.,

1995.

. Moore, Hal. G. and Yagqub, Adil., 4 First Course In Linear

Algebra. New York: Hapercollins Publisher Inc., 1892.
Suryadi, P. A.; Prof., Dr., Aljabar Linear dan Ilmu ukur
Analitik. Jakarta: Penerbit DJambatan, 1982.



