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ABSTRAK

Suatu lapangan E disebut lapangan perluasan dari
lapangan F jika lapangan E memuat F sebagai lapangan
bagiannya.

Jika p(x) € F[x] adalah polinomial tak teredusir
atés lapangan F, maka ring faktor K = FIx1/<p(x)> me-—
rupakan lapangan perluasan dari lapangan F, dan p(x)
~mempunyai suatu elemen nul dalam K.

Suatu lapangan perlusasan E dari lapangan F merupa-
kan ruang vektor atas F.

Suatu elemen & di dalam lapangan perluasan E dari
lapangan F dikatakan bersifat aljabar atas F jika f(o)=
0, untuk suatu polinomial bukan nol f(x) € F[x1. Suatu
lapangan perluasan E dari lapangan F disebut perluasan
aljabar dari F jika setiap elemennya bersifat aljabar
atas F.

Lapangan perluasan E dari lapangan F disebut per-
luasan berhingga dari F bila dimensi dari E sebagai
ruang vektor atas F adalah berhingga. Suatu lapangan
perluasan berhingga E dari F merupakan perluasan
aljabab dari F,

Jika E adalah lapangan perluasan dari lapangan F,

maka ﬁ; = { o € E| o bersifat aljabar atas F } adalah
lapangan bagian dari E, yang disebut tutupan aljabar
dari F dalam E.

Untuk setiap bilangan prima P dan bilangan bulat
positif n terdapat lapangan berhingga dengan ordo D .

vii
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ABSTRACT

A fieldIE is called an extension field of a field F
if E contains F as its subfield.

If p(x) € FI(x] is an irreducible polynomial over a
field F, the QUotient ring K = Flx1/<p(x)> is an
extension field of field F, and polynomial P(X) has a
zero in this extension field K.

An extension field E of a field F is a vector space
over F.

An element o of an extension field E of a field F
is said to be algebraic over F if f(a) = 0 for some non-
zero polynomial f(x) € F[x]. An extension field E of a
field F is called an algebraic extension of F if every
element in E is algebraic over F.

An extension field E of a field F is called a finite
extension of F if E is of finite dimension as a vector
space over F. A finite extension field E of a field F is
an algebraic extension of F.

If E is an extension field of a field F, then f; =
{ @ € E| « is algebraic over F } is a subfield of E,
called the algebraic closure of F in E.

For every prime number P and positive integer n
there exists a finite field of order p .

viii
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BAB 1
PENDAHULUAN

Latar Belakang Masalah

Dalam mata kuliah Struktur Aljabar telah dibahas
konsep lapangan (field). Oleh karena itu penulis terta-
rik untuk menyelidikinya lebih lanjut, khususnya ten-~
tang lapangan perluasan dan lapangan berhinggs.

Dalam tulisan ini penulis akan membahag tentang
bila suatu polinomial tak konstan P(x) € F[x] tak tere-
dusir atas lapangan F, sehingga polinomiél tersebut
tak mempunyai suatu akar o« dalam F. Oleh karena itu
dibentuklah lapangan perluasan E dari lapangan F yang
memuat o. Elemen @ € E akan disebut elemen nul dari
p(x) atas lépangan E.

Dalam tulisan ini juga akan ditunjukkan bahwa untuk
sétiap bilangan prima p dan  suatu bilangan bulat

positif n terdapat lapangan berhingga dengan < elemen.

. Perumusan Masalah

Pokok permasalshan yang akan dibahas dalam tuiisan
ini dapat dirumuskan sebagai berikut :
— Apakah yang dimaksud lapangan perluasan ?
- Bagaimanskah hubungan antara lapangan perluasan

dengan konsep-konsep  lain vang telah dipelajari

sebelumnya 7
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— Bagaimanakah struktur dari lapangan berhingga ?
- Bagaimanakah hubungan antara lapangan berhingga
dengan konsep-konsep lain vang telah dipelajari.

sebelumnya ?

. Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah untuk memahami
tentang lapangan perluasan, struktur lapangan berhing-
ga, serta mengetahui hubungan antara lapangan
perluagan, lapangan berhingga dengan konsep-konsep lain

vang telah dipelajari sebelumnya.

. Metode Penulisan

Metode yvang digunakan penulis dalam meneliti topik
tersebut adalah metode studi rustaka, sehingga dalam

penulisan ini tidak ditemukan hal-hal yang baru.
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BAB II
LANDASAN TEORI

Bab ini dibagi menjadi empat subbab. Subbab yang perta-
ma membahas tentang Daerah Integral, subbab kedua memba-
has tentang Lapangan (Field), subbab ketlga tentang Isomor-
fiema dan Karakteristik dan subbab vang keempat tentang

'Ring Faktor. Subbab - subbab tersebut dlblcarakan terlebih \

dahulu sebagai teori prasyarat untuk membicarakan teori

selanjutnya.

1. Daerah Integral

Definisi 2.1.1

_fing adalah himpunan tak kosong R yang dilengkapi
dengan 2 operasi yang dinamakan penjumlahan (+) dan
perkalian (.) smedemikian sehingga memenuhi aksioma-—sak-
sioma berikut :

1. ¥ a,be R) (ath) €« RN (a.b) € R

2. (¥ a,be R) a+b = b+a

3./1¥ a,b,c « R) (a+b)+c = -a+(b+c)

4. @ 0R)(¥ acR)(0+a = a) =

5. (V seR)@ -&eR) ((-a)+a = O)

6. (¥ a,b,c € R) (a.b).c = a.(b.c)

7. (Y a,b,c € R) a.(b+c) = a.b+ta.c N (a+b).c = a.c+b.c

20
g, >
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Contoh 2.1.1

Himpunan bilangan bulat (2),rasional (®),dan real (R)
membentuk ring terhadap operasi jumlahan dan prerkalian

biasa.

Contoh £2.1.2

Untuk setiap bilangan bulat positif n, himpun&n semua

bilangan bulat modulo n (Zh) membentuk ring terhadap

operasi ® dan © yang didefinisikan sebagai berikut :

Lale[b] = [a+b]

[aJelb] = [a.b]

untuk setiap [al,[b] e Zn

Bukti :

1.V [al,[ble 2 : [al®[b] = [a+b] e Z N laPlb] =
fa.b] = z_ |

2.V [a]l,[b] = Z [al[b]l = [a+b]l = [b+a] = [ble[a]

3. ¥V [al,[lbl,[c] e Z (lalelbl¥w(c]l = ([at+bl)([c]

= [(a+b)+c]

[a+(b+ec)]
[ale[b+c]

fale({bl®lc])

o

.3 [0 e Zn > [O0Ww([al] = [0+a] = [a]
5. Ambil sebarang [a] e Zn maka 3 [-a] e Zn sedemikian
sehingga [al® [-al = [a+(-a)] = [a-al = [O].

Jadi (¥ [a] = Z ) @3 [-ale Z )= ([al([-a]) = [0].
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o

6. V [al,[bl,[c) e Z (lalelbl)(lc] = ([a.bl)[c]
= [(a.b).c]
= fa.(b.c)}
= [aleib.e]
= [ale([blefcl)
7.V [al,[bl,[c] e 2 [ale([b®[cl) = [ale([b+c])
= [a.(b+c)]
= [a.b+a.c]
= [a.bI®[a.c]
= ([aJOEb])Q([ajGEC])
(fal®@[blylc]l = (fa+bl)[c]
= [(a+b).c]
= [a.c+b.c]
= [a.cl®[b.c]
= (lalefcly ([blelc])

Teorema 2.1.1

Bila R ring dan a,b,c € R, maka berlakulah
1. Jika a+b = a+c maka b=c
2. Jika b+a = c+a maka b=c
3. —(-a) = a dan —(a+b) = (-a)+(-b)
1. atb = a+c
(-a)+a+b = (-a)+a+c
O+b = O+c

b = ¢
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2. bt+a = o+a

b+a+(~a) = ¢c+a+(-a)

B+0 = c+0
b =w=c¢
3. ~(~a)+(-a) = 0
~(-a)+(-a) = a+(-a)
-(-a) = a

- —(a+b)+(a+b) = 0
—-(a+b)+(a+b) = ((-a)+a)+((-b)+b)
= (-a)+(-b)+(a+b)
—(atb) = (-a)+(-b) L]

Teorema 2.1.2

Jdika R ring dengan elemen identitas O, maka untuk
sebarang a,b € R berlaku :

1. 0.a = a.0 = 0

2. a.(-b) = (~a).b = —-(a.b)

3. (=a).(-b) = a.b

4. a.(b-c) = a.b-a.c
Bukti
1. O.a+0.a = (04+0).a
= 0.a
= 0+0.a

0.a+0.a = 0+0.a

Q0.a =0
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a.0+a.0 = a.(0+0)
= a.0
= 0+a.0Q

a.0+a.0 = Q+a.0

a.0 =20
2. a.(-b)+a.b = a.(-b+b)
= a.0
=0
a. (-b)+asb = -(a.b)+a.b
a.(-b) = —(a.b)
(-a).b+ta.b = (-a+a).b
= 0.b
=0
(-a).b+a.b = -(a.b)+a.b
(;a).b = —(a.b)
3. (-a).(-b) = —(a.(-b))
= —(—(a.b))
= a.b

4. a.(b-c) .= a.(b+(-c))’
= a.b+a.(-c)
= a.b+(-(a.c))

= a.b-a.c -

Definisi 2.1.2

Ring R disebut ring komutatif bila (¥ a,be R) a.b = b.a.

a
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Definisi 2.1.3

Elemen e di dalam ring R disebut elemen satuan bila dan

hanya bila (Vae R) a.e = e.a = a.

Contoh 2.1.3

=~

P
Bilangan 1 merupakan elemen/satuan dalam ring bilangan-

bilangan bulat (Z).

Definisi 2.1.4

Suatu elemen a # 0 di dalam ring komutatif R disebut
prembagi nol di dalam R bila dan hanya bila

(3b=R, b#0) a.b = 0

Jadi ring R memuat pembagi nol bila dan hanya bila
(3a<0)(@b%0) a.b = 0, di mana a,b € R. |

Ring R tidak memuat pembagi nol bila dan hanya bila
(¥a,b=R) a.b = 0 a=0~ b = 0

Definigi 2.1.5

Ring komutatif yang memuat elemen satuan e dan tidak

memuat pembagi nol disebut daerah integral.

Contoh 2.1.4

Ring bilangan bulat Z merupakan daerah integral, tetapi
ring bilangan genap bukan merupakan daerah integral

sebab tidak memuat elemen satuan.
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Teorema Z2.1.83

€ daerah integral bila dan hanya bila n adalah
biléngan prima. |
- Bukti
1. =
Diketahui Z_  daerah integral. Andaikan n bukan
bilangan prima, maka n = a.b dengan a > 1 dan b »>1 ,
di mana a,b e Z. Jadi [aJe[b] = [a.b] = [n] =[0].
Jadi 3 [aF[01)@ [bI[0]) T([alelbl= (0], vyaitu
Z memuat pembagi nol. Timbul kontradiksi karené Z,
daerah integral. Jadi n adalah bilangan prima.

2.«

1. Zn merupakan ring (contoh 2.1.2)

2. (¥ [al,[bl e £ ) [ale[b] = [a.b] = [b.al = [blola]
3. @ [11e 2 (¥ [al e € ) [1lefal = [1.a] = [a]
4. (W a,beZ) a.b=n= a=n+v b =n
Maka (¥ [al,[b] e Z ) berlaku :
3 [ale{b]l = [n] = [al = [n]l+~ [bl = [n]
[ale(b]l = [0] + [al = [0] v [b] = [0]
Jadi Z merupskan daerah integral. -
Teorema Z.1.4
Jika D daerah integral, a,b,c € D ,a= 0, dan a.b =

a.c, maka b = ¢ (hukum kanselasi kiri).

Bukti

Ambil sebarang a,b,c € D sasedemikian sehingga a.b =
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a.c. Maka a.(b-c) = 0. Karena D daerah integral dan a=O,

maka b-c = 0, sehingga b = c. n

Teorema 2.1.5

Jika D daerah integral, a,bce D, a # 0, dan b.a =
c.a, maka b = c.

Bukt]

Ambil sebarang a,b,c € D sedemikian sehingga b.a = c.a.
Maka (b-c).a = 0. Karena D daerah integral dan a0 ,maka

b-c = 0, sehingga b = c. ]

Definisi 2.1 6

Jika R ring dan S € R dengan S # @ ,maka S disebut ring

bagian (subring) dari R bila terhadap operasi yang sama

dengan operasi dalam R, S Jjuga merupakan ring.

Teorema 2.1.6

Misal (R,+,.) adalah ring dan S < R dengan S# @. Maka
5 adalah ring bagian dari R bila dan hanya bila :
1. (¥ a,be §) a-be §
2. (¥ a,be 8) a.be 8§
Bukti
1.=
1. Ambil sebarang elemen a dan b dari S maka -b
elemen dari S, sehingga a + (-b) = a - be §

2. Ambil sebarang el_g_emen a,b dari ring bagian S, ma-
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ka a.b e S.

1. Ambil a e 5, maka a-a = a+(-a) = 0 € §.

Z. Ambil a,0 € S, maka O-a = 0+(-a) = -a € S.

3. Ambil a,b € S, maka -b € S, sehingga a-(-b) = a+b
e 5.

4. Karena S € ring R, maka berlakulah :
4.1 (Ya,b,c € 8) (atb)+c = a+(b+c)
4.2 (Va,b € 8) a+b = b+a

4.3 (Va,b,c € 8) (a.b).c a.{(b.c)

]

4.4 (Va,b,c e 5) a.(b+c) = a.b+a.c A (a+b).c =

a.c+b.c -

2. Lapangan (Field)

Definisi 2.2.1

Bila elemen-elemen yang tidak nol dalam suatu ring mem-
bentuk grup komutatif terhadap operasi perkalisn, maka

ring itu disebut lapangan (field).

Teorema 2.2.1

Setiap lapangan pasti merupakan daerah integral.

Bukti

Andaikan (F,+,.) adalah suatu * lapangan, maka (F,+,.)
merupakan ring komutatif dan memuat elemen satuan e.

Ambil dua elemen a,b € F sedemikian sehingga a.b = 0
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dan a # 0 . Maka a '.(a.b) = a*.0
(a*.a).b = 0
e. b =20
b = 0.
Jadi F merupakan daerah integral. ]

Teorema 2.2.2

Ring F merupakan suatu lapangan bila dan hanya bila :

1. ¥ adalah suatu daerah integral.

2. Setiap elemen tidak nol dari F mempunyai invers\ter-
hadap operasi perkalian.

Bukti :

1.»

1% Ménurutrteorema 2.2.1, ring »F merupakan daerah
integral.

2. Definiei 2.2.1 menyatakan bahwa lapangan adalah
ring vang elemen-elemen tidak nol membentuk grup
komutatif terhadap operasi perkalian. Maka setiap
elemen dari F-{0} punya invers.

2.4

Diketahui ‘F adalah suatu daerah integral dan setiap

elemen dari F-{0} mempunyai inversvterhadap operasi

perkalian.‘Akan dibuktikan (F-{0},.) merupakan grup
komutatif.

1. Ambil sebarang a,b € F-{0}, maka a.b < F-{0} kare-

na F merupakan daerah integral.
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2. Karena F-{0} < F, maka sifat komutatif dan asso-—
siatif terpenuhi.

20

. F-{0} memuat elemen satuan, karena F merupakan

daerah integral. -

Teorema 2.2.3

Setiap daerah integral berhingga prasti merupakan

Lapangan.
Bukti
Andaikan D Daerah Integral berhingga.

1. Ambil sebarang elemen a € D dan a = 0. Didefinigsikan

pemetaan & : D

> D dengan aturan 8 (x) = a.x ,

V x « D. Ambil x dan y sebarang elemen D gsedemikian
sehingga €(x) = 6(y). Maka a.x = a.y, sehingga x = y.
Jadi 6 adalah pemetaan injektif.

2. Andaikan pemetaan & tidak surjektif. Maka 6 (D) « D.
Karena D berhingsa maka |6 (D)| < |D|. Tetapi karena
€ :D——>D pemetaan injektif maka |€(D)| = |D|
Timbul kontradiksi, jadi & pemetaan surjektif.

3. Ambil e € D, maka pasti ada x € D sedemikian sehingga
f(x) = e, yaitu a.x = e. Jadi @ x € D) (a.x = e),

vaitu x adalah invers dari a terhadap operasi perka-

lian. Terbukti D merupakan Lapangan. n

Teorema 2.2.4

Zn lapangan bila dan hanya bila n adalah bilangan prima.
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Bukti
1. =
Bila £  lapangan, pastilah Zn merupakan daerah
integral. Menurut teorema 2.1.3, bila Zn daerah
integral maka n adalah bilangan prima.
2. &
Dari teorema 2.1.3 diperoleh bahwa bila n bilangan
prima, maka.Zh Daerah Integral. Karena.Zn adalah dae-

rah integral berhingga, maka Zn adalah Lapangan. -

Definisi 2.2,3

Himpunan bagian tak kosong H dari lapangan F disebut

lapangan bagian (subfield) dari F bila dan hanya bila

H merupakan Lapangan terhadap operasi-operasi dari F.

Teorema 2.2.5

Diketshui F suatu lapangan dan K < F . K merupakan
lapangan bagian dari F bila dan hanya Bila :
(1). K= o '
(ii) Jika a, be K maka a + b € K dan a.be K
(iii) Jika a € K maka -a € K
(iv) Jika ae K dan a # O maka a* e K
Bukti
1. =
Diketahui K 1lapangan bagian dari F  maka K

pasti merupakan suatu lapangan. Karena K merupakan
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lapangan maka K merupakan ring bagian vang me-
menuhi bahwa setiap elemennya vang tidak kosong
mempunyai Iinvere terhadap operasi perkalian.
Jadi (i), (ii), (iii), dan (iv) dipenuhi.

2. &
Diketahui K merupakan suatu ring bagian .
Karena K ring bagian maka K# @ . Ambil suatu elemen
ae€ K, a# 0 maka menurut yang diketahui a ' e K.
Karena K ring bagian maks a.a' € K. Jadi e e K.
Karena K < F padahal diketahui F lapangan maka sifat
komutatif dan tidak memuat pembagi nol dipenuhi di
K. Jadi K adalah daerah integral, di mana tiap
elemen yang tidak sama dengan nol mempunyal invers

terhadap operasi perkalian. =

3. Isomorfisma dan Karakteristik

Definisi 2.3.1.

Pemetaan € : R—>8, di mana R dan S adalah ring,

disebut isomorfisma bila hanya bila

1. Pemetéan 6 bijektif
2. (¥ a,be R) 8(a+h) = 8(a)+40 (b)
€(a.b) =6(a).8(b)
Jika ada suatu isomorfisma dari R kepada 8§ méka

dikatakan R isomorfik dengan S dan dinotasikan dengan

R=x S.
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Contoh 2.3.1

Zd x 22 ® ZS
Bukti
- 1. Didefinisikan pemetaan & 2, —> A < Z_, dengan
aturan 6([:—3]6) = ([a]z.[a]9>. Ambil sebarang [a]G,
[b]‘s € Z¢s sedemikian sehingga [a]<s = [b]G. Karena
8la-b, maka 2|a-b dan 3|a-b. Sehingga [al, = [b], dan
[al, = [bl,. Jadi (fal,,[al) = ([bl,,[bl) , vaitu
8([a]6) = 6([b]d). Jadi & well-defined.
2. Ambil sebarang ([blz,[b]a) & Zz xza maka ada [b]a &
ch sedemikian sehinggae([bjd) = ([b]z. [b]a).
dadi & surjektif
3. Ambil sebarang [al.[b] e 26 sedemikian sehingga
6([a]d) = 9([b]6). Maka ([a]z,[a]a) = ([b]z.[b]a).

Sehingga [a]z = [b]2 dan [a]s = [b] maka

5 o
2| (a~b) dan 3| (a~b). Oleh karena itu 6| (a-b), maka
[al, = [bl,.

Jadi & injektif

! 4. Ambil sebarang Lal;,[bl, € Z_ maka

& ([al@[bl,) =& ([at+bl)

(La+b ]2. [a+b L)

([al® bl [ale®(b] )

(fal,fal) ® ([bl.[bl)

6lale 6[b],
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Demikian pula

€([alofal ) =6 ([a.b]l)
[+] (o] [+]

([a.blz-ta.bla)

i

([al,0[bl, [alelb],)

il

([al,.[al,)o([bl, [b],)
-8 [3]60 e [b]¢s

Jadi & homorfisma.

Definisi 2.3.5

Bilangan bulat positif terkecil n sedemikian sehingga

ga na = 0 untuk setiap a elemen ring R dinamakan karak-

teristik dari R . Jika tidak ada bilangan tersebut di-

katakan karakteristik dari R sama derngan nol.

Contoh 2.3.2

Ring bilangan bulat 2 mempunyai karakteristik sama

dengan nol. Ring bilangan bulat modulo n (Zn) mempunyai
‘karakteristik n, karena nf{al = [nal = [0] uantuk setiap
fa] Zn.

Teorema 2.3.1

Bila ring R mempunyai elemen satuan e, maks karakteris-
tik dari ring R adalah n bila dan hanya bila n adalah
bilangan bulat positif terkecil sedemikian sgehingga ne=

0. Jika tidak ada bilangan yang memenuhi sifat tersébut,
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maka ring R tersebut mempunyai karakteristik sama dengan

nol.

Bukti

1. =
Andaikan ring R mempunyai karakteristik n. Maka n
adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian
sehingga untuk setiap elemen a € R berlaku na = 0.
Karena e € R, maka dipenuhi ne = 0.

2. «
Andaikan n adalah bilangan bulat positif terkecil
sedemikian sehingga ne = 0. Akan dibuktikan bahwa n
merupakan karakteristik dafi ring R. Ambil sebarang

a € R, maka na = atata+...+a ( n suku )

H

a(etete+....+e) ( n suku )

a(ne)

i

= a0 =0
Jadi terbukti bahwa n adalah karakteristik dari ring
R.
Andaikan karakteristik ring R adalah n = 0. Maka n
adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian
sehingga na = 0 untuk setiap a € R. Jadi ne = 0.
Jadi ada bilangan bulat positif terkecil vang

memenuhi ne = 0. =

Teorema 2.3.2

Jdika D daerah integral, maka karakteristik dari D adalah
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nol atau prima.

Bukti

D Daerah Integral dengan elemen satuan e,

Andaikan karakteristik D adalah n dan n#= 0, maka ne =
0. Andaikan n bukan bilangan prima, maka n = rs, di

mana l<r<n dan l1<s<n . Selanjutnya

ne ra(e)
ne = ete+e+...+e (rs suku)

= eeteeteet...+ee (rs suku)

H

(etetet, . . +e) (eteted. , . +e)
r suku 8 suku

"

(re)(se)

Jadi (re)(se) = 0.

Karena D Daerah Integral, maka re = 0 atau se = O,
Padahal re#0 dan se=0.

Timbul kontradiksi.

Terbukti n adalah bilangan prima atau nol. ]

Teorema 2.3.3

Bila D adalah daerah integral dan karakteristik dari
D = 0, maka D memuat ring bagian yang isomorfik dengan
Z.

Bukti

Diketahul D adalah daerah integral dengan elemen satuan
€. Perhatikan relasi & : Z —> D dengan aturan

€(n) = n.e, ¥V ne 2.
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1. Akan dibuktikan relasi e : 2 —> D dengan aturan
€(n) = n.e, ¥ n € Z merupakan pemetaan. Ambil seba -
rang a,b € 2 sedemikian sehingga a = b . Karena
a.e = b.e, maka &(a) = 6(b).

2. Akan dibuktikan bahwa remetaan e merupakan
isomorfisma dari Z ke 8 (2 )

(i). Awbil 2 elemen sebarang m, n e« 2Z sedemikian
sehingga € (m) = @(n) maka diperoleh
m.e = n.e
m.e - n.e = 0
(m - n).e = 0
Karena karakteristik dari D adalah nol maka
m-n=2Oo
m=n
Jadi pemetaan & injektif.
(i1). Ambil 2 elemen sebarang m, n € Z. Maka

g(m+tn) {(m+n).e

.

= m.e + n.e
= &(m) + f(n)
f(m.n) = (m.n).e

etetet, .. .te

m.n suku

egteeteet, , . tee

m.n suku
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€(m.n) = (gtete+,,..+e)(etetet. . te)
m suku n suku
= (m.e). (n.e)
= € (m) .8 (n)
Jadi terbukti bahwa pemetaan e merupakan

isomorfisma dari Z ke 6 (2 ), sehingga Z =~ 6(2).

3. Akan dibuktikan bahwa & (Z ) merupakan ring bagian
dari D.
Karena (Z,+) grup dan o homomorfisma, maka &)
merupsakan grup terhadap operasi renjumlahan.
oekarang tinggal membuktikan bahwa orerasi perkalian
bersifat tertutup di e@).
Ambil el‘emen sebarang m, n € (2 ) maka terdapat a,
b € Z sedemikian sehingga € (a) = m dan €(b) = n.
Karena a, be Z maka a.b € Z sehingga 6 (a.b) € 6 (2),
Selanjutnya € (a.b) = 8(a).8(b)

= m.n€ 6(@).

Jadi operasi perkalian bersifat tertutup di. e@).

Terbukti bahwa 6 (Z) merupakan ring bagian dari D. =

Teorema 2.3.4

Bila D daerah integral dan karakteristik dari D adalah
bilangan prima p, maka D memuat ring bagian vang
isoworfik dengan Zp .

Bulct

Diketahui D daerah integral dengan elemen satuan e,
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Perhatikan relasi @ :Zp-——> D dengan aturan @ ([n])=

n.e, v¥inl Zp.

1.

2.

Akan dibuktikan bahwa relasi & - Zp —> D dengan
aturan €([nl) = n.e merupakan pemetaan. Ambil
sebarang [a]l, [b] = Zp sedemikian sehingga [al=[b].
Karena [al = [bl, maka a-b = k.p, di mana k e Z. Se-
hingga (a-b). e = k.p.e. Karena karakteristik dari D
adalah p, maka a.e-b.e = 0. Jadi a.e = b.e, yaitu
®(f[al) = &([bl).

Akan dibuktikan bahwa pemetaan © adalah éuatu

isomorfisma dari ZP ke B(Zp).'

(i). Ambil 2 elemen sebarang [m], n] e Zp
sedemikian sehingga €([m]l) = & ([nl). Maka
diperoleh m.e = n.e |

m.e - n.e = 0
(m - n).e = 0
Karena karakteristik dari D adalah bilangan
prima p dan m - n < p, maka haruslah m - n = O,
Sehingga m = n.
Jadi & pemetaan injektif.
(ii). Ambil 2 elemen sebarang [m]. nl] € 2Z

Maka € ([m] @ [nl) = & ([m+nl)

t

(m + n) e

= me + ne

€ ([ml) + &{[nl).

8([m¥e[nl) & ([m.nl)

i
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e(fmlelnl)

(m.n).e

(etetet, .  +e)

m.n suku

fl

(eeteeteet, .,  tee)

m.n suku

(etete+,, . +e) (etetet,,  +e)

I

m suku n suku
= (m.e)(n.e) = 6(I[ml).6([nl).

Jadi terbukti bahwa.Zp isomorfik dengan.e(Zp).

. Akan dibuktikan bahwa.e(zp) merupakan ring bagian

dari D.

Karena (Zp,+) grup dan € homorfisma, maka _e(zp)
merupakan grup terhadap operasi jumlahan. Tinggal
membuktikan bahwa operasi perkalian bersifat tertu-
tup di B(Zp). Ambil sebarang elemen m, n € B(ZP).
Maka terdapat [a], [b] & Zp sedemikian sehingga
€(fal) = m dan &([b]) = n. Karena [a]l,[b] e Z,, maka
[ale[b] e Zp, sehingga 6 ([alelb]) € G(Zp).
Selanjutnya € ({ale[b]l) = 6([al).6([bl) = m.n G(Zp).
Jadl operasi perkalian bersifat tertutup di B(Zp).

Terbukti bahwa 8 (Zp) merupakan ring bagian dari D;‘I

4. Ring Faktor

Definisi 2.4.1

Jika pemetaan 6 :R——>S adalah suatu homomorfisma ring,
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maka kernel & adalah himpunan semua elemen r € R
sedemikian sehingga @ (r) = Oa. Kernel @ biasa disingkat

dengan ker & .

Definisi 2.4.2

Ring bagian I dari ring R dinamakan ideal dalah R Jika

a.re I danr.ae I ,V ae I dan r « R.

Contoh 2.4.1

E = { 2.0 ne 2 } merupakan ideal dalam 2.

Bukti

E c2Z danE = O,

Ambil elemen sebarang a,be€ E di mana a = 2.m dan b =

2.n, myn € Z. Maka diperoleh a-b = 2.m-2.n = 2.(m-n) =
2k di mana k = mne 2 . Jadi a-b € E. Selanjutnya
a.b = 2.m.2.n = 2.(2.m.n)‘ = 2.p di mana p = 2.m.n e 2.

Jadi a.b € E. GSehingga menurut teorema 2.1.6,

E merupakan ring bagian dari 2.

Ambil elemen sebarang a € E di mana a = 2.k, ke Z. dan
neZ , mka a.n = (2.k).n = 2.(k.n) e E dan n.a =

n.(2.k) = (n.2).k

(2.n).k = 2.(n.k) €e E. Jadi [E

I

{2.n | ne Z } merupakan ideal dalam Z. =

Z merupakan ring bagian dari @, tetapi 2 bukan ideal

dalam @€, sebab ada elemen £ yaitu 3 2 dan 1 e @
2
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sehingga diperoleh 3. 1 =3 & 2., Jadi Z bukan ideal

2 2
da]-am Q.

Teorema 2.4.1

Jika pemetaan & : R—>8 adalah homomorfisma ring, maka
‘kernel € adalah suatu ideal di dalam R.

Bukti

Karena R,S merupakan grup abel terhadap operasi
penjumlahan dan @ homomorfisma , maka Q(OR) = OS . dJadi
Ker € = & . Ambil sebarang a,b € Ker 6. Maka 6 (a-b) =
E(a+(-b)) =8 (a)48(-b) = €(a)-B(b) = 0.-0 = 0 . Jadi
a-b € Ker &. Selanjutnya € (a.b) = 8(a).@(b) = 0.0 =
0 . Jadi a.b € Ker 6. Sehingga Ker 6 merupakan ring
bagian dari ring K.

Ambil sebarang a € Ker @ dan r €« R. Maka 8 (a.r) =

8(a). 8(r) = OS. Y (r) = Os » dan €(r.a) = €(r).6(a) =

& (r) .08 = O’3 . Jadi a.r € Ker 8 dan r.a € Ker.5. =

Teorema 2.4.2

Jika R ring komutatif dengan elemen satuan e, dan a=R,
mal;a himpunan semua kelipatan a, yaitu { r.al reR 1,
‘merupakan ideal dalam R ( yang akan dinotasikan sebagai
<a> ).

Bukt

1. Perhatikan bahwa 0.a = 0 « <a>.
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dJadi <a> = O,
2. Ambil dua elemen sebarang x,y € <a>. Maka x = a.r, dan
y = a.r, di mana r, ,r, € R, sehingga

X +y = a.r, + a.r, = a.(r1 + rz) = a.r

? di mana r,=

r, +r,e R Jadi x + y € <a>.

3. Ambil sebarang x € <a>. Maka x = a.r, di mana re R,
sehinggav—x = - (a.r) = a(-r), di vmana -r € R.
Jadi -x € <a>.

4. Ambil sebarang elemen x € <a> dan b € R. Maka x = a.r
di mana r € R, sehingga diperoleh x.b = (a.r’.b =
a.(r.b). Karena r.bAe R,maka x.b € <a>. Terbukti

bahwa <a> merupakan ideal dalam R. n

Definisi 2.4.3

Ideal yang dihasilkan oleh a, vaitu <a> = {r.a | r € R},

disebut ideal utama. .

Contoh 2.4.2

<5> = { 5.n] ne€ Z } adalah ideal utama dalam Z .

Teorema 2.4.3

Ideal <a> dalam ring R merupakan ideal terkecil vang

memuat a.
Bukti
Ambil sebarang ideal I vang memuat a {(ae I) . Ambil

sebarang x € <a>, maka terdapat r € R sedemikian
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sehingga x = a.r. Karena a€ I, re R dan I ideal, maka

a.re I. Jadi x € T, sehingga terbukti bahwa <a> < I

Teorema 2.4.4

Jika F lapangan, maka F tidak mempunyai ideal kecuali
<0> dan F sendiri.
Bukt
Andaikan I ideal dalam F dan I = <O>. Akan dibuktikan
I = F. Ambil sebarang elemen x dalam I dan x = 0. Maka
4

x€ F dan x* € F. Karena x € I, X € F dan I ideal

maka X.X = e e I. Ambil sebarang vy € F. Maka e.y = v «

I. Jadi FsT1 ............ (1)
Karena I ideal dalam F, maka I < F......... (2)
Dari (1) dan (2) diperoleh T = F. -

Definisl 2.4.4
Bila R ring, T ideal dalam ring R dan a R, maka

I+a = { n+ta | nel } disebut koset kanan dari I dalam

ring R.

Teorema 2.4.5

Jika R adalah ring dan I adalah ideal dalam ring R, maka
R/T ={ 1+ a] ae R } dengan operasi :

(I+a)+(I+b) = I+a+b

(I+a).(I+b) = I+a.b

merupakan ring. Ring R/I disebut Ring faktor dari ring R
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oleh ideal 1I.

Buktj

1. Ambil sebarang I+é, I+b € R/I maka menurut definisi
penjumlahan di R/I

(I+a) + (I+b) = I + (a+b)

Karena R ring maka a+b € R sehingga I + (a+b) € R/I.
Ambil I+a , I+s, , I+b, , I+b, € R/T , di mana I+aL1 =
I+a, dan I+b, = I+b,. Akan dibuktikan bahwa
I+ (a,+b ) = T + (a,+b ). Karena I+a, = I+a, maka
a = nta , nel. Dan juga karena I+b1 = I+b2 maka | b =
m+b2, mel. Maka didapat e_=11+b1 = n~i~az+rm~.1:>2 =

n+m+a2+bz. Karena n=1, m=I dan I ideal, maka n+m e I.

Jadi a1+b1 = k + a,+ b2 , di mana k = ntme I

sehingga a‘er1 e I + | (a2+b2). Jadi terbukti bahwa
I+ (a1+b1) =1 + (az+b2). Jadi operasi Jumlahan
dalam R/I tertutup dan well defined.

2. Ambil I+a, I+b € R/I maka menurut definisi operasi
perkalian dalam R/I berlaku (I+a).(I4b) = I + a.b.
Karena R ring dan a,b e R, maka a.b e R sehingga I +
a.be R/I.

Ambil I+a1, I+b1, I+a2, I+b2 < R/T di mana I+a1 =
I+.=.\2 dan I+bi = I+b2,. Akan dibuktikan bahwa I +
(ai.bl) =1+ (az.bz). Karena I+a1 = I+a2, maka a =
n+a_, di mana n <€ I. Demikian pula karena I+b1:

I+b2, maka b1 = m+b2, di mana m € I. Maka didapat
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a,.b, = (n+a,). (m+b,) = (n+a,).m + (n+a,).b, = n.m +
8, .m +n.b, + a,.b, . Perhatikan bahwa n.m + 8,.m +
n.b, € I, sebab n,me I, azA,bze R, dan 1 ideal.
Jadi a.b =3+ 8,.b, di mena j = n.m + a,.m +
n.b, € I, sehingga a.b €I+ 8, .b, . Terbukti bah-
wa I+ (g.b) =1+ (8,.b,). Jadi operasi perkalian
dalam R/I tertutup dan well defined.

3. Ambil sebarang I+a, I+b, € R/I dengan a,b € R. Maka

(I+a) + (I+b) = T + (a+b)
= I+(b+a)

(I+b)+(I+a).

{1

4. Ambil I+a, I+b, I+c € R/I dengan a,b,c € R . Maka
((I+a) + (I+b)) + (I+o) = (I+ (a+b)) + (I+c)

=1+ ((a+b)+c)

I + (a+(b+ec))

]

(I+a) + (I+(b+c))

(I+a) + ((I+b) + (I+c)).

- Ada elemen identitas yvaitu I+0, di mana 0O elemen

o

identitas dalam R : Untuk sebarang elemen I + a €
R/T berlaku (I+a) + (I+0) = I + (a + 0) = T+a.
6. Setiap elemen I+a € R/I mempunyai invers terhadap
operasl penjumlahan, yaitu I + (-a)
(I+a) + (I+(-a)) = I + (a+(-a)) = I + O.
7. Ambil I+a, I+b, I+c € R/I dengan a,b,c € R. Maka
((I+a) . (I+b)) . (I+e) = (I+a.b)).(I+a)
= I+((a.b).c)
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((I+a). (I+b)).(I+c) =1 + (a.(b.c))

(I+a). (I + (b.c))
= (I+a). ((I+b).(I+c))
8. Ambil I+a, I+b, I+c € R/I dengan a,b,c € R. Maka
(I+a). ((I+b) + (I+c)) = (T+a). (I + (b+o))
= I + (a.(b+ec))

i

I + (a.b+a.c)

= (I+a.b) + (I+a.c) .

(I+a).(I+b) + (I+a).(I+c)
((I+a) + (I+b)). (I+c) = (I + (a+b)). (I+c) |
= (I + (a+b).c)
= I+ (a.c+b.c)
= (I + a.¢) + (I + b.o)

(I+a). (I+c) + (I+b).(I+c)

i

Terbukti bahwa R/I merupakan ring. ™

Teorema 2.4.6

Bila R adalah ring komutatif, maka ring faktor R/I
komutatif.
Bukti
Ambil sebarang I+a, I+b € ring faktor R/I. Maka
(I+a). (I+b) = I + a.b
=1+ b.a
= (I+b).(I+a)

Terbukti bahwa ring faktor R/1 bersifat komutatif. ]
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Teorema 2.4.7

Bila R adalah ring yang memuat elemen satuan e, maka
ring faktor R/I memuat elemen satuan, yaitu I+e.

Bukt

Ambil sebarang I+a € ring faktor R/I . Karena e € R
maka T+e € R/I. Maka untuk sebarang elemen T + a e R/I
berlaku (I+e).(I+a) = 1 + (efa) = I+a.

Terbukti bahwa ring faktor R/I memuat elemen satuan,

vaitu I+e. =
Sebelum kita membahas tentang ring faktor polinomial
baiklah terlebih dulu kita membahas tentang

konsep-konsep dasar ring polinomial.

Definiei 2.4.56

Jika R ring, maka suatu polinomial dalam xX dengan
koefisien dalam R, vang dilambangkan dengan p(x), ada-
lah suatu jumlahan vang dinyatakan dalam bentuk
Za.txi =a +ax+ azx2 ot BN Tt anx" + ...
i=0
di mana a.< R dan a = 0 untuk semua kecuall berhingga

banyek nilai 1, dengan i bilangan bulat non negatif.

Elemen—-elemen 8 58,58, ----58 disebut koefisien-koe-

fisien dari p{(x). Nilai terbesar dari 1 sedemikian se-

hingga a " 0 disebut derajét darl p(x), ditulis
T

d(p(x)). Bila tidak ada nilai 1 tersebut, maka p(x)
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dikatakan mempunyvai derajat sama dengan nol. Dan a; di-

sebut koefisien utama dari p(x).

Himpunan polinomial-polinomial  dalam X dengan

koefisien di dalam R dilambangkan dengan RIx].

Definisi 2.4.6

Penjumlahan dan perkalian polinomial dalam x atas ring
R didefinisikan sebagai berikut :

. _ n
Jika f{x) = a +ax+ ...+ ax +....

g8(x) = b, +bhx+ ....+bx + ...
maka f£(x) + g(x) = ¢ (QIH%) x'L
L =0
~ k
dan f(x).g(x) = ¢ G X di mana q, =Y 8 bk_L
k =0 1 =0

Definisi 2.4.7

. L n
Jika p(x) = Z a, x a, +ax + ...+ ax .+ ...k

dan g(x) = £ b x = b, + bx + ... +bx" +

i

maka p(x) g(x) bila dan hanya bila untuk semua i

dalamZ , iz Q, a :hL.

Teorema 2.4.8

Jika R ring komutatif, maka R[x] adalah ring komutatif
terhadap operasi vyang didefinisikan pada definisi

2.4.6 diatas.

e />,»‘A‘-\\T
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Bukti
Untuk setiap f(x) = & tsx.tx.L sy B(x) = Y hx dan
: . i=0 iL=0 v
hix)= ¢ cikt di dalam R[{x] berlaku :
izo

-~

1. £(x) + @(x) = L (a+h) xe RIx] sebsb a+h di

L=0

dalam R untuk setiap i
2.f(x) a(x) didalam R(x] sebab a_.b _di dalam R untuk

setlap a4, b _. di dalam R.

~

3.£(x) + &x) =L ax +Eh#
i=0 L=0

= i
= §=O(ai+bi.) X

~

_ i
= io(bﬁat) X

=5 bLXL+Z :szg_xL
1=0 i=0

g(x) + f(x)

i

~

z (aL+bt)x'L] + L cix'L

i=0

4. [f(x)+g8(x)]+h(x)

H
~—

= £ ( (a+b)+c) x
i=0

- i
= I (a+(bic)) x

o]

11
™
@

b
+
e

‘™
r‘DJ -
..
+
™
0
N«-
b

= f(x)+[g(x)+h(x)]

9. Terdapat polinomial identitas yaitu pN O;v:'L di dalam
L=0
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REx] sedemikian sehingga

T O0x + % aLxL =L (0+a) x
i=0 i=0o L =0 i_=°"

T
™
o
»

6. Untuk setiap f(x) = v attx't e R[x] ada -f(x), yvaitu
izo

Z(-—a.t)xi € R sedemikian sehingga

it=0 ~ ~

) + (~f(x)) =T ax + X(-a)x
izo * izo *
=% (a + (—a.L))xi“.
i=0
=y 0%
i =0 »
7. (£(x).g(x)).h(x) = [[z ax ] (& qx‘]] [ = o]
i=0 iz0 L=0 o
[EGa 4 [ Be)
L=0 k=0 L=0
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= £(x).((g(x).h(x))

8. £(x) [g(x) + h(x)]

hhhhhh

= f(x).g(x) + £(x).h(x)

~ ~

9. £(x).g(x) = [?L::o&txi] | izzoqu"]

JERCIERY

= g(x).£(x) -
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Teorema 2.4.9

Jika R mempunyai elemen satuan e, maka R[x] Juga
. . (o)
mempunyai elemen satuan, yaitu ex .

Bukti

Untuk setiap f(x) = ¢ atxi' berlaku :

Teorema 2.4.10

Jdika R adalah ring komutatif yang tidak memuat pembagi
nol, maka ring RI{x] juga tidak memuat pembagi nol.
Bukt.J

Diketahui R adalah ring komutatif vang +tidak memuat
pembagi nol. Misalkan f(x), g(x) di dalam R{x] di 'mana
f(x) = 0 dengan koefisien utama yaitu a = 0 dan g(x)=0

dengan koefisien utama vaitu bn?fO. Maka

Ex)-8(x) = 8,b, + (g,b+ab)x + ....+ab " = o
sebab a b # O .

m n »
Jadi R{x] tidak memuat pembagi nol. ™

Akibat
Jika R daerah integral, maka R[x] daerah integral.

Rukti

Dari teorema 2.4.8, 2.4.9, 2.4.10 diperoleh kesimpulan
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bahwa jika R daerah integral, maka RI(x] adalah daerah

integral. _ -

Teorema 2.4.11

Jika R suatu lapangan dan f(x) = 0, g(x) # 0 di dalam
R{x1, maka d(f(x).g(x)) = d(f(x)) + d(g(x)).

Bukt |

Migalkan d(f(x)) = n dan d(g(x)) = m. Maka

fi(x) =a, +ax+.... + axhxh » 8 = 0

g(x) =h, +hx+.... +bx", b =0

Dari definisi operasi perkalian dua polinomial
diperoleh : |
£(x).8(x) = a b + (ab+tab) x + ... + ab x"

Jadi d(f(x).g(x)) = m+n, yaitu d(f(x).g(x)) = d(f(x)) +
d(g(x)). =

Definisi 2.4.8

Bila £(x), 8(x), h(x) « RIx] dan d(£(x)) 2 1, maka f(x)

disebut polinomial fak teredusir bila dan hanya bila

dika f£(x) = g(x).h(x), maka d(g(x)) = 0 atau d(h(x)) =
0, '

Teorema 2.4.12 (Algoritma Pembagian)

Jika f(x) dan g(x) di dalam F[x] di mana F suatu
lapangan, dan g(x) # 0, maka ada dengan tunggal

polinomial g(x) dan r(x) atas F sedemikian sehingga
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f(x) = g(x).a(x) + r(x) dengan r(x) = 0 atau
d{r(x)) < d(g(x)). Polinomial-polinomial a(x) dan r(x)

tersebut berturut-turut disebut hasil bagi dan sisa

pembagian f(x) oleh g(x).
Bukti

1. Jika d(f(x)) < d(g(x)), maka ada q(x) = 0 dan r(x) =

f(x) sehingga f(x) = g(x) - 0 + rx) dengan
d(r(z)) < d(g(x)).
m . n .
2- Andaikan f(x) = ax di mana g %0 dan g(x) = k¥
i=0 i=0

dengan m 2 n. Akan dibuktikan dengan induksi

matematik.

Jika m = 0, maka f(x) = aodan g(x) = bo. Jadi ada

a(x) = b:.ag dan r(x) = @ sedemikian sehingga
—1

a, = b@.be -8, + .

Andaikan algoritma pembagian dipengzhi untuk derajat

oo
f(x) < m. o \fm

Andaikan f (x) = f(x) - am.b;ixm—"g(x), Maka derajat
f, (x) < derajat f(x), sebab
£(x) = £(x) - (a8 .b ¥ "g(x))

1 2 m-—41 m »
S + - .
(aQ + a X + a,x + +am_1x amx ) (am

"

b;ix"'—“)( bﬂ+b1x’l +...+b

n—4 n
n—!.x + bnx )

H

(a +a X +a X +. . .+ e a X0) ( b
Y a, -o-ta X m a -b .
~4 m-n . -4 m-n+d

b x + a .b.b x I +
n m 4 | o
. -1 m-1 ~4 m

a .b b x + a .b.b'x )

m n—4 n m 2} n

1 4 -4 m
+... -

(a°+a1x +azx +am_1x + amx )
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V -4 m-n ~41 m-n+1
(a .b..b x + a .b.b x +.. .+
m [s] n m 1 n

-4 m—1 m
am.bn_i.bn X +a .e. X )
- '.'L 2 m-4 m _
= (a0+aik +a, X +...+am_1x +amx ) (am.bo.
-4 m-n -4 ~n4i
b "x + a .b.b X" +...+ a8 .b .
m 1 n m n—~4
~4 m-1 m
b x "+ a x )
™ m
_ 1 2 ~4 . m-4
= (g, +a X +g, X +... .+ (8, a,-b_,-bx

Jadi menurut pengandaian di atas terdapat polinomial
4,(x) dan r,(x) sedemikian sehingga

f,(2) = 8(x) .q (x) + r,(x) dengan r{x) = 0 atau
A(r, (x)) < d(g(x)).

Jadi f(x) - am.b;‘x"‘ "g(x) = g(x). q,(X) + r ()

f(x) = g(x) .q (X)) + am.b;ixm—".g(x) + 1 (x)
£G0 = g0 q 0 + q B X" + 1 (x).
Jadi ada q(x) = g (x) + am.b;ixm_"dan r(x) = 1 (x)
sedemikian sehingga f(x) = g(x). a(x) + r(x).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa g(x) dan r(x)

tunggal.

~Andaikan ada polinomial lain yaitu 9, (x) dan r,(x) €

F[x], sedemikian sehingga f(x) = g8(x).q, (x) + r, (X)
dengan r,(x) = 0 atau d(r, (x)) < d(g(x)). Maka |
g(x).q(x) + r(x) = g8(x).q, (X) + r,(x), sehingga
g(x)[q(k)—qz(x)] = r,(x) - r(x).

Karena r,(x) - r(x) = 0 atau derajat [r,(x)-r(x)] <
derajat g(x), dan g(x) # 0, maka haruslah a(x)-gq,(x) = 0,

Jadi qz(x) = gq(x) dan rz(x) = r(x). ]
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Contoh 2.4.3

f(x) = ax't + 18X + 3%° - 12 + 5 € R{x] dan

i

g(x) 2x + 1 € R[x]

4x3+7x2—2x—5

2% + 1 8x' + 188 + 38 - 12x + 5

4 3
Bx + 4x

14x3 + 3}(?
14x9 + 7:5~:2

2
-4 - 12x
—-4;2 - 2x%
- 10x + 5
- 10x - 5

Dari perhitungan di atas dihasilkan

a(x) = 4x°+ 7x° - 2x -5 dan r(x) = 10. Jadi
BX' + 18X + 3x - 12x + 5 = (2x + 1)(4+ T2 - ox ~5)+
10

Contoh 2.4.4

fix) =5 + & + ax + xezs[x]

H

g(X) = X + 48 e z_[x]
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x? + 2x + 1

2 7 4 2 2
X + 4x X + X + 4% + x
4 3
x + 4%

2x3 + 41~:2

2% + 3%

2
X + x
2
X + 4x

2%

Diperoleh q(x) = x2 + 2x + 1 dan r(x) = 2x.

Jadi ¥ + ¥ + 4¥ + x = (X + 4%x)(& + 2% + 1) + 92x.

Teorema 2.4.13

Jika f(x) € F[x] dan ¢ € F, maka sisa pembagian f(x)
oleh x-c adalah f(c¢).
Bukti

Andaikan hasil bagi f(x) oleh x-c adalah q(x) e FIx]
dan sisanya r. Maka f(x) = (x-¢). a(x) + r . Bila ¢
disubtitusikan untuk x, maka diperoleh :

f(e)

i

(c-c). a(c) + r
=®. a(c) + r
= r

Jadi sisa pembagi f(x) oleh x-c adalah r = f(c). =

Teorema di atas dikenal sebagai Teorema Sisa.

Jika f(x), g(x) € F[x] dengan g(x) # 0, maka f(x)
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diketakan habis dibagi oleh g(x), Jika f(x) = m(x).q(x).
Dalam hal ini g(x) disebut faktor dari f(x), dan
dikatakan g(x)_membagi f(x), dan ditulis dengan notasi
g(x) f(x).

Teorema 2,4 14

Jika f(x) € FI[x] dan ¢ € F, maka x-¢ merupakan faktor
dari f(x) bila dan hanya bila f(c) = 0.

1. =

Diketahui f(x) € F[x], ¢ € F, dan x-c faktor dari f(x).
Karena x-c¢ faktor dari f(x), maka f(x) = (x-c).q(x).
Jika diambil x = ¢, maka diperoleh f(c) = 0.

2. «

Diketahui ¢ € F dan f(c¢) = 0. Menurut teorema 2.4.13
£(x) = (3-¢).q(x) + f(c). Karena f(c) = 0 maka f(x) =

(x-c)a(x), yaitu x-c faktor dari f(xz). o

Definisi 2.4.9

Elemen ¢ € F disebut akar dari polinomial f(x) €« F[x]

Jika f(c) = 0 .

Menurut teorema 2.4.14, ¢ adalah akar dari f(x) bila

dan hanya bila x-c merupakan faktor dari f(x).
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Teorema 2.4.15

Jika F lapangan, f(x) € F[x], £(x) # 0 dan derajat f(x)=
n, maka f(x) mempunyai paling banyak n akar di F.
Bukti
Diketahui derajat dari f(x) = n.
Andaikan r,:L,,r ....,r adalah akar-akar berlainan
dari f(x). Sehingga f(x) = (2-r, ). £ (x) dengan
derajat f;(x) = n-1. Karena r, merupakan akar dari f(x),
maka f(r,) = 0.
Sehingga f(rz) = (rz—ri). fi(rz)

0 ::(g—a)tg(g)

Karena r, #r, dan F{x] daerah integral, maka haruslah

f,(r,) =0. Jadi x-r, merupakan faktor dari £, (x).
Sehingga diperoleh : 7
f(x) = (x-r ). (x-r,) .f, (x) dengan derajat f,(x) = n-2.
Dengan cara yang sama akhirnya diperoleh
fi(x) = a -(x-r, ). (%X-1,) - v (X-1 ) di mana a = 0
merupakan koefisien utama dari f(x). Misalkan r akar
dari f(x). Maka f(r) = a -(r=r )(r-r,) - .. (r-r )

0 =a .(r—-ri).(r—rz) - - (r=r )

Karena F[x] tidak memuat pembagi nol dan a0, maka

pastilah salah satu diantara r-r, = 0 di mana i =
1,2,3,. . . ,n. Jadi r adalah salah satu dari
LURS P ERES Jadi terbukti bahwa f(x) dengan derajat

n mempunyai paling banyak n akar yang berlainan. ]
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Definisi 2.4.10

Misalkan a(x) dan b(x) adalah polinomial atas lapangan
F yang tidak keduanya polinomial nol. Faktor
persekutuan dari a(x) dan b(x) adalah polinomial h(x)
sedemikian sehingga h(x)]|a(x) dan h(x)|b(x).

Suatu polinomial d(x) € F[{x] disebut faktor persekutuan

terbegar (FPRB) dari a(x) dan b(x) jika -
(1) d(x) merupakan faktor persekutuan dari a(x) dan
b{x).
(ii) Untuk sebarang h(x) € F[x] vang merupakan
faktor persekutuan dari a(x) dan b(x), maka

h(x)|d(x).

Teorema 2.4.16

Jika f(x) dan g(x) € F(x] di mana F lapangan dan f(x)

dan g(x) bukan keduanya polinomial nol, maka ada poli-

nomial h(x) yang ﬁxerupakan FPB dari f(x) dan g(x).

Jika g(x) # 0, maka menurut algoritma pémbagian ada

dengan tunggal polinomial q,(x) dan r,(x) yang memenuhi

f(x) = g(x).q () + r, (x) dengan r,(x) = 0 atau

d(r, (x)) < d(g(x)).

(i). Bila r (x) = 0, maka g(x) merupakan FPB dari f(x)
dan g(x).

(ii). Jika r.{x) # 0, maka dengan algoritma pembagian

didapat qz(x) dan rz(x) sedemikian sehingga :
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g(x) = ri(x).qz(x) + rz(x.) dengan rz(x) = 0 atau
d(rz(x)) < d(xc'1 (x)). Dengan mengulangi algoritma

tersebut beberapa kali akan diperoleh :

£(x)

g(x).qi(x) + r, (x) , d(r;(x)) < d(g(x))

g(x) r,(x)q, (x) + r,(x) , d(r,(x)) < d(r, (x))

(X)) = r_ (X)) q(x) +r, (x) dengan d(r (x)) <
a(r,_ (x))

r_,(xX) = n(x) q (x)

Karena d(g(x)) > d(r (x)) > d(r,(x)) > ...., maka

pada akhirnya akan diperoleh sisa polinomial- nol

Andaikan r.L(x) adalah sisa terakhir vang tidak

nol. Perhatikan bahwa r.(x)ln_ (x), dan selan-

‘Jutnya diperoleh r(x)lr_,(x), v (x) .

r (x)lg(x), r,(x )| f(x), sehingga r,(x) merupakan

faktor persekutuan dari f(x) dan g(x).

Akan dibuktikan bahwa r, (x) merupakan FPB.

Andaikan c(x)| f(x) dan c(x)]| g(x). Maka c(x)| r, (x)

Tapi karena c(x)lg(x) -dan e(x)lr (x), maka

c(x)lr, (x). Demikian seterusnya sehingga pada ak-

hirnya diperoleh : |

c()r, (%), e(xMr,(x), .....,e(x)l r. (x).

Terbukti bahwa ada polinomial h(x) = r. (x) vyang

merupakan FPB dari f(x) dan g(x). [
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Teorema 2.4.17

Jika f(x) dan g(x) adalah polinomial-polinomial atas
lapsngan F yang bukan keduanya adalah polnomial nol dan
h(x) adalah FPB dari f(x) dan g(x), maka ada polinomial
u(x) dan v(x) atas F sedemikian sehingga h(xz) =
£OX).u(x) + &(x).v(x).

Bukti

Pada pembuktian teorema 2.4.16 diperoleh :

n,(X) =1 (X)) q(x)+ r. (x). Maka

r(x) =rn_(x) - L (X)q(x) oo (1')-
Sehingga g(x) dapat dinyatakan sebagai Jumlahan
hasil kali suatu polinomial dengan r._,{X) dan hasil
suatu polinomiai dengan r._,(x).

(x) =r_,(x).q  (x) + ST 3 (2)

Ki-a "

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh -
r(x) = r __(x) - [rba(x) —r (%) 9 _, (x)1q (x)

=r (%) [1 +q (x).q(x)I- g (X).q (X)..()
Jadi r (x) dapat dinyatakan sebagai jumlahan hagil kali
suatu polinomial dengan r. ,{(x) dan hasil kali suatu
polinomial dengan r_,(x).
r_, (x) = r ,(X).q_,(x) + LG B (4)
Dari persamaan (3) dan (4) disimpulkan bahwa r, (x)
dapat dinyatakan sebagai Jumlahan hasil kali suatu
polinomial dengan r._o(x) dan hasil kali guatu

polinomial dengan r._,(x). Bila proses diteruskan, maka

Ik(x) dapat dinyatakan sebagai Jjumlahan hasil kali
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suatu polinomial dengan r.(x) dan hasil kali suatu
polinomial dengan g(x). Dan akhirnya r. (x) dapat
dinyatakan sebagai jumlahan hasil kali suatu polinomial
u(x) dengan f(x) dan hasil kali suatu polinomial v(k)
dengan g(x), yaitu r(x) = w(x).f(x) + vV(X).g(x).

Dalam hal ini FPB dari f(x) dan g8(x) adalah h(x) =

xl(x). Maka h(x) = f(x).u(x) + g8(x).v(x). =

Teorema 2.4. 18

Jika F lapangan, maka setiap ideal dari ring rolinomial
F[x]} adalah ideal utama.

Misalkan I adalah sebarang ideal dari F{x]l. Jika I =
| {0}, maka I adalah ideal utama. Jika I = {0}, misalkan
8(x) adalah polinomial dengan derajat paling kecil
di antara polinomial-polinomial vang tidak sama dengan
nol dalam I. |
-Akan dibuktikan I = <g(x)>.

Jelas bahwa <g(x)> < TI.

Misalkan f(x) « I. Maka menurut algoritma rembagian
ﬁerdapat polinomial q(x) dan r(x) e FIx]l sedemikian
sehingga f(x) = g(x). q(x) + r(x) dengan r(x) = Q0 atau
d(r(x)) < d(g(x)). Karena f(x) I dan g(x)g(x) e T,
maka r(x) = f(x) ~ g(x).q(x) « I.

Maka haruslah r(x) = 0, sebab tidak mungkin bahwa

dir(x)) < d(g(x)), mengingat bahwa g(x) adalah
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polinomial dengan derajat paling kecil dalam TI.
Jadi f(x) = g(x).q(x) € <g(x)>.

Jadi I £ <g(x)>, sehingga terbukti bahwa I = <g(x)>., m=m

Teorema 2.4.189

Bila F lapangan dan p(x) € F[x], maka ring faktor Fix1/
<p(x)> adalah lspangan bila dan hanya bila p(x) Adalaﬂ-
polinomial tak teredusir atas F.

Bukti

Andaikan I adalah ideal utama yang dibentuk oleh -p(x)

vaitu I = <p(x)>.
l.v% .

Diketahui F[x1/I adalah lapangan, akan dibuktikan
bahwa p(x) adalah polinomial tak teredusir atas F.
Andaikan p(x) adalah polinomial teredusir. Maka ada
- polinomial a(x) dan b(x) € F[x] sedemikian sehingga
P(x) = a(x)b(x) dengan derajat a(x) dan b(x) tidak
sama dengan nol dan kurang dari derajat p(x). Dera -
Jat polinomial yang tidak sama dengan nol dalam I

paling sedikit harus sama dengan derajat p(x), maka

a(x) & I dan b(x) # I. Jadi I + a(x) dan I + b(x) ke
duanya bukan merupakan elemen nol (yaitu I) dari
F[x1/1. Akan tetapi :

(I +a@x)(I +b(x)) =1+ a(x)b(x) =1 + p(x) = T
adalah elemen nol dari F{x1/I. Jadi F[x]/I‘ memuat

rembagi nol, sehingga F[x1/I bukan lapangan .
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2. €
Diketabhui p(x) adalah polinomial tak teredusir atas
F, akan dibuktikan bahwa F[x1/I adalah suatu
lapangan.
a. F{x1/1 merupakan ring komutatif ‘dengan elemen
satuan karena F lapangan.

b. Untuk setiap I+f(x) # I di dalam F{x1/1, makar
f(x) = I, yang berarti f(x) bukan rerkalian dari
P(x) di dalam F[x]. Karena p(x) suatu polinomial
vang tak teredusir, maka p(x) dan f(x) mempﬁnyai
FPB sama dengan e. Sehingga e = P(xX).u(x) +
f(x).v(x), untuk suatu u(x) dan v(x) di dalam

F[x].-Maka I+e = I + (p(x).u(x) + f(x).v(x))
=S I+ px)ow(x)) + (I +  f(x).v(x))

=T + f(x).v(x)

|

(I+£(x)) . (I+v(x))

Jadi terdapat I+v(x) di dalam FIxl/I sedemikian
sehingga (I+£f(x)).(I+v(x)) = I+e.

Jadi terbukti bahwa setiap I + f(x) = I « Fix1/1
mempunyai invers.

Terbukti bahwa F[x1/I adalah lapangan. =

Teorema 2.4.20

Andaikan F adalsah 1apang§n, p(x) = a,+a, x+a, X+, --t+a <
adalah polinomial berderajat n atas F dan I adalsh

ideal <p(x)> dari F(x), maka sétiap elemen dari F[x]/1

/
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dapat dinyatakan.secara tunggal dalam bentuk :

I + (B4 x+b,C+...+h _ x™") dengan b,,b,,b,,...,b_e F

Dan juga bila p(x) polinomial tak teredusir, maka {I+b I

be F } adalah lapangan bagian dari F[x]1/I vang

isomorfik dengan F.

Bukti

Ambil sebarang elemen I+f(x) e F[x]1/I . Dengan

algoritma pembagian diperoleh f(x) = P(X).q(x)+r(x),

untuk qa(x), r(x) € F[x] dengan d(r(x)) < d(p(x)) atau

r(x) = 0. Maka f(x)-r(x) = p(x).a(x) e T sehiﬁgga

I+f(x) = I+r(x). Jadi setiap elemen dari F{x]1/1 dapst

dinyatakan paling sedikit dengan satu cara dalam bentuk
n~1

2
I + (b0+bix+b2x+...+bn_1x ) dengan bo,bt,ba,...,

b = F.Andaikan I+f(x) € F[x1/I dapat ditulis

n~1

dengan cara lain misalnya

I + (o +g x+q, .. .+c:“_1;\:"'—1 )  dengan Gy 1C 5C, 5w n s
¢ _,€ F. Maka
I + (hy+b x+b X +. . b, W) ol LWL (c,+c, x+c X +. . e KT
sehingga (b, +b x+b ¥ +.. 2 T b (=(o, +o x4q, ¥ +. .
- owdx"d) € I,  yaibu (by=cy )+ (b, ~c Ix+...+
(b _ -o ¥ " e 1, berarti
P(x) | (by=cy)+(b~c)x+...+ (b —c_)x"™*
Karena derajat p(x) = n > n-1, maka haruslah
(by =G, )+ (b ¢ )x+.. .+ (b _ ¢ ¥ = 0, sehingga b =

C untuk 1 = 0,1,...,n-1.

Jadi I + f(x) dapat dinyatakan secara tunggal dalam
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bentuk seperti di atas.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa {I + b | b e F}
adalah lapangan bagian dari F[x]/I.

Andaikan A = {I + b | be F}. Jelas A < FIx]/I, karena
setiap elemen I + b = A pasti di dalam F[x1/I.

1. A memuat elemen identitas dari F[x1/I, vaitu I + O =

I dan elemen satuan dari Flx]/I vaitu I + e.

D

- Jika I + a, I + b di dalam A, maka (I + a) + (I + b)=
Il+(a+b)e Adan (I +a) (I +b) =1 + ab e A.
3. Jika I + ae€ A, maka I + (-a) € A.
4. Untuk semua T + a # I di dalam A, maka &0 dan invers
dari I + a, yaitu I + &' € A karena a* di dalam F.

Jadi terbukti bahwa A merupakan lapangan bagian dari
ring faktor F{x]/I. [
Andaikan & adalah pemetaan dari F ke A = {I + b | be F}
vang didefinisikan dengan aturan & (b) = I+b, untuk 'semua
b « F. Definisi tersebut well-defined, sebab wuntuk
setiap a, be F, bilaa=bmaka I +a = I + b sehingga
€(a) # (b). Untuk setiap a, be F berlaku :
& (a+Db) =1+ (a+ b)

= (I + a)+(I + b)

=€ (a) +6€ (b)
dan @ (a.b) = I + a.b
= (I +a). (I +0b)
=6 (a). & (b)

Jadi € adalah homomorfisma ring.
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Ambil sebarang elemen a,b e F sedemikian sehingga O (a)=
&(b), maka I+a = I+b. Sehingga a-b < I, vang berarti a-b
habis dibagi p(x). Karena d(p(x)) > d(a-b), maka
haruslah a-b = 0, sehingga a = b .Jadi © injektif.

Ambil sebarsng elemen v € A = { I+b | b€ F }. Maka y =
I +a, untuk suatu a € F. Jadi ada a € F sedemikian
sehingga €(a) = I % a = y. Jadi @ surjektif.

Jadi terbukti bahwa A isomorfik dengan F. o
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BAB III
LAPANGAN PERLUASAN
Bab ini terdiri dari dua subbab. Subbab pertama
membahas»-%tentang ruang vektor, yang diperlukan dalam
pembahasan tentang lapangan perluasan. Subbab ke dua mem-

bahas tentang lapangan perluasan.

1. Ruang Vektor

Definisi 3.1.1

Suatu ruang vektor atas lapangan F adalah suatu

himpunan V bersama dengan suatu operasi jumlahan (+) di
dalam V dgn suatu pemetaan 6 : FxV —> V vyang
didefinisikan dengan 6 (a,v) = av dan memenuhi aksioma-
aksioma berikut : |

1. V adalah grup abel terhadap operasi jumlahan

2. o0(v+w) = av + aw

3. (aH3)V = av + @iy

4. (3)v = a(3v)

5. ev = v,

untuk setiapa,3 € Fdanv, w € V dengan e adalah

elemen satuan dari F.

Elemen-elemen di dalam V dinamakan vektor-vektor, ele—

men-elemen di dalam F dinamakan skalar-skalar dan o v

53
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dinamakan perkalian dengan skalar, di mana a=F dan w=V.

Contoh 3.1.1

Jika V = F{x] adalah himpunan semua polinomial-polino -
mial dalam x dengan koefisien-koefisiennya dalam
lapangan F, maka V adalah ruang vektor atas lapangan F
Vdehgan operasi jumlahan dan perkalian dengan skalar
seperti didefinisikan dalam definisi 2.4.6.

Bukti

1. Menurut teorema 2.4.8, F{x] merupakan grup abel.ter—

hadap operasi jumlahan.
2. Deﬁgan memandang sebarang «,3 € F sebagai polinomial

konstan dalam F[x], maka menurut teorema 2.4.8,

aksioma-aksioma berikut dipenuhi yvalitu :

i) a(g(x)+h(x)) = ag(x)+ah(x)

ii) (@#3)g(x) = ag(x) + Bg(x)
iii) (a?)g(x) = a(B(g(x)).

di mana g(x) dan h(x) adalah sebarang polinomial
dalam F[x].

3. Ambil sebarang g(x) = L axe Flx]. Bila e adalah
L=0

elemen satuan dalam F, maka diperoleh :

eg(x)y = e L ax

t=0
n T
=% (eq_h{
i=zo
n i
=} ax

,..

"

o
-
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eg(x) = g(x)

Terbukti bahwa FI[x] merupakan ruang vektor atas

lapangan F. ]

Teorema 3.1.1

Andaikan V ruang vektor atas lapangan F, maka

berlakulah :
1. a0 = 0, Vae Fdan 0 e V.,
2. x =0,V xe Vdan Oe F
3. ()X =a (~x) = -(@a x),Vae FdanV xe V
Bukti
1. Ambil sebarang elemen &« € F dan 0 € V, maka
ax+al0za (x+0)=azx
- (@ %)+ X +a 0= ~(a x) +a x
a 0 =0

2. Ambil sebarang x € V dan 0 € F, maka

a X +0x=(a +0)x =ax
(o x) +a x +0x =~ x) +a x
O3 ==h G

)

. Déri nomor 2 di atas diperoleh :
O:Ox:[(—a)+a]x=(—a)x+ax
Jadi (-a) x = ~(ax)
Selanjutnya dari nomor 1 di atas diperoleh -
O=a 0=a [ (=%) + X ] =a (-x) +a x

Jadi o (-x) = - (@ X).vuunuuo... ii)
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Dari i) dan ii) diperoleh :
(—a)x:a(—-x):-(onx) ]
Definisi 3.1.2
Andaikan V adalah suatu ruang vektor atas lapangan F.
Jika L T R € F dan v, fvz sVgrenesV € v, maka

aiviwzvzwsvsh..mnvn dinamakan kombinasi linear dari

Vi,Vz,Vs,...,Vn.

Himpunan semua kombinasi 1linear dari Vo VosVasen. "V,

disebut rentang dari AAPAAP -esV Rentang dari

a’”"

'ﬂ,’1 ,Vz 3V,

AT akan ditulis dengan S(vi,vz,va,...‘,vn).

Definisi 3.1.3

Himpunan vektor—-vektor {v Ve Vgr eV } dikatakan

bebas linear bila dan hanya bila Jjika oeivimzvz-&aav3+
...«xnvn = 0, maka o o, o= L :ﬂn.: 0 untuk setisp
R T N F.

Himpunan vektor-vektor {V1 2V Voo s ,vn} dikatakan

tak bebas linear bila dan hanya bila ada skalar-skalar

& 50,0 5. .., Vang tidak semuanya nol sedemikian

i S al 40 4ot = 0.
sehingga V0L,V o v+ mnvh ]

Contoh 3.1.2

Andaikan V = FIx] yang merupakan ruang vektor atas
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lapangan F . Maka {e,x,x?,...,xP} adalah himpunan
bagian dari V vang bebas linear, sebab Jika

2 n
a > = = =
o+a1x+otz4< + .. -t X Q, maka haruslah o& o, = ..

o = Q. ]
n

Teorema 3.1.2

Jika suatu himpunan vektor-vektor § = { V;,Vé,...,vh }

adalah tak bebas linear, maka ada suatu vektor v, dalam

5 vang dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari
n-1 vektor-vektor lainnya.

Bukti

~

Himpunan S adalah tak bebas linear, maka ada o > 0,

sedemikian sehingga divimzszr. . .-&akvk +. . .-}anvn = 0.

(L o Padem (-
Makavk: -—?k—vi-l— -'Ek— V2+...+——&l;—-] v+

k-1
a3 a
k+1 n q .
(— a, ]\@+1 +...+(— —a;‘ ] v, . Jadi v, dapat dinyatakan

sebagai kombinasi linear dari (n-1) vektor-vektor

lainnya. =

Teorema 3.1.3

Jika vektor u dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear
dari himpunan vektor-vektor { ‘Q"E""’V% }, maka
himpunan vektor-vektor { xa,\g,...,v;,u } adalah tak

bebas linear.
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Bukti

i o v . v, t ’
Andalkan u A v o4l Vz + us Y, s maka Qv laz = ® o
- - - ] d i O v o4l v+ ettt V(- e)u = O i
2 2Y; u O JaQl 2 'z ( ) Mg dl mana

-e # 0. Jadi himpunan vektor-vektor {vi,vi,...,vg,u}

adalah tak bebas linear. -

Definisi 3.1.4

Himpunan bagian B = {v;,vz,VA,...,vh} ‘dari ruang

vektor V disebut_basis dari ruang vektor V bila - dan

hanya bila

1. Vektor-vektor dalam B bebas linear.

2. Setlap vektor dari V dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linear dari vektor-vektor dalam B

(dikatakan B merentang V).

Definisi 8.1.86

Ruang vektor V dikatakan berdimensi berhinggga jika ada

'himpunan berhingga vektor-vektor yang merentang V.
Bila tidak demikian, maka kita katakan ruang vektor V

berdimensi tak berhingga.

Teorema 3.1.4

Andaikan V merupakan ruang vektor atas lapangan F vang
berdimensi berhingga. Andaikan VoV s e,V adalah

himpunan yang bebas linear dalam Vv, maka ada
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vektor-vektor Viret " Vionez 7 v < - ,v"wp dari vV sedemikian
sehingga 4Lv1 3V s eaesV Vet Voep 7t t ,vm+p } merupakan
basis.

Bukti

Andaikan w,w,,... »W_} merupakan basis dari ruang
vektor V. Perhatikan himpunan § = v,v,.... 2V, oW, W,
--->%W }. Himpunan tersebut merupakan himpunan vang tak
bebas linear, karena semua v, dapat dinyatakan saebagai
kombinasi linear dari .. Jadi menurut teorema 3.1.2
ada vektor Z dalam S yang dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linear dari vektor-vektor lainnya. Karena v,
adalah bebas linear, maka zZ#v, untuk setiap i tetapi
Z=W, untuk suatu i. Selanjutnya perhatikan {vi,vz,

---7Vm"v‘-_1,

L2 --->W . BSetiap vektor dari V dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor
tersebut. Jika vektor-vektor tersebut bebas linear,
maka vektor-vektor tersebut merupakan basis. Jika
tidak, maka proses diteruskan dengan cara vang sama

vang pada akhirnya akan diperoleh suatu basis yang

memuat {vi,vz,...,vm}. ]

Teorema 3.1.6

Andaikan {vi,vz, . ,Vm} dan {wi,wz, . ,wn} merupakan
basis dari ruang vektor V, maka m=n
Bukti

Andaikan m > n. Perhatikan himpunan {v,- I o Wys e esW ),
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vang tak bebas linear karena v, dapat dinyatakan seba-
gai kombinasi linear dari vektor-vektor WooW, e W
Jadi ada w vang dapat dinyvatakan sebagai kombinasi
linear dari vektor-vektor lainnya. Dengan mengeluarkan

w , maka diperoleh {v%,vg,...,w

L%

SVEL SR A vang

merentang V.
Selanjutnya perhatikan bahwa V.-, JuEBa dapat dinyatakan

sebagai kombinasi linear dari { VW e, W

1R i+d 7

4 ...,q‘}. Jadi Thimpunan {v

et 2V W e e s W LW

W,
t+d t—-1 i+l °

...,w;} merupakan himpunan yang tak bebas linear. Bila
proses diteruskan, maka akan diperoleh himpunan

{v ,v

4 yhﬂ,qu,...,v%} untuk suatu i vang tak bebas

linear. Sehingga timbul kontradiksi bahwa {VZ’Vz""Vm}
merupakan basis dari V. Jadi m<n.
Dengan cara yang sama, tetapi diberlakukan terhadap

basis yang lain, maka akan diperoleh n<m. Jadi m=n. =

Definisi 3.1.86
Jika ruang vektor V mempunyai basis vang terdiri dari

n vektor, maka kita katakan V mempunyai dimensi n.

Teorema 3.1.6

Andaikan V merupakan ruang vektor atas lapangan F vyang
berdimensi n, maks n+i vektor-vektornya adalah tak

bebas linear.
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Bukti
Andaikan n+l vektor-vektor adalah bebas linear, vmaka
menurut teorema 3.1.4, maka n+l vektor-vektor tersebut
merupakan basis dari ruang vektor V. Sehingga timbul
kontradiksi bahwa dimensi dari V adalah n. Jadi n+l

vektor-vektor tersebut tak bebas linear. u

Teorema 3.1.7

Andaikan V adalah ruang vektor atas lapangan F dengan
dimensi n>0, maka setiap n vektor vang bbebas ~ linear
merentang V.

Bulti

Andaikan himpunan vektor-vektor bebas linear v,sv,se e,
v }. Ambil elemen sebarang v dalam V. Menurut teorema

IWRET {V;,Vé,...,Vh,V} tak bebas 1linear. Jadi ada

skalar & yang tidak semuanya nol sedemikian - sehingga

AV ALV L o v wﬂﬂ Vs =0. Karena o tidak nol,

- - ‘ -t

41 2 n
maka v 2( ——}\I +[ e }v-+...+[ — } v :
i 2 n
o o 23
Nn+4i n+d n+i

Jdadi {’vi AP } merentang V. =

2. Lapangan Perluasan

Definisi 3.2.1

Lapangan E disebut lapangan perluasan dari lapangan

F Jdika lapangan E memuat F sebagail lapangan bagiannya.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

62

Definisi 3.2.2

Andaikan E adalah lapangan perluasan dari lapangan F,
dan ¢ € E. Andaikan f(x) = ao+a1x+...+anx"e FIxl. Jika

f(a)= 0, maka o dinamakan elemen nul dari f(x).

Teorema 3.2.1

Jika F adalah suatu lapangan dan pP(x)  F[x] adalah

polinomial tak teredusir atas F, maka FIx])/<p(x)> adalah{/

lapangan perluasan dari lapangan F dan p(x) mempunyal
suatu elemen nul dalam F[x]/<p(x)>.
Bukti
Menurut teorema 2.4.19, maka FIx]l/<p(x)> adalah
lapangan. Dan menurut teorema 2.4.20, FIix1/<p(x)>
memuat lapangan bagian yang isomorfik dengan lapangan
F. Jadi FI[x1/<p{(x)> merupakan lapangan perluasan dari
lapangan F. Andaikan p(x) = 8, +a1x+a2x2+...+anx". Maka
p(<p(x)>+x) = g, +a, (<p(x)>+x]) +a, (<p(x)>+x)%+. . -+a (<p(x)>+x)"
= a, +3 (<p(x)>+x) +8, (<p(x)>+L) +. . -+a (<p(x)>+x")
Menurut teorema 2.4.20 F isomorfis dengan
{ <p(x)>+al a € F }, dengan isomorfisma
dari 6(a) = <p(x)> + a, sehingga setiap
a « F dapat diganti dengan <p(x)>+a. Maka
diperoleh
p(<p(x)>+x) = (<p(x)>+a ) +H(<p(x)>+a ) (<p(x)>+x) +(<p(x)>+s,)

(<P(xI>+x) +. . +(<p(x)>+a ) (<p(x)>+x")



/
i

\p((P(X)>+x) = (<p(x)>+3,) +(<p(X) >+, 1) +(<p(x)>+abx2) oL

g
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(<p(x)>+a X)
= <p(X)>+(a, +a,x+...+a X )
= <p(x)>+p(x)
= <p(x)>
Karena <p(x)> adalah elemen identitas dalam F[x]/<p(x)>,
méka terbukti bahwa <p(x)>+x merupakan elemen nul dari

p(x) dalam FIxl/<p(x)>. =

Berikut ini, akan dibahas teorema tentang homomoffis~

ma yang prenting dari Fix] ke Jlapangan perluasan E dari

lapangan F yang akan disebut homomorfisma evaluasi.

Teorema 3.2.2

Andaikan E adalah lapangan perluasan dari sustu lapang-
an F. Andaikan a adalah sebarang elemen dari E. Dide-
finisikan suatu pemetaan 6  : Fl{x]—> E dengan aturan
e, (a, 4'-a1x+. ..+ X' ) = g taat...+aa . Maka 6, adalah
homomorfisma dari F[x] ke E. selanjutnya 6 (x)= a, dan
8, memetakan F ke F secara isomorfik sebagai premetaan
identitas, yaitu 6,(a) = a untuk a = F. Homomorfisma.eOl
disebut evaluasi pada o.

Bkt

Ambil sebarang g(x),f(x) € Fix], di mana f(x) = a,+a x+. .
ahxpdan g(x) = k%J&%x+...+Q“£“ sedemikian sehingga

f(x) = g(x), maka ab:bo,a.izbi,...,ahzloh sehingga
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: +aa” = b +ba+...+ba”
ao+aia+"' an o 1 "
Sd(f(x) = Ga(g(x))
Jadi ad well-defined.
n i -
Selanjutnya bila f(x) = ao+a1x+...+anx dan g(x) = 'bo+
b x+...+b x" di mana m > n, maka
1 ; b )x“ +
8 (£(x) + g(x)) = €, ((a,+b )+(a +b )x+...+(a +b,

n+i m
+ ... +b x ))
bn+1x m

™
(8, +b, )+(a +b Ya+. .. +(a +b J" +

n+d m

o + ... +b a
bn+1 bl

1l

n .
o + (b_+ba+...+
(a0+a1a+. o .+8h ) o 1

m
ba +...+b o)
n m

8, (£(x)) + 8, (g(x))

Untuk m = n , m < n dibuktikan dengan cara yang sama.

Selanjutnya Ga(f(x) L8(x)) Ga(aob°+(aob1+a1b o YXA. ..+

nEm
ab x )
nom
+ ban+m
— o+, . .+a
= a°b°+(a°b1+a1b = ) SRS
m

n
= +tha+...+b o)
= (g,+8,0+. . .+a & ) (b +b .

(]

ea(f(x))ea(g(x))

Untuk setiap polinomial konstan a € F[x] diperoleh
Ba(a) = a . Jadi Ga memetakan F ke F secara isomorfik
sebagai pemetaan identitas. Dari definisi ea diperoleh

(%) =8 (ex) = e = a. =

Definisi 3.2.3

Suatu elemen o di dalam lapangan perluasan E dari

lapangan F dikatakan bersifat aljabar atas lapangan F
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Jdika f(a) = 0, untuk suatu polinomial bukan nol f(x) e
F[x]. Jika a tidak bersifat aljabar atas F, maka a

digebut transendental atas F .

Teorema 3.2.3

Andaikan E lapangan perluasan dari lapangan F dan a € E
di mana a bersifat aljabar atas F. Maka ada polinomial
tak teredusir p(x) € F[x] sedemikian sehingga p(a) = 0.
Polinomial tak teredusir ini tertentu secara tunggal
tanpa memperhatikan faktor konstan‘dalam F dan merupakan
polinomial berderajat terendah di antara polinomial-
polinomial f(x) dalam F[x] sedemikian sehingga f(a) = 0
dan d(£(x)) = 1 . Jika f(a) = O untuk f(x) € F[x] dengan
f(x)=0, maka p(x) membagi f(x).

Bukti

Andaikan &, adalah homomorfisma evaluasi dari F[x] ke
E. Menurut teorema 2.4.1 Kernel dari 6, merupakan ideal
dan dengan teorema 2.4.18 ideal itu merupakan ideal
utama, vaitu ada suatu polinomial p(x) €
F[x], sedemikian sehingga Ker.aa = <p(x)>. Jdadi <p(x)>
terdiri dari elemen ~elemen dari F[x] yvang mempunyai o
sebagal elemen nulnya. Sehingga dika f(a)=0 untuk f(x)>
0 , maka f(x) € <p(x)>. Jadi p(xX) membagi f(x).
Jelaslah bahwa p(x) adalah polinomial berderajat
terendah di antara polinomial-polinomial f(x) sehingga

f(a) = 0, dan d(f(x)) =z 1. Polinomial lain yang berde-
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rajat sama dengan p(x) haruslah berbentuk (a)p(x) untuk
suatu a€F. Selanjutnya andaikan p(x) teredusir yaitu
p(x)=r(x)s(x) dengan d(r(x)) < d(p(x)) dan d(s(x)) <
d(p(x)). Karena p(2)=0, maka r(a)s(x)=0. Karena E la -
pangan, maka r(a)=0 atau s(a) = 0. Sehingga timbul kon-
tradiksi, karena p(x) adalah wpolinomial berderajat
terendah diantara polinomial-polinomial f(x) sedemikian

sehingga f(a) = 0. Jadi p(x) tak teredusir. =

Kita dapat mengandaikan bahwa polinomial p(x) dalam te-
orema 3.2.3 di atas mempunyai koefisien utama sama
dengan e (kalau perlu dengan mengalikan dengan elemen
dari F yang sesuai). Polinomial semacam itu dinamakan

polinomial monik.

Definisi 38.2.4

Andaikan E adalah lapangan perluasan dari lapangan F
dan @ € E yang bersifat aljabar atas F. Polinomial

monik p(x) dalam teorema 3.2.3 dinamakan polinomial tak

teredusir untuk o atas F, dan akan dinotasikan dengan

irr(a,F). Derajat dari irr(a,F) disebut derajat dari o

atas F, yang akan dinotasikan dengan d(a,F).

Teorema 3.2.4

Andaikan E merupakan lapangan perluasan dari lapangan

F dan ¢ € E bersifat aljabar atas F. Misalkan‘éd ada~
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lah homomorfisma evaluasi dari F[x] ke E. Jika irr(a,F)=
P(x), maka F[x]/<p(x)> = e, (F[x1). Selanjutnya.qa(F[xli
merupakan lapangan bagian yang terkecil dari E vang me-
muat F dan o (yang dinyatakan dengan F(a)).

Bulctd

Menurut bukti teorema 3.2.3 Ker.ea = <p(x)>. Karens 8,
merupakan homomorfisma dengan domain F[x] dan range
8,(F[x1), maka menurut teorema fundamental homomorfisma
fing diperoleh F[xl/<p(x)> = 8, (Fix1). ‘Dari teorema
3.2.2 kita tahu bahwa 8, (FI{x]) memuat F danA o,
Andaikan N sebarang lapangan bagian dari E yang memuat
F dan «. Untuk setiap b « Gd(F[xl), maka terdapat
a°+alx+...+ahxn € Fix] sedemikian sehingga b =
6, (8,+8 x+...+a X') = 8, +ao+. . .4+a o, Karena
8,:8,.--,a , « € N, maka b € N. Sehingga e, (F[x]) € N.
Jadl € _(F(x]) merupaken lapangan bagian terkecil vang

memuat F dan a. n

Definisi 3.2.5

Jika E adalah lapangan perluasan dari lapangan F dan E=
F(a) wuntuk suatu a € E, maka E dinamakan perluasan

sederhana dari F.

Teorema 3.2.5

Andaikan E adalah perluasan sederhana F(a) dari

lapangan F dan o bersifat aljabar atas F. Andaikan
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derajat dari irr(e,F) adalah n=l1. Maka setiap elemen
f € E = F(a) dapat dinyatakan secara tunggal dalam
bentuk @ = b +ba+...+b o dengan b dalam F.

Bukti

Andaikan €_  homomorfisma evaluasi dari F{(x] ke E. Maka
setiap elemen dari F(a) = Ga(F[x]) pasti berbentuk

éa(f(X)) = f(a) untuk suatu f(x) =« Fix].

Andaikan irr(e,F) = p(x) = x + an_jl:':"'_i+...+a0 di mana
pl(e) = 0, yaitu an+an_1an_1+ ...+3, = 0, sehingga o=
- an_ian—i-— ...—a . Persamaan tersebut dapat digunakan

untuk menyatakan setiap monomial &" untuk m = n ke da-

lam pangkat dari a yang lebih rendah daripada n. Seba-

gai contoh &= "z - a o"-a V' | caa =
h—1 h-2 o
n—4 n—1
B, Gt 1% FIEREeE R LAY -

Jika # € F(a), maka {# berbentuk Ba(f(x)) = fla) untuk
suatu f(x) € FIx], vaitu g = °o+°1°‘+"'+°k°‘k dengan c €
F. Karena setiap o™, m 2= n, dapat dinyatakan dalam pang-
1:at¥pang]{at vang lebih rendah daripada n, maka @3 dapat
dinyatakan dalam bentuk 2 = b, +bha+. . .+ b a™t

n~1

dengan b < F. Andaikan f# = b +bat...+h o™ & F(a)

b

dapat ditulis dengan cara lain misalnya b o+b’1cx+. ..+

-

n—4 y -1 y -
b,_o" ", b.e F. Maka b +ba+.. .+bn_1otn = b _+b a

n—41

+...+b a 7.  SGehingga (bo—bo) + (bi—b;)x +.. .+
n—1

(b _,-b _x = 8(x) dalam F[{x] dan g(a)=0, d(g(x)) <

d(irr(a,F)). Karena irr(a,F) adalah polinomial bukan

nol dengan derajat terendah di antara rolinomial
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polinomial f£(x) dalam Fix] dengan f(a) = 0 maka harus-
lah g(x) = 0. Jadi b-b, = 0 yaitu b=b_, untuk setiap
i=0,1,2,...n~1. = '

Contoh 3.2.1

Polinomial p(x) = x +x+1 adalah polinomial tak teredusir
atas Z,. Dengan teorema 3.2.1, maka ada lapangan perlu-
asan E dari 22 yang memuat suatu elemen nul & dari x +
x+1. Sehingga dengan teorema 3.2.5 di atas, elemen-ele-
men dari Z (o) adalah 0+0x, 1+0x, O+la dan 1+lax, vaitu

0,1, o dan 1l4a.

Teorema 3.2.6

Jika E adalah suatu lapangan perluasan dari lapangan
F, maka E adalah suatu ruang vektor atas F.
Bukt1
1. Karena E adalah lapangan, maka E merupakan grup abel
terhadap operasi jumlahan..
2. Karena ¥ lapangan bagian dari lapangan E, maka
i). jJika & € F dan x,y € E, maka a(x+y) = ax + ay
ii). Jika o, € F dan »<E, maka (a#3)x = ax + fix
iii). Jika a,3 € F dan x<E, maka (a3)Xx = a(3x)
iv). e x = %, untuk semua x € E ( di mana e adalah
elemen -satuan dalam F )

Jadi E adalah suatu ruang vektor atas F. |
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Teorema 3.2.7

Misalkan E adalah lapangan perluasan dari lapangan .F
dan misalkan @« = E bersifat aljabar atas F. Jika
d(a,F) = n, maka F(a) adalah ruang vektor Berdimensi n
atas F dengan {e,x,0®,...,0" "} sebagai basis. Selan-
Jutnya setiap elemen ([ dari F(a) bersifatr aljabar
atas F dan d(3,F) = d(a,F).
Bukti
E adalah lapangan perluasan dari lapangan F dana e E
bersifat aljabar atas F. Karena F(a) merupakan lapangan
perluasan dari F, maka dengan teorema 3.2.6, F(a)
merupakan ruang vektor atas F dan menurut teorema
3.2.5, setiap elemeﬁ dari F(a) dapat dinyatakan dengan
n-4

tunggal dalam bentuk bo +b1a+.. 4b o di mana b‘_e F

dan n=d(a,F). Jadi setiap elemen dari F(a) dapat dinya-

takan sebagai kombinasi linear dari {e,a,...,a" "}.
Himpunan vektor-vektor {e,o,... ,a““ } adalah bebas
. n-1 , L
linear sebab b +ba+...+b « = O hanya bila b, =b =
. ':bn—i.: 0. Jadi himpunan vektor-vektor {e,a,... ,a“—i }

merupakan basis dari F(a), yang berarti dimensi F(a)
sama dengan n. Selanjutnya, misalkan # € F(a) di mana «
bersifat aljabar atas F dengan d(a,F) = n. Perhatikan
himpunan {e,f,...3 }. Kalau semua elemen dalam himpunan
tersebut berlainan, maka menurut teorema 3.1.6 himpunan
dengan n+l elemen tersebut tak bebas linear sebab F(a)

merupakan ruang vektor yvang berdimensi n. Kalau ada
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elemen vang sama dalam himpunan tersebut, misalnya
(?iq'?j , maka ﬁi—{?jz(). Jadi bagaimanapun pasti - ada heF
(i=0,1,2,...,n) yvang tidak semuanya nol, sedemikian se-
. no_ _ n )
hingga bo+bJ?+..,+b%ﬁ = 0. Maka f(x) = bnx +...+kyx+bo
adalah polinomial tak nol dalam Fix] sedemikian

sehingga f(3) = 0, Jadi # bersifat aljabar atas F dan
a3,k S n. -

Definisi 3.2.6

Suatu lapangan rerluagan E dari lapangan ¥

disebut perluasan aljabar dari F jika setiap elemen

dalam E bersifat aljabar atas F.

Definisi 3.2.7

Lapangan perluasan E dari lapangan F disebut perluasan

berhingga dari F bila dimensi dari E sebagail ruang vek-

tor atas F adalah berhingga.

Dimensi E - sebagai suatu ruang vektor atas F akan

ditulis dengan lambang [E:F]

[E:F} = 1 bila dan hanya bila E=F.

bebab:

Bila [E:F] = 1, maka menurut teorema 3.1.7 himpunan
bebas linear {e} merupakan basis. Jadi setiap elemen
dari E dapat dinyatakan sebagail ae untuk suatu aeF.

Karena ae = a dalam F, maka BF. Jadi E=F.
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Selanjutnya andaikan E=F. Maka (E:F]=[F:F]. Setiap
elemen a=F dapat dinyatakan sebagai ae dengan e elemen
satuan dalam F. Karena himpunan {e} bebas linear dan
merentang F, maka {e} ﬁerupakan bagsis wuntuk ruang

vektor F atas F, yaitu [F:F] = 1. Jadi [E:F] = 1 =

Teorema 3.2.8

Suatu lapangan prerluasan berhingga E dari lapangan F
merupakan perluasan aljabar dari F.

Andaikan [E:F] = n, dan @ € E, maka e,o 00, .o adalah
(n+1) elemen yang tidak bebas linear dalam E. Jadi ada

a = F yang tidak semuanya nol sedemikian sehingga

ao+a o '+...+ aoa+a =0. Jadi ada polinomial bukan
n n-1 1 O

nol f(x) = anx"+andx?_{+...+ ax+a, dalam F[x] dengan
f(a)=0. Jadi o bersifat aljabar atas F. &

Teorema 3.2.9

Bila L suatu lapangan perluasan berhingga dari lapangan
K, dan K lapangan perluasan berhingga dari lapangan F,
maka I adalah lapangan perluasan berhingga dari

lapangan F, dan [L:F}] = [L:K1{K:F].

Bukti
Andaikan [L:KJl=m dan {“1”2""’“m} adalah basis untuk
L atas K. Andaikan [K:Fl=n dan {v;,v;,...,v;} adalah

basis untuk K atas F. Akan ditunjukkan bahwa B:{Yf{‘
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i=1,2,...,m, §=1,2,...,n} adalah basis untuk L, atas F.
m
Jika %=L, maka xzzktut dengan K.LeK. Karena
i=1 .

{vi,vz,. .- ’Vn} merupakan basis untuk K atas F, maka tiap

n
elemen >».L dapat ditulis sebagai 7‘&:2 ;.z.Ljvj dengan /Ji_je
i=1

m n
F. Jadi x=Yf% ¢ #Ljvjui . Terbukti B merentang I atas
i=dj=1
F.
m n
Andaikan oy Z:.L-'.”.\;rjuL =0  dengan iy, < ;3 Maka
m £ L=41=1
. 21 ('z_‘,iu.tjvj u;, =0. Karena u, »UW,5...,u_ adalah  bebas
= J=
™
linear atas K, maka untuk setiap i=1,2,...,m, Zu.”.vj:
=1
0. Selanjutnya Vy2Vps--., vV adalsh bebas linear atas

F, sehingga untuk setiap i dan J .U.Lj=0. Jadi B ada-

lah bebas linear, sehingga B adalah basis untuk I atas

F, dan [L:Fl=mn=[L:K][K:F]. =
Akibat 1
Jika F, adalah lapangan untuk i=i,2,..,,r dan F

i+d

adalah lapangan perluasan berhingga dari F.L, maka Fr

adalah lapangan perluasan berhingga dari Fi, dan

LE :E 1= [E:F_, YR e L LE, :F ].

Bukti

Akan dibuktikan dengan induksi matematik.

1. Untuk r=3, menurut teorema 3. 2.9, diperoleh F9

adalah lapangan perluasan berhingga dari Fi,
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dan [F8 :F1 ]:[Fs :].‘;_'LHZF2 :F1].

2. Andaikan teorema benar untuk r=n-1, yaitu F_,

adalah'lapangan perluasan berhingga dari F dan

[F_,:F1=[F_ :E__ I[F

n-1 " n-2 n-2 °

F .1 - [E :F 1

n-3 - "
Akan dibuktikan teorema benar untuk r=n.
Karena Fh adalah lapangan perluasan berhingga dari

F dan F__, adalah lapangan perluasan berhingga

n-17

dari F;, maka Fh ‘adalsah lapangan perluasan
berhingga dari F,» dan [F :F,1 = [E;:F;-glwaq:F;]:
LE :E _, IE_, E L ILES S A -LLE :F 1.

Jadi teorema benar untuk r=n. -

Akibat 2

Jika E adalah lapangan perluasan dari F, o<E bersifat
aljabar atas F dan BeF(a), maka d(3,F) membagi d(a,F).
Bukt]

Menurut teorema 3.2.7, d(a,F) = [F(@):F] dan d(3,F) =
[F():F1. Karena F(B) merupakan lapangan perluasan
berhingga dari lapangan F dan F(o) merupakan lapangan
perluasan berhingga dari lapangan F(3), maka menurut
teorema 3.2.9, [F():F1=[F@):F@3)I[F{3):F]. Jadi
[F(3):F] membagi tF«x):F],yaitu d(3,F) membagi d(«,F).m

Definisi 3.2.8

Andaikan E édalah lapangan perluasan dari lapangan F

dan A 05, € E. Maka lapangan bagian terkecil da-
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ri E yang memuat F dan o;,az,...,ah akan disajikan

dengan lambang.F@ﬂ,oa,...,an).

Teorema 3.2.10

Misalkan E adalah perluasan aljsbar dari lapangan F,
Maka terdapat elemen—elemen<ﬁ)a2,.f.,an dalam E sede-
mikian sehingga E = Pkoa,az,...,mn) bila dan hanya bila
E  merupakan ruang vektor berdimensi berhingga atas F,
vaitu bila dan hanya bila E merupakan perluasan
berhingga dari F.
1. =
Andaikan"EZFTOE,GZ,...,QD). Karena E merupakan
perluasan aljabar dabi F, maka tiap o bersifat
aljabar atas F, sehingga setiap & bersifat aljabar
atas setiap lapangan perluasan dari F dalam E. Jadi
F(ai) merupakan perluasan aljabar atas F, dan secara
umum F(o&,az,...,o%) merupakan perluasan aljabar atas
F(aiﬂg,...,afi) untuk j = 2,3,...,n. Menurut aki-
bat 1 dari teorema 3.2.9 vang diberlakukan untuk
perluasan-perluasan berhingga F,F(ai),F%a;,az),(..,
F(aifaz,,,.,an)z E, maka E adalah perluasan berhingga

dari F.

N

. &

Andaikan E adalah lapangan perluasan berhingga dari
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lapangan F. Jika [E:Fl=1, maka E = F dan bukti sele-

sai.

Jika E # F, misalkan a = E tetapi o = F. Maka

[F(a, ):F] > 1. Jika F(e )=E, maka bukti selesai.

Jika tidak demikian, misalkan o, € E dengan o, &
F(a ).

Bila proses ini diteruskan, kérena (E:F]1 berhingga,

maka menurut teorema 3.2.9, kita akan memperoleh a

sedemikian sehingga F%aa,az,__.,an) = E. -

Teorema 3.2.11

Misalkan E adalah lapangan perluasan dari F. Maka ?; =
{ asE]| a bersifat aljabar atas F 3} adalah lapangan

bagian dari E, dan disebut tutupan aljabar dari F dalam E.

Bukti

Misalkan «,3 € f;. Maka menurut teorema 3.2.10, F(a,3)
merupakan perluasan berhingga dari F. Dan menurut teo-
rema 3.2.8 , maka setiap elemen dari F(a,3) bersifat
aljabar atas ¥, yaitu F(a,?) & E;. Jadi f; memuat a3,

o, o3, dan juga o7 © untuk 2 # 0. Maka ?; merupakan

lapangan bagian dari E. n

Definisi 3.2.9

Suatu lapangan F disebut tertutup secara aljabar, Jika

setiap polinomial yang bukan polinomial konstan dalam
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FI[x] mempunyai akar dalam F.

Teorema 3.2.12

Lapangan F tertutup secara aljabar bila dan hanya bila
setiap polinomial yang bukan polinomial konstan dalam
Flx] dapat difaktorkan menjadi faktor-faktor linear
dalam F[x].

i. =

Andaikan F tertutup secara aljabar, maka menurut defi-
nisi 3.2.9 polinomial f(x) vang bukan konstan dalam
F[x], mempunyail akar a<F. Menurut teorema 2.4.14, Xx-8a
adalah fektor dari f(x), asehingga f(x) =(x-8)g(x) untuk
suatu g(x) € Flx]. Jika g(x) adalah polinomial vang bu-
kan konstan, maka g(x) mempunyai skar beF, dan f(x) =
(x~a)(x-b)h(x) untuk suatu h(x) € F[x]. Bila proses di-
teruskan, maka akhirnya akan didapat faktorisasi f(x)
dalam faktor-faktor linear dalam F[x]. |
2. &

Andaikan bahwa setiap polinomial yang bukan konstan
dalam F[x] dapat difaktorkan dalam faktor—-faktor linear.

Jika ax-b adalah suatu faktor linear dari f(x), maka

ba * e F adalah akar dari f(x). Jadi F tertutur secara

aljabar. =
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Akibat 1

Lapangan tertutup secara aljabar F tidak mempunyai

perluasan aljabar sejati, vaitu +tidak ada perluasan

aljabar E dari F dengan F <« E dan F~ E.
Bukti

Andaikan E adalah suatu perluasan aljabar dari F. Karena

F tertutup secara aljabar, maka menurut teorema 3.2.12,

Jika oo € E akan diperoleh irr(a,F) = x-a.

Sehingga a=F. Jadi F=E. =
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BAB 1V
LAPANGAN BERHINGGA

Bab ini membahas struktur lapangan berhingga. Kita akan
menunjukkan bahwa untuk setiap bilangan prima P dan
bilangan bulat positif n, ada lapangan berhingga dengan p'

elemen, yang skan disebut lapangan Galois dengan ordo p’J

dan dilambangkan dengan GF(ph).

Teorema 4.1

Andaikan E adalah lapangan perluasan berhingga dari la-
pangan F, dan [E:F] = 'n. Jika F mempunyai q elemen, maka E
mempunyai q° elemen.

Andaikan {0‘1’0‘2’ ««->2 } adalah basis untuk E sebagal ruang
vektor atas F. Maka tiap p<E dapat dinyatakan secara
tunggal sebagai @ = b1a1+bza2+. . '+bnan dengan he F. Kare-
na tiap b adalah salah satu dari q elemen dalam F, maka
Jumlah total kombinasi linear dari &, vaitu jumlah elemen

dari E, adalah q" elemen. ]

Alkibat
Jdika E adalah lapangan berhingga dengan karakteristik p,
maka E memuat tepat P elemen untuk suatu bilangan bulat

rositif n.
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Bukti
Karena karakteristik dari E adalah p, maka E memuat lapangan
bagian yang isomorfis dengan.Zp. Andaikan [EkZP] = n. Maka

n
menurut teorema 4.1, E memuat p elemen. =

Teorema 4.2

Jika E adalah lapangan berhingga E dengan p. elemen, vyang
termuat dalam tutupan aljabar ip dari Zp, maka

elemen-elemen dari E adalah tepat sama dengan elemen-elemen
ia]

nul dalaxlé; dari polinomial xP -x e Zp[x].v

Bulti

Himpunan E* vang terdiri dari elemen -elemen yang tidak
sama dengan nol dari E membentuk grup terhadap operasi

perkalian dengan ordo pF—l. Ordo dari sebarang elemen oae
%

E* membagi habis ordo dari grup E*. Jadi wuntuk a € E

n n
af Tz e, yaitu of = a. Jadi setiap elemen dalam E meru-

n
pakan elemen nul dari polinomial ¥ -x. Karena polinomial

n .
£ -x mempunyai paling banyak p elemen nul, maka terbuk-
tilah bahwa elemen-elemen dari E adalah tepat sama dengan

= n
elemen-elemen nul dalam Zp dari polinomial ¥ -x. -

Definisi 4.1

Suatu elemen o dalam tutupan aljabar F dari F disebut ele-

men nul dari f(x) € Fl(x] dengan multiplisitas v, Jjika v

adalah bilangan bulat terbesar sedemikian sehingga (x~0)

merupakan faktor dari f(x) dalam F[x}.
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Lemma 4.a |

Jika F adalah lapangan berhingga berkarakteristik o dengan

tutupan aljabar F, maka polinomial x?n—x mémpunyai o

elemen nul yang berbeda dalam F.

Bukt i

Jelaslah bahwa 0 merupakan elemen nul dari polinomial x?"-x

dengan multiplisitas 1. Andaikan o#0 adalah elemen nul

dari polinomial x?n—x. Maka o merupakan elemen nul dari

f(x) = x?mﬁ—e. Jadi x-o adalah faktor dari f(x) e F[x],

vaitu f(x) = (x-a)g(x), di mana

g(x) = £ M-z +ax‘°n"3 +o2 el #5 S xta 2 vang

terdiri dari p -1 suku. Masing-masing suku dari gla)
n n

B 2 of Rt -1 -1

adalah « = en = a sehingga ga )=

(p=1)a o= plata™= " ot gabab karakteristik dari F
adalah p. Jadi g(a) # 0, maka & adalah elemen nul dari
n

f(x) dengan multiplisitas 1. Sehingga polinomial ¥ -x

mempunyai pp elemen nul yang berbeda. ]

Berikut ini akan dibahas lemma yang digunakan dalam
pembuktian teorema berikutnya. Dalam rembuktian lemma ini

akan digunakan teorema binomial vang tidak dibahas disini.

Lemma 4.b
Jika o, elemen dalam suatu ring dengan karakteristik p,
™

n
di mana p adalah suatu bilangan prima, meka (@+3)f = of 4+

n
A untuk suatu bilangan bulat positif n.
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Bukti
Akan dibuktikan dengan induksi matematik.

1. Untuk n=1, dengan teorema binomial diperoleh bahwé

(o3 )P = [ g]ap+[ I'l)]otp_iﬁ+[ g]ap—zﬁz_'__“_‘_[ .‘E]ap-kﬁk
o (3)7

p! i p!
p-2 .2
{ ‘0‘] [(p ~1)'1‘] ﬁ+[(p~2)!25]°‘ B
+

] P !
p-k
[(p—k)uv} B [ puﬂ}”p

Karena karaskteristik ring tersebut sama dengan p, maka

diperoleh (@+3)F = P43 . .

]

2. Andaikan lemma benar untuk n = m.

Akan dibuktikan lemma benar untuk n = m+l
m+4 °

(43 )F = ((a43)°)F
(oF 437 )P

m+4 m+4

:cxp +{ip |

H

Teorema 4.3

Untuk setiap bilangan prima p dan bilangan bulat positif n
terdapat lapangan berhingga dengan p. elemen, vang
disajikan dengan GF(p ).

Andaikan 2; tutupan aljabar dari lapangan berhingga Zp,'
vang berkarakteristik p, dan K himpunan bagian dari é; yang

kal
terdiri dari semua elemen nul dari polinomial ¥ -x dalam

Zp' Jelas K@ sebab O dan e berada dalam K. Ambil sebarang
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hal n ™

elemen a,3 € K, maka (@3 =P + pf za £t 3

n n N

() = of p® = op. Jadi K  tertutup terhadap

Jdumlahan, pengurangan dan perkalian. Untuk oK dan o=Q,

n n
maka of = o mehingga diperoleh (&) = &, yang berarti

=] . g
a K. Jadi K merupakan lapangan bagian dari Zp vang me-
muat Zp. Menurut lemma 4.a, maka K memuat p“ elemen vang

berbeda. : =



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB V
KESIMPUL AN

Berdasarkan uraian bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan
bahwa

1. Lapangan E disebut lapangan perluasan dari 1apangén F

v

Jika lapangan E memuat F sebagai lapangan bagiannya.

hv]

Suatu polinomial p(x) € Fix] vang tak teredusir atas

lapangan F mempunyvai elemen nul dalam suatu lapangan
rerluasan dari F.
3. Suatu elemen @« di dalam lapangan perluasan E dari
v _

lapangan F dikatakan bersifat aljabar atas lapangan F
dika f(a) = O untuk suatu polinomial tak nol f(x) e
Fix].

Suatu lapangan perluasan E dari lapangan F merupakan

<P

suatu ruang vektor atas F.

Suatu lapangan perluasan E dari lapangan F disebut

%

perluasan aljabar dari F jika setiap elemen dalam E
bersifat aljabar atas F.

ﬁ. Suatu lapangan perluasan E dari lapangan F disebut
perluasan berhingga dari F bila dimensi dari E sebagai
ruang vektor atas F adalah berhingga.

7. Suatu lapangan perluasan berhingga E dari lapangan F
merupakanréerluasan aljabar dari F.

8. Jika E adalah suatu lapangan perluasan dari lapangan F,

maka f; = {osE| o bersifat aljabar atas F} merupakan

84



a.

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

lapangan bagian dari E.

Untuk setiap bilangan prima p dan bilangan bulat

positif n, terdapat lapangan berhingga dengan ordo P .
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