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ABSTRAK

Suatu persamaan yang mengandung satu atau  lebih
diferensi~diferensi dinamakan persamaan diferensi.
Bentuk umum persamaan diferensi biasa orde-n adalah

4
FCX, Y, AY,0 A YAy, > = 0
atau dapat ditulis

fcx’yx?yx'fi’yx+2""’yx+h) =,
Suatu persamaan diferensi yang mempunyai bentuk

Yirn + B4Vian-g T o ¥ @ Vi, FnYix = Ty
dimana Ay ,85,...,8, adalah konstanta-konstanta sebarang
a,%0> adalah persamaan diferensi linear baku orde-n
dengan koefi=sien konstan, sedangkan Jika r, = 0 maka
persamaan itu adalah persamaan diferensi linear homogen
orde-n dengan koefisien konstan. Jika n = 1 maka
persamaan di atas adalah persamaan diferensi baku linear
orde-1 dengan koefisien konstan, sedangkan jika n = 2
maka persamaan di atas adalah persamaan diferensi linear
baku orde-2 dengan koefisien konstan. Setiap fungsi vy,
yang memenuhi persamaan diferensi yang diberikan disebut
suatu penyelesalan persamaan diferensi itu

Persamaan diferensi linear orde-n dengan koefisien
konstan mempunyai satu dan hanya satu penyelesaian y vang
bernilai pada n berturutan vyang bergantung pada nilai k
Yang secara sebarang ditetapkan.

Peranan persamaan diferensi dalam bidang ekonomi
misalnya untuk persamaan diferensi linear orde-1 vaitu
bunga tunggal, bunga majemuk, dan pendapatan nasional
{model Harrod> sedangkan untuk persamaan diferensi HbHnear
orde-2 yaitu analisis persediaan (model Metzler> dan
model interaksi Samuelson.

viii
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ABSTRACT

A difference equation is an equation which consists
of one or more differences. Generally, it is formulated
as

2
Flx,y,,Ay,, 0%y, uA "y > = 0
or written as

f‘iX,Yx.»Yxﬂ,yx+2,...,yx+h) = 0
A difference equation which is formulated as

Viern ¥ 23Viwnes ¥ o0 ¥ AL Ve t oAy = oy,
in  which aga,,..a, are arbitrary constans Ca, =02 is
called the Ilinesr nth order difference equation with
constant coefficlients. When 1, = 0 it is called the
linear homogenous nth order difference equation with
constant ceefficients. If n = 1 then that equation is
called the linear first order difference equation with
constant coefficients, however iy n = 2 then that
equation is called the linear second order difference
equation with constant coefficient=s. Every function Vi
which satisfies the difference equation given is called
the solution of the difference equation.

The linear nth ordexr difference equation with
constant coefTicients has one, and only one solution Y
Tor which values at n consecutive which also depends on
k~values arbitrarily prescribed.

There are many examples of difference equation in
economics. For examples, t.he linear first order
difference equation is used Tor simple interest, compound
interest, and national income Harrod modeld, however the
linear second order difference eguation is used for
inventory analy=sis (Metzler model> and Samuelson’s
interaction model.

ix
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BAB 1

PENDAHULUAN

Dalam kehidupan sehari~hari masalah-masalah vang me-
libatkan variabel! kontinu merupakan dasar bagi gagasan
pemodelan matematika dengan persamaan diferenzial.
Misalnya dalam konteks waktu yang kontinu, pola perubahan
suatu variabel vy terhadap variabel waktu ¢t diwu judkan
dalam bentuk turunan y’ LD, ydt2, dan seterusnya. Besar
perubashan waktu yang terlibat di sini sangat kecil. Akan
tetapi untuk masalah-masalah vang melibatkan variabel
diskrit,, pemodelan matematika dengan persamaan
diferensial kurang cocok. Bila kita dihadapkan dengan
waktu diskrit, maka variabel waktu t hanya diijinkan
mengambil nilai  berupa bilangan bulat. Dalam hal ini,
akan lebih mudah untuk menafsirkan nilai ¢ sebagai =satu
periode, misalnya t = 1 menunjukkan periode ke~1, t = 2
menun jukkan periode ke~2, dan seterusnya. Kemudian kita
dapat menganggap y mempunyai nilai tunggal dalam tiap pe-
riode waktu. Naanur, harus ditekankan, bahwa kata
"periode”  yang digunakan di  sini bukan dalam pengertian
kalender, tetapi dalam pengertian analitik. Oleh karena
itu, misalkan dalam suatu model ekonomi, satu periode
mungkin melibatkan lebih dari satu kalender waktu, t.api
di saat lain berbeda sama sekali. Bahkan dalam model vang
Sama, secara berturut-turut setiap periode tidak perlu

ditafsirkan dalam arti waktu kalender yang sama. Dalam
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pengertian  analitik, suatu periode hanyalah merupakan
suatu  jangka waktu vang berlaku sebelum variabel vy
mengalaml suatu perubahan.

Nlustrasi bagi hal ini tampak misalnya dalam bidang
ekonomi.  Misalkan para ekonom ingin mendata pendapatan

nasional. Bilasanya tersedia interval-interval waktu vang

'

ecara  keseluruhan di data setiap 1 bulan, 4 bulan, 1
tahun atau bahkan setiap 10 tahun, seperti halnya sensus
nasional. Pada saat awal pengamatan, yaitu pada t = 0

dicatat besar pendapatannya. Demikian pula pada pexiode—

periode berikutnya, yvakni pada t = 1, t = 2, dan
Setel usnya. Akhirnya diperoleh data-data, lalu disusun
dalam suatu tabel. Terlihat bahwa waktu pengamatan

merupakan variabel diskrit.

Ilustrasi yang kedua <diambil dalam bidang psikologi,
yaitu berkaitan dengan eksperimen tentang s=ituasi bela Jar
suatu  subyek . Suatu  subyek  diperkenalkan ke  dalam
situasi  belajar yang disederhanakan vyaitu <12 diberikan
suatu rangsangan, (22 subyek mungkin bereaksi atau tidak
bereaksi terhadap rangsangan, tetapi (8> jika subyek
memberikan respon positif, maka subyek dengan suatu cara
dianjurkan untuk tidak mengulangi respon ind. Dalam
=hsperimen ini sebagal contoh subyek diambil seekor tikus
vang dilet.akkan dalam kotak vyang kosong, dimana tikus
tersebut tentu akan berlari ke sana ke mari untuk mencari
makanan. Dianggap berlarinya tikus adalah suatu respon

positir. Pada langkah  berikutnya  dihitung probabilitas
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darl respon positif yang dilakukan oleh tikus. Percobaan
berikutnya tikus tersebut diambil dan diletakkan kembali
pada kotak vyang sama. Dilihat apakah tikus itu masih
berlari <(bereaksi positif) sama seperti pertama kali dia
diletakkan di dalam  kotak. Demikian seterusnya, Jika
tikus masih memberikan respon positif maka percobaan
diulangi kembali dengan prosedur yang sama. Eksperimen
ini akan Dberhenti sampai tikus tidak memberikan respon
positif lagi. Pada percobaan pertama tikus dianggap telah
mempelajari situasi dari kotak, zehingga probabilitas
dari percobaan ke-ntl dari respon positif akan berkurang
dari percobaan ke-n. Dalam hal ini, variabel diskritnya
berupa banyvaknya eksperimen yang dilakukan.

Iustrasi yvang ketiga, dalam bidang ekologi
khususnva tentang populasi terhadap suaty spesies,
Misalnya pada suatu cagar alam terdapat populasi suatu
Jjenis  kera. Untuk mengetahui perkembangan populasi kera
tersebut diadakan pengamatan secara periodik  dengan
interval waktu tertentu. Di sini terlihat bahwa waktu
pengamatan merupakan variabel diskrit.

Pada ilustrasi vyvang ketiga mengenai populasi suatu
Jenis kera, misalkan Jjika y menyatakan ukuran pada
populasi =sensus ke-t, maka kita dapat mendefinisikan
suatu fungsi baru yang bernilai pada t berupa beda antara
vkuran populasi dalam tahun ke-t dan tahun ke-t+h dimana
h berupa bilangan bulat non negatif. Jika fungsi baru itu

ditulis Ay, maka Ay, = vy, = Yy - Ay, menyatakan
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perubahan ukuran populasi diantara sensus ke-t dan sensus
ke-t+h. Ay, ini disebut diferensi pertama, sedangkan
simbol A disebut operator diferensi, h disebut interval
diferensi. Misalkan h = i, maka Ay, = Yieg - Y-
Bagaimanakah halnya untuk diferensi  yang kedua sampai

=
:a

diferensi vang ke-n Secara umum diferensi-diferensi
tersebut dapat didefinisikan sebagai berikut

2
Ayy = ACAY D = v T 2y, t Y

3 2 "
AP = ATV = yi,g t By By <o

*

[a)
it
riin-r3  Stner

n

Ay, = A"y = N e

rog

Simbol Azy,v disebut diferensi ke-2, Aayt disebut.

diferensi ke—-3 dan seterusnya sampadi AnyL disebut.
diferensi ke—-n.

Secara wnum  persamaan  yang mengandung satu atau
lebih diferensi~diferensi dinamakan persamaan diferensi.
Bertuk umum persamaan diferensi biasza orde-n adalah

Figh v, Avds O BN B e R,
atau dapat ditulis

R Vs Yargr Yawzr o 5 Yugn? = O
Orde persamaan diferensi adalah selisih antara subskrip
vang tertinggi dan yang terendah dari y pada persamaan
Lersebut sedangkan derajat diferensi adalah pangkat.

tertinggi daxi y.
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CONTOH

1. Vyes + BYyuy — Ty, = 2 X {orde 2, derajat 12>
2. Yoo + By, = 2 x Corde 1, derasjat 12
3. 3Yues * By, = O Corde 4, derajat 1>

Pada bab 1II untuk mengawali pembahasan tentang
persamaan diferensi akan dibahas konsep-konsep dasar yang
bersangkut paut dengan model matematika diskrit.

Fada bab 1III pertama-tama akan dibahas tentang
pengantar ke persamaan diferensi seperti operator
diferensi CAS,  operator E, gifat-sifat deadi A dan E,
serta ekuivalensi antara A dan E. Selanjutnya dibahas
tentang persamaan diferensi dan penyelesaian umumnya
beserta syarat-svarat cukup bagi eksistensi dan
ketunggalan penvelesaian psrsamaan diferensi.

Pada bab IV akan dibahas persamaan diferensi linear
orde 1 dan orde 2 baik yang homogen maupun non homogen
dengan koefisien konstan. Persamaan Diferensi biasa orde-
n  disebut linear dalam vy jika persamaan diferensi dapat

ditulis dalam bentuk

(O {1 {n-—1 {n)
fk Yian W1 fk ¥Yh+r-a +..+ fk Yy+a "2 fk Yk = &k 1>

dimana f(m,fm,.‘.,f{m dan g adalah fungsi-fungsi dari

k vang didefinisikan untuk k = 0,1,2,....

Jika koefisien-koefisien f(O),f(i),‘..,fm) adalah
. e} (v
fungsi konstan dengan f # 0 dan f # 0 maka
dikatakan persamsaan diferensi linear orde-n dengan
koefisien konstan. Dalam hal fm),f“),...,fm} konstan,

{nd

Jika j"m = 0 dan f # 0 maka kedua ruas persamaan 1>
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1]

dapat. dibagi dengan fm) dan diperoleh bentuk
Yien + Ay V-1 +oL ARpms Yy + ALV, = <k @
dimana koefisien-koefisien a,, By, R a, adalah

konstanta-konstanta sebarang dan r adalah sebarang fungsi
vang didefinisikan untuk k = 0,1,2,3,...
Persamaan <2> disebut persamaan diferensi baku linear non
homogen orde-n dengan keoefisien konstan sedangkan jika
ruas kanan persamaan (23 berharga nol maka akan diperoleh
persamaan

Yiern ¥ @ Vieng ot A Vi ALY = 0, 8>
vang disebut persamaan diferensi baku linear homogen
orde~n dengan koefisien konstan. Akhirnya akan dibahas
tentang hubungan persamaan diferensial dengan persamaan
diferensi.

Balb 1% akan membicarakan penerapan persamasan
diferensi. Penerapan persamaan diferensi banyak terlihat
antara lain dalam bidang sosial. Pada skripsi ini penulis
ingin menyoroti penerapannya di  bidang ekonomi. Banyak
data dalam ekonomi yang bersangkutan dengan selang waktu
atau periode tertentu, misalnya suku bunga sebulan, gaji
sebulan, Jjatah yang dibeli, di jual atau diproduksi
sebulan, pendapat.an, tabungan, investasi, dan konsumsi
nasional dalam setahun Dalam bab V ini penulis membatasi
diri pada penerapan persamaan diferensi pada masalah-
masalah mengenai bunga tunggal, bunga majemuk, pendapatan
nasional {model Harrod> s analisis persediaan dan

prendapatan nasional (model interaksi Samuelson).
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Secara umum bunga tunggal adalah bunga vang dihitung
pada modal awal untuk jJangka waktu penggunaan modal.
Andaikan modal mula-mula  yang dilnvestasikan diberikan
suku bunga tunggal, maka pada sebarang keadaan, jumlah
modal sama dengan modal periode sebelumnya ditambah bunga
vang didapat dari modal mula-mula yang diinvestasikan.

Jika P, adalah modal mula-mula yang diinvestasikan
dengan bunga tunggal sebesar %ﬁ_’ dan jika F, menyatakan
Jumlah modal setelah periode ke-n, maka berlaku rumus

bunga tunggal : P, = P, + n -1%-(—)— Pa.
Palam pembahasan, berdasarkan rumus ini akan diturunkan
hubungan antara P,,, dan P, sebagai berikut

Fres = Pn = o= Por
Tampak bahwa persamaan ini merupakan persamaan diferensi
lingear non homogen orde-i.

Dalam hal bunga  majemuk, selama Jangka waktu
tertentu bunga yang dikenakan pada modal ditambahkan ke
pokoknya, vyang kemudian menjadi pokok vang baru untuk
perhitungan masa berikutnya. Andaikan modal mula-mula
diinvestasikan dengan suku bunga majemuk, maka pada
sebarang keadaan, jumlah modal sama dengan modal satu
periode pertama ditambah bunga yang didapat pada seluruh
modal vang ada pada satu periode pertama.

Andaikan P, adalah modal mula-mula yang diinves-
tasikan dengan bunga majemuk sebesar %ﬁ“ Andaikan pula

P_ menvatakan jumlah modal pada akhir periode ke-n. Dalam

n

hal ini berlaku rumus bunga majemuk : P, = P, d+ fgﬁ" >",
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Dalam pembahasan, dari rumus ini akan diturunkan hubungan
antara P_,, dan P, sebagai berikut

Popog = <1 + =D P = 0

N+ 160 n >
yvang merupakan persamaan diferensi linear homogen orde-i.

Dinamika ekonomi merupakan bagian dari ekonomi yang
mempelajari tentang pergerakan dan perubahan sistem
ekonomi terhadap waktu. Sistem digini diartikan sebagad
cara untuk mengatur dan mengkoordinasi kegiatan ekonomi,
antara lain seperti suatu pasar, perusahaan, perdagangan.
Aspek-aspek vang dianalisis dalam dinamika ekonomi antara
lain penawaran dan permintaan suatu barang, pertumbuhan
ekonomi  dengan fakbor penyebabnya pendapatan nasional
serta ekspor dan impor suatu barang atau jasa.

Dalam perekonomian sederhana pendapatan nasional
terdiri dari Z aspek yaitu konsumsi dan investasi. Karena
itu perhitungan pendapatan nasionalnya Sama dengan
konsumsi ditambah dengan investasi. Model ini  diusulkan
oleh RJF Harrod. Andaikan fungsi ¥, <C, dan I vang
nilainya berturut-turut menyatakan besarnya pendapatan
nasional, konsumsi dan investasi vang masing-masing
bergantung pada waktu t yang bernilai diskrit, maka pada
setiap waktu ¢, nilai-nilai fungsi ¥, ¢ dan ¥ dinotasikan
dengan Yy, <y dan f,. Segara matematis perhitungan
pendapatan nasional dinyatakan dengan :

Yo =C + I, t = 0,1,2,... . {42

Besarnya konsumsi yang disediamkan bergantung pada

besarnya pendapatan nasional. Andaikan fungsi konsumsi
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linear, maka fungsi konsumsi dapat ditulis sebagai:

C, = c +m Y, s ¢ 20, t =0,1,2,. , B>
dimana ¢ adalah konstanta sebarang dan 0 < m < 1. Apabila
Y, = 0, maka konsumsi menjadi sebesar ¢, sedangkan m
merupakan gradien fungsi vyang menunjukkan apa yang
dinamakan hasrat konsumsi marginal.

Selan jutnya diasumsikan terdapat konstanta vang
disebut faktor tumbuh, dinotasikan dengan r, dengan

AY, =X , -~ ¥, = r I, r0, t = 0,1,2,. . {62
Dengan demikian dari persamaan-persamaan 4 - 62
diperoleh hubungan

Vg =1+ rdd - m21 Y, - re, t = 06,1,2,.. 7>
Persamaan terakhir ini tak lain adalah persamasan
diferensi linear non homogen  orde-1 dengan koefisien
konstan yang dipenuhi oleh fungsi pendapatan nasional ¥,.

Penerapan persamaan diferensi selanjutnya berkaitan
dengan analisis persediaan. Pada analisis persediaan akan
dibuat suatu model matematik dimana pengusaha mempunyai
tujuan untuk menjual produksi barang-barang konsumsi dan
mempertahankan mutu persediaan agar tetap vang terbaik.
Model ini diusulkan pertama kali oleh L. A Metzler pada
tahun 1941,

Pada kenyataannya  jumlah pendapatan total dalam
setiap periode sama dengan jumlah dari nilai barang-
barang konsumsi ditambah investasi netto. Andaikan U,
adalah Jumlah dari nilai barang-barang konsumsi vang

diproduksi untuk dijual dalam periode t , S, adalah
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Jjumlah dari nilai barang-barang konsumsi yang diproduksi
urnrtuk persediaan dalam periode t., Jika 7y adalah
pendapatan total yang dipercleh dalam periode t, maka
berlaku hubungan

Yy = U+ 5 + Vg, o= 0,1,2,... , 8>
dimana Vo merupakan bilangan konst.an yang disebut
investasi netto,

Di dalam pembahasan analisis persediaan dikenal

hubungan

U, = p3¥,_, , b= 1,2,3,.. e
dan,

Sy, = pBY_, - B3Y,_,, t. = 2,3,. , g
dimana /3 adalah hasrat konsumsi marginal <0 < 3 < 1D.
Dari persamaan B8 -~ 10> diperoleh persamaan diferensi
untuk pendapatan ¥, vaitu

Yy - 2RY,  + 3Y, , =V, o= 2,3, . 11>
Jika persamaan diferensi di atas didefinisikan untuk
nilai t mulai dari t = 0 , maka persamaan 11> ekuivalen
dengan

Tiepg = 28¥, + (Y, =V, o= 0,1, . 125
Persamaan terakhir ini adalah persamaan diferensi linear
non homogen orde-2 dengan koefizien konstan,

Penerapan yang terakhir adalah model Interaksi dari

P.A  Samuelson. Model ini juga membahas tentang analisis
pendapatan nasional seperti model yang diusulkan oleh RF
Harrod tetapi model iInteraksi ini menganalisis pendapatan

nasional pada perekonomian tertutup. Sedangkan pada
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perekonomian sederhana meliputi dua aspek vaitu konsumsi
dan investasi, maka pada perekonomian tertutup meliputi
tiga aspek vaitu konsumsi, investasi dan pengeluaran
pemerintah,
Sehingga secara matematis diperoleh

Y, =G + I, + G, {132
dimana Y,G,I, dan G berturut-turut menyatakan pendapatan
nasional, konsumei, investasi dan pengeluaran pemerintah
yvang masing*masi'ng bergantung. pada waktu t yang bernilai
diskrit. Pengeluaran pemerintah G, cleh Samuelson
dianggap konstan pada sebarang keadaan dengan G, = 1.

Selanjutnya di dalam pembahasan terdapat hubungan :

Q, = a¥,_, 14>
I, s, - gf 15>
Yo = Vo 16>
Y, deslly, A7

a >0, 73>0
Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan 14> dan 45
ke dalam persamaan (132> diperoleh hubungan :

Y, - add+3Y, , + Sa¥, ., = 1 A o e 19>

atau

il
ey

Y, ., - ad+3Y,, , + pay, s o= 0,1, €202
Persamaan  ini adalah persamaan diferensi  linear non
homogen orde-2 dengan koefisien konstan.

Pada akhir penulisan ini akan diberikan beberapa

kesimpulan yang berkaitan dengan pembahasan persamaan

diferensi pada bab-bab sebelumnya.
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BAB 1II

MODEL MATEMATIKA DISKRIT

Dalam bab 1II ini akan dibahas beberapa pengertian
dasar vang bersangkut paut dengan model matematika
diskrit. Salah =satu alasan mempelajari matematika adalah
agar matematika dapat membantu kita untuk menyelesaikan
mazalah-masalah dalam dunia real. Untuk dapat menggunakan
atau menerapkan matematika dengan baik maka penyusunan
model matematikalah vang men jadi kunci ut.amanya.
Perhatian khusus kita pada saat ini adalah proses
pembentukan model matematika yang menyangkut. diferensi,
karena itu perlu mempelajari konsep-konsep dasar dari

model matematika diskrit.

2.1, Variabel diskrit
DEFINIST 2.1.4 (Himpunan semesta? Himpunan semesta

adalah himpunan semua elemen yang dibahas dalaon suatu

pembicaraan.

DEFINIS]T 2.4.2 Variabeld variabel adalah lambang
vang mewakili setiap anggota dalam suatu himpunan.
Himpunan ini dinamakan domain variabel itu. Jika wakil
itu dinotasikan dengan x, maka x merupakan wakil dari
setiap anggota dalam suatu himpunan, sedangkan jika x
menunjuk pada anggota tertentu dari suatu himpunan maka

anggota tertentu itu disebut konstanta.

12
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Variabel merupakan konsep vang penting dalam bahasa
matematika, dan digunakan dalam berbagai situasi. Dalam

kalimat terbuka, sering ditun jukkan dengan lambang-

z

lambang =seperti x dalam kalimat terbuka seperti "x° - 3x
+ 1 = 0" atau lambang x dan y dalam kalimat "x+y lebih
besar dari x-y". Suatu variabel dapat juga dilambangkan

dengan kotak dalam kalimat terbuka seperti [™ + 2 = 5,
kalimat terbuka ini akan bernilai benar bila kotak vang
kosong diisi dengan suatu konstanta misalnya 3. Variabel

Juga muncul dalam runus-rumus matematika,

CONTOR Z.1.1.1 Suatu himpunan yang anggota-
anggotanya memenuhi suatu sifat tertentu , sebut P,
dinotasikan dengan

S = {x|x mempunyai sifat Pr
S adalah himpunan dari semua anggota x sedemikian hinggsa
X mempunyai sifat P. Huruf x, menyatakan variabel dari

himpunan S. $ adalah himpunan semesta.

CONTOH 2.1.4.2 2° = (xix e« Z dan x 2> 1%, dengan 2
adalah himpunan semua bilangan bulat. positif, huruf x me-

rupakan guatu variabel dan 2 adalah himpunan semesta.

CONTOH Z2.1.1.3 Rumus untuk mencari luas suatu
lingkaran adalah L = n R’ Rumus imi  dapat digunakan

untuk mencari luas lingkaran sebarang, untuk berbagal

nilai R diketahui. Dalam rumus ini variabelnya adalah R
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vang disebut variabel bebas dan L juga variabel vyang

disebut. variabel tak bebas.

DEFINISI  2.1.3. Diambil himpunan semesta himpunan
semua bilangan real [R. Diberikan himpunan E < [R. Titik p
< E dinamakan titik terasing himpunan E jika terdapat
suatu selang terbuka 1 vang memuat p sehingga I n E =
{p>. Himpunan E < R dinamakan himpunan diskrit jika semua
anggota E adalah titik terasing, dan dinamakan himpunan
kontinu jika E tidak memuat titik terasing. Jadi suatu
variabel x dikatakan diskrit jika x adalah anggota dari
himpunan diskrit, sedangkan x dikatakan kontinu jika x

adalah anggota dari himpunan kontinu.

CONTOH 2.4.31 S = {x|x 2 0, x Ry, x merupakan

variabel kontinua.

{x]xz-!-x—“dz(),xei}i’},x

CONTOH 2.1.3.2 B

merupakan variabel kontinu.

CONTOH 2.1.3.3 Pada bab I dalam ilustrasi vyang
pertama, waktu pengamatan terhadap besar pendapatan
merupakan variabel diskrit, dalam ilustrasi vang kedua
variabel diskritnya berupa banyaknya eksperimen vang
dilakukan, sedangkan dalam ilustrasi vang ketiga waktu
pengamatan terhadap perkembangan populasi mexrupakan

variabel diskrit.
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2.2 Fungsi diskrit

DEFINISI 2.24 Andaikan A dan B adalah himpunan-
himpunan yang tidak kosong. Suatu aturan yang mengawankan
setiap elemen dalam himpunan A dengan tepat satu elemen
dalam himpunan B disebut fungsi dari A ke B.

Fungsi dari A ke B dinotasikan dengan f : A > B.
Dalam hal ini himpunan A disebut daerah asal dan himpunan
B disebut daerah kawan, sedangkan f(AD = (yly = fxd, x <
A, y e B> dinamakan daerah hasil. Jika oleh fungsi f
elemen x & A dikawankan dengan elemen y < B, maka b4
disebut nilai fungsi  dari x, dan diberi notasi y = x>
atau y = f,. Variabel-variabel x dan y tersebut masing-
mawging sering dinamakan variabel bebas dan variabel tak
bebas.

CONTOH 2.24 y = x° - 5x + 2 merupakan suatu fungsi
sebab jika x = 0,1,2,-1 maka secara berturut-turut nilai

2

Vv = 2,-2,-4.,8 tetapi y X bukan fungsi sebab

1

menghasilkan 2 nilai untuk x powsitif,

DEFINISI 2.2.2 Fungsi kontinud Fungsi f dikatakan
kontinu pada daerah asal jika f kontinu di setiap titik
daerah asal itu.

f‘:E‘—>l}2,Ec:[R,,peE
Sedangkan suatu fungsi f kontinu pada suatu titik p Jjika

Ve >03@3 S >0V x e E, [xp| <& = |£fGO-£pd] < &
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CONTOH 2.2.21 (x> = cos x kontinu pada =setiap x

dalam himpunan bilangan real.

CONTOH 2.2.2.2 Setiap fungsi polinom  dalam x,
dengan f, = a, + ax + azxz + ...+ anxn kontinu pada [R,

Vx = [R.

DEFINISI 2.2.3 <FUNGSI DISKRIT> Fungsi f dikatakan
diskrit. Jika daerah asal fungsi merupakan himpunan

diskrit.

CONTOH 2.2.3 Pada Bab I, dalam ilustrasi vang
pertama fungsi diskritnya adalah pendapatan nasional
dalam periode ke-t.  dimana L anggota dari himpunan
bilangan bulat positif. Dalam ilustrasi yang kedua fungsi
digskritnya adalah probabilitas dari respon positif ke—n,
dimana n anggota dari himpunan bilangan bulat positif.
Sedangkan pada ilustrasi yang ketiga fungsi diskritnya
adalah populasi suatu jenis kera pada periode ke-n dengan

n anggota dari himpunan bilangan bulat positif.

2.3. Model matematika diskrit
2.3.1 Model

Di jaman modern ini ter jadi perkembangan vang
mencolok dalam penerapan analisis matematika. Bila dulu
vang dimaksudkan dengan matematika terapan biasanya

terbatas pada penerapan matematika dalam bidang fisika
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dan teknik, tetapi wsekarang matematika sudah banyak
diterapkan dalam bidang ekonomi, biologi, farmasi,
geagrafi, bahkan sosioclogi dan psikologi.

Untuk dapat menerapkan atau menggunakan matematika secara
baik, maka perlu penvusunan suatu model matematika,
Masalah~masalah dalam kehidupan nyata adalah sangat
komplekss. Untuk setiap masalah periu diusahakan
penyelesaiannya. Salah satu cara penyelesaiannya vaitu
dengan mener jemahkan masalah  tersebut dalam bahasa

matematika.

DEFINISI 2.3.11 (Model? Model adalah gambaran

(perwakilan?> suatu obyek vang disusun dengan tujuan

tertentu.
Obyek di sini dapat berupa suatu sistem, suatu
perilaku sistem, at.au suatu proses tertentu. Dalam

pembicaraan ini vang dimaksud dengan sistem adalah suatu
himpunan beserta relasi antar unsur-unsurnya yang disusun
dengan tujuan tertentu,

Misalnya suatu rumah sakit  adalah  suatu  sistem vang
bertujuan merawat orang sakit. Semua bagian rumah sakit
harus berfungsi mendukung tujuan di atas. Suatu perguruan
tinggi adalah suatu sistem dan akan menjadi sub sistem
dari sistem pendidikan tingkat nasional. Tubuh manusia

adalah suatu sistem biologi yang paling rumit.
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CONTOH 2.3.1.1.1 Suatu biro arsitektur yang
merencanakan pembangunan suatu  kompleks akan membuat
gambar—-gambar sketsa, menyusun perhitungan-perhitungan
konstruksi kemudian membuat maket yang memberikan suatu
gambaran vyang tujuannyva untuk memperlihatkan bentuk dan

posisi bangunan yang akan dibangun.

CONTOH 2.3.1.1.2 Pembuatan suatu peta daerah yang
memperlihatkan  benda-benda  dipermukaan bumi, misalnya
garis utuh untuk menandai jalan raya, garis tebal putus-~
putus untuk batas daerah, warna vang berbeda untuk

membedakan sifat geologis tanah, dan sebagailnya.

Model adalah suatu tiruan dari suatu obyek dengan
tujuan tertentu. Dari model ini dapat lebih mudah untuk

dikenali, dipelajari, dan dimanipulasi lebih lanjut.

2.3.2 Model matematika
DEFINISTI 2.3.2.2 (Model matematika? Suatu model
vang menggunakan lambang-lambang (zsimbol> matematika

untuk menyajikan perilaku obyek disebut model matematika.

Untuk selanjutnya yang akan dibahas hanva model

matematika dari suatu obyek.
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2.3.21 Langkah-langkah penyusunan model matematika

Masalah nyata ————— masalah nyvata disederhanakan

: "

hasi lnyva madel matemat i ka

A

penafsiran kembali +-—— penvelegsaian model matematika

langkah~langkah penyusunan model matematika adalah

sebagali berikut

1. Temukan masalah vang sesungguhnya dan adakan
penyederhanaan. Secara umum penvederhanaan dapat
berupa :

a. Pengabaian hkeberapa faktor vyang kurang relevan

dengan masalahnya.

b. Anggapan-anggapan, mizalnya relasi vang tidak
linear dianggap linear, varTiabel vang kontinu
dianggap diskrit., bilangan vang cukup kecil

dianggap neol, yang berubah dianggap tetap, suatu
fungsi diganti dengan fungsi lain yang dekat dengan
fungsi semula sSupaya mudah diselesaikan, dan
sebagainya.
2. Rumuskan masalah dalam bahasa matematika.

Pada langkah ini semua variabel-variabel, konstanta-

konstanta dan relasinya dinyatakan dengan lambang

matematika dan dicoba untuk mengenali pola masalah

matematika mana vang sesuai dengan masalah tersebut.,
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Selesaikan masalah dalam model dengan alat matematika

yang sesuai. Alat matematika di sini misalnya aljabar,

grafik fungsi, kalkulus, persamaan diferensial,
persamaan diferensi, peluang, statistik, dan
gebagainya.

Tafzsirkan kembali.

Sesudah penvelesaian secara mat.ematika diperoleh,
hazilnya harus ditafsirkan kembali.

Kaji penyelesaiannya.

Hazil penafsiran kembali perlu dikaji apakah cukup
valid dalam sistemnya semula. Hal ini dapat diker jakan
antara lain dengan cara mengadakan percobaan-percobaan
atau suatu simulazi,. Bila ternyata bahwa hasil ini
Jauh menyimpang maka mungkin harus dikembalikan ke

langkah 1 atau Z.

2.3.2.2 Jenis- jenis model

Berdasarkan tujuannya model dapat dibedakan menjadi

a.

Model keterkaitan, vyaitu model yang tujuannya untuk
mengenall keadaan, sifat, atau perilaku sistem dengan
cara mencari keterkaitan antara unsur-unsurnya.

Model pendugaan, yaitu model yang tujuannya untuk

mengadakan pendugaan Cunt.uk memperbaiki keadaan
obyekD.
Model optimizasi, yvaitu model yvang tujuannya

mengadakan optimisasi bagi obyek.
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Berdasarkan segi penyajiannya model dibedakan men Jadi

a. Model deskriptif, vaitu model yvang menggambarkan
keadaan obyek seperti apa adanya. Yang merupakan model
deskriptil yaitu model keterkaitan dan model
pendugaan.

b, Model preskriptif, yait.u model vang memberikan
gambaran obyek sesuai dengan harapan kita. Model
optimisasi merupakan model preskriptif.

Berdasarkan sifatnya model dibedakan menjadi

a. Model deterministik dan model probabilistik. Suatu
model disebut deterministik jika dengan diketahuinya
informasi yang lengkap mengenai obyek pada suatu saat
tertentu akan memberi jalan untuk diketahuinya keadaan
obyek pada masa mendatang secara pasti, sebaliknya
dengan model probabilistik meskipun keadaan obyek pada
saat sekarang diketahui dengan pasti namun model tidak
mampu  memberi informasi keadaan obyek pada masa
mendatang =secara pasti.

b. Model kontinu dan model diskxrit.

Suatu model disebut kontinu jika variabelnya merupakan
variabel kontinu, sebaliknya model diskrit Jika

variabelnya merupakan variabel diskrit.

Pada pembahasan selanjutnya hanva akan dibicarakan
mengenail model matematika diskrit. Untuk  selanjutnya
model matematika diskrit kita sebut model diskrit. Model

diskrit dapat berupa persamaan matriks, model optimisasi,
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persamaan diferensi yang variabel bebasnya berupa
himpunan bilangan bulat.

Dalam skripsi ini hanva akan dibahas model

matematika digkrit. Berikut ini akan diberikan beberapa

cont.oh model diskrit.

CONTOH 2.3.2.1 <(Pendapatan nasional> Dalam pereko-
nomian sederhana pendapatan nasional terdiri dari 2
komponen vyaitu konsumsi dan investasi. Dalam Bab 1 telah
dizinggung perhitungan pendapatan nasional dinyatakan

dengan ¥, = C, + I, t = 0,1,2,..

Berdasarkan tujuannya model ini merupakan model
keterkait.an. Berdasarkan segi penvajiannya, merupakan
model deskriptif, sedangkan berdasarkan gifatnya

merupakan model deterministik dan model dizkrit.

CONTOH 2.3.2.2 <(Eksperimen tentang situasi belajar
suatu subyek>. Misalkan subyvek vyang kita ambil adalah
seekor tikus dlustrasi kedua dalam bab I>. Andaikan kita
anggap  probabilitas awal dari respon positif sebelum
percobaan pertama adalah 1, maka kita notasikan P, = 1.
Jika probabilitas berubah dari percobaan ke percobaan,
maka kita harus menetapkan cara-cara yang bervariasi.
Misalkan kita menginginkan probabilitas berkurang
bersamaan dengan belajarnya subyek terhadap situasi, kita
anggap bahwa @, - P 2 menjadi negatif wuntuk n =

0.1,2,... . Jika dinyatakan dalam notasi A P, = P, - P,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

23

sebagal =elisih probabilitas dari respon positif dalam
percobaan ke-n dan ke-ntl, maka dapat kita notasikan
sebagal

2 AP, <0, n= 0,1,2,.

Andaikan probabilitas respon positif dalam berbagai
percobaan adalah pecahan tertentu {zebut 32 dari
probabilitas respon positif dalam perccebaan sebelumnya,
maka dapat dinotasikan sebagai P, = 3 Py, P, = 13 | PP
atau

Gis> Py, =05 P, no= 0,1,2,..,

Karena probabilitas harus tetap antara 0 dan 1, maka

{iii> 0 ¢ 7 < 1

Dari ddi> diperoleh bentuk,

P, =05 F, - P, = d-33CP D

atau

vy A P, = UA-{I0C-P D

FPersamaan <iv)> dapat diter jemabkan sebagai berikut
pPengurangan sebenarnya dalam probabilitas berasal dari
perubahan dari suatu percobaan ke percobaan selanjutnya
A PO, -3 adalah suatu pecahan tertentuy, sedangkan
daxi kemungkinan pengurangan maksimal <-P.D, Jika

probabilitas adalah P dan tidak akan kurang dari 0, maka

kemungkinan pengurangan maksimal adalah ¢ - P, atau =-P_.

Berdasarkan tujuannya model di  atas merupakan model
pendugaan, dari segl penyajiannya termasuk model
deskriptif, sedangkan berdasarkan sifatnya termasuk model

probabilistik dan model diskrit.
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CONTOH 2.3.2.3 (Perkembangan populasi, B.Susanta,
198%, hal 1.3> Sebuah negara kecil yang baru berkembang
mengadakan sensus penduduknya setiap tahun dan diperoleh

hazil sebagail berikut. :

Tahun |Besar Populasi
1988 5.405.280
1089 5.630.542
1990 5.856.122
1091 6.080 243
1992 6.333.721
1003 6.586.112
1994 6.850.125

Sesudah data diolah maka ditemukan bahwa besar
populazsi selama 6 tahun terakhir ini mengikuti hubungan
vang kurang lebih berbunyi:

P = 5.405.280 <1+0,04>"

= 5.405.280 <1,04>"
dengan P ! besar populasi
t : banyak tahun dihitung dari tahun 1988

4
150 dan

ini berarti bahwa setiap tahun populasi bexrtambah
ini merisaukan pimpinan negara, karena kalau keadaan
berlanjut maka pada tahun 2000 populasi sudah mencapai
lebih dari delapan setengah juta yvang akan terlalu besar
dibandingkan dengan kemampuan pengadaan pangan oleh
negara. Pimpinan lalu berpikir untuk mengadakan undang-
undang pembatasan kelahiran. Model ini merupakan model
diskrit karena variabel it bernilai pada bilangan bulat.

Berdasarkan tujuannya model ind merupakan model

pendugaan, dari segl penvajiannya termasuk model

deskriptif, sedangkan berdasarkan sifatnya merupakan
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model deterministik dan model diskrit.

Dari ketiga contoh diatas terlihat bahwa suatu
model disebut model diskrit bila variabel bebas dalam

model bernilai bilangan bulat.
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BAB III

PERSAMAAN DIFERENSI

3.1 Diferensi
3.1.1 Operator diferensi {AD
DEFINISI 3.4.4.1 Andaikan diberikan suatu fungsi
diskrit. y dan h suatu konstanta positif, maka Ay adalah
diferensi pertama dari vy  =ebagai fungsi baru vang
bernilai pada X dinotasikan dengan Ay{x> atau AV,
diperoleh :
AVy = Vyrh © Vi 1.1>
Simbel A dinotasikan sebagai operator diferensi,
Jika A dioperasikan pada fungsi y, maka dihasilkan fungsi

baru Ay. Sedangkan h disebut interval diferensi.

CONTOH 3.1.4.11 Jika diberikan fungsi sederhana Yy
= X, maka dengan menggunakan 1.1> diperoleh Ay, = Ax =
x+h> - x = h. Karena alasan ini, interval diferensi
seringkali dinctasikan dengan Ax.

Dalam gambar 1.1 terlihat perpindahan x ke x+h dalam
domain dari vy, nilai dari y berubah dari Y. kK& v, h-

Diferensi pertama dari y diinterpretasikan sebagai fungs=i
yang bernilai pada x yang mengalami pertambahan atau
perubahan dalam y yang dapat disamakan dengan pertambahan

h (atau Ax> dalam x.

26
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y
— r—““\
h
i Yxih
d T Y
J
b1 x+h X
gambar 1.1

CONTOH 3.1.1.1.2 Jika y ditentukan dengan Y, = i,

dan andaikan diambil interval diferensi h = 1, maka nilai

Ay yvang dihasilkan adalah

Ay, = Yy T Yy = X¥2Z - {x+1)
= xA2mx-1

1

5

/1
1 [0 1 2z 3 4"
gambar 1.2

1 ~N >

CONTOH 3.4.1.1.3 Jika y ditentukan dengan vy, z

dan andaikan diambil interval diferensi h = 1, maka nilai

dari Ay yang dihasilkan adalah :

AYy = Yias T Yy

CxH1d° - K

H

2 z
X t2xtl-x

= 2x4d
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(o
CSETTFTSz 10 1 2 3 4

gambar 1.3
Dengan prosedur vang sama  jika Ay dihitung =secara umum
dengan interval diferensinva h, maka

AY}.: = Y)(*h a2 y)(

= (x+h)2 - x2

-3 2 z
= ¥ +Z2xhth -x

[}

Zxh+h’
Jadi jika h = 1, maka Ay, = Zxit

Fungsi baru Ay vang telah didefinisikan merupakan
ha=il dari operator A vyang dikenakan pada vy. Kemudian
jika operator A dikenakan pada fungsi baru Ay menjadi
ACAYY dmenurut definisi 31113 vang bernilai pada x,
maka diperoleh

ACAY. D = AV p T Y2

=" ANCWS Sy

Pari ocontoh 344143 yaltu untuk vy, = %" diperoleh Ay, =
2xh + hz, oleh sebab itu,

2¢x+h>h + h°

H

‘gky)t:+h
= 2xh + 2h° + h°
z
= 2Zxh + 3h
sehingga diperoleh,

AYyip — Ay, = 2xh + 3h° - (2xh + h°>

®
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= 2xh + Sh®” - 2xh -~ hZ

= zh°

Jadi nilai  dari fungsi ACAy> untuk sebarang nilai @ x
adalah konstanta 2h° untuk y, = x°. ACAYZ  dapat  juga
ditulis dengan Azy. Azy vang bernilai pada x dinotasikan
dengan A’y,. Maka diperoleh, A%y, = A%® = 2n2

Selanjutnya jlka operator A dikenakan pada fungsi
Azy, kit.ta =ebut fungsi Aay, menurut. definisi 31114 maka
nilai dari fungsi Aay pada x adalah Azyx+h = Azyxm D
at.as t.elah diperoleh nilai dar-i fungsi Azyx adalah
konstanta th, ternvata wuntuk nilai dari fungsi Azyx+h
Juga konstanta 2h®. Oleh karena itu, nilai dari fungsi
Aayx adalah
Aayx = Azyx+h - Azyx = 2n° - 2h° = 4]
Demikian seterusnya, jika nilai dari fungsi Aayx = 0 maka
A4yx Jjuga bernilai nol. Jadi jika fungsi yang diberikan
adalah vy, = xz, maka  untuk Aayx, A4yx, Asyx, df\dyx,

semuanya akan merupakan fungsi konstan (= 0 untuk setiap

nilai x2.

DEFINISI  38.1.1.2 Andaikan diberikan suatu fungsi
diskrit y dan diferensi pertama Ay, maka diferensi kedua
dari vy dinotasikan dengan Azy, merupakan diferensi dari
diferensi pertama dari v yang berarti

A%y = ACAYD <1.2>
(nilai dari fungsi Azy pada x, dinotasikan dengan Azyx,

diperoleh Azyx = Ay, ~ Ayl  Selanjutnya diferensi
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ketiga dari y dinoctasikan dengan Aay vang merupakan
diferensi dari diferensi kedua dari vy, vang berarti Aay
= A(Azy). Secara wumum, diferensi ke-n dari y, dinotasikan
dengan Any vang merupakan diferensi dari diferensi ke-{n-
1> dari vy, vang berarti

ATy = aca" 'y n = 2,3,4,.. €1.3>
Sedangkan untuk n = 1, dibuat perjanjian Aiyx ditulis
sebagali Ay. Satu lagi perjanjian untuk n = 1, jika Ay =
A(aoy), maka Aoy =, vy, vang berarti A®  adalah operator
identitas vang jika dikenakan pada fungsi y maka tidak

mengalami perubahan yaitu tetap 1.

CONTOH 3.1.1.2.1 Andaikan diberikan fungsi y dengan
3 3 3 a
v, = X, maka Ay, = Ax = (xth> - x . Dengan menggunakan
3

teorema binomial (x+hd° di jabarkan menjadi x+hd? = x +

z
3x°h + 3xh® + hB_, sehingga

3 3 3

axY = % + 5x°h + 3xh° + h° - x
= Gx°h + 3xh’ + h°

Dengan membandingkan fungsi y, dan Ay, terlihat bahwa

pangkat dari x berkurang 1. Fungsi y adalah fungsi kubik

dalam x <{(karena pangkat tertinggi dari x adalah 3>,

sedangkan Ay adalah fungsi  kuadrat dalam x (karena

pangkat tertinggi dari x adalah 22.

Sekarang akan dicari nilai fungsi dari Azyx, diperoleh

2
A yX = AY){Q—{'\ - AY){

= [8CGe+HhO'h  + B(x+hdh® + ho1 - [8x°h + 3xh> +

K3
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= 3x°h + 6xh® + 3h° + 3xh? + 3h° + K - 3x®h -

3xh® - h°
= 6xh” + 6h°
Oleh karena itu wuntuk menurunkan derajat dari fungsi

digunakan operator A, sehingga untuk Azy merupakan

%
fungsi linear dari x <(sebab pangkat tertinggi dari x
adalah 13,
Akhirnya untuk agyy_ diperoleh :

A%y, = Ay, - Ay,

[6¢x+hoh° + 6h°1 - [6xh® + 6h°1

1

= 6xh® + 6h° + 6h° - &xh® - 6h°

= 6h°
dengan begituy,
4 3 8
Ayx = ":"yx+h'“ ‘ayx
a

= 6h° ~ 6h°

= 0

Tentu saja, untuk selanjutnya diferensi yang lebih tingegi

darinya bernilai 0. Untuk hal ini dapat diringkas dalam

tabel 1.1
Tabel 1.1
V. Ay, A®y, Ly A"y, n = a
1 0 0 0 0
¢ h 0 0 o
»* 2xh + h- 2h”° ") 0
%783’ + 3xh® + ho{6xh° + 6h71 6n° 0




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

32

CONTOH 3.1.1.2.2 Akan ditunjukkan bahwa A%y, =

9
Yuszh ~ 2¥yuen +t Y, dan ATy, = Yueah = SVyszh + By -
Yy
Jawab
. 2
®> ATy, = AlAyD

= AlYuen T Y2

= AYeih T AYy

r s T e RSN VB
= Yrizh 7 Yush 7 Yean * Y

= Vygszh = 2Yyeh Yy

A Yo = VYyizh ~ zyx+h + oy, <14

o> A%y, = A’y
= ACACAYD

= ACACY,p ~ ¥y

ACAY, 1, — Ay,2

2 2
= A Veen ATV,

= Yeeah T Z¥siah Y Veeh © Yeson — 2¥V.n  *
Yie?

= Yeaah T Z¥suzh F Yaun T Yawon t O 2¥,n -
h£%

= Yusah T 3Veeoh t BV -~ ¥y

ATV = VYeigh 7 3Vseah * 3Vn T Vi <1.5>

DEFINIST 3.1.1.3 Operator identitas dinotasikan
sebagal 1, merupakan operator yang jika dikenakan pada

sebarang fungsi y maka diperoleh fungsi baru Iy yang sama
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dengan v. Berarti untuk =ebarang x dalam domain vy
bexrlaku

Iy, = vy, 1.6
Karena simbol A didefinisikan sebagail operatorn
identitas, maka diperoleh

)

Ay = 1y <1.7>

Akibatnya persamaan (1.3) sekarang benar untuk n = 1.

3.1.2 Operator E
DEFINISTI 3.1.24 Andaikan diberikan fungsi diskrit
y dan h suatu konstanta positif, maka Ey adalah fungsi
baru vang bernilai pada x, dinotasikan dengan Ey,,
dizajikan dengan
Ev, = ¥in 1.8>
dimana x, x+h di dalam domain v.
Sehingga perszamaan (112 dapat ditulis menjadi
ay, = Ey, -~ vy, ' €1.9>
TEOREMA 3.1.1.1 Jika operator E, seperti operator A
dikenakan lebih dari satu kali pada suatu fungsi, dengan

notagi vang sejalan dengan definisi 3.1.1.2 maka,

H

Ey, E<Ey, > = EV, .1, = Yioon

a3 2
E’v, ECE"Y,> = EV,i2n = Yxeah

secara umum, dapat ditunjukkan bahwa :
"y, = E<B" 'y n o= 1,2,3,.. €1.10>
Persamaan (1.10> juga dapat berbentuk :

E'y, = v, on n = 1,2,3,.. 1,110



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

34

Sebelum membuktikan teorema ini seperti pada
operator A dibuat perjanjian notasi Eiy ditulis sebagai

Ey, sehingga untuk n = 1 dari persamaan <1.10> diperoleh

By, = E¢E®y,>, oleh karena itu E°y, = y,.
Akibatnya,
E%y, = vy, = Iy, €1.12>

Karena alasan ini, maka persamaan <1.11> juga benar untuk

n = Q.

Bukti : Dengan menggunakan induksi matematika untuk
n = 1, By, = VY. {dari definisi 3.1.2.1>
Sekarang diasumsikan benar untuk n = k,

k .

E Yie © VYeskh 113>
Maka akan dibuktikan benar untuk n = k+1. Jika operator E
dikenakan pada kedua ruas dalam persamaan (1.13>. maka

K
ECE'y,> = EV,..n

k44
= Vo

I

Ey, . 1h {dari <1.1035>

EY = Yedhen (dari definisi 3.1.2.1)

k+4 o
E" ¥, ® Yerdgerirh

Jadi terbukti benar untuk n = k + 1. Maka menurut induksi
matematika berlaku Eﬁyx =  Y.inh benar untuk setiap

bilangan bulat positif n. -

CONTOH 3.1.2.14.1 Jika v, = 3x, maka Ey, = v .,

3 (x+h> = 3x + 3h, dari persamaan (111> E'y, = v, ..,

3 (x+nh>» = 3x + 3nh.
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X

CONTOH 3.1.2.1.2 Jika y, = 27, maka Ey, = y_..

a 2" w 272", dari persamaan 11>, E"y, = y ...

x+nh % .nh

= 2 = 2.2

3.1.3 Sifat-zmifat dari operator A dan E

TEOREMA 3.1.1.2 d(Hukum komutatif berkenaan dengan
konstantad. Jika ¢ adalah =sebarang konstanta, diferensi
dari fungsi <y adalah sama dengan ¢ kali diferensi dari

y, yang berarti,

A oy, = < Ay, 1140
Bukti :
A Lov,2 = QY — Y, (dari definisi 3.1.1.140

= o AV T V2

= o Ay, ]
Persamaan (114> dapat membantu ddengan memakai tabel
112 untuk menemukan hasil dari diferensi-diferensi dalam
contoh tanpa menghitung.
Cont.oh @ A(8x> = 3Ax = 3h

ACBXT> m BAX® = 5(Zxh + h°>, dan seterusnya.

TEOREMA 3.1.1.3 <(Hukum distributif> Diferensi dari

Jumlah 2 fungsi sama dengan jumlah diferensi masing-
masing, vang berarti jika y(i),ym) adalah fungsi-fungsil
maka, Aly.” + yi@1 = Ayt + ayl? <1.15>

1 Notasi ym, y(m, . s y(m diperkenalkan sebagai

tfungsi pertama, fungsi kedua sampai ke-n.
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Bukti :
(1) {2} (1> {2 [ 8 {2
A'[yx + Yy 1= [Yx-!-h + yx+h3 - [yx + ¥x 1
{4 {4} (2 {2
= Yeah T Yu + Yeah T ¥x
= AY:,_:“ + Ay;?) "

AKIBAT 1 Jika c¢; dan ¢, adalah konstanta-konstanta

sebarang maka,

3 (2
Ale,y,” + eyl = cayit + aay® 1.16>

Bukti :

3 (2y

{4 (2 (4
Ale,y, + cyy,. 1 o= Aoy, + Aoy,

(dari teorema 3.1.1.3>

(1) (2>
= CyAy,  * CyAy,

Cdari teorema 3.1.14.2) o

AKIBAT 2 Jika diberikan fungsi-fungsi vy ,v%,..

(r)
VO dan CysCos 2Cpy konstanta-konstanta  sebarang,

maka beriaku

{1} {2y {m) (1)
Aleyy,, + oy, + o ooy, 1 B gAYy, +

Gy .+ a Ayl <1475

untuk setiap bilangan bulat positif n.

Bukti : Dengan induksi matematika,

untuk n = 1, A[ciy:,_i)] = ciay;“ benar dmenurut teorema

3.1.1.25,

Andaikan benar untuk n = k, Aiciy;“ + czy:{z} + L.+

133 EW €23 (o
Yy 1 = Ay, + oAy, L+ oAy



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

37

Akan dibuktikan benar untuk n = k+1, dengan memakai

akibat. 1 maka A[ciy;ﬂ + czy;m + .+ ckﬂy;kﬂ)]
Alciy;“ + cay;m + + cky;k)J + A{ckﬁy;kﬂ)l =
c:iAy;D + czﬁxyf) + ...+ ckAy;k) + ckﬂAy:(kH).

Jadi terbukti benar untuk n = k-+i.

Jadi A[ciy;” + czy;m + + cny:cm] == cié;y;“ +
CZA}’;2> + + chAy;m, benar untuk =setiap bilangan
bulat positif n. =

Bentuk Jumlahan dalam  persamaan <1475 akan ditulis
dengan menggunakan notasi Z. Jika y{k) adalah fungsi dari

fungsi y yang ke-k dan jika a dan b sebarang bilangan

bulat Jddengan b 2 &2, maka jumlahan y{c') + ymﬂ) + ...+
b

(o q ] (ks

y dapat. ditulis dalam bentuk, Ey
k=a

Simbol ini dibaca “jumlah dari y© mulai dari k = a

sampai k = b,
Contoh
a. Jumlah dari n bilangan bulat positif pertama dapat

ditulis
n
1 +2+8+ . +n= ZR
k=t

b. Jumlah dari 10 bilangan bulat positif ganjil pertama
10
143 +5 + . +10 = 5@k
k=1

<. Jumlah dari diferensi pertama sampai ke tiga dari

fung=si y, vang masing-masing bernilai pada » :
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zAk y(k) = A y(i) + AZ y(?..} 4+ AE! y:cg)
k=1

X x X

38

Beberapa sifat yang berlaku pada notasi %L : Andaikan v

dan 2z sebarang fungsl dan ¢ konstanta sebarang,maka :

[}
1. zc = nc
k=1
] 2]
2 zc y(k} —— y(k}
k=1 k=4

™ ™ N
49} k) 1479 ky
3. E(y - AN I zy s ZZ
k=4 k=1 k=t

—

Sekarang dapat  digunakan notazi £ untuk menuliskan

persamaan <1.17> dalam bentuk :

A "
A Yoy y ¥ = Y ok vy 117>
k=1 Pe=2}
CONTOH -
a. A (8% + Bx) = 8 Ax® + B Ax (menurut 1.163
= 3 (2xh + h°> + 5h (menurut. tabel 1.17

b, A Ca + bx + ex’> = a Al + b Ax + ¢ Ax®  (menurut 147>

Il

0 + bh + c(2xh + h°> <dari tabel 1.15

bh + cd2Zxh + hz}, a,b,c konstanta

e

Andaikan diberikan fungsi < yang bernilai  pada

dinotasikan dengan <., didefinisikan dengan :

A + bn a b
G, = = n

n 1-b 1~-b 1-b

dengan a dan b konstanta, b = 1, maka

a b

1,
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b

= 0 + =5 An
b
= -p on
Ac:n b
An 1-b

TEOREMA 3.1.1.4 Diberikan fungsi y sebagai polinom
berderajat n, yvang berarti,

Y, = a, + a;x + 32x2 + ...+ ahxh {1.18>

dengan ag, a,, fz, .. , a, konstanta-konstanta sebarang

dan a, = 0, maka diferensi ke-n dari fungsi y merupakan

d r_o. .
Tungsi konstan d{zama dengan n'h a,> dan semua diferensi

setelah diferensi ke-n berturut-turut adalah nol, yang

berarti,
APy, = 0, jika p > n €1.19>
Bukt.i 3 Diberikan m sebarang bilangan bulat.

pozitif, maka berlaku teorema binomial yaitu

ax" = ethd” - X7
= %" 4 ™% o m(r;;i) "R 4 m(m*-13>!(m—2)
LR N m(m-i)(rz;—Z)(m*B) xm_4h4+...+ B ™
= mx™ i m(;;-:l) .thzhz ” m(m—if;(m—Z) e .
mCm—ib(m—z)(m;S) Y 4w hm.

41

vang berarti aplikasi A untuk x" menghasilkan Jjumlahan
berhingga, dengan m-1 sebagal pangkat tertinggi dari =
Dengan menggunakan persamaan <1172

Ay, = aghl + aAx + azﬂxz + .+ anAxn 1.200
Jadi  jika A dikenakan pada y dimana y adalah fungsi

polinom  berderajat n, maka mengakibatkan fungsi polinom
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berderajat n-1. Dengan alasan yang sama Azy akan menjadi
fungsi peolinom berderajat n-2. Dan seterusnya Any akan
mengakibatkan fungsi polinom berderajat nol at.au
merupakan suatu konstanta.

Dari persamaan (1.20> diperoleh,

Anyx = aoAn‘j_ + aiAnx + azeﬁﬂxz . . ahAan
=0+ 0+ 0+ ...+ a A%
Ay, = a A"x" 1.21>

Qleh karena Ax = h,

A5E = ACARD

ACZxh +h%D
» 2
= AZxh + Ah

= 2Z2h Ax

It
B
o

I
e
i
\.N

A"x" = nth”
maka persamaan (1.215 menjadi,
Ay, = a,nlh" .21’ >
Hal ini membuktikan Anyx merupakan suatu konstanta
akibatnya semua diferensi setelah diferensi ke-n

berturut-turut adalah nol karena diferensi dari konstanta

adalah nol. -



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

41

DEFINISY 3.1.8.1 Fungsi faktorial dari orde n

(n=2,3,..3 ditulis dan didefinisikan dengan

x™ = x(x-h><x-2h>..Ix-(n-1>h], untuk h tertentu

113
dan untuk x = N,

CONTOH 3.1.8.4 Jika x° = %, x2 = xtx-h>, x> =
R{X-hXXx—2h>, maka
o™ = x+h,
e+t = (kRO Ceth-h) = (cthox,
ethd™ = (xR Cerh-h)Cxth=2h) = Cxth)xCe-h)
sehingga jika h = 2, maka

(41
3 = 3,

{2}

3 34 = 3,

i

3]

-

3CE-25(3-4> = 31-1 = -3

sedangkan jika h = 3, maka

(13

3" = g,

3% = 230 = o0,

[

3% = 30-3 = 0

Fungsi faktorial dari orde-n mempunyai n faktor. Meskipun

demikian, tetap dapat ditemukan diferensinya.

Untuk ax " = <o - %77

H

= {(xHhOxe-hoGer2h) . Ix-<{n-2>2h1> {x—-ho{x~

Zh2, [x—{n—23hix-{n-1>hi>

= w{x~hI{x~2Zh>. . Ix-(n-2>2h} {x+h> - [x—n—10hi>

= " ethd - Ix—(n-15h1>

n—11
= nhx
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Hal ini berlaku untuk setiap n > 1, tapi tidak untuk n =

1, s=selama *% tidak didefinisikan. Oleh karena x = = x
dan Ax = h, maka definizi fungsi faktorial diperluas

dengan menambahkan

% = 1 <1.22>

sehingga diperoleh,

s n = 1,2,3,.. 1.233

Perhatikan bahwa kecuali untuk faktor konstan, diferensi
dari fungsi faktorial merupakan fungsi faktorial dengan
tingkat vang lebih rendah 1 dari mula-mula.

Hal ini membuat perulangan diferensi dari %" lebih

mudah dibentuk. Sebagal contoh

AZX[hI - A CAX{!’\])

= A (nhxm_ﬂ)

= nh (~1>hx "2

e n(n*i)hzxm—m

Begitupun untuk A% yvaitu

A% = nen-1>m-2on %"
Dan seterusnya sampai perulangan n kali operasi A,
A = no-1>¢n-2>..3.2.1.0"7 1.245
Bilangan 1.23.{n-2>.(n—12.n yvang dihasilkan adalah

hazil kali dari n bilangan bulat positif yang pertama.

DEFINISYT 3.4.3.2 Hasii kali dari n bilangan bulat
pozitif pertama dinotasikan dengan n !, yvang berarti,

n! = 123 .{n-1>.n 1.25>
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Sebagal tambahan, nol faktorial didefinisikan dengan
0! = 1 1.26>
Dengan notasi ind dapat ditulis menjadi
A" = k", n = 0,1,2,3,.. 1.27>

CONTOR 3.1.3.2

A = 3hx'® = ShxCx—ho

&

Z 3 2 1] 2
X

A = 3.2h x = Hhx

A% = an® = 6n°

A% = 0, jika n = 4,5.6,...

]

b, Dengan memakai persamaan 117> dan persamaan {41.23)

diperoleh,

{13 [21

2 4k = 3 a1 + 5 ax - 2ax

ACB + Bx - 2x

+ 4 Ax

1

0 '+ 3hl &z 2hxt M 420

= B5h - 4hx'" + 12h %2
= Bh - 4hx + 12hxC(x—h>

Bh - 4hx + 12hx° - 12h%x

it

TEOREMA 3.1.1.5 Diberikan u dan v merupakan fungsi-
fungsi diskrit, maka

su,. v, = Eu Av, + Au,.v, {1.28>

Bukti :
Alu, v, 1 = U Vo~ u,v,
= Bu, . CAv, + v,> - (Qu,,, - Ay dv.>

= (ku.Av, + BEu v,> ~ (EBu,v, ~ Au,.v, D>
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= Eu,.Av, + Eu,.v, - Bu,v, + Au,.v,

= Bu,Av, + Au,.v, L

CONTOH :

4 3. 3
® Ax = Alxx D {dengan u, = x dan v, = % )
3

= Ex Ax3 + A u,x

¢x + h> ¢8hx’ + 3h’x + h > + hx°

i

3 Z

= 4hx® + 6h°x° + 4h°x + h*
31.4 Ekuivalensi dari operator-operator
Perhatikan persamaan (1.9, persamaan ini dapat

ditulis men jadi

Ay, = Ey, - Iy, 1.9 >

DEFINYSI 3.1.4.1 Dua operator, O, dan 0O, dikatakan
ekuivalen (dinotazikan dengan o, = 0,2 Jika unt uk
sebarang fungsi y berlaku O,y = O,y.

Jadi persamaan <1.9"> dapat ditulis sebagai ekuivalen
A= E - 1, karena Ay = (E-I>y = Ey - Iy 1.29>
Apabila 1.9 > ditulis dalam bentuk By, = Ay, + Iy,
untuk semua y, maka diperoleh :
E=4A+1 €1.305

CONTOH 3.1.4.1.1 Dari persamaan 1.7 akibat,

definisi 3.1.4.1 diperoleh A° = I

CONTOH 3.1.4.1.2 Dari persamasan 1.12> akibat

definisi 3.1.4.1 diperoleh E° = I
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CONTOH 35.4.4.4.3 Dari persamaan 14> dan 15>

menggunakan teorema 3.1.14 berturut-turut diperoleh :

z2

A 2

E” - Z2E + 1 €1.31>

E] 3

A E? - 3% + 38 - 1 €1.32)>

Il

TEOREMA 3.1.1.6 Operator A dan E adalah komutatif,

yvang berarti AE = EA.

Bukti : Dengan menentukan dan menunjukkan bahwa
CAEDy, dan (EA3y, untuk semua y, keduanya sama.
CAEDy, = A IBEy,l = A Yo = Yyseh ~ Yeth
dan
CEA>y, = E [Ay,d = E by, = ¥, = Ey, ., - Evy

»

= Ywszh = ¥u+h

Jadi terbukti bahwa AE = EA =

DEFINISTI 3.1.4.2 Operator A dan E memenuhi hukum
indeks, vang berarti untuk m dan n bilangan bulat non
negatif, berlaku

™, N ooom m+n

ATA = A A = A <1.33>

E'E” = E'E" = E" " <1.34>
Bentuk persamaan <{1.312 dan persamaan 1.322 menunjukkan
bahwa az dan A° dapat ditulis dalam bentuk yang ekuivalen
berkenaan dengan operator E. Andaikan persamaan (1.292
dipangkatkan 3 di kedua ruasnya, maka diperoleh :

8

A® = -7

Dengan menggunakan teorema binomial maka diperoleh :
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3 3

A = g% - 3%t + 3B - 1 <1.35>

Karena I° = I dan Jjuga untuk sebarang operator O berlaku

- oap® o+

0l = 10 = O maka persamaan {1.35) menjadi A = E
3E - 1 vyang hasilnya tepalt sama dengan persamaan 1.320.
Sekarang, secara umum jika persamaan <1.29> kedua ruasnyva
dipangkatkan n maka diperecleh :

™

A" = E-D" 1.362
Kemudian dikenalkan penggunaan notasi [:} dalam persamaan

125> dan <(1.26>, wuntuk k dan n bilangan bulat non

negatif’ (k £ nd, didefinisikan :

n i
[k] = W ol |

oleh pembagian n! dengan (n-k3! diperoleh

n ndn-1>n-27...(n—-k+1> .
I:k] = ] 1.38>
maka diperocleh rumus binomial :
[}
CA + B = z [;:] A¥ B"7¥
k=0
Lambang [:} berlaku wuntuk k = 0,1,2,3,..,n yang dikenzal

sebagal koefizien binomial.
Dengan menggunakan persamaan <(1.38) dan persamaan {1.362

diperoleh,

[ a]
tetapi EkIh—k = Ek, maka A& = }:
=0
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TEOREMA 3.1.1.7 Jika n adalah bilangan bulat

positif, maka

L)
Ay = ) {:] " By, 1.39>

TEOREMA 3.1.1.8 Jika n adalah bilangan bulat

positif, maka

[a}
ENy, = z [;‘} Ay €1.40)
k=Q
Bukti
E'y, = D"y,

|
s
= o
WO )
>

=
st

3

I

hy
-

x

[
i
OMJ

315 Operator AT

Di atas telah didefinisikan A" dan E” hanya berlaku
untuk bilangan bulat n tak negatif. Tetapi ketentuan ini
dapat diperluas untuk indeks bilangan bulat negatif,

misalnya 4, dimana n e 2, untuk n = 1 diperoleh A}
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Definisi akan diperluas sedemikian hingga sifat-sifat
dasar (seperti sifat linear dari teorema 23.1.1.2, 3.1.1.3
dan aturan indeks dari definizi 31.42> tetap berlaku.
Sehingga jika operator A dikenakan pada operator At
dipercleh,

Ala 'y = a7y = A%y, =y, 1.41>
Jadi Jika aturan indeks dipakai, maka Amiy akan

didefinisikan sebagali fungsi yang diferensi pertamanya

adalah fungsi vy.

DEFINIST 3.1.5.1 Jika Y adalah fungsi yang
diferensi pertamanya adalah fungsi y, maka Y disebut
Jumlah taktentu dari y dan dinotasikan dengan A_iy, vang
berarti jika AY, = vy, maka

Ay, = Y, 1.42>

CONTOH 3.1.5.1.1 Andaikan ditentukan  jumlah  tak
tentu dari fungsi konstan x sama dengan h  dnterval
diferensi>. Diketahui karena h adalah interval diferensi
Ax = h, jika kedua ruas dikalikan A—i dihasilkan

A¢Aaxy = AT*h

Karena A{x+2)> = h diperoleh juga A o= x +2
Secara umum Jjika A{x+c? = h, maka diperoleh
AT = x + ¢ <1.43>

dimana ¢ adalah konstanta sebarang.
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Jika p adalah sebarang fungsi periodik dengan periode h,
maka berlaku

Ap, = Pyt ~ Py = 0 karena p,., = p,2 <d.44>
Untuk semua x dalam domain dari p, maka

Alx + p I = Ax + Ap, = h + 0 = h

sehingga,

27 = x + p, €1.45>
Karena persamaan (145> bernilai benar untuk sebarang
fungsi periodik p <{dengan periode h>, maka terlihat bahwa
fungsi konstan h mempunyai banyak tak hingga jumlah tak
tentu, Secara khusus, untuk setiap fungsi konstan adalah
periodik. Jadi persamaan 145> dan 1.43> sebagai kasus
khusus. Tetapi ada juga fungsi nonkonstan vyang periodik,

seperti fungsi sinus dan kosinus dalam trigonometri.

Contoh di atas memberikan ilustrasi kenvataan
berikut : jika Y sebarang jumlah tak tentu dari y, maka Y
+ p adalah jumlah tak tentu vyang lain dari y asalkan p
adalah fungsi periodik dengan pericde yang sama dengan

interval diferensi.

TEOREMA 3.4.1.9 Jika Y% dan Y% adalah jumlah

t.ak tentu berturut-turut dari fungsi yw dan y{Z) dan

Jika ¢, dan c¢; konstanta-konstanta sebarang, maka ciYm

+ czY(m adalah jumlah tak tentu dari fungsi ciym +

czy(Z), vang berarti

-4 {4 -4 {2}

* ooy = AT 4+ ,n P s

A_iic::ﬂ.r'(1
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Bukti : Diberikan AYY = y* 4qan AY® = ?
maka harus dibuktikan bahwa diferensi ciYm + czY(m,

dengan menggunakan persamaan (1.16), diperoleh,

Ae, YV + ¥ =AY+ ony®

1) b

2
= 4y + T ¥

sehingga,
~1 1) (23 > (23
Aoy ooy Ty = oY+ oY
w1 (4) -1 2
= gAY + oA Ty

Persamaan (1.46> menandakan kombinasi linecar dari n

fungsi dengan memakai <1.17 3, diperocleh

2] r

A Eck v, = zck A7y, €1.47>

k=0 k=0

DEFINISI 3.4.5.2 Jika operator FE dikenakan pada
fungsi Y menghasilkan fungsi y maka ditulis E*iy = Y,
yang berarti, EY = y. Sejalan dengan operator A, jika EY,,
=y, maka,

E'y, = v, €1.48>

Tetapi operator E ' sedikit menarik dan sedikit
dipakai daripada A ', dari persamaan <1.48> diperoleh

E™'Yy = veeon <1.49>
Hal ini dikarenakan Ey,, = vy, (dari definisi 3.1.2.1>.
Kenyvataannya, untuk sebarang bilangan bulat positif n,
didefinisikan diferensi ke-n dari fungsi A“ny adalah .
Sama halnya dengan E_ny, Jjika dikenakan operator Eh, maka

diperoleh E'CE"y> = y. Jadi perbatikan bahwa Jika

Enyx_nh = y,, maka diperoleh
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E"Vy = Yecnh <1.50>
3.2 Persamaan Diferensi
DEFINISTI 3.2.1 FPersamaan vyang berhubungan dengan
nilai dari fungsi y dan satu atau lebih diferensi-
diferensi (Ay,Azy,Aay,...') untiuk setiap nilai X dari
sebarang himpunan § d{dimana vy terdefinisikan? disebut
persamaan diferensi lewat himpunan S, dan ditulis
POy, Ay, A%y, Ay, = 0 210
Persamaan (2.15 disebutl persamaan diferensi biasa orde-n.
persamaan {213 juga dapat. ditulis
LY oY xe1oYxans o 3¥pen? = O €2.3>
Orde persamaan diferensi adalah selisih antara subskrip
vang tertinggi dan yang terendah dari vy pada persamaan
tersebut., sedangkan derajat diferensi adalaih pangkat

tertinggi dari vy.

CONTOH 3.2.14.1 Andaikan fungs=si Y didefinisikan
untuk semua bilangan real x, persamaan-persamaan berikut
merupakan contoh-contoh dari persamaan diferensi lewat

himpunan S ;

Ay, + 3y, = 0 C2.45
A%y, + BAy, + y, = 0 25>

APy, - xy, = 2x + 7 2.6>
3 2 .
Ay, + ATy, + oAy, oy, =0 2.7>

2%y, - 8Ay, - 3y, = x 2.8>
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Berdasarkan t.eorema  3.1.1.7 persamaan diferensi  pada
contoh di atas dapat ditulis sebagai relasi antara nilai
dari vy dengan satu atau lebih fungsi Ey,Ezy, ... Sseperti
antara vy dengan Ay,Azy,... . Jadi smelama 4y, = Ey, - vy,

maka persamaan (2.42 menjadi

Ey, + 2y, = 0 £2.9>
andaikan h = 1, dari persamaan {1.11> telah diperoleh
E'y, = v, n = 0,1,2,3,.. €2.102

Maka persamaan (2.9) menjadi
Yyer ¥ 2y, = 0O 24>
Dengan jalan vyang sama, jika Azyx = Ezyx ~ ZEy, + y, maka

persamaan (2.5 menjadi

Vurz ¥ Vysg = V= 0 @5’
Begitu juga persamaan (2.6 - 2.8) menjadi

Vyez = 2V ¥ A-kdy, = 2x + 7 2.6 >

Yien 7 Sz ¥ 2V, = 0 27>

Bz = S¥ey t v, @ = O z.8' >

CONTOH 3.2.14.2 Persamaan diferensi vyang diberikan

pada contoh 3.211 bPberikut ini akan ditunjukkan orde dan

derajatnyva,
Vees * 2y, = O Corde-1, derajat 1> 24D
Visz F Vied = Y= O Corde-1, derajat 1D 25
Vasz — 2Vupq + UKDy, = 2x + 7 C(orde-2, derajat 13<2.6' 5
Vyss = 2¥up * 2¥,, = 0 (orde-~2, derajat 1> 2.7 >

Vyrz = D¥uas ¥ ¥V, - % = 0 (orde-2Z, derajat 1> 28>
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DEFINISI 3.2.2 Suatu persamaan diferensi lewat.
himpunan S adalah linear dengan orde-n jika dapat ditulis
dalam bentuk

A Vken F i Vienot ¥ b A Py +

A7V = & <2.10>
dengan f(m,f(i), 5 fmw”,f(m dan & masing-masing
merupakan fungsi dari k {tetapi bukan dari Yi?
didefinisikan untuk setiap nilai k dalam himpunan S,

dimana f(m dan f{m keduanya Lidak sama dengan nol.

CONTOH 3.2.2.1 Persamaan (2.4 - 25 > merupakan

3 by 0 [y
persamaan diferensi linear, dari persamaan 2.4 > jika n

= 1 maka ff,_O) = ot f;i) = 2 , gx = 0. Dari persamaaan
25'> untuk n = 2, diperoleh £ = 1, £° = 0, £° =
g, &) = a. Kedua persamaan ini, koefisien- koefizien
Pttt s FPTUA™ adalah fungsi o konstan, yang

berarti, tidak mengalami perubahan terhadap k. Persamaan
seperti ini disebut persamaan diferensi linear dengan
koefisien konstan, hal ind merupakan dasar vang
terpenting vang akan dibahas pada bab IV,

Perhatikan persamaan <2.6 > tidak termasuk dalam bentuk
ita, meskipun linear, tetapi tidak dengan koefisien

konstan, sebab f}im = {1-kD>.

CONTOH 3.2.2.2 Persamaan diferensi berikut semuanya
linear dengan orde yvang telah ditunjukkan :

Ve F By — Ty, = 2k Corde—25
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Visz T D¥Ypeg = 2K Corde-1>
Yrez 7y, = 2k Corde—2D
kyyes + 2yp = 6y, = 0 {orde—-2 dengan k = 0>

~”&k)”'iw:-n = BK¥Ypez *t Zkyp - oy = 1 Corde- 3>

3.3 Penyelesaian persamaan diferensi
Di dalam persamaan aljabar, penyelesaian persamaan
al jabar dengan bentuk lineanr
Zx-1 = 3 {3.15
adalah nilai x yang bila disubstitusikan dalam persamaan
(3.1> membuat persamaan itu menjadi pernvataan vyang
benar. Nilai x vang seperti itu dikatakan penvelesaian

dari persamaan aljabar. Persamaan (3.1 memiliki tepat

satu penyelesaian yaitu x 2. Sedangkan persamaan

al jabar vang berbentuk kuadrat, misalnya x> - 4x + 3 = 0
mempunyal tepat 2 penvelesaian vaitu x = 1 dan x = 3.

Sekarang andaikan diberikan suatu persamaan dife-
rensi,

Yeey — 2¥, = 0 , k = 0,1,2,... {3.2>
maka timbutl pertanyaan bagaimana penyelesaian dari
persamaan ini. Persamaan (3.2) merupakan hubungan antara
nilai dari suatu fungsi y pada titik k dan k+1. Adakah
fungsi yang didefinisikan dengan daerah asalnya merupakan
himpunan dari bilangan bulat non negatif, yangl membuat.
persamaan ini menjadi pernyataan yang benar untuk setiap

nilai k dimana persamaan tersebut didefinisikan 7

Jawabannya adalah va, seperti yang  ditunjukkan oleh
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fungsi
v, = 2° kK = 0,1,2,. €3.3>
tntuk fungsi y ini diperoleh,
Viss = 2y, = 250 - 22" = 0 , ko= 0,1,2,..

sehingga y memenuhi persamaan diferensi (3.2), fungsi vy
vang didefinisikan dalam £3.3> dikatakan merupakan
penyelesaian dari persamaan diferensi (3.22.
Andaikan setiap fungsi yang nilainya pada bilangan bulat
non negatif k diberikan dengan

v, = 325 v, = 425 v, = 152" €345
Ternyvata persamaan {3.4> Juga memenuhi persamaan
diferensi <(3.2> Sehingga jika ¢ sebarang konstanta dan vy
diberikan oleh,

v, = a2 , ko= 0,1,2,... €8.5>
maka y adalah penyelesaian dari persamaan (3.2, karena

Vier = 2vy = 25t - 2025 = @t - 2K = 0

Oleh karena itu fungsi y yang diberikan dalam persamaan
3.3 dan (3.4> disebut penyelesaian partikular dari
persSamaan diferensi (3.25 sedangkan fungsi b4 dalam
persamaan (352, dengan sgebarang konstanta ¢, merupakan

penyelesaian umum dari persamaan diferensi (3.2).

DEFINISI 3.8.1 Fungsi y merupakan penyelesaian dari
persamaan diferensi  lewat himpunan £ jika nilai dari v
dapat direduksi pada persamaan diferensi  dengan  suatu
identitas lewat S yang berarti, jika nilai dari v membuat

persamaan diferensi menjadi pernyvataan yang benar untuk
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setiap titik dari S. Dan jika suatu fungsi merupakan
penyelesaian dari persamaan diferensi maka  dikat.akan

memenuhi persamaan diferensi.

CONTOH 3.3.1.1 Perlihatkan bahwa

v, = 1 - 2-k, k = 1,2,8,.. <3.62
merupakan penvelesaian dari persamaan diferensi orde-1

k+1dyy,, + ky, = 2k - 3, k = 1,2,3,... 3.7

Jawab : Untuk memperilihatkannya subtitusikan nilai
dari v ke dalam persamaan 3.72 dan tampak suatu
identitas untuk setiap bilangan bulat. positif k. Dari
persamaan (3.4> diperoleh,

Viwg = 1 - 27kt
maka persamaan (3.7 menjadi

Ck#dd 1 - 2-k+12 + kK A - 27k = 2k - 3
kemudian sederhanakan ruaz kiri dari persamaan ini,
dihasilkan <(k+1> - 2 + k - 2 = Zk - 3.

Maka persamaan (3.6> memenuhl persamaan diferensi (3.7).

CONTOH 3.3.1.2 Perlihatkan bahwa persamaan
diferensi
Vieo — 4V + 4y, = 0O , k= 0,1,2,.. (3.8
mempunyai penyelesaian,
v, = 2°¢q, + k>, k = 0,1,2,.. €3.9>
untuk sebarang konstanta oy, a,.
Jawab :  Substitusikan persamaan (3.9 ke dalam

persamaan (3.8> sehingga menghasilkan,
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2% Lo, + k201 - 4.2 [e, + c,kHD] +

42" [, + okl = 0 €3.10>
kemudian sederhanakan ruas kiri dengan memfaktorkan 2k+2,
diperoleh

2% Ga, 4 cpk#@d = ZegtapCktD] 4 Lo ta kD
Akibat penyederhanaan ini menunjukkan bahwa nilai dalam
kurung kurawal adalah 0, untuk setiap k = 0,1,2,... dan
untuk setiap ¢, dan Cy. Jadi persamaan {3.9> memenuhi
persamaan (3.8>.

Perhatikan dari contcoh di atas dapat ditemukan tak
hingga banyak penyelesaian dari persamaan {3.8>, satu
untuk setiap pasang nilai dari  konstanta ¢, dan g,
Andaikan kita bertanya bagaimana penyelesaian dari
persamaan 3.8> jika diberikan Vo # 1 dan y, = 6. Hal ini
dizebut syarat awal yang merupakan syarat tambahan dari

fungsi vy disamping memenuhi persamaan diferensi. Jika

kita masukkan k = 0 dan k = 1 ke dalam persamaan (3.92,
maka diperoleh y, = ¢, dan Yy = 2{g,+cy2, oleh sebab itu
¢ = 1 dan ¢, = 2. Sehingga persamaan {3.9> menjadi Yy, =
2k<1+2k'), ini merupakan penyelesalan partikular dari

persamaan diferensi (3.82 yang memenuhi syarat awal.

CONTOH 3.3.1.3 Perlihatkan bahwa
vy = azt, k = 0,1,2,.. €3.11>
memenuhi persamaan diferensi
Ve — 2V, = O s ko= 0,1,2,... 3423

untuk wsetiap nilai dari konstanta ¢, dengan syarat awal
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Yo = 3.

Jawab : Jika ingin menemukan penvelesaian dari
persamaan <(3.12> yang memenuhi syarat awal y, = 3, maka
dari persamaan <3.112, diperoleh

Yo = CZO =
sehingga dari syarat awal diperoleh ¢ = 3,

Jadi penyelesaiannya adalah

v, = 32° , k = 0,1,2,..
vang memenuhl persamaan diferensi (3122 dan syarat awal
Yo = 3.

Dalam sub bab berikut, akan dibuktikan teocrema
dasar vang menjamin eksistensi dan ketunggalan dari
penyelesaian partikular dari persamaan diferensi linear
(dari sebarang orde) vyang memenuhi syarat-syarat awal

vang diberikan.

3.4 Teorema Eksistensi dan Ketunggalan

Telah diketahui bahwa sebarang persamaan diferensi
mempunyai tak hingga banyak penyelesaian, tapi untuk
persamaan diferensi linear dapat selalu ditemukan paling
zedikit satu penyelesaian, dengan syarat tertentu, hanya
ada satu penvelesaian, akan dibuktikan teorema eksistensi
dan ketunggalan untuk persamaan diferensi linear orde-n,
tetapi akan dilihat lebih dabulu pada kasus vyvang khusus
vaitu pada persamaan diferensi linear orde-2.

Persamaan diferensi linear orde-2 mempunyai bentuk

{Q

(4) (23
Fio Viwz ¥ % Yiws F F Ve = g ko= 01,2, 4.1
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dengan koefisien-koefisien dari y, dan vy, tidak sama
dengan 0, yvang berarti,
AZ =0, 17 = 0, kK = 0,1,2,.. <4.2>

Jika k = 0, maka persamaan (4.1 menjadi

{O) {4) (2}
fo Y2+ fo vy t fo Yo = o <4.3>

Pada persamaan diferensi linear orde—2 Jika hanya
diketahui salah satu dari nilai vy, vy, atau v, tidak
memungkinkan untuk ditemukan dua nilai yvang lainnya.
Tetapi jika diketahui dua nilai berturutan vy, dan Yys
dapat ditemukan vy,, dengan kata lain untuk persamaan
diferensi linear orde-2 diperlukan dua syarat awal vang

berturutan. Untuk itu persamaan <(4.37 diubah menjadi

{ Q) 43 {2
fo Y2 = g0 = fo ¥y — fo Yo

dan mengingat persamaan (4.2> boleh dibagi dengan f:)m
untuk menghasilkan v,.
Jika k = 1, maka persamazn <442 menjadi

fimya - J(;.;Uyz i f;Z)Yi = 24 <4.4>

Sekarang digunakan nilai-nilai dari Yy dan v, untuk

menemukan y4. Untuk itu persamaan (4.4> diubah menjadi

(o (1 (2>
Fy Ya = g =+ f ¥ - fi Vs

dengan mengingat persamaan 4.23 boleh dibagi dengan fim

untuk menghasilkan vy, Dengan cara yang sama, maka akan
dihasilkan penyelezalan tunggal dari persamaan diferensi
orde-2 (4.1 dimulai dengan dua nilai y, dan vy,.

Andaikan persamaan diferensi didefinisikan lewat,
himpunan S dengan a = k atau a £ k £ b, 4.5>

dengan a,b bilangan bulat non negatif.
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TEOREMA 3.1.1.10 Persamaan diferensi linear orde—n
(o (4> {r—1)
Ju Yiken F F Yian-s b oo v fio Vg F
tn
£V = gy 4.6

lewat suatu himpunan S dengan nilai k vyang merupakan
bilangan bulat vyang berturutan, dengan f;:w = 0 dan flim
= 0, mempunyai satu dan hanya satu penyelesaian v yang

nilainya pada n berturutan dengan nilai k vyang secara

sebarang ditetapkan.

Bukti : Dengan hipotesa, S merupakan himpunan dari
salah satu bentuk dalam persamaan (4.5, Andaikan
pertama-tama ditentukan n nilai dari y vaitu YasVYarss
»Yeoirn—y dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika,

bahwa nilai dari y pada tiap titik dari S adalah tunggal,

Jadi membuktikan bahwa ter-dapat suatu penyelesaian

tunggal. Jika k = a, maka persamaan {4.6> menjadi,
<) (43 {n-1)
3(0. Ya+n + fc. yo.+h-1 ot fo. Ya+s a4
<
fo Vo = 8a 4.7>

kemudian persamaan (47> diubah bentuknya menjadi

(o (4} {n—1)
fc:. YG.+h - g&, - fg_ YC!-+P‘|—1 W o fC.

{n) .
Vors = Fo Vo 4.8

(o)

karena £, ¥ 0 maka persamaan (4.8) dapat dibagi oleh

(O}

fa

untuk menghasilkan v,,,. Sekarang andaikan dibuat
hipotesis induksi bahwa y diketahui untuk setiap nilai k
dalam 5 sampai dengan Yorjs dengan Jj Z n. Pembuktian ini
diselesaikan dengan menunjukkan bahwa Yarjee Merupakan

penyelesaian tunggal.
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Jika k = k;, = a + j + 1 - n, maka persamaan (4.6> menjadi
(o) (43 (23
fki Yc:.+j+1 + fki ya_-q-j + fk’_ ya_,,j_i + ..
o
+ fki Yatjmnes = &k,
kemudian diubah bentuknya menjadi
(o <1) (2>
fk1 Yauwjr1 = Sx, = fki Ya+j = fk:!. Ya+j-1 - e 7
{n
fki ya+j—n+1
(o Lo}

karena fk_t # 0 maka persamaan ini dapat dibagi oleh fki
sehingga dihasilkan v, ..

Sekarang terbukti bahwa y ditentukan dengan tunggal untuk
setiap nilal k dalam § asalkan nilai y,¥..0 - - - >¥geno1

sudah ditentukan. -

Teorema (3.1.1.10> sangat penting, bukan karena
memberitahu bagaimana mencari penvelesaian tetapi membuat
agar percaya bahwa suatu persamaan diferensi  dengan
syarat-syarat tertentu vang sudah ditentukan hanya

mempunyai satu penvelesaiarn.
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PERSAMAAN DIFERENSI LINEAR DENGAN KOEFISIEN KONSTAN

4.1 Pengantar
DEFINIST 4.1.1 Persamaan diferensi dikatakan linear

orde-n dengan koefizien konstan, jlka mempunyai bentuk

(O (- B (v —-13 (i
b]-'. yk+h+bk yk+n—1+"'+bk yk+1+bk Yk = Sk

k = 0,1,2,... 4.1>

(O 1> (nd
dengan & 7, Iz R o

merupakan fungsi  konstan
dan ¢ =ebarang fungsi k tapi tidak perlu konstan, dimana

5% = 0, & = 0.

CONTOH 4.1.1

B 2 Ve — YV = O {PDL orde-1> <4.25
b 3 Wiy * 2 Vg ¥y = 35 (PDL orde-2> C4.3>
C. Ypeg T O¥YE = kK (PDL orde—8> <4 .4

Karena &% = 0 maka persamaan <{4.12 dapat dibagi dengan

b‘m, sehingga diperoleh bentuk,
Yien b BViar-g oo P A Yy foagyr = oy 4.5
dimana  a; = b“}/’bw), a, = b(2>/b<o>’m,an == bm)/b(m,
I‘k = Qk/’b{O)
Persamaan (4.52 disebut persamaan diferensi linear baku
orde-n dengan koefimien konstan.
Sehingga persamaan (4.2 - 4.4 menjadi
1 ‘
Vit 5 Y = 3 4.2 >
2 1 k=1 e
Yiez T g Yies ¥ 3w = 3 4.3 >
Yita Y, & K 4.4 2

62
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DEFINISI 4.1.2 Persamaan diferensi linear orde-n
dengan koefisien konstan dikatakan homogen Jika ruas
kanan dari persamaan (45> sama dengan nol, yang berarti,

Yier ¥ 84Ypen-g t o ¥ An_tYker +t 2Y, = O (4.6
sedangkan persamaan (4.5 adalah persamaan  diferensi
linear non homogen orde-n dengan koefisien konstan (atau

disebut juga persamaan lengkap).

CONTOH 4.1.2

A VL, % vy, = 0 <PDLH orde-12
2 1 L k=1
b Yk+2 + '3-" Yk+1 + § Yie & 3 (PDLNH orde~2>
S Viea ~ ¥y = K CPDLNH orde-35
TEOREMA 44 Jika vy, &, | ™ Ldalah

fungsi~-fungsi vang memenuhi persamaan diferensi 3.6,

dalah konstanta-konstanta

]

dan Jika Ciys Gy, gl
(EH) (2 Ny .
sebarang, maka Y + oY + + LY Juga

memenuhi persamaan (4.6).

Bukti : Akan ditunjukkan jika yw, ym), N y(m
. <4) (2
memenuhi persamaan  (4.6), maka oy +  oyy + ...+

() N q . N
<Y Juga memenuhi persamaan (460, yang berarti, harus

ditun jukkan bahwa

[ {2) [ {4
CCy¥Vien + Co¥iwn + + Chn¥k+n’ + a1<ciyk+n—i +
{2) {n> {1 (2
Co¥ien—t ¥ o F G Va2 v F An_ 314G Vigg o CoViyy
n> (1) {2y n,
oo F oy Foa gy, + Gy t o F oy =0

kemudian ruas kiri disederhanakan bentuknya menjadi,
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{1> (1> 1> (43
€4 Vxkan o Ay Ykin-4 + -t A Vs v Ay >+
{2Z) (23 {2) {2
c2<yk+ﬁ + A Yk+r—1 + + LSTNEYS 4TS + An¥x > + +
{ry ) {in {n> in.
cn(yk+n + AV en-1 + oL+ An_yYys+se T 2, ¥ 2

ternyata vang di dalam kurung sama dengan nol karena
berdasarkan asumsi di atas. Jadi jumlahan di atas sama
dengan nol,

1) 2 {2}

Terbukti bahwa GV + Co¥ + + GV Juga

memenuhi persamaan (4.63. B

TEOREMA 4.2 Jika Y adalah suatu penvelesaian dari
persamaan homogen 4.6 dan y’.e adalah penvelesaian
partikular dari persamaan non homogen <4.5), maka Y + ya‘E

adalah penyelesaian umum dari persamaan lengkap <4.52.

Bukti : Y adalah penyelesaian dari persamaan homogen
(4.6>, berarti

Yk«rn 3 31Yk+r\-1 .. F an—1Yk+1 i anY]f. = 0
N

v adalah penyelesaian partikular dari persamaan  non

homogen (4.5, berarti

* » * *
Yeern b 4Vpsn-g T o Ay Vi T agy, = Ty

kemudian kedua persamaan ini dijumlahkan, dihasilkan

* . e # ]
Y i yk-H’l) & ai(-&'k+n—-1 i yk-!-n—].) + + =

k+n
. ® *,

(}k+1 t Vel ‘an(Yk oy = oy

ternyata memenuhi persamaan lengkap 4.5, zehingga

*
terbuti bahwa Y + vy adalah penvelesaian umum dari

persamaan lengkap (4.5 .
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4.2 Persamaan Diferensi Linear Homogen dengan Koefisien
Konstan
4.2.1 FPersamaan diferensi linear homogen orde-1 dengan
koefisien konstan
DEFINISIY 4.2.1.1 Persamaan diferensi dikatakan

linear orde-1 dengan keoefisien konstan jika mempunyai

bentuk,
(8 )] {1 =
bk Yie+d + bk Vi = &y » k = 0,1,&,... .72
dengan bm), &Y adalah fungsi-fungsi konstan vang tidak
nol. Andaikan persamaan (47>  dibagi oleh b;m s maka
dipercleh
o &
Yirt = T s Ve Vo
b by,
] s o)) ¢4 . |
gehingga jika &, &7, g adalah fungsi-fungsi konstan,

maka persamaan di atas dapat ditulis dalam bentuk

Vi = Ayy + B . k= 01,2, <4.8>
dimana A, B adalah konstanta-konstanta sebarang (A = 0.
Sedangkan jika B =sama dengan nol, maka persamaan (4.8
adalah persamaan diferensi linear orde~1 homogen dengan

koefisien konstarn.

CONTOH 4.2.1.1

A Yy = 3y, + 8 {PDLNH orde-1>
ooy = vy, + 1 (FPDLNH orde-1>
T Vi — 3y =0 {(PDLH orde-1>

d Vi — Ve = O (PDLH orde-1>
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Penyelesaian Persamaan Diferensi (4.8

TEOREMA 4.3 Persamaan diferensi linear orde-~1 dengan
keoefigien konstan

Vies = Ay, + B, k= 0,1,2,.

mempunyal penyelesaian umum

k
ARy, o+ B LA ke A % 4
1 - A
Vi ®= { , k= 0,14,
Yo + Bk ,ijika A = 1
Bukti : Andaikan ditentukan syarat awal Yo, maka

persamaan (4.82, dengan k = 0 diperoleh,
Y, = Ay, + B {4.9>
Jika k = 1, maka diperoleh
v, = Ay, + B = A{Ay, + B> + B
= A%y, + BA + AD €4.103
Jika k = 2, maka diperoleh
vy = Ay, + B
= AlA®y, + BA + A1 + B
= Ay, + B + A + AD C4.11>
Demikian seterusnyva, akhirnva diperoleh
v = A¥ys + BA + A + A% + o+ AFS
kK = 1,2,.. {4122
ternyata jumlahan vang terletak di dalam kurung pada
persamaan (4.122> merupakan suatu deret geometri dengan

suku pertama 1 dan rasionya A, oleh karena itu

k

1 - A
z k-1 _
1+ A+ A + .+ A ={1—A"~“kaA;‘1
k s Jjika A = 1

akhirnya persamaan {4.122 menjadi,
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, ko= 0,4, <413

A¥y, + B LA jika A = 1
{ 1 - A
Y =

Yo F Bk Sjika A = 1
selanjutnya jika vy, disubstitusikan ke dalam persamaan
(4.8> ternyata y, memenuhi persamaan (4.8,
Jadi persamaan 413> adalah penvelesaian umum  dard

persamaan diferensi (4.85.

TEOREMA 4.4 Jika fungsi vy vang terdapat dalam
persamaan (413> merupakan suatu penyelesaian, maka hanya
ada =satu penyelesaian dari persamaan diferensi  (4.80

dengan syarat awal y,,.

Bukti : Sebelumnya perhatikan bahwa fungsi y yang
terdapat dalam persamaan (413> sebenarnya mereduksi Yo
pada =aat k = 0. Tetapi juga dapat ditunjukkan dengan
mensubstitusikannya ke dalam persamaan diferensi. Dari
persamaan (4132 dimana A # 1, diperoleh

K+ 1 - A7
Vet = A Vo + B e,

akan ditunjukkan bahwa

ket k
frad 1 - A k 1 - A
+ - e m + — 5 +
AT Tyg B TR A Ay, B T = A ) B
merupakan suatu  identitas, berarti benar untuk k =

0,1,2,...
Untuk menunjukkannya cukup dengan menyederhanakan  ruas

kanan menjadi

Akﬂyo + B Al ~ A
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Perhatikan bahwa

AL - A" 1 - A+ Ad - ANy 1 - aKT
1 + = =
1 - A 1 - A 1 - A
Oleh karena itu,
k+1 k
k+1i 1 - A k 1 - A
+ NS
Ay + B I A Ay, + B 37— + B
kvt ACL = A"
= A yO+B 1 + -
1 - A
ki
.y kv 1 - A
= A y0+B B = A

Sedangkan untuk A = 1, diperoleh
Yier = Yo + B
akan ditunjukkan bahwa
Yo + Bk + 12 = Ady, + Bk> + B
Dengan menyederhanakan ruas kanan men jadi
Ay, + ABk + B
diperoleh,
Vo + BCk#id = Aly, + Bk> + B
= Ay, + BCAK + 12
= yo, + Bk + 1> , karena A = 1
Jadi terbukti bahwa hanya ada satu penyelesaian persamaan

(4.82 dengan syarat awal v, ]

AKIBAT Jika fungsi y yang diberikan pada persamaan
C4.13> adalah penyelesaian dari persamaan diferensi

(4.82, maka terdapat suatu konstanta c dengan,

k

cA® + B H—,jikaA;ri

Ve = { , ko= 04,2, (444D
o + Bk y2Jika A = 1
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Bukti : hanya dengan menyamakan konstanta ¢ dengan
syarat. awal y, dan memakal tecrema 4.4. |

Jadi persamaan <4.142> merupakan penyelesaian persamaan
diferenzi (48> dimana satu penyelesaian untuk masing-

masing nilai konstanta c.

CONTOH :
a. Andaikan diberikan persamaan diferensi
Ve = 2y, + 1, k = 0,1,2,..
dengan syarat awal y, = 5 Carilah penvelesalannya !
Jawab : Dengan menggunakan persamaan (4.13) dimana A

= 2, B = 1 dan y, = 5 maka diperoleh,

k 1~ 2
ye = 5.2 + I.W » karena A # 1
atau
k
Vi, = 0.2 -1, k = 0,1,2,..
Jadi vy, = (‘5.2k - 1 adalah penyelesaian tunggal dari

persamaan diferensi yang diberikan dan memenuhi syarat

awal y, = 5.

b. Andaikan diberikan persamaan diferensi
ZYhee — Y = 4 . ko= (0,1,2,..
dengan syaral awal v, = 3 CGarilah penyelesaiannya !
Jawab : Pertama-tama ubah persamaan diferensi di
atas ke dalam bentuk baku menjadi,
1
Yiwy = é— Y + 2 » k = 0,1,2,...

dengan menggunakan persamaan (4.13) dimana A = %- » B = 2
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dan y, = 3 maka diperoleh,

1 - <%ok

Vi = 3.(%«-)k + 2.—_——1—- ; karena A = 1

toz

at.au
R TN

Jadi ¥, = 4 - (%—')k adalah penyelesaian tunggal dari

persamaan diferensi yang diberikan dan memenuhi syarat

awal vy = 3.

c. Andaikan diberikan persamaan diferensi
Viswr = “¥ 1, k= 0,1,2,.
dengan syarat awal y, = 1. Carilah penyelesaiannya !
Jawab : Dengan menggunakan persamaan <4.13>, dimana

A=-1, B = 1 dan y, = i maka diperoleh,

s
k 1 - =13
= (= g~
Yl <10 1 - <15
ke
¥ 1 - 1D
= = -+
C~12 5
= :—12- [2.¢-15° + 1 - 1553
= %«Ii M5 D kel 2
Jadi y, = ;-— it + ("I)k] adalah penyelesaian tungegal dari

persamaan diferensi vang diberikan dan memenuhd syvarat

awal y, = 1.

d. Andaikan diberikan persamaan diferensi
Yiws = 3Yk , ko= 0,1,2,...

dengan syarat awal y, = 2. Garilah penvelesaiannya !
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Jawab ! Dengan menggunakan persamaan (4.13> dimana A
= 3, B = U0 dan v, = 2 maka diperoleh,

v, = 2.¢% | k = 0,1,2,..
Jadi Vi = 2.(3)k adalah penyelesaian tunggal daxi

persamaan diferensi yang diberikan dan memenuhl syarat

awal y, = 2.

€. Andaikan diberikan persamaan diferensi

2V = Ye > ko= 0,12,
dengan syarat awal vy, = 3. Carilah penyelesaiannya |

Jawab : Pertama-tama ubah persamaan di atas ke dalam
bentuk baku menjadi

q .

Vier & 5 Ve k = 0,1,2,...
dengan menggunakan persamaan (4.13) dimana A = ;—— s B = 0
dan y, = 3 maka diperoleh,

1.k

Jadi Y. = 3. (%)k adzalah penvelesaian tunggal dari

persamaan diferensi yvang diberikan dan memenuhi svyarat

awal y, = 3.

Dari contoh-contoh di atas, ternyata penyelesaian
tunggal dari persamaan diferensi tergantung pada syarat
awal Yor Sekarang dapatkah Jika syarat awal vang
diberikan sebarang nilai A 7 Jawabannya  adalah va.

Seperti contoh di bawah ini.
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CONTOH :
a. Mencari penyelesaian persamaan diferensi
Yier = 3vr > k= 0,12,
dengan syarat awal y, = 9.
sehingga penvelesaiannya menjadi
y, = % @ = 3 | ¥ = o0,1,2,.
Jadi vy, = Skwi adalah penyelesalan tunggal dari per-

zamaan dJdiferensi vang diberikan dan memenuhi svarat awal

vy = 9.

b, Mencari penyelesaian persamaan diferensi
Vieg = 2y, — 1, k = 0,1,2,.
dengan syarat awal vy, = 9
Jawab : Dengan memakai persamaan (4.140, dimana A

= 2, B = -1 diperoleh,

k
k ~ 2
BT == G2 " 1—"—2— > k = 0,1,2,...
karena y, = ¢ ambil k = 3 diperoleh,
E}
3 Tl .o
.- < LU
= 8c - 7
c = 2

sehingga penyelesajannya menjadi

Yy = 2.2 - , ko= 0,1,2,...

k ’1—-2k
1 2

Yy, = 2 + 1
. Ak .
Jadi vy, = 2 + 1 adalah penyelesaian tunggal persamaan

diferensi yang diberikan dan memenuhi syarat awal y, = 9.
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4.2.2 Persamaan diferensi linear homogen orde~2 dengan
koefisien konstan,

DEFINISI 4.2.2.1 Persamaan diferensi linear homogen
orde~2 dengan koefisien konstan mempunvai bentuk umum

Yirz ¥ B Veey FoEpy, = O (415>

dengan aj,a, adalah konstanta-konstanta sebarang Ca, =0,

CONTOH 4.2.2.1 :
A Yisz T 3V * Zyy = 0
b, Yyiz - 2y vy =0

S Yz t ¥ =0

DEFINISI 4.2.2.2 Fungsi-fungsi vy ,y'> disebut tak

bebas Nnear Jjika terdapat konstanta-konstanta C,;,0,  Yang
tidak seluruhnva nol sedemikian hingga

e+ ay = 0 416>
z=ebaliknya, Jika persamaan {4163 berlaku hanya bila
konstanta-konstanta ¢, ,¢, adalah nol maka fungsi-fungsi

4> (2 .
Vo o.¥ adalah bebas linear.

L€ ST ¢.5)

TEOREMA 4.5 fungsi-fungsi Y .Y adalah
penyelesalan-penyelesaian persamaan <4453 tak bebas
linear bhb

y(i) y(Z)
wo={ " ‘| =0
£y (23

Yier Yisg
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BUKTI :
(=0 Andaikan penyelesaian-penvelesalan ym ,y‘z} tak

bebas linear, ini berarti terdapat konstanta-konstanta

CyCp  yYang tidak seluruhnya nol sedemikian hingga (4.16)

benar. Andaikan diambil sebarang nilai t sebut ty
kemudian substitusikan ke dalam persamaan {4165,
diperoleh

e &3
C1¥, + 2 - 0
3 ¢4 €29
2
C¥igrs ¥ Vi 4 = 0
persamaan tersebut adalah dua persamaan linear dengan dua
variabel vang tidak seluruhnya nel. Ini berarti  bahwa
determinan koefisien-koefisiennva harus nol. Tetapi

determinan koefisien-koefisien itu adalah wto, selama 1L,

adalah sebarang nilai t. Jadi W = 0.

(&> Andaikan W, = 0 maka untuk sebarang nilai t sebut Ly
sizstem persamaan 42 mempunyai penvelesaian-penvelesaian

<y, yYang tidak seluruhnya nol.

Jika g = ciyi“ -+ czy;m adalah penyelesaian persamaan
(4155 maka ¢, = 0. Karena diketahui B, = 0, Lo = 0.
Ini berarti bahwa fungsi-fungsi yzi},y:m adalah tak

bebas linear.

Penyvelesaian persamaan diferensi (g.x50
Sebelum menyelesaikan persamaan diferensi ini timbul

suatu pertanyaan syarat. apakah yang harus ditentukan oleh
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kedua penyelesaian ym dan y(Z) dari persamaan <(4.15>

sFupaya

Yy, = o+ cuyrs, ko= 0,1,2,.
dengan ¢, ¢, adalah konstanta-konstanta sebarang yang
tidak Saima dengan nol, merupakan penvelesaian  umum
persamaan diferensi (4.15>. Teorema dibawah ini akan
men jawab pertanyaan di atas.

TEOREMA 4.6,  Andaikan y©  dan v®  adalah
penyelesatan-penyelesaian  darl persamaan homogen <4152
dan andaikan

Y, = c1y;1> o Czy;{m!
dengan ¢, <, adalah konstanta-konstanta sebarang yang
tidak sama dengan nol. Jika

(dy (2

Yo Yo LS LIRS (2) <

(1 <2y Yo Y1 T Yo ¥y * O 4,175 “
1 Y4 :

maka ¥, adalah penyelesaian umum persamaan (4.15>. &

Y
2
i b
y
. /
Pl

e e
Bukti : Dengan menggunakan teorema 41, Y adalah
suatu penyelesaian dari &AB)  akan  ditunjukkan  jika vy
adalah sebarang penyvelesaian dari persamaan 4,182, maka
¢y dan  d, dapat ditentukan asalkan Y dan vy sama.
Berdasarkan teorema ketunggsalan, cukup ditunjukkan bahwa
Y dan vy sama pada k = 0 dan k = 1. Berarti, harus
ditentukan ¢; dan c, dengan Y, = y, dan Y, = y,.

. (1) (2 _ 1) 2
Jika Yo = cuyy + Gy dan Yy = oy, + ¥ maka

INLE I (2
CsYo C2¥a & Yo
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SEI (2
Cy¥y Ca¥y = Yy

ternyata inli merupakan dua persamaan linear dengan c, dan
Cp, yang tidak diketahui. Koefisien-koefisien ¢; dan ¢,
tidak sama dengan nol. Selanjutnya hitung determinannya,

(i (2
o Yo T LT T - R TP
(1> 2y Yo ¥ Yo Y1

Yy Yy

= 0

sehingga diperoleh sepasang nilal ¢, dan <.
Jadi Y, adalah penyelesaian umum dard persamaan (4.15). m

DEFINISI 4.2.2.83 Dua penyelegaian y‘i} dan y(Z) dari
persamaan {4.15) yang memenuhi persamaan (417> dikatakan
merupakan suatu bentuk himpunan dazar penyelesaian
persamaan (4155,
Istilah ini dapat digunakan untuk menyatakan  kembali
teorema 4.4 sebagai berikut
Penyelesaian umum persamaan (4.18)> adalah

(4 2)

Y = oy o+ o,y

>

. (1) 2 .
dimana A Y4 adalah suatu bentuk  himpunan dasar

penyelesaian dan ¢ dan ¢, adalah konstanta-konstanta
sebarang.

Selanjutnya akan dibaha= bagaimana mencari
penyelesaian umum  persamaan diferensi linear  homogen
orde-2.

Andaikan penvelesaian persamaan <4.15> adalah

k
Y, = m €4.18>

dengan m konstanta sebarang, m = 0.

Sebab jika m = 0, maka y, = 0 tidak berarti apa-apa.
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Andaikan persamaan 4,173 disubstitusikan ke dalam
persamaan (4152, dipercleh

rnk+2 + .-animkM + azmk = 0
Kemudian difaktorkan dihasilkan

m> o+ am + a;, = 0 {4.19>

yang merupakan persamaan bantu {atau persamaan
karakteristik?> dari persamaan diferensi (4.15>.
Jika m adalah =suatu bilangan yang memenuhi persamaan
bantu (m kemudian disebut akar dari persamaan itu), maka
persamaan {4183 adalah salah satu bentuk himpunan Jdasar
penyelesaian dari persamaan <{4.1532 Ternyvata persamaan
bantu 419> merupakan persamaan aljabar bentuk kuadrat.,
sehingga mempunyai 2 akar-akar sebut m; dan m, yang
keduanya tidak sama dengan nol. sebab pada persamaan
¢4.1453> terdapat suatu syarat dimana a, # 0. Akibatnya
terdapat hubungan yang bersesuaian antara akar-akar dari
persamaan {4192 dengan bentuk himpunan dasar
penvelesalan diperoleh,

y;,_“ = mik dan y;:z} = mz]< (4.202
Persamaan bantu yang dibicarakan menyangkut akar-akar
dari persamaan kuadrat, diperoleh 5 kasus yvang menyangkut
akar—akar tersebut yaitu
1>, Akar-akar m; dan m,; merupakan bilangan real yang

tidak sama
{22, Kedua akarnva real dan sama

{33, Kedua akarnya merupakan bilangan kompleks
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CONTOH :
a. Diberikan persamaan diferensi homogen

Vievz = 3Vius + 2y, = O 4.21>
Persamaan bantu vang bersesuaian adalah

m° - 3m + 2 = 0
kemudian difaktorkan untuk mencari akar-akar persamaan
ini, diperoleh

m - 12 Gm - 22 = 0

my; = 1 dan m, = 2

ternyata m; = 1 dan m, = 2 real dan tidak sama.

b. Diberikan persamaan diferensi homogen
Viez ~ 2V t ¥ = 0 <4.22>
Persamaan bantu yang bersesualian adalah

Z
m

H

Zm + 1 = £
{m — 1>m —-12 = ¢
m;, = 1 dan m, = 1

ternyata m, = 1 dan m, = 1 real dan sama.

<, Diberikan persamaan diferensi homogen
Viez * ¥ = O €4.23>

FPersamaan bantu vang bersesuaian adalah

m + 1 = 0
m° = -1
diperoleh akar-akarnya my = i dan m, = —-i, dimana i = J—i

Jadi kedua akarnya merupakan bilangan kompleks.
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Untuk =selanjutnya akan dibicarakan perkasus secara lebih
terinci.
EAGUS T AKAR-AKARNYA REAL DAN TIDAK SAMA

Andalkan diberikan suatu bentuk himpunan dasar dalaun
persamaan (4193  wvaitu y,ii) = mik darn y]im mzk.
Kemudian dihitung determinannva dengan mengambil k = 0

dan k = 1, diperoleh

1) (23

Yo Yo
iy (2Y

Y Vi

1 1

= m, — m, = 0§
Zz 1
m, m,

sebab m, # m, Jadi menurut tecorema 4.6 penyelesaian umum
persamaan diferensi homogen <(4.15> adalah

k k
Y, = ¢;my + Comy,

CONTOH :
a. Persamaan diferensi {4.21> setelah ditemukan akar-akar
persamaan bantunya ternyata real dan tidak sama yaitu m,
= 1 dan m, = 2. Jadi penyvelesaian umumnya adalah

k k K
Y, = g1 + a2 = ¢ + g2

b. Diberikan persamaan diferensi homogen

Yisz ¥ 3Vpey T Ve = O 4.24>
Tentukan penyvelesaian umumnya !

Jawab : Persamaan (4.242> mempunyai persamaan bantu

m + 3m + 1 = 0
Kemudian akar-akar persamaannya dihitung menggunakan

rumus kuadrat diperoleh,
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-3 + {5 -3 - {5

m, = m— dan m, = 5
ternyata akar-akarnya real dan tidak sama.

Jadi penyelesaian umumnya adalah

k

k
Y:c"am"g +c_3_E
k 1—'—2'"'"“—""““ 2“——'——2——

KASBILZ T7 AKAR-AKARNYA REAL DAN 2AMA
Pada kasus ini, andaikan bentuk dasri himpunan dasar

penyelesaian dalam persamaan <4.202 vaitu y{i” = m,‘k dan

yfcm = mzk dihitung determinannya hasilnya adalah nol,

karena my; = m,. Oleh karena itu ditetapkan yii) = m,Lk s
sedangkan untuk,

Vi = km," <4.25>
Untuk membuktikan jika my = m,, maka persamaan <{4.25)

Juga merupakan penyelesalannya, substitusikan persamaan

(4.25> ke dalam persamaan diferensi (4152, diperoleh

(2) 2) (2 i k+2 . k+1
Viez T a4V + oayy, = kt2im, + a, (k+idm, l
k
+ aykm,
3 2 . k+t
= kmy m + am, + a,> + m, "
Cm, + a0 (4.265

tetapi vang berada dalam tanda kurung pertama jumlahnya
nol selama m,; adalah akar persamaan bantu. Sedangkan yang
berada dalam tanda kurung kedua jumlahnya juga nol karena
Jumlah dari akar-akar persamaan bantu adalah ~a, yang
berarti m; + m,; = -a,, sehingga jika m;, = m,, maka Zm, =

~a,, Jadi 2Z2m, + a, = 0. Akibatnva persamasn <4.25> juga
1 1 1 Jug
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suatu penyelesaian dari persamaan diferensi. Kemudian

dihitung determinannya dengan mengambil k = 0 dan k = 1,

diperoleh,
(1)y(2)
o Yo 1 4
= =my = 0
4y (23 my my
Y1 ¥i

sebab tidak ada akar dari persamaan bantu yvang sama
dengan nol.
Jadi, dengan akar-akar m, dan m, sama, penyvelesaian umum
persamaan (4.152 adalah

Y, = cirr'ai;C + Czkmik
atau

. k
Y, = (g, + CoKamy

CONTOH :
a. Persamaan diferensi (4.22) setelah ditemukan akar-akar
persamaan bantunya ternyata real dan sama yaitu my; = m, =
1. Jadi penyelesaian umumnya adalah

Yk = C.f. + C.‘zk

b. Diberikan persamaan diferensi

Ve F Ay, oy, = O (4.27>
Tentukan penyelesaian umumnyal

Jawab : Persamaan <(4.27> mempunyai persamaan bantu

2

4am” + 4m + 1 = 0

kemudian diubah ke dalam bentuk baku menjadi
1

2
m 4~m+4—==0

1.2
+ e =
<m 2) Q
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sehingga diperoleh akar-akarnya real dan sama,
Jadi penyelesaian umumnyva adalah
1.k
Y, = (g + ek c_é")
KAGUES ITT AKAR-AKARNYA EOMPT.EKE

Bilangan kompleks a + bi dapat. digambarkan secara

grafik, seperti dalam gambar <4.1

v

&
O &

*

gambar 4.1

Titik p dengan koordinat <(a,b> dapat juga ditunjukkan
dengan  koordinat polar, vang berarti dengan menentukan
panjang 1 dari titik asal ke p dengan sudut & terhadap

sumbu x positif, diperoleh

a =1 cosd , b = 1r =ind , ~T £ 8 <
akibatnva
a + b i = r cogfd + ¢ sing i

= 1 {oosE + 1 sinGs
. , . L2 2 ,
Identitas trigonometri sin@ + cos™89 = 1 menunjukkan
z
a2 + b = x atsmu r = {a + b (4.28>

oleh karena itu,
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b
cos8 = — o » Sing =

re————e
|32 + b2 laz + b2

FPersamaan {4.28> dan {4293 digunakan untuk mencari

-t < 8 < nm <4.29>

bentuk polar dari suatu  bilangan kompleks, r»  disebut
modulus  dan  sudut & disebut amplitudo. Dalam  bentuk
polar, hasil kali 2 bilangan kompleks adalah suatu
bilangan kompleks vang modulusnya merupakan hasil kali
modulus mereka sedangkan amplitudonya merupakan jumlah
amplitudonya yvang berarti,

ry (cos@, + 1 =ing,> . r, (cosf, + 1 sing,>

i}

E o A [{co=s8, cos8, = Sing, sing,> + 1(311’181(;05:82 +
cos8,5ind, 2]

s, [loosdgy + 8,2 + 1 sindg, + 8,2]

selan jutnya, untuk n  bilangan bulat positif sebarang
herlaku,
[r C(cos® + i sing31" = r"(cos nd + i sin n&>

bentuk ini dikenal sebagai teorema De Moivre.

GCONTOH

a. Tulislah bilangan kompleks 1 + i dalam bentuk polar.

Jawab  hitung » = Jiz + 17 = E

cos8 = e, Zind = — , & =

iz {2

sehingga diperoleh,

N

1+i=E(cosg~+isirx%}

b. Tulislah kilangan kompleks @ + i>° dalam bentuk

polar,
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Jawab : hitung » = Jiz + 1% = »ri? »
s

> Sin@ = 1

s & = -
2 iz

g

cosG m

Dengan menggunakan teorema De Moivre diperoleh,
5n

o+ 5% = 27 e+ sini—”b

Selanjutnya, perhatikan bahwa  akar-akar kompleks
dari persamaan kuadrat selalu terjadi dalam pasangan
konjugat. Oleh karena itu, jika my dan m, adalah akar-
akar kompleks dari persamaan bantu, maka my 2 om,.
Sehingga berdasarkan kasus I, dengan yf(ﬂ ™ mik dan y;(m
= mzk, penyelesalan umumnya adalah

Y, = Cimik + c;,"_mzk
dimana m; dan m, merupakan bilangan-bilangan kompleks.
Tetapi kesulitannya menemukan penyelesaian umumnya dengan
nilai real untuk semua nilai k walaupun akar-akarnya
bilangan kompleks. Hal ini dapat terjadi jika c, dan o,
juga konjugat kompleks, maka Y, selalu merupakan bilangan
kompleks. Untuk membuktikan ini, tulisz semua bilangan
kompleks dalam bentuk polar.
Akar-akar persamaan bantu memiliki bentuk polar yaitu
mg = r (cosO + i s5in@) dan m, = r (cos8 - i =singd 4.30>
Dengan menggunakan teorema de Moivre, diperoleh
m,_i'C = r“Ccosk@ + i sink® dan mzk = r*Ccosko - i sink&>
sehingga diperoleh penyelesaian umumnya yaitu

Y, = clmik + czmzk

= c;r Ccosk® + i SInk®> + c,rC(cosk€ - i sinké>

I

r¥lc,Ccosk® + i sinkd> + o, cosk® - i sinkéd]
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= rktcicoske + ;i sink@ + c,coskf - ¢;i sink&)

= rk[(ci + ¢yicosk8 + (¢ ~ ¢yliginkdl

= rIQ,cosk@ + C,sinkel,
dengan Gy = ¢4 + ¢, dan G, = (¢ - ¢z2i
Tetapi andaikan ¢ dan <, juga merupakan pasangan
konjugat kompleks vang memiliki bentuk polar,

Gy ¥ adgosB + 1 sinB> dan g, = adcosB - i sinBD>
Selanjutnya dengan menggunakan aturan mengalikan bilangan
kompleks, dihasilkan untuk Y, sebagai berikut
Y, = c:,_mi;'C + czmzl'c

ar[<cos<k® + BY + i sinck@ + B3 + arfCcoscke + B>

- 1 smindk&g + B>}
= arfcos<k@ + B> + ar'i sincké + B> + ar‘cos<ke + B>
= arki sin{k& + BD
= Zar“cos(ké + B <4.31>
ternyata persamaan <{4.31> merupakan suatu bilangan real.
Akhirnya diperoleh penyelesaian umunm dari persamaan
diferensi homogen dimana persamaan bantunya memiliki
akar-akar kompleks, yaitu
Y, = Arfcos<k&® + B, dimana A = 2a <4325

dengan A dan B adalah konstanta-konstanta sebarang.

CONTOH :
a. FPersamaan diferensi (4.28> ditemukan mempunyai persa-
maan bantu m° + 1 = 0, dipercleh akar-akarnya vaitu m, =
i dan m, = -i. Kemudian m, dan m, ditulis dalam bentuk

polay, diperoleh r = 1 dan 8 = % sehingga,
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. 2 . T4 " \ .. T
m, = i = gos —2-+3.sin§danmz= —iucosﬁ——ls1n:—z—
Jadi penyelesaian umumnya adalah
Y, = A cos® 4+ B> €4.33>

2

Jika ingin mencari penyelesaian partikular dari persamaan
diferensi {4.232 yang memenuhi =syarat awal Vo = 0 dan y,
= 1, maka substitusikan syarat awal ke dalam persamaan

{4.33> diperaleh

0 = A co=H a4z
n - ro
i = A cos(i + B> <ii>
Dari persamaan (i> dipenuhi B = % > Sehingga persamaan
Cii> menjadi 1 = A cos(-g— + ;—5

1 = A cosm
diperoleh A = -1,

Jadi diperoleh penyelesaian partikularnya yaitu

kn T kn T,
= - 0 (o S Q=S i UL
Vi 1 co=s( 5 2) = cos(2 2)

Tetapl untuk & sebarang berlaku,

cos(s + TZ—I) = -~ gind
Jadi vy, = s=in !-(g— adalah penyelesaian partikular dari per-

samaan diferensi (4.23> vang memenuhi syarat awal Vo = 0

dan y, = 1,

k. Diberikan persamaan diferensi
Viez T ke * 2y = 0 ¢4.34>
Tentukan penyelesaian umumnya !
Jawab : Persamaan (4.34> mempunyal persamaan bantu
2

m ~ Zm + 2 = 0

diperoleh akar-akar kompleks yaitu
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m =1+ 1idan, m, =1-1i
dalam bentuk polar
n . L
m, = E L4 CoOS + i 31n;4—)
m, = {2 ( cosgm - i sing—)
Jadi penvelesaian umumnya adalah
Y, = f2>" (Cicosi—n + czsin%%
4.3 Persamaan Diferensi Linear Non Homogen Dengan

Koaefizien Konstan

4.3.1 Fersamaan diferensi linear- non homogen orde-t
dengan koefimien konstan

DEFINISI 4.3.1.1 Persamaan diferensi linear non
homogen orde-1 dengan koefisien konstan mempunyai bentuk
umum

Yies t oY F oIy {4.35>
dimana a; adalah konstanta sebarang <(a, # 02, sedangkan r
adalah sebarang fungsi  yang didefinizikan untuk k =

0,1,2,...

CONTOH 4.3.1.1
. Ve — 2y, = 5 adalah persamaan diferensi linear non

homogen orde-1 dengan a; = -2, r, = 5

b, Y.y — 2y, = k + 1 adalah persamaan diferensi linear

non homogen orde-~1 dengan ag = -1 , r =k + 1
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Penyelesatan persamaan diferenst (4.350

Andaikan diberikan persamaan diferensi ldnear non
homogen orde-1 dengan koefizien konstan

Vypeg T Ay, = 1, , k = 0,1,2,.
Persamaan homogen vang bersesualan adalah

Yieg ¥ 24y = O
Akibat dari teorema 4.8 d{dengan A = -~a,, B = 02 maka
diperoleh penyelesaian umumnya

Y, = c (-—ai')k
dengan ¢ adalah konstanta sebarang.
Andaikan penyelesaian partikular dari persamaan lengkap
(4353 adalah y:, dengan memakal teorema 4.2 o (—ai')k +
y: Juga merupakan penyelesaian persamaan lengkap <4.35).
Tetapi timbul =suatu pertanyaan bagaimana caranyva untuk
mencari penyelesaian  partikular dari  persamaan  lengkap
(4.353. Salah satu cara vang akan dibicarakan adalah
metode koe fisten tak tentu. Untuk menentukan yt
didasarkan pada pengandaian bahwa y: mempunyat bentuk
umum Yang sSama dengan sebarang fungsi r vang diberikan
pada persamaan lengkap dan menentukan koefisien~koefizsien
pada y: vang memenuhi persamaan diferensi yang diberikan.
Proses perbhitungan koefisien—koefisien pada y: disebut

metode koe fisien tak tentu. Bentuk penvelesaian yvang sama

dengan sebarang Tungsi I yang diberikan digsebut
penyelesaian percobaan. Tabel 1.2 menun jukkan bentuk
penyelesaian percobaan yang bentuknya Sama dengan

sebarang fungsl r.
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Tabel 1.2
fungsi penyelesaian percobaan
k
a Aak
K" Ag + Ak + AKS + .+ A K"
K" ak a“Chg + Ak + ALK + L+ AK"
min bk atau cos bk A sin bk + B cos bk
aksin bk atau akcos bk ak(A sin bk + B cos bk
Tetapi Jika penyelesaian percobaannva merupakan

penyelesaian dari persamaan yang direduksi ke dadam
persamaan homaogen maka dikalikan dengan k dan
penyelesaian percobkaan vang baru digunakan , =sedangkan
JHka penyelesaian percobaan vang baru masih  merupakan
penyelesaian dari persamaan vang direduksi, maka sekali
lagi dikalikan dengan k demikian seterusnya.

Teorema berikut ini lebih memperkuat bahwa dapat
ditentukan =seluruh penyelesaian dari persamaan lengkap

vang diberikan.

TEOREMA 4.7 Andaikan diberikan persamaan diferensi
linear orde-1 dengan koefisien konstan

Vieg & E4Y, = Ty, ko= 0,42, 4.36>
Jika y: adalah =sebarang penyelesaian partikular dari
persamaan lengkap <4.367 dan Y, adalah penyelesaian umum
dari persamaan diferensi homogen yang bersesuaian dengan
persamaan lengkap <4.36> maka Y, + y: adalah penvelesaian
umum dari persamaan lengkap, yang berarti, jika y, adalah
sebarang penyelesaian persamaan lengkap {4.36> maka

*
terdapat konstanta ¢ dimana y, = ¢ (—ai>k + vy,
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Bukti : Andaikan vy, adalah sebarang penyelesaian
dari persamaan lengkap. Dengan memakai teorema 4.2, Y, +
y: adalah suatu penyelesaian dari persamaan lengkap untuk
¢ konstanta sebarang. Harus dibuktikan bahwa terdapat
konstanta < untuk mana Y, + y: dan y, merupakan
penyelesaian yang sama. Menurut teorema ketunggalan, Y, +
y: = y, untuk sebarang k.

Andaikan diambil k = 0, diperoleh

Yo = € C—ai)o + y:

*

YO = oo YO
E 3
T = Yo T Yo

Jadi terdapat konstanta ¢ untuk v, = (Hai)k + y: |

CONTOH :
a. Andaikan diberikan persamaan diferernsi

Yieg = 2V = B {4.373>
Tentukan penyelesaian umumnya !

Jawab : Perzamaan homogen vang bersesuaian adalah

Vier — 2y, = O {4.38)
mempunyal penvelesaian umum

Y, = a 2° <4.39>
Kemudian dicari penyelesaian partikular dari persamaan
(4.372. Andaikan y; = A merupakan penyelesaian percobaan
vang memenuhi persamaan (4.37), maka diperoleh

A - ZA =5, A= -5

sehingga penyvelesaian partikular persamaan (4.37> adalah
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Jadi penyelesajan umumnya adalah
k
Yi c 27 - B <4.40>
Jika diberikan svarat. awal
Vo = 4 4.41>

maka akan diperoleh konstanta <.
Ambil k = 0, substitusikan ke dalam persamaan (4,40
sehingga, yo = ¢ - B

4 = o ~ 5

c = G
Jadi diperoleh vy, = 9.2 ~ B adalah penyelesaian vyang
memenuhi persamaan diferensi (4.372 dan memenuhi syarat

awal y, = 4.

b. Andaikan diberikan persamaan diferensi

Viss T 4V ® Kk 41 <4.425
Tentukan penvelesalian umumnya !

Jawab : Persamaan homogen yang bersesuaian dengan
persamaan (442> sama dengan persamaan <(4.38>, sechingga
penvelesaian umumnya juga sama dengan persamaan  (4.39)
yaitu Y, = c.2". Masalahnya sekarang adalah mencari
penyelesaian partikular dari persamaan 4.425,

Andaikan y: = Ak + B sebagai penyelesaian percobaan yang
memenuhi persamaan (4.422>, maka diperoleh

Ak + 12 + B - 2¢Ak + B> = k + 1

Ak + A + B -~ 2Ak - 2B = k + 1

-Ak + A - B = k + 1

~Ak - k+ A - B -1 =0
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A - 1Dk + (A - B - 1> = 0
ini berarti
~A - 1 = 0, A m -1
karena A = -1, maka
-1~ B~-1= 0, Bm=m -2
sehingga diperoleh
vp = -k - 2, k = 0,1,2,..
Jadi penvelesaian umum dari persamaan <4 422 adalah
W= c2® - k - 2 (4.43>

Jika diberikan syarat awal
Yo = 4
maka ambil k = 0, substitusikan ke dalam persamaan <4.43)
sehingga diperoleh,
Yo = ¢ - 0 - 2
4 = ac - 2
c = &
Jadi diperoleh y, = B2 = kK - 2 adalah penyelesaian vang

memenuhi persamaan (4.427 dan syarat awal Yo = 4.

4.3.2 Persamaan diferensi Iinear non . homogen  orde-2
dengan koefisien konstan
DEFINISY 4.3.2.1 Persamaan diferensi Iinear rnon
homogen orde-2 dengan koefisien konstan mempunyai bentuk
umum vy, * A Ve t &y, = oy CH44D
dimana a;, a, adalah konstanta-konstanta sebarang {(a, #
03, sedangkan r» adalah sebarang fungsi yang didefinisikan

untuk k = 0,1,2,. .
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CONTOH 4.3.2
A, Vs — BYpyy * 2y, = Sk adalah persamaan diferensi

linear non homogen orde-2 dengan a; = -3, a, = 2, r, =

3.

. km
b, 8y, = O6¥y, *+ v = § sin = adalah persamaan
diferensi linear non homogen orde-2 dengan a, = —% > Ay =
.1. P 5 =in ..iig.
g+ Tx T g snogm
T Vs 4vpy + 4y, = 3k + 2k adalah persamaan

diferensi linear non homogen orde~2 dengan a, = -4, a, =

4, vy = 3k + 2.

Fenvelesaian persamaan diferenst (g.440

Andaikan diberikan persamaan diferensi dengan bentuk
Yiep v Ve toa,y, = 1, maka persamaan homogen vyang
bersesuaian adalah

Yiez T @Yoy T oazy, = 0 <4450
selanjutnya untuk mencaril penvelesaian wumurn caranya
zeperti yang telah dijelaskan pada sub bab 4.2.2. Jadi
untuk mencari penyelesaian umum dari persamaan lengkap
4443, kita  harus menentukan penvelesaian umum dari
persamaan homogen dan menentukan penyelesaian partikular
dari persamaan lengkap. Untuk menentukan penyelesaian
partikular digunakan metode koefisien tak tentu. Maka
menurut. teorema 4.2, jumlah dari penyelesaian umum dengan
penyelesaian partikular merupakan penyelesaian umum dari
persamaan lengkap. Untuk itu akan diberikan beberapa

contoh untuk lebih menjelaskan hal ind.
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CONTOH :
a, Andaikan diberikan persamaan diferensi

Viez = 3Vias + 2yy = 3" (4.46>
Tentukan penyelesalan umumnya !

Jawab : Persamaan homogen yang bersesuaian dengan
persamaan (4,462 adalah

Yiez ~ 3Viey *t 2y = 0O
zehingga persamaan bantunya adalah

m° - 3m + 2 = 0

dm - 15{m - 2> = 0

my = 1, m, = 2
diperoleh akar-akarnya real dan tidak sama. Oleh karena
itu penvelesaian umumnya adalah

Y, = ¢ + a2 C4.47>
Selan jutnva akan ditentukan penyelesaian partikularnya.
Karena r; = Sk maka penyelesaian percobaannya adalah

Ve = A3 (4.48)
dimana koefisien A belum ditentukan. Akan dicari nilai A.
Andailkan persamaan (4.48> memenuhi persamaan (4.46>, maka
diperoleh

Viez = GVpes * 2ve = AZTE - 3A85 4 2agk

= A3 - 9 42> = zagk
*
sehingga Fika Yk memenuhi persamasan (4.465, maka
. LI * 1.k .
dipercleh A = 5 Sehingga y, = f‘d merupakan penvyelesalan

partikular vang diinginkan.

adi penyelesaian umum dari persamaan <4.46> adalah
P

k 1 .k
Vi 2 Gy F Gy.2 +§.3,
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dimana «<,,c, adalah konstanta-konstanta sebarang.

b. Carilah penyelesaian umum dari persamaan diferensi
Vies = 4Vi., + 4y, = 8k + 2¥ €4.49>
Jawab : Persamaan homogen vang bersesuaian adalah
Viez ~ 4Vieq + 4w = O

mempunyai persamaan bantu

2
m

4m + 4 = Q0

{m - 22 = 0

m, = m, = 2
diperoleh akar-akar real dan sama.
Jadi penyelesaian umumnya adalah

Y, = <, + a,k».2F
Selan jutnya akan ditentukan penyelesaian partikularnya.
Pada ruas kanan bentuk 3k menimbulkan penyelesaian
percobaan y;‘: = A, + Ak} bentuk 2¥  menimbulkan
penyelesalan percobaan Azk, tetapi karena 2" merupakan
renyelesaian persamaan vyang direduksi oleh karena ijtu
kalikan dengan k diperoleh Aka tetapi ini masih
merupakan penyelesaian persamaan yang direduksi  maka
kalikan lagi dengan k dihasilkan penyelesaian peraobaan
Akzzk. Selan jutnya dipercoleh penyelesaian percobaan

vy = Ay + Ak + Ak ZS ¢4.50>
Akan ditentukan nilai-nilai A,, A,, A.
Andaikan penyelesaian percobaan memenuhi persamaan 4.49>
maka diperoleh,

Yiaz = 4Vias * AVy = Ay + ALCkHZd + AGH272R - 4ra
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+ ALHD + AG+DZM + aca,

+ Ak + Ax%2
= Ay + Ak + 24, + AP + 4k + 4322 -
2 |
A, + Ak + A, + AT + ZKk + 10271
2.k
+ 4A, + 4Ak + 4AK’2
- 2 k+2
= A,y + Ak + Z2A, + (AKT + 4Ak + 4A02
4aTA, + Ak + A, + (AK® + 24k +
ADZ*™T & 4A, + 4Ak + 4AKZZF
- 2. Kk P 4
= A, + AK + 2A, + FAKTZT + 16Akz2T 4+
Sk ) ey a2k
16A2° ~ 4CA, + Ak + A, + ZAK'2® +
4AK2" + 282 + aA, + 4Ak + 4AKZ2F
2 2.k k
= A, + Ak + Z2A, + 4AKTZT + 16AkZ2 +
i 2k
16A2° - 4A, ~ 4A,k - 4A, ~ BAKZ -
16AK2" - 8a2" + 4a, + 4Ak + 4AKZ2F
= Ay + Ak - 2A, + 8AZ"
= A, - 2A, + Ak + 8AZ2"
sehingga Jika y: memenuhi persamaan diferensi (4.49)
As — 2A, = 0 , A, = 3, BA = 1
Jadi didapat Ay = 6, A, = 3, A = %
. penyelesaian umum dari persamaan lengkap adalah
vy = (&, + a,kd2Z° + 6 + 3k + é- K2x.
c. Carilah penvelesalan partikular dari persamaan
diferensi
krr

8Yyiz T OViey * ¥ = 5 sin - (4.51>
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Jawab : karena r, = 5 gin = maka penyelesaian
percobaannya adalah
vy = A sin liz’i + B cos %’1 <4.52>
akan ditentukarn nilai-nilai A dan B.
Andaikan y: memenuhi persamaan (4.51>, maka diperoleh
+
By:+2 - Ciy:+1 + y: = BIA =in SE%E— + B cos _(_1%2_313
+
- SIA sin I, g ocos SKHDM
2 Z
+A sin KL + B cos KT <4.52>
2 2
Dengan menggunakan identitas trigonometri yaitu
+
=in -(552—?-?— = gin (%E + 7y o= -min l<2_n
iy O = sin (lﬂ + 5 = cos kn
adr 5 z2 3z 2
k+201 knt krt
e gy e = —— == - pa—
CoS ——— COS (2 ) OS5
COs (k—*;zﬁ- m COoSs <k2_'rr + g—') @ —=in %{Iw
maka Tuas kanan dari persamaan <4.53> dapat
dizederhanakan menjadi
8[A -=in k,—ﬁ + B -~cos l_c_r:rﬂ] - OlA cos kR + B -sin k—ﬁ] + A
2 2 ] 2
. km ke .kt _ ko o knm
Sin ‘-é*-- + B cos -—2——- = BA =in —2— 8B co=s Wﬁ*‘“ SA co= 7
+ 6B sirxj-czﬂ]+AsinE§—+Bcosan
.k . . kn krmr
= 7A =in —f— + 6B =in *—2—' "B co= "é“-“

- 6A cos i_(ég
= (-TA + 6B> sin %fi + (~6A - TB> cos %"i
zehingga Jjika y: memenuhi persamaan (4.51), maka
~7A + 6B = 5 , -6A -~ 7B = 0

dengan menggunakan metode eliminasi diperoleh

7 6
Aﬂ—Wdaanﬁ

Jadi diperoleh, y; = 11? -7 sin kz—" + 6 cos ‘;—”3 adalah

penyelesaian partikuarnvya.
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4.4 Hubungan Persamaan Diferensial Dengan Persamaan
Diferensi
PEFINISI 4.4.1 Jika P(XG, V2 adalah titik pada
grafik suatu fungsi f, maka garisz singgung pada grafik f

di p didefinisikan sebagai garis melalul p dengan lereng

. Ll
My, = lim et 2 C4.54>
X PXg 4 *o

asalkan limitnya ada.

Cad
gambar 4.4

selan jutnya persamaan 453> kemudian diberi notaszsi

khusus ditulis dengan,

= lim 455>

Cb>

gambar 4.1
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DEFINIST 4.4.2 Derivatif suatu fungsi  adalah
fungsi £ vang didefinisikan oleh

. fse+h — F
£ = lim XA X C4.56>
h->» 0o

daerah asal f adalah semua x dimana limitnya ada.

catatan: jika x, berada dalam domain £’ maka dari

persamaan (4.54> dan (455 diperaleh

f - f
, r Xath X
fxo = iirg B =My 457>

Dengan kata lain, derivatif dari f adalah suatu fungsi
vang nilainya pada x = Xo Sama dengan  lereng garis
singgung pada vy = f, di x = x, Domain dari fungsi

derivatif adalah himpunan semua nilai x dimana grafik y =

f, mempunyal garis singgung pada x.

GONTOH 4.4.2.4 Tentukan derivatif dari f, = x> + 1.
Jawab :
Dari definisi 4.4.2 diperoleh

) fopy, =
o [ G

h> o h
z 2
, CCxthd™ + 11 - & + 10
= lim
hs o h
. x2+2xh+hz+1-x2*1
= lim
he O h
. Zxh + h°
= lim
hs o h
= lim Zx + h
h= O

= 2X
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CONTOH 4.4.2.2 Dengan menggunakan derivatif yang
diperoleh dari contoh 4.4 2.1 tentukan lereng garis
singgungpadaymxz+1dix:=2,x==0danx=—-2.

Jawab : Lereng garis singgung pada sebarang titik
adalah f;{ = 2Zx. Oleh karena itu lereng garis singgung
pada x = 2 adalah f, = 2¢2)> = 4
pada x = 0 adalah f, = 2¢0> = 0

pada x = -2 adalah f_, = 2¢(-2)> = -4

Selanjutnya pada persamaan diferensial telah
diperkenalkan operator diferensial. Operator diferensial

dinotasikan dengan hururf D, misalnya

v 4+ 3y’ - y m 6 dapat ditulis sebagai D° + 3D - 1>y = 0
dan
y' Yo~ 4y' # cosx dapat ditulis sebagai «xn” - 4Ddy = cosx.

DEFINISI 4.4.3 Andaikan diberikan fungsi vy, fungsi
baru Dy vang bernilai pada x, maka persamaan 4.56> dapat
ditulis men jadi

Yx+h ~ Y Ay .
Dy, = lim 23R VX gy XX 456" >
hs o h rso D

D adalah operator derivatif yang pada saat dikenakan pada

suatu fungsi, menghasilkan derivatif fungsi tersebut.

CONTOH 4.4.8.1 Dari tabel 1.1 diperoleh Ax> = 2xh -+
h®, akibat definisi 4.4.3 diperoleh

2xh + h°

2 .
Dx™ = lim .

h>0
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= lim 2xh + h
h23 0

= 2R

CONTOH 4.4.3.2 Dari tabel 1.1 diperoleh Ax° = 3x°h +

3xh® + h®, akibat definisi 4.4.3 diperoleh

3x°h + 3xh® + h°

7
Dx™ = lim
h3Q h
\ 2 2
= lim 38x + 3xh + h
h=2 o0
= 3x2

Pada persamaan diferensi terdapat operator invers
dinctazikan dengan Aui, sehingga jika operator invers
dikenakan pada suatu fungsi y diperoleh A'y = v
(berdasarkan definisi 3.1.5.1), Y dikatakan  jumlah tak
tentu dari y, sedangkan pada persamaan diferensial duga
terdapat operator invers vyang disebut antiderivatif, Jika
diberikan fungsi Y s=sedemikian hingga DY = Yy, maka Y
dikatakan antiderivatif dari vy. Supaya menjadi konsisten
dengan notasi invers dari operator diferenzi ¢ yvang
dinotagsikan dengan A_i), maka akan dinotasikan operator
invers dari diferensial yaitu D' dan diperoleh ply = v
Tetapi notasi D' lebih umum ditulis sebagai J <(baca
integral)d sehingga Y = sy dan menyebut Y sebagai integral
tak tentu dari y, jika DY = y maka DCY + ¢y = v, untuk g

konstanta secharang.

Tabel 1.3 memperlihatkan hubungan antara kalkulus

diferensi dengan kalkulus diferensial.
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Tabel 1.3
kalkulus diferensi kalkulus diferensial
1. Ay, = - 1". Dy, = 1i LYy
- AYy F Yuth ¥y : Y = h-];r: h
2. ATy = aca" 'y, 2. p"y = D™ Yy,
n = 1,2, n = 1,2,..
3. ACcy) = ¢ Ay 3", Dlayd = ¢ Dy
4. A(ciyd) + czy(m) 4", D(ciy(” + czy&))
- ciz‘_\y(i) + cz.ﬁy(z} - ciDyu) " Cszcm
5. Jika y adalah polinom 5 Jika v adalah polinom
berderajat n maka Any berderajat n maka Dny
adalah =suatu konstanta adalah smuatu konstanta
dan diferensi setelahnya dan derivatif setelah-
adalah nol nya adalah nol
6. Ax"™ = nhx" 6 . bpx" = nx" 7t
7. ACuvd = (Eud.Av + v.Au 7. DCuvd = ubv + v.Du
8 A = v.Au - WAV g8 ey = v.Du - uDv
\Y v.Ev v 2
L%
9. Jika AY = y, maka A 'y 9" . Jika DY = y, maka
= ¥ + p dimana p adalah Jy = ¥ + ¢ dimana ¢
Tungsi dengan periode h adalah konstanta
sebarang
Tabel 1.3 menunjukkan beberapa hasil vang dikenal
pada kalkulus diferensial memiliki bentuk vang analog
dengan kalkulus diferensi. Beberapa hasil tersebut dapat
dibuktikan dengan bantuan kalkulus diferensi dan  sifat-

sifat limit.

CONTOH :

rn-1

a. Buktikan D"y = D<D

2]
Jawab Dhy = lim Ahy
T ey O
ACANTE
= lim 5

h=2>0
= D"y

n—4)

v , n = 1,2,..

V>
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b. Buktikan Dd{ay> = ¢ Dy
Jawab : Ddlcy2? = lim ﬁcgy)
- ha> O
= lim & Ay
h-» 0O h
= ¢ lim ééf«
0O h
= c Dy
¢. Buktikan Ddg 1ym + czym)') = q Dym + c, Dy(2>
Jawab :
{4y (23
(43 ) ] Ao,y F Cpy T
DCe,y ™ + ¢,y 73 = lim
ho O h
Ciﬁy(:” + Czﬁ}J(z}
= lim
h3>0 h
Ci&y(i) CZAy(m
= lim ————— + lim
I O h by O h
13 2y
= c, lim 4% + ¢, lim L5
hao D N ¢
= Gi Dy(i} g Cz Dy\’Z)
d. Buktikan Dd{u.v> = uDv + v.Du
Jawab
DCuv> = lim M
h- 0 h
. CEuld.Av + v.Au
= lim
he O h
= lim [CEW %ﬁ Ao
h2>0 h
= lim <(Eu> %-:i o) FET
h=>0 h=>o0 h
w B> lim Slhiim v limees 4582
h+© h>a S h-> 0 hso R
Andaikan u dan v adalah fungsi-fungsi diferensial,

sehingga u dan v kontinu yang berarti u,, - u, asalkan h
» O begitu juga dengan v, > v, asalkan h -» 0. Kondisi
vang kontinu ini dalam operator diferensi menandakan Eu,

+ u, asalkan h -» 0, sebab Eu, = u,,. Sehingga persamaan
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¢4.58> menjadi
= uDv + v.Du
f. Buktikan D(%> = v:Du *'2 u.Dv
A%
ACS
u . v
Jawab : DD = 1lim
o v hoo B
. V.AL — WAV
= lim
h2+0 vEv.h
= lim V.Au _ U-AV
hoo VEv.h vEv.h
= lim o8 gy DAV
hso VEV.h 5o VEVH
5 Au L uAv
Ilim —— lim
= 2O h _ hso B
~ lim Ev  Iim vEv
h>0 h2 0
lim u 1lim Av.
= Du - h-+0O h-3+ O h
BT Iim v lim Ev
ha o h3 O
= ..l:..),...‘:l.... —_ U.DV
v V.V
v.Du - ubv
=
z
A%
Selan jutnya akan dit.un jukkan bahwa penyelesaian

persamaan diferensial merupakan suatu pendekatan limit

dari penyelesaian persamaan diferensi yang bersesuaian,

Pembahasan  ind akan dibatasi hanya untuk persamaan
diferensial linear orde-1 dengan koefisien konstan.
Andaikan diberikan suatu fungsi Vs vang

didefinisikan untuk setiap x dalam interval asx<bh, x e R,

sedemikian sehingga memenuhl persamaan diferensial

dy,
Dy, = rvalial Ay, + B , asx x =b (4.59>
dimana A dan B adalah konstanta-konstanta sebarang

{dengan A &= 0>
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Andaikan ditentukan =syarat awal y pada x = a, yang
berarti mencari suatu fungsi y yang memenuhl persamaan
diferensial (4.58> dan juga memenuhi syarat awal

¥Ya ™ Vo <4.60>

Untuk mengaproksimasikan persamaan diferensial
(4.539> ke dalam persamaan diferensi, pertama-tama dengan
mengganti interval kontinu as x =b dengan suatu himpunan
digkrit nilai x lewat persamaan diferensi vyang telah
didefinigsikan.

Andaikan diambkll sebarang bilangan bulat positif n
dan membagi interval tersebut ke dalam n bagian yang

Sama, yang panjangnya masing-masing

h o= B2 C4.615
n
dengan
Ky = &, ¥y = ath, x, = a+zZh, ... , ¥, = atnh = b {4.62>

kemudian andaikan penulisan tersebut disederhanakan, maka
diperoleh

Y].; = Yy;k = y}(0+kh 4.683>
karena diketahui bahwa

Ay
Dy, = lim =i
hso N

maka akibat {4.62> diperoleh

D = lim oY <4.64>
Yoo T 36 h '
oleh karena itu layak untuk mengganti persamaan

diferen=sial {(4.59) dengan persamaan diferensi

Ay
._,.ﬁli = Ay, + B , k = 0,1,2,.. €4.65>
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Vieg = €1 + Ay, + Bh , k = 0,1,2,.. {4.66>
dengan syarat awal yang sudah ditentukan.

Perzsamaan {4.66) adalah persamaan diferensi linear
orde—1. Persamaan (4.662 dapat dizselesaikan dengan
menggunakan persamaan (4132, dimana A = 1 + Ah dan B =

Bh, sehingga diperoleh

k

o " 1 - a1+ Ak

v = <+ Ay, + BR (G LA
3

= 4 + A"y, + Bh [* <EA; adse &y

1 - <1+ ARdX
—-A =

= 1 + ANy, + B I

B - B + amd¥

= 1+ ARy, +

“A
= 1 + an¥y, - %-r % @ + An®
=+ AR <y, + %«} - % , k om 0,1,2,.. <4.67>

Andaikan h » 0 dan x, = x, + kh + x maka persamaan (4.65>
akan menjadi persamaan diferensial 459> 0Oleh karena
itu penyelesaian persamaan diferensial {4.59> dapat.
diperoleh dengan melimitkan penvelegaian persamaan

diferensi (4.67>, yvang berarti,

v, = lim vy,
h=2 o

k B B
= lim 1 + Ahd'(y, + = - —
hs o % A A
= lim d + AWy, + 2 - 1im B
h> 0o A hro A
B WKk B
= Yo o lim  + Ahd - lim
@ A 1o hao A
B k B
= y, + = lim <1 + Ahd> - — (4.68>
© A hso A
X K
Sk . n K™ X
tetapi 1im < + Ahd" = lim 1 + Ahd » dimana k =
h» O h2> 0 h

Andaikan Ah diganti dengan £, diperoleh

17E A= K2

lim [{1 + =22 1
£90
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padahal telah diketahui bahwa lim <1 + 2% = o, oleh
£20

karena itu

lim [C1 + E)i/S]A(X—‘XO) = eA(x—xo)
-0

selanjutnya dari persamaan (4.68>, diperoleh

v, = (yo + %)e“""xo) E €4.69>

A
Ternyata persamaan <4.69> adalah penyelesaian persamaan

diferenwial (4.592 hal ini dapat ditun jukkan bahwa

persamaan (4.69) memenuhi persamaan (4592, yang berarti

dy, B.. Adx-x.2
= + — o
. oF o A)e A
padahal
dy,,
ax V. + B
B, ACx—x.2 B
= Ally, + e o R
B. A(x-x_.2>
'~=A<y0+x)e o7 o BEvD
= ALy, + %)eAcx_xO)

Jadi benar bahwa persamaan (4.693 memenuhi persamaan

diferenszial (4.5¢> dan juga memenuhi syarat awal y, = Yo
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PENERAPAN PERSAMAAN DIFERENSI DALAM BIDANG EKONOMI

Salah satu penerapan persamaan diferensi adalah pada
bidang ekonomi. Masalah-masalah yang akan dibahas adalah
bunga tunggal, bunga majemuk, pendapatan nasional (nodel
Harrod?>, analisis persediaan {model Metzler> dan

pendapatan nasional (model Samuelsond.

5.1 Penerapan persamaan diferensi linear orde-1 dengan

koefisien konstan
5.14.1 Bunga Tunggal

Bunga tunggal adalah bunga yang dihitung pada modal
awal wuntuk Jjangka waktu penggunaan modal. Andaikan modal
mula-mula yarg diinvestasikan diberikan suku bunga
tunggal, maka pada sebarang keadaan, jumlah modal sama
denganr  jumlah modal satu  pericde sebelumnya ditambah
bunga vyang dihasilkan dalam pericde itu pada modal mula-
mula yang diinvestasikan.

Jika Pg, adalah modal mula-mula yang diinvestasikan
dengan bunga tunggal sebesar 1—10%5- ; dan jika P, menyatakan

Jumlah meodal setelah periode ke-it, maka diperoleh
o
100
Pada bab IV telah diketahui bahwa bentuk umum

P, =P+ Pe , b= 0,1,2,.. (5.1

persamaan diferensi linear aorde—1 dengan koefisien
konstan adalah

Viegy = Ay, + B , k= 0,1,2,..

108
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mempunyail penvelesaian umum yaitu :

Ak

jika A = 1
1-A°7 , ko= 0,1,2,..
Yo + Bk, Jka A = 1

Akyo + B

Vi =

Ternyata pada persamaan (5.1, Ykey SesSuai dengan P,
Yy sesual dengan P, A = 1 dan B = %5 P,, coleh karena
itu persamaan (&.4> adalah persamaan diferensi linear non
homogen orde~1 dengan keoefisien konstan.

Selanjutnya akan dicari penyelesaian wumum persamaan
G145 dengan menggunakan persamaan (4.1382, dimana A = 1,

™

B = 156 P,, maka diperoleh
P, = Py + == P, t
i o] 100 o]
iy ;
= Padl + 100 t> » L o= 0,1,2,... €5.25

Jadi persamaan (5.2> adalah penyelesaian umum persamaan
5.1>, Persamaan (5.2> inilah vang telah kit.a kenal

sebagal rumus bunga tunggal.

5.1.2 Bunga Majemuk

Bunga majemuk adalah bunga yang dikenakan pada modal
awal ditambahkan ke pokoknya, yang kemudian menjadi pokok
vang baru untuk perhitungan masa berikutnya.
Andaikan modal awal diinvestasikan dengan suku bunga
majemuk, maka pada sebarang keadaan, jumlah modal sama
dengan modal satu periode pertama ditambah bunga vyang
dihasilkan pada seluruh modal yang ada pada satu pericde
pertama.

Andaikan P, menyatakan  jumlah modal pada akhir
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periode ke-t, P, adalah modal awal yang diinvestasikan

maka diperoleh persamaan,

T

Pl = Py +§”§’6’pt

> s, b= 0,1,2,.. (5.3

It

r
e
Pl * 165
Ternyata vyy,, sesual dengan P, Yy =Sesual dengan P, A
= 1 + i—g-é— dan B = 0, oleh karena itu persamaan <5.3>
adalah persamaan diferensi linear homogen orde-1 dengan

koefizien konstan.

Selanjutnya akan dicari penyelesaian umum persamaan

(5.83> dengan menggunakan persamaan (413> dimana A = 1 +
T .
106 dan B = 0 maka diperoleh

P,o= 1+ E%Lgpt Py» t o= 0,1,2,. (5.43

Jadi persamaan &.4> adalah penyelesaian umum persamaan
(5.3>. Persamaan 54> inilah yang kita kenal sebagad

rumus bunga majemuk.

5.1.3 Pendapatan Nasional

Penerapan selanjutnya berkaitan dengan pendapatan
nasional yang diusulkan oleh RF Harrod, dimana akan
dibuat suatu model matematika unituk menghitung pendapatan
nasional. Menur-ut. perekonoemian sederhana pendapatan
nasional terdiri dari 2 komponen vaitu konsumsi  dan
investasi. Andaikan fungsi Y, C, dan I vyang nilainya
berturut-turut menyatakan besarnva pendapatan nasional,
konsumsi dan investasi yang masing-masing bergantung pada
waktu t yang bernilai diskrit, maka pada setiap waktu t,

nilai-nilai fungsi ¥, ¢ dan I dinotasikan dengan Y, Cy,
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dan I,.
Secara matematis berlaku hubungan pendapatan nasional
dinyvatakan dengan

Y, = G + I, » L= 01,2, B.52

Beszarnya konsumsi vang digediakan bergantung pada
besarnya pendapatan nasional. Andaikan fungsi konsuméi
linear, maka fungsi konsumsi dapat ditulis sebagai

C, o= o + m¥, , o = 0, 0< m <1 {B.6>
dimana ¢ dan m adalah konstanta-konstanta,
Apabila Y, = (0 maka konsumsi menjadi sebesar <, sedangkan
m adalah gradien fungsi yang menunjukkan hasrat konsumsi
marginal. Selanjutnya andaikan terdapat konstanta r»r yang

disebut faktor tumbuh, dengan

AYy = Y, ., - ¥, =2 , >0 , t = 0,1,2,.. &7
Dengan demikian dari persamaan &5 - BY>, diperoleh
hubrungan,

Yiegg — ¥y = 0y

= ¥, - OO

Sl o TYRen
=¥, - vlc + mY,>
= ¥, - rc - rmY,
Yigg =2Y, + 7V, - 1rc - rmdy
= + r - rm2Y, - ¢
= [1 + rdl - mdlIY, - rc (5.8>
Ternyata persamaan 5.85 tak lain adalah persamaan

diferensi linear non homogen orxde-1 dengan koefisien

konstan.
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Kemudian akan dicari penyelesaian umum dari
persamaan (5.82. Dengan menggunakan persamaan  (4.13>,
dimana A = 1 + r{1-m>, B = -ra, maka diperoleh

1 - [1 + rc1 - md>1
1 = 1 + ocd = ol

Y, = [1 + pdd - mdI'Yy + (-rad

i - (1 + <1 - mo1
I = 1 - vcl = mo]

=01 + <l - mdl'Y, + (-rod

1 - (1 + rct - o1
-r{t - m>

(1 + r¢t - mOI'Y, + ¢-rad

i

1 -1+ vt - ot

t
= + = +
1 rd1 m>1 ¥, C oS

e c t
=0+ rd - 1y, + 25 (1 - o+ pa - ')
=+ p<t - mOIYy + o - S+t - a1
1~m 1-m
t < < 3
=1+ rd - I, - o b S 5.9>

Jadi persamaan <(5.92 adalah penvelesalan wumum persamaan
5.8>. Persamaan 5.9 adalah rumus untuk menghitung

pendapatan nasional dalam perekonomian sederhana.

5.2, Penerapan persamaan diferensi linear orde-2Z dengan
koefisien konstan
5.2.1 Analisis Persediaan
Penerapan persamaan diferensi selanjutnya berkaitan
dengan analisis persediaan. Akan dibuat model matematik
untuk menghitung jumlah pendapatan total pengusaha dengan
mempertahankan mutu persediaan agar tetap yang terbaik.
Andaikan U, adalah jumlah dari nilai barang-barang
konsumsi yang diproduksi untuk dijual dalam periode t, S,
adalah  jumlah dari nilai barang-barang konsumsi vyang

diproduksi untuk persediaan dalam periode t. [Jika Y,
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adalah pendapatan total yang diperoleh dalam periode t,
maka berlaku hubungan

Y, = U + 5 + V, » o= 01,2, 5.10>
dimana Vs merupakan bilangan konstan vang disebut
konstanta investasi netto.

Andaikan pengusaha merencanakan produksinya  untuk
di jual pada periode t dengan berdasarkan rencana produksi
penjualan dari periode il selanjutnya perencanaan
produksi dari periode t sama dengan penjualan sebenarnya
dari periode t~1, vang berarti

U, = Y., > b= 1,2,3,... (GRED)
dimana 3 adalah hasrat konsumsi marginal dengan 0< 3 <1,

Selan jutnya pengusaha akan membuat pertahanan
persediaan pada tingkat yang konstan, Pengusaha berusaha
mengisi persediaan yang  habis karena adanya tambahan
dalam permintaan atau mengurangi persediaan bila ada
penurunan  permintaan. Metzler menganggap bahwa produksi
dari barang-barang untuk persediaan dalam sebér-ang
periode t sama dengan beda antara kenvataan penjualan dan
harapan penjualan dari periode sebelumnya. Andaikan
harapan penjualan dari periode t-1 adalah U,_,, maka oieh
persamaan (5.112> diperoleh

Uy = Yp €5.12>
sehingga

S o= U - U,

= 3Y,_; — BY,_, t. = 2,3,.. 5.135

Dari persamaan 5.10 - 513> diperoleh persamaan untuk
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pendapatan total Y, yaitu

Y, = 8Y 4 + Yy - BY,_, + Vo - L = 2,3, B.14>
atau

Yo - 20Y _ + 3Y ., = V, , t = 2,8,.. G153
tetapi jika persamaan di atas didefinisikan untuk nilai t
mulai dari t = 0 maka persamaan <5.15> ekuivalen dengan

Yo = 260Y  + 3Y, = V, , L o= 0,1,.. 5.16>
Ternyata persamaan {5165 adalah persamaan diferensi
linear non homogen orde-2 dengan koefisien konstan.

Selan jutnya akan dicari penvelesaian umum persamaan
B.16>. FPersamaan bantu dari persamaan diferensi homogen
yang bersesuajan dengan persamaan <5.16) adalah

m® - 2pm + 3 =0 517>
sehingga diperoleh 3 =ifat akar-akar dari persamaan bantu
vait.u
(12> kedua akar-akarnva real dan tidak sama my, = my,D
{22 kedua akar-akarnva real dan sama my = m,>
(3> kedua akar-akarnya merupakan bilangan kompleks vang

kon jugat

Dengan menggunakan rumus kuadrat diperoleh akar-akarnya

m1=;?+.ﬁ2-(?,mz=ﬁ-lﬁ2—ﬁ 5.18)

Oleh karena itu,

Cad Jika m, # m, maka diperoleh Y, = 011’“1 + czmt,_',

by Jika m; = m; maka diperoleh Yy = agmg + cytm,

LCop Jika my,m, merupakan akar-akanr kompleks vang

konjugat maka diperoleh

Y, = r'CC, cos Bt + Q, sin 63
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Tetapi karena 0 < & < 1, maka nilai f?z =~ {7 dibawah tanda
akar adalah negatif, sehingga diperoleh akar-akax
kompleks

mg= 3+ ipd - D, my =5~ idFd - D ¢5.19)

kemudian persamaan (519> akan diubah kedalam bentuk

polar, r = J[?z +pa - @ = p €5.20>

dan -7 < & < r, zehingga

cos@ = §= G sing = —’""”M = J1 - 3 3.21>
Jadi penyelesaian umum dari persamaan homogennya adalah
Y, = (' <, cos et + €, sin &t>
dimana G ,0, adalah konstanta-konstanta sebarang.
Untuk mencari penyelesaian partikular dari persamaan
(5.16> dipakai penyelesaian percobaan dengan bentuk
Yy o= k 5.22>
Jika persamaan (8.222 memenuhi persamaan  (5.162 maka
diperoleh, k - 26k + gk = V,
k¢t - 203 + D = Vg,
k@ - 35 = V,

Vo
LR £

sehingga penvelesaian partikularnya menjadi

k =

v
# o
Yo = r— (5.23>

Jadi penyelesaian umum dari persamaan <(5.16> adalah

o]

1 -

Y, = (' ¢, cos Bt + €, sin OL> + <5.245

vang merupakan rumus untuk menghitung pendapatan total
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5.2.2 Model interaksi dari Samuelson
Penerapan persamaan diferensi vyang terakhir dibahas
pada penulisan skripsi ini berkaitan dengan pendapatan
nagional untuk perekonomian tertutup. Model berikut ind
diusulkan oleh  P.ASamuelson untuk analisa  pendapatan
nasional pada perekonomian tertutup.
Samuelson membuat 3 anggapan vaitu
(i> Pengeluaran konsumsi d{dalam sebarang periode> adalah
sesuai dengan pendapatan nazional periode sebelumnya.
{ii> Investasi pada metiap reriode sesual dengan
peningkatan konsumsi periode tersebut terhadap
periode sebelumnya, ini disebut prinsip aselerasi.
{iii> Pengeluaran pemerintah sama pada semua periode.
Sehingga diusulkan, sehimpunan persamaan- persamaar

sebagail berikut

Y, = G + 1, + G (5.255
¢, = a¥,_, (5.26>
I, = (6IC, - G_,] 5.27>

Yo = ¥o ¢5.28>
Y, = vy, B.29>

o > 0, 3 >0
dimana Y, G, I dan @ berturut-turut menyatakan pendapatan
nasional, konsumsi, investasi dan pengeluaran pemerintah,
sedangkan berdasarkan anggapan dii> yaitu G dianggap
konstan pada semua periode dan unitnya atau satuannya

sedemikian rupa sehingga G, = 1.
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Dengan mensubtitusikan persamaan <5.26> dan 27> ke
dalam persamaan (5.25> dipercleh,
Yt = QYL_" + {?{GL - Ct—ij + 1

= of, _, + AaY, - a¥, .1 + 1

i

a¥y_ 4 + pBa¥_, - pBa¥, , + 1

It

AAHDY, _, = Pa¥,_, + 1

Y, - aiHDY, L, + BaY,_, = 2,3,... <5.30)

I

e
¢t
i

atau

i
-
&

Yy, = all+3DY, , + fBa¥, = 0,1,... <5.31>
Ternyata persamaan 5.31> adalah persamaan diferensi
linear orde-2 non homogen dengan koefisien konstan.

Selan jutnya terdapat 3 penyelesaian umum dari
persamaan homogen vyang bersesualian dengan persamaan
{5.31> vyang tergantung pada =sifat akar-akar persamaan
bantunya, yaitu

= t
Cymy Ty

]

Ca’ Jika my # m, maka diperoleh Y,
b2 Jika m; = m, maka diperoleh Y, = cim; + cztmi
Ced. Jika my,m, merupakan akar-akar kompleks yang
konjugat maka diperocleh
Y, = r'<C, cos @t + G, sin 6>
Sedangkan penyelesaian partikular persamaan non homogen
(5.81> yaitu dengan memakal penyelesaian percobaan dengan
bentuk
vy = k 5.32>
Jika persamaan <(5.327 memenuhi persamaan (5.31> maka

diperoleh
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k - add+32k + gftk = 1
kKl - add+3) + of3 = 1
Kl - o - oy + o33 = 1
kit -~ al = 1
1
k= 1is
sehingga diperoleh penyelesaian partikularnya yaitu
* 1
Yo =50y
Jadi penyelesaian umum persamaan (5.31> adalah
‘ t 1 1
<a 2. Yt = QN + CaMg + i‘:—&‘
b > ¥, = "'mt + o tm, +—1——~
L T eIy 2™ty 1=t
o Y, = r'c, cos Ot + @, sin &L + 1—}&-
vang merupakan rumuss untuk menghitung pendapatan

nasional.
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PENUTUFP

Berdasarkan uraian di atas, secara umum dapat
ditarik kesimpulan sebagai berikut

Masalah-masalah dalam kehidupan  sehari-hari yang
melibatkan variabel diskrit, pemodelan matematika vyang
cocek adalah dengan persamaan diferensi.
Secara umum persamaan yal-ng mengandung satu atau lebih
diferenzsi-diferensi dinamakan persamaan diferensi.
Bentuk umum persamaan diferensi biasa orde-n adalah

FCx,y,, Ay, 80y, . A"y, = 0

Pada penulisan =skripsi ini hanya membahas tentang
persamaan diferen=si linear dengan koefizien konstan baik
vang homogen maupun non homogen, baik vang orde-1 maupun
orde-2.

Persamaan diferensi linear non homogen orde-1 dengan
koefigien konstan yang mempunyai bentuk umum

Yy = AV v+ B, k = 0,1,2 {612
dimana A,B adalah konstanta-konstanta sebarang dan A = 0,
sedangkan jika B sama dengan nol, maka persamaan <6.1)
adalah persamaan diferensi linear orde~1 homogen dengan

koefisien konstan, mempunyai penvelesaian wnum yaitu

e 1-a¥

Ay, + B T2 Gika A = 1 €6.2>
© 1-a 7 , ko= 0,1,2

yo + Bk , jika A = 1

Y =

119
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FPersamaan diferensi linear homogen orde-2 dengan
koefimien konstan mempunyai bentuk umum :

Yiro ¥ &,Vpee + A3y, = 0 , k = 0,1,2, {5.3>
dengan a;,a, adalah konstanta-konstanta sebarang (a, = 03
Andaikan persamaan bantu vang bersesuaian dengan
persamaan (6.3 adalah

n12 + am + a, = @ , {643
ind berarti terdapat. my dan m, sebagai akar—akar
penyelesaian dari persamaan (6.4,

Jika m, dan i, adalah real dan tidak Sama maka
penyelesaian umum dari persamaan (6.3) adalah

Y, = c:im:lk + czmzk
Jika m; dan m, adalah real dan sama, maka penyelesaian
umum dari persamaan (6.32 adalah

Yy, = (g + 02k>mik
Dan jika m; dan m, merupakan konjugat kompleks dengan
bentuk polarnya rdcos 9 * i sin 62>, maka penyelesaian
umum persamaan 6.32 adalah

Y, = v, cos 6k + Q, sin €k)

Selanjutnya untuk persamaan diferensi  linear non
homogen orde-~2 mempunyai bentuk umum

Yiez b AV F oAy = 1y 6.52
dimana ag,a, adalah konstanta-konstanta sebarang Ca,=03,
r adalah sebarang fungsi yang didefinisikan untuk k = 0,
1,2,...

Untuk mencari penyelesalan umum persamaan (652, harus

dicari terlebih dahulu penyelesaian partikularnya dengan
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menggunakan metode koefisien tak tentu. Untuk itu
digunakan penyelesaian percobaan yang terdapat dalam
tabel 1.2, kemudian mencari penvelesaian umum dari
persamaan homagen vyang bersesuaian dengan persamaan
655 Jadi penyelesaian umum dari persamaan €6.5> adalah
jumlah dari penyelesaian umum persamaan homogen yang
bersesualan dengan persamaan 6.5 dengan penvelesaian
partikular persamaan 6.5,

Ternyata terdapat hubungan antara persantaan

diferensial dengan persamaan diferensi, dimana
. Ay,

P = bn
Selain  itu dari tabel 13 dapat dilihat beberapa hasil
vang dikenal pada kalkulus diferensial memiliki  bentuk
vang analog dengan kalkulus diferensi.

Akhirnva penulisan skripsi ini  membahas penerapan
persamaan diferensi dalam bidang ekonomi misalnya 12
untuk persamaan diferensi linear orde-1 yvaitu bunga
tunggal, bunga majemuk, dan pendapatan nasio;nal {model
Harrod> dan 22 untuk persamaan diferensi linear orde-2
vaitu analisis persediaan (model Metzler> dan analisis

pendapatan nasional (model Samuelsond.

Pada perhitungan bunga tunggal telah dikenal rumus

™

pL=P0+tm—P

o
dimana | P, adalah jumlah modal setelah periode ke-t
P, adalah modal mula-mula
T”(I);()" adalah bunga yang diberikan

dalam  pembahasan, berdasarkan rumus ini telah dapat
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diturunkan hubungan antara Py,, dan P, sebagai berikut

iy
Pt+1 - pt = 100 PO
Tampak bahwa persamaan ini merupakan persamaan diferensi
linear non homogen orde-i.
Pada perhitungan bunga majemuk telah dikenal rumus
r .t
Py = Poli + =0
dimana : Py adalah jumlah modal setelah periode ke-t
Po adalah modal mula-mula
Z“g"ﬁ adalah bunga yang diberikan
Dalam pembahasan juga telah diperoleh hubungan antara
P,y dan P, yaitu :
+ X5 o q
Piog - P + 550 = 0,
Tampak bahwa ini merupakan persamaan diferensi lnpear
homogen orde-1.
Pada pendapatan nasional diperoleh hubungan
g = M+ rdd - mOIY, - rc
tampak bahwa persamaan ini adalah persamaan diferensi
linear non homogen orde-1 dengan koefisien konstan, vyvang
kemudian dalam pembahasan persamaan tersebut diselesaikan

sehingga diperoleh  rpumus untuk menghitung pendapatan

nasional vaitu

ot c e
= + = - —— o —
Y, i1 (il m2l (¥, ’1—m) o
Penerapan persamaan diferensi zelanjuthya adalah
pada analisis persediaan,. Pada pembahasan analisis

persediaan diperocleh hubungan
Yiso = 206Y *+ (Y, = Vg

tampak bahwa persamaan ini  adalah persamaan diferensi
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linear non homogen orde-2 dengan koefisien konstan, yang
kemudian persamaan tersebut diselesaikan sehingga
diperoleh rumus untuk menghitung pendapatan total yvaitu

Vo
1L-p5

Akhirnya penerapan persamaan diferensi yang terakhir

Y, = {@'C, cos ot + €, sin ot> +

adalah pendapatan nasional pada perekonomian yang
tertutup menurut P.A.Samuelson. Pada pembahasan diperoleh
hubungan
Yigpp - ald+33Y, , + o3Y, = 1 , + = 0,1,2,...

tampak bahwa persamaan ini adalah persamaan diferensi
linear non homogen orde-2 dengan koefisien konstan, yang
kemudian jika persamaan itu diselesaikan maka diperoleh
tiga tipe penvelesalan umum vang tergantung pada sifat

akar-akar persamaan bantunya vaitu :

. t
(a2 Jika my; # m, maka diperocleh Y, = c:im; + com, + ’—1——%
b w _ V., = Fad LT |
b> Jika my = m, maka diperoleh Yy = €my Cptmy i
Ced Jika mg,m, merupakan akar—akar kompleks yvang

konjugat maka diperoleh

[ ’ 1
Y, = » , cog &t + ¢, sin 8t> + .
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