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ABSTRAK

Himpunan tak kosong M disebut modul lewat ring

komutatif R dengan elemen satuan 1. bila M dilengkapi

dengan dua operasi, valtu operasi Jumlahan (+) dan
operasi perkalian dengan skalar, yang dapat dinyatakan
dengan pemetaan ¢ :RxM — M di mana ¢(r,u) = ru e M untuk
tiap reR dan ueM sedemikian sehingga dipenuhi sifat-sifat
berikut

1. M adalah grup komutatif terhadap operasi Jjumlahan.

2. Untulk semua r.s=R, u.veM berlaku

r{utv) = ru + rv
(r+s)u = ru + Bsu
(reg)u = risu)
Iu = u.

Grup bagian S dari modul M lewat ring R disebut modul
bagian dari M jika ruebd untuk setiap reR dan ueSs.

Suatu modul M lewat ring R dikatakan bebas jika M
mempunyai basis. Jika B adalah basis untuk M. kita
katakan bahwa M adalah bebas pada B.

Jika veM mempunyai ciri bahwa rv=0 untuk suatu elemen

takneol reR. maka v dizsebut elemen torsi dari M.

Modul M lewat ring R disebut modul torsi Jjika semus

elemen dari M adalah elemen torsi.
Suatu modul yang tidak mempunvail elemen torsi taknol

digebut bhebas torsi.

Modul torsi M yang dibangun secara berhingga 1lewat
daerah ideal wutama K merupakan jumlahan langsung dari

modul bagian-modul baglian primer.

viii
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ABSTRACT

A non=mpty st M 1is called a module over a

commutative ring B with identity 1, if two operations.

i.e. addition (+) and maltiplication with scalar. which
can be sgtated as a marping ¢:FExM —s M wherse ¢(r,uv) = ru
e M for all reR and ueM, are defined in M such that the
following provrerties are catisfied

.M

. For all r.sek. 1u.veM

y

s a comatative group under additicon.

ds

(BN

[V

r{u+v) = ru+rv

ﬁ
+ 3
+
i
e
i

ru+su
S = orisn)
Iv = u
A eubesroue 5 of module M over a ring E is a submedule of

M if rued for all rel and uss.

A module M over a ring FE is called fre== 1f it

has a hasis. If E is a hasis for M, we =zay that M is free

If wveM has = rroverty that rv=0 {for somse nonzers

of M. A module M

over a ring K is a torsion module if all elemsnts of M

A moduls that has no nonzero torsion elements is called

A finitely generatsd toresion wmodule M over 2
principal ideal domain dis & dirsct s=sum oI primary

submodules,

ix
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BAB L
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Modul meruprakan perluasan pengertian dari ruang
vektor. Pada ruang vektor yvang merupakan daerah operator
adalah field., sedangkan rada modul sebagai daerah
operator adalah ring. Modul bagian merupaksn grup bagian
dari suatu modul dan memenuhil sifat-sifat tertentu.

Dalam tulisan ini akan diterangkan tentang modul
bebas dan modul torsi. Sebelum masuk pada pembahasan
modul bebas dan modul torsi. diuraikan terlebih dahulu

pengertian modul itu =sendiri. Pembahasan modul (khususnya

modul bebas) terkait dengan materi-materil lainnva,
seperti ldeal. Jumlahan 1langsuvneg, himpunan pembangun,
bebas linear, basis, homomorfisma dasn isomorfisma. Dan

rembahasgan modul torsi terkailt dengan elemen torsi  dan
bebas torsi.

Modul vang akan dibahas adalah modul lewat suatu
ring komuatailf dan dalam keadaan lebih khusus lagi
ditambahkan juga uraian tentang modul lewat daerah 1ideal

utama. Sebagai aplikasi dari modul lewat daerah ideal
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]
utama adalah modul lewat £ (2 adalah daerah ideal utama).
Dalam tulisan ini akan dibuktikan teorema

dekomposisi primer dan Juega diberikan definisi modul

bagian primer.

1.2. Perumusan Masalah

Adapun masalah-masalah vang akan diungkapkan dalam
tulisan ini dapat dirumuskan secara sederhana sebagal
berikut
1. Apa yvang dimaksud dengan modul dan bagaimana contoh-

contoh modul itu ?

e

Apalkah yvang dimaksud dengan modul bebas dan modul

torsi serta beberapa teorema pengembangannya ?

3. Apakah yvang dimaksud dengan modul primer dan bagaimana
bukti teorema dekomposisi primer 7

4. Bagaimana bentuk dari teorema tersebut pada modul Z,

o
:

lewat &
1.3. Tujuan Penulisan
Adaprun tujuan dari venulisan sebagail berikut :

1. Memsahami pengertian modul dan bentuk-bentuk modul

seperti modul bebas dan modul torsi.

W

Mengetahui pembuktian teorema dekomposisi primer dan

bentuk teorema tersebut pada modul 2, lewat 2.
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1.4. Metode Penulisan

Metodes
skripsi ini

mempelajari

tulisan int.

vang dilakukan

adalah dengan

buku-buku

vang

renulis dalam

studi pustaka

berkaitan

penyusunan
yvaitu dengan
dengan Judul
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BAB 11

PENGERTIAN MODUL DAN ISOMORFISMA PADA MODUL

Dalam bab 1ini. akan diuralkan tentang modul dan
isomorfisma pada modul. Untuk subbab pertama diuraikan
definisi modul dan contohnyva serta modul baglan dan
teorema vang merupakan rpengembangan dari pengertian modul
bagian. Dan dalam gubbab kedua dibahas tentang

isomorfisma.

2.1. Modul

Definisi 2.1.1

Himpunan tak kosong M disebut modul lewat ring

komutatif R dengan elemen satusn g bila M

[21]

dilengkapi dengan dua operasi. vaitu operasi
Jumlahan (+) dan operasi perkalian dengan skalar,
vang dapat dinyatakan dengan pemetaan ¢:RxM — M di
mana ¢(r,p) = ru € M untuk tilap reR dan u=sM
sedemikian sehingga dipenuhi sifat-sifat berikut

1. M adalah grup komutatif terhaday operasi Jjumlahan
2. ¥ r.,8e R, ¥ u,ve M bherlaku

r{u+v) = ru + rv

(r+s)u = r + su
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(rs)u = r(su)

lu = u o
Dari definisi 2.1.1 tersebut dapat dikatakan bhahwa
operasi perkalian dengan skalar yang dikerdjakan oleh
elemen dari R pada elemen dalam M. mengubah elemen dari M
ini. dengan tunggal menjadi elemen dari M lagi. Oleh

karena itu R disebut daerah operator. Elemen-elemen dari

R disebut skalar.

Jika daerah operator pada modul adalah field F, maka
modul tersebut tidak lain adalah ruang vektor lewat field
s

Untuk selanjutnya dalam tulisan ini, daerah operator dari
modul yvang dibicarakan adalah ring R yang komutatif dan

memiliki elemen satuan.

Contoh
1. Diberikan R ring. Himpunan R vyvang masing-masing
komponennyva dalam R. merupakan modul lewat R, dengan

operasi Jjumlahan dan perkalian dengan skalar sebagai

berikut

(3, ,. WS 8,0 + (b, = SRR ®, b, 8.+, )
r(a, 8n) T (rég..... rag )

¥V (844.....8,)-({,...,by) € B dan reR.

A}

Diberikan K ring. Himpunan M, (R) yvaitu himpunan semua

matriks berorde mxn dengan elemen—-elemennya dalam R,
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6
merupakan modul lewat R, dengan operasi jumlahan dan
perkalian dengan skalar sebagail berikut

. " - - .

Bq - - - Byn Pag - o - By =Vl s PPN - VIR g < PN
+ =
At - - - Ban bmi = .bmn am1+bm-1 R rE"W\n"_bn’\r\
. i L i 5
811 - v o~ aln T“aii a . r'aln
dan v . =
] Elrd « -~ Bran JaT-TEPRNRN of VI
844 A by S
v . s . e M,,(R) dan reR.
Bt - - - By bmi . % bmr\
b - =~ nd

3. Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan. Maksa
R ini adalah modul lewat dirinva sendiri.

4., Diberikan rinsg komutatif K dan M = {0} adalah grup
komutatif dengan satu elemen. Jika didefinisikan
YreR, r0 = O & M. maka M adalah modul lewat ring R,
vaitu suatu modul trivial (sederhana).

Definisi Z2.1.2

Dikerikan ring komutatif R. Himpunan bagian tak

kosoneg 1 dari K disebut ideal jika
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1. VYa.be I. a-h e I

2. 1 tertutup terhadapr perkalian dengan elemen dalam

ring R, vaitu V asl, reR, arsl. o

Teorema 2.1.1
Diberikan ring komutatif R dan modul M lewat R.

Jika I himpunan elemen-elemen weR sedemikian

sehingga xv = 0 untuk semua veM, maka I adalah ideal
dari R.

Bukti

Diberikan himpunan J dengan I = { xR/ xv= 0, VveM?}.

Dari definisi jelas I<R.
Karena 0eR dan Ov=0 untuk tiap veM, maka 0O=I.
Jadi I=©. Akan dibuktikan bahwa
i) a,bhe Il =>a~-bel
ii) a< I, re R arel
i) Ambil a,bsIl, maka av=0 dan bv=0 untulk tiap veM.
Jadi (a-b)v = av-bv = 0-0 = 0.
Karena a-b € R dan (a-b)v = 0 untuk VveM, maka
a-b e 1
ii) Ambil reR, a=l. maka av = O untuk veM.
Karenas ISR, Jika asl maka aeR.
Jadi areR dan ar=ra (karena R komutatif).
Sehingga (ar)v = (ra)v = r(av) = r0 = 0 untuk

tiap veM. Maka arel
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Dari i) dan ii) terbukti I ideal dari R.

Definisi 2.1.3
Diberikan modul M lewat ring R.

"

S disebut modul bagian dari M Jjika S adalah

bagian dari grup M dan dipenuhi rues untuk setiap

relk dan uses. o .
Contoh
1. Diberikan ring K. Karena R merupakan modul lewat

maksa setiap himpunan bagian dari E merupakan modul

bagian dari R bila dan hanva bila himpunan bagian

tersebut merupakan ideal.

(AN

{r2/reR}Y merupakan modul bagian dari M.

[a%]

Teorema Z.1.
Diberikan modul M lewat ring K. Himpunan bagian

kosong 5 dari M adalah modul bhagian dari M bila

Diberikan modul M lewat ring R dan x = M. Himpunan

hanva bila untuk setiap r.,seR dan setiap u,veS3,

s

ru+sv € o.

Bukti
(=) Diketahui S modul bagian dari M.
Ambil r,seR dan u,vesd.

Akan dibuktikan rut+sv € 5.

Karena 5 modul bagian, maka russ dan sves.
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Karena S grup bhagian dari grup M dan rueS, sveS
maka ru+sv € H.
() Diberikan modul M lewat ring R dan S€M dengasn 520.
Diketahul : r.s=R.,u,veS s rut+sv € S.
iY.Akan dibuktikan S grup bagian dari M.
Ambil u,veb.
Karena R ring dengan elemen satuan 1, maka
leR dan -1leR.
Sehingga lu+(-1)v e 3 (berdasarkan vang
diketahui).
Didapat lu+(-1)v = u-v. Makas u-v € 5.
Terbukti S grup bagian dari M.
ii).Akan dibuktikan S modul bagian dari M.
Ambil rekR dan us$. Akan ditunjukkan ruseS.
Karena 05, maka berdasarkan yvang diketahui
jika reR, u,0 € 3, maka ru+r0 = 3.

Karena ru+r( = ru+, maka ru e 5.

Dari 1) dan ii) terbukti 5 modul bagian dari M. =

1.3

[N

Teorema
Diberikan modul M lewat ring R. Jika & dan T adalah
modul bagian dari M., maka onT dan 5+T = { u+v/ ueS,

velT 1 adalah modul bagian dari M.

Bukti

Diberikan modul M lewat ring R dan & dan T modul
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bagian dari M.

a). Akan dibuktikan 2nT grup bagian dari M.

i).Karena S dan T grup bagian dari M, maka

Ded dan OsT. Jadi 0O=GnT. Sehingga oNT = O,

iiy.Jelas GNT < M.
1i1i).Diberikan u,v € 9"T.

Berarti ueS. uel., vel dan veT.

Karena 5 grup bagian dari M : u,vel =2 u-ves.

Karena T grup bagian dari M : u.veTl > u-wveT.

Didapat u-v « 5 dan u-v e« T, sehingga

u-v € 51T
Terbukti SNT grup bagian dari M.
Akan dibuktikan 57T modul bagian dari M.
Diberikan ueinT dan reR.
Akan ditunjukkan rusinT.

Karena ueonT, maka useb dan usT.

)

Karena o modul bagian M, dan usd, reR,

rus3d. Karena T modul bagisn M, dan ueT,

maka rusT.

cehingga, karena rueb dan rusT. maka ruesnT.

Terbukti 5T modul bagian dari M.

by. Akan dibuktikan S+T grup bagian dari M.

maka

reR,

iY.Karena 5 dan T grup baglan dari M, maka 03

dan O<T. Sehingga 0=0+0 e 5+7. Jadi S+T#=o.

iiy.Jelas o+T<sM.

iii).Diberikan a.h = 35+T.
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a e o+tT = a = y+v,. untuk suatu wes, v,eT.
b e 5+T = b = uy,+v,. untuk suatu we3, vyeT.

Karena & dan 7T grup bagian dari M, maka
untuk vy .ueEs diperoleh y,-u, € 5 dan untuk

vy . Vel diperoleh v,-v, € T.

osehingga a-hb (U +vy ) = (Up+vy)

I

(W -Up ) + (vy—-vy) « BxT.
Didapat : a,b e 3+7T = a-b  3+T.

Terbukti S+T grup bagian dari M.

Akan dibuktikan &+T modul bagian M.

Diberikan aeS+T1 dan reR.

Akan ditunjukkan rassS+T.

Karena a=5+T. maka a = u+v dengan us3 dan veT.

Karena 5 dan T modul bagian dari M, maka untuk

reR, ue3 diperoleh rusd dan untuk reR, veT

direroleh rv=T.

H

Jadi ra T (u+w)
= ru + rv, dengan rued dan rveT.
Didapat : a=s3+T , reR = ra=s3+T.

Terbultti 5+T modul bagian dari M. |

Teorema 2.1.4
Diberikan modul M lewat ring R dan I ideal dari R.
Diberikan IM himpunan semua Jumlahan berhingga
berbentuk

r, v, + ... + r,v, dengan el , vieM.
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Maka IM adalah modul bagian M.
Bukti
Akan ditunijukkan terlebih dulu IM grup bagian M.
1). Karena OeM maks dapat ditulis sebagai
0 = r,0+r, 0+, . .+r 0, dengan el dan OeM.
Sehingga O0=IM, Jadi IM = ©.
2y, Ambil xeIM.
Maka x = ryv, +...+r.v,. dengan rel, vieM.
Karena Ik, dan r,, ... . v, € I, maka r,.. ,
r, € R. Karena M modul lewat ring R maka
X = vy, + ... + r,v, € M
Didapat : IMsM.
3). Ambil x,yv € IM.
Maka % = ryvy + ... + r,v,, dengan nrel, v,eM
dan v = t,uwy, + ... + t,u,. dengan tl, uyeM.
cehingga s-v = (p,vy+...+1,v) — (fu+.. . +6,1,)

Karena I ideal, maka -t,.....,-t, = I

APV SR 5 AN Gt IR A VI NS X (ol vV R &

sehingga karena vy, ....,¢n."%i-.....~%t, = I dan

ViswoeaVaaWiaoooslly, € M, maka x-v € IM.

Dari 1Y, 2) dan 3) terbukti IM grup bagian dari M.

J]
T

Py

[
i

bagiasn dari M.
Diberiksan reR. Ambil x=IM, maka

X = vy + ... + tav,. dengan tel, dan vi,eM.

Janjutnyva akan dibuktikan IM merupakan modul
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sehingga rx = »(fyvy+ ... + vy

= (rty vy + ...+ (rt,)v,
Karena [ 1ideal, maka untuk reR dan t<l, didapat
PQeI,vuntuk i=l...., n. Jadi rx € IM.

Terbukti IM merupakan modul bagian dari M. "
2.2. Isomorfisma Pada Modul

Definisgi 2.2.1

Diberikan M dan N modul lewat ring R.

Fungei ¢ : M — N disebut homomorfisma dari M ke N
Jiks
a{m+m) = alm) + a(m) dan al(rm) = ralm)

untuk semua m, ,np<=M dan skalar reR.

Himpunan semua homomorfisma dari M ke N dilambangksan
dengan Hom(M.N). Belanjutnya didefinisikan

1. Endomorfisma adalah homomortfisma dari M ke M.

2. Monomorfisma adalah homomorfisma yvang injektif.
3. Erimeorfisma adalah homomorfisma vang surjektif.
4. Isomorfisma adalah homomorfisma yang bijektif.
Jika ¢ : M ——> N adalah suatu isomorfisma, maka M

dan N dikatakan isomorfik dan ditulis M = N. o

Teorema 2.2.1
Diberikan M dan N modul lewat ring R dan a<Hom(M,N).

Kernel dan bayangan « vyvang didefinisikan sebagai



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

14

herikut Ker(a)z={veM/c(v) =0} dan a(M)={a(v) € N/veM?,
berturut-turut merupakan modul bagian dari M dan

modul bagian dari N.

Bukti
Diketahui ¢ : M —— N homomorfisma.
Akan dibuktikan Ker(a) modul bagian M.
iy. Ker(«)EM.
ii). Karena M grup pendumlahan., maka untuk asM,
at+(-a)=0eM. Sehingga

a(0)Y = a(s+(-a))

H

a(a)+—(a(a))
=
Jadi 0 € Ker(a) berarti Ker(o)#0.
iii).Diberikan a,bsKer(a), maka a,bsM dan
o(a)=0. a(b)r=0.
Didapat a(a~b) = a(a)r-a(bh)
=
= O
Jadi a-b € Ker(a).
iv). Diberikan reR., asKer(a). maka
alra) = ra(a) = vr0 = 0.
Jadi rasKer(x).
Dari i),1i1), 1ii) dan iv) terbukti Ker(a) modul
bagian M. Akan dibuktikan «(M) modul bagian N.

i), a(M)EN.
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iiy. Karena M grurp penjumlahan, maka untuk wveM,
terdapat v+{(-v)=0 « M.

Maka a(0) = a(v+(-v))

1

al{vi+—a(v)
=0

Jadl Oex(M). sehingga a(M)=@.

iii). Ambil a.bsa(M).
Maka a= a(vy) dan b=a(v,), dengan v,.vpeM.
psehingga a~b = alv)-a(vy )= alvy-vy).
Karena M modul., maka v,-v, M.
Jadi a-bh ex(M).

iv). Ambil reR., as «(M), maka a=a(v,). dengan v,eM.

Sehingga ra = ra(vy) = a{rvy) dengan rv,eM.
Jadi ras a(M).

Terbukti «(M) modul bagian N. [ ]

O AP
PLORF AN

Teorema
Diberikan M dan N meodul lewat ring R dan o« : M —» N
guatu homomorfisma.

Maka o monomorfisma bila dan hanya bila Ker{(a)= {01%.

Bukti

(=) Diketahui o monomeorfisma.
Akan dibuktikan Ker{(a)={0%}.
Ambil x=Ker (o). Maks a(x)=0.

Karena «(0)=0, maka a(x)=x(0).
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[y
3]

Karena a indektif, maka x = 0.
Jadi terbukti Ker(a)={0%}.
() Diketahuil Ker(a)={0} dan o homomorfisma.
Akan ditunjukkan «a injektif. Ambil x.x, M
dengan o )=a(sx; ). Maka a(x )-a(x,)=0.
Karena o homomorfisma. maka a(x,-3x) = 0O
Berarti x -3 € Ker(a). |
Padahal EKer(a)={0%t, Jjadi x-x, = 0.
Maka 5= .

Terbukti o monomorfisma. ]

Contoh

b

K]

Diberikan ring £ dan £ adalah modul lewat dirinya
sendiri. Bila didefinisikan pemetaan ¢: £ — £ dengan
e(¥) = Z2x untuk xeZ, malka ¢ merupalkan homomorfisma.

Dibkerikan ring R dan modul EFB' lewat K. Pemetaan
o tRl—bR didefinisikan sebagal o ((x....,%y)) = X,

adalah suatu epimorfisma untuk setiap 1 = 1.2....,n0n.

'y )y 0

Definisi 2.2.2

Diberikan modul M lewat ring K dan S modul bagian M
sedangkan M/3 = {m+3/ m=M?
Operasi Jjumlahan dan perkalian dengan skalar pada
M/5 didefinisikan sebagai berikut

(my+3)+(mp+35) = (m+m, )+3 dan

r(m+3) = rm+5
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untuk setiap m+5.m,+5 € M/5 dan reR. o
Akan diperlihatkan Mrs/3 merupakan modul lewat E dan

disebut sebagal modul fsaktor.

Teorema 2.2.3
Diberikan modul M lewat ring R dan S modul bagian M
dan M/5 = {m+b/meMt.
Terhadapr operasi Jumlahan dan perkalian dengan
skalar yvang didefinisikan pada definisi 2.2.2, M/S

merupakan modul lewat ring R.

Bukti

Terlebih dahulu akan ditunjukkan operasi pada M/S
tersebut well defined.

Ambil m+5.m+5 & M/5 dengan m+5=mp,+S dan mg+S5,my+S
= M/S dengan mg+S=my+io.

Akan ditunijukkan (mg+mg)+5=(my+m, )+5.

Karena m+3=m,+3 dan mg+3=m,+>5, maka m-m, € 35 dan
my-m, € 5. Sehingga (m,—mp )+ (mng-m,) € S.

Terdapat (m+ing)—-(mp+m, ) € S.

Jadi (mg+mg)+5 = (mp+my )+3.

Ambil m+5.m+3= M/5 dengan m+5=m,+3 dan reR.

Akan ditunjukkan rm+S=rm,+35.

o

Karena m+3=my+5. maka m-m, € 5 dan reR.

Sehingga r(m-my) = rmy-rm, € 5. Jadi rm+S=rm,+3.

Alkan dibuktikan M/S sgrup komutatif terhadap operasi
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jumlahan.
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Operasi + pada M/5 adalah asosiatif karena untuk

n+3.mp+3.mg+n € M5,
(my+5)+M (mp+5)+(mg+3) 1 = (my+5)+[ (my+my )+5]

1y + (My+my Y +5

(my +Inp ) +mg+3

11

[ (my+my ) +3 1+ (mg+5)

Fm+3)+(mp+3) 1+ (mg+3)

Blemen O+8 e M/5 adalah elemen identitas, karena

untuk m+5 € M/5, (Q+5)+(m+5) = (O+m)+5 = my+5 dan

(my +3)+(0+8) = (m+0)+5 = my+S.

Elemen -m+5 = M/35 adalah invers untuk m+5 e M/5

karena (m+3)+(-m+35) = (my-m)+3 = 0+3 dan (-m+S)

+(m+3) = (-I+m )+5 = O+,

Operasi + pada Ms5 adalah komutatif. karena untuk

m+3,m+3 € M5
(mg+5)+(my+3) = (my+my )+

(mp+my, )+5 . karena M komutatif

I

(mp+3)+{m+3)

i

Jadi M/2 grup komutatif terhadap operasi Jumlahan.

Selanjutnva ditunjukkan akeioma-aksioma modul

berlaku pada M/5.
Diberikan r.seR, m+5.my+5 € M/5. maka

a. r{{m+3)+(ma+3))

r{ (mg +my ) +i5)

rim,+m, )+5
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t

(rm +rm, Y+o

(rmy +3)+(rm,+3)

r{m+o)+r{m,+5)

b, (r+s)(m+5) = (r+a)m+3

= (rmytsmy )+o

= (rm+3)+(snmy+5)
= pr(my+o)+sim+3)

.o (rs)(my+5) = (rsdm+H

fi

r{asm ) +5

= r{sm+o)

= r(s(m+i))

d. Lim+5)= Im+o = my+o

.....

Teorema 2.2.4 (Teorema Ilsomorfisma Pertama)
Diberikan M dan N modul lewat ring R dan ¢:M — N

auatu homomorfisma. Maka M/Ker(e) = o(M).

Bukti:
Menurut teorema Z2.2.1, Ker(e) = {xsM/¢{(x)=0} adalah
modul basgian M dan ¢(M) adalah modul bagian dari N.

Dan menurut teorem

a 2.2.3, M/Rer(e) merupakan modul
faktor.
Akan dibuktikan ¢ : MsKer(e) — o (M) isomorfisma.
Didefinisikan ¢(m+Eker(e)) = e(m) untuk m+Ker(g) =

M/Ker{e)., msM.
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Ambil my+ler (@) . my+ker(¢) = M/Ker (@) dengan
my+Eer(p) = my+Ker(p). Karena m+Ker(e) = m+Ker(e),

malka m-~m, € Keri(p). Jadi ¢{m-m, =0,

pehingga o (i )—p (my ) =0 dan e (m )=e(m, ).

Maka ¢(my+Ker(p)) = o(my) = e(mp) = ¢(mp+Keri(p)).
- ¢ merupakan pemetaan.

Ambil rek, m+Keri(p) . m+Ker(p) € M/Ker(p).

Fm+Eer(p) ) +(my+Ker(p))) = ¢((m+m )+Ker (@)

11

@ (my +ms )
T elmy) + elmy)
= (my +Rer (@) )+ (my+Ker(p)

¢ir(m+Eer(e))) = @girm+Eer(e))

e (rm, )

e (my )
= ré(m+Eerip))
¢ homomorfisma.
Ambil m +Ker(p) .np+Ker (o) = M/Ker(g) dan
¢ (mt+Rer(e)) = ¢(my+Ker(p)). Maka
el ) = @e(my )
ey )—p(my ) =0
@ (my—my )=0
Jadi m-my, € Ker(e), gehingga my+Ker(p)= mpy+Ker(p).
¢ Indektif.
Ambil sembarang xsp(M). Maka x=e(m) untuk suatu meM,
sehingga terdapat m+Ker(e) = M/Ker., dan ¢(m+Ker(e))

= ei{m) = X.
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Jadi untuk sembarang xep (M) ada m+Ker(e) € M/Ker(e)
gsedemikian sehingga ¢(m+Ker(p)) = .
¢ suriektif.

Maka terbukti bahwa M/Ker(e) = o(M). =

Teorema 2.2.5 (Teorema lsomorfisma Kedua)
.

Diberikan modul M lewat ring R, dan 5 serta T modul

bagian dari M. Maks (S5+1)/T = S/&8nT.

Bukti

Diberikan modul M lewat ring R.

Menurut tecorema 2.1.3., 5+T1T dan 5T modul bagian dari
M. Akan dibuktikan T modul bagian dari 5+T.

a. Karena T modul bagian M. jadi T=o.

)
)

b, Karena S modul bagian M. maka O=35.
Ambil t=T., maka t=0+t. Sehingega te3+T, untuk 0<85.

Jadi T

n

o+ T
. Ambil x,veT.
Karena T modul bagian M, maka x-y = T.
d. Diberikan rek., x=T.
Rarena T modul bagian M, maka rxeT.
Terbukti 1 modul Bagian 3+T.
Alkan dibuktikan 511 modul bagian 3.
a. Karena SnT modul bagian M, Jjadi o"T=@0 dan SNTsS.
b, Ambil x,veinT.

Rarena 5n1 grup bagian M, maka x-v € SnT.
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c. Ambil reR, xednT.
Karena oNT modul bagian M. maka rx e @n7T.
Terbukti 2MT modul bagian S.
Didefinisikan perkawanan e¢: S+T —> 5/57T sebagai
berikut e(s+t)= s+oNT , untuk s+t « S+T.
Ambil e+t .8,+t, = B+T dengan s, +t,=s,+t,. 5..8,€0,
Tty ToeT.
Maka s,-8, = to—1,.
Karena 5 modul bagian dari M, maka s, -s,=35.
Demikian pula t,-t,=T.
Karena g, -s,= t,~1t;. maka g, -s,T.
Jadi sgy~-8, € on1l. Sehingga s,+3"T = s,+5NT.
© pemetaan
Ambil r=R, g +t,.8,+t, € S5+T. Maka
(g5 0t (s+t: )02 o {g+a )+t +15 )

= (By+sy, )+oNT

(3 +5nT)+ (g +onT)
= e+t )t (g+t,)

e(ris,+t,)) = elrg+rty)

1l

ra, +ionT

I

r(s,+50T)

H

re(s,+t )

¢ homomorfisma.
Ambil sembarang ves/onT, maka v = s+50T untuk suatu
=5, sehingga terdapat s+t e S+71 dan e(s+t)=s+8T=y.

¢ surdektif, sehingga o (5+T) = S/8nT.
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Akan ditunJiukkan Ker(e)=T.

Ker(e) = { s+t & 5+T / e(s+t) = ST}

= { g+t € S+T/ &5 T

Menurut teorema isomorfisma pertama (5+17)/Ker(e) =

e(o+l), vaitu (5+T)/T = 5/760T. =

Teorema 2.2.6 (Teorema Isomorfisma Ketiga)
Diberikan modul M lewat ring K. dan S serta T modul

bagian M, dengan S&T. Maka (M/S)/(T/8) = M/T.

Bukti

Didefinisikan pemetaan ¢: M/S — M/T dengan aturan
e(m+3) = m+1l .untuk m+3 € M/3, meM.

Ambil m+5.my+S = M/5 dengan m+5S = m+8S.

Karena m+3 = mp+5, malka my-m, € 3.

Karena 5T, maka m-m, € T. Jadi m+T = m,+T.
behingga ¢ (i +353) = @(my+3).

« ¢ merupakan pemetaan.

Ambil m+5.my+5 e M/5 dan r<R. Maka

e(m+3)+(m+3)) = @((my+my )+3)

(my+ing ) +7

(mg+1) + (my+T)

1

= elmg+n) + @(mp+o)

e(rim+5)) = e(rmg+3)
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8

H

i

rimy +7T
r{m+T)

e (m+i3)

© homomorfisma.

Ambil veM/T

b3

¢ surdektit.

densan v =

aedemikian sehingsga e (m+3) =

agehingg

Akan ditunjukkan Ker (g

Ker(e) = { m+3 = M/3 7
= J m+8 = M/8 s
=4 m+3 e MS
= { m+3 = 1'/5 1
= T/5

Ker(g) =175

Menurut

e{M/3y,

teorema

vaitu

(M) /(T

1somorfisma pertama

m+T untuk m=M.
m+T = v.

a ¢(M/3) = M/T.

) =T/5.

e{(m+5)=T 1
m+T = T 1

me T %

= M.

oy
=)

(M/5) /Ker(g)

Maka ada m+5 <

~r
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BARB 111

MODUL BEBAGS

Pada bab 111 akan diuraikan tentang modul bebas
lewat ring komutatif dengan elemen satuan dan teorema-
teorema vang merupakan pengembangan dari modul bebas.
Sebelum masuk pada pemhshasan modul bebas, dalam bab ini
akan diuraikan hal-hal yvang berhubungan dengan pengertian
modul bebas. Pada subbab pertama dijelagkan tentang
Jumlahan langsung. himpunan pembhangun, bebas linear dan
bagiz, hal-hal vyvang Juga dikenal dalam ruang vektor.
Dalam subbab kedua diuraikan tentang ideal maksimal dan

dalam subbab ketiga dibahas modul bebas serta teoremanya.

3.1. Basis

Definisi 3.1.1 i W
% R
Dikerikan modul ™M lewat ring R daﬁ“ﬁﬁ@%z,...,sn
adalah modul-modul bagian dari M.

Modul M disebut Jumlahan langsung dari 5,.5;.....85,

jika setiap meM dapat disajikan sebagal m =

)]
o]

U

S+ L 48, dengan sed, . dan Jika m = wtwpt. . 4w,

dengan wyso,. maka w,=s, untuk i=1,Z,....n.

el
{
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Jika M adalah Jjumlahan langsung dari S5,.5;....,5,

maka kita tulis M = 5, & 5, @ ... & 3. o

Teorema 3.1.1

Modul M lewat ring K meruprakan Jumlahan langsung

dari modul-modul bagian 5.5 ....,5, bila dan hanva
hila
1) IERREY S TR O

2. BN E B = 40 untuk getiap iz=l.4,....n.
JEL

Bulkti

{=) Diberikan modul M lewat ring R vang merupakan

Jjumlahan lang=sung cdari modul-modul bagian
= iy e
SriEreTy N S EE

Akan dibuktikan berlakunya sifat 1) dan 2).
Ambil meM.

Karena M Jjumlahan langsung dari S;.53.....54.
maka terdapat dengan tunggal s5€3, sehingga m =
S ts,+. . 8, .

Maka m € S;+5,+...+5,.

Jadi M = S4+S;+. . +5, ... ... (1)
Amhil m e 3 +5,+.. . +5,.
Maka ada sieb, sehingga m = g;+8,+...+5,.

Karena S modul bagian dari M, maka 5 =M, untuk
getiap 1 = 1.Z2,...,n.

cehingsa sg.8:.,....8, <« M. Karena M grup
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renjumlahan, maka s;+e,+...+5, M. Jadi meM.
Sehingga 5,+5,+.. . +5, € M . ... (2)
Dari (1) dan (Z) terbukti M = 5, +5,+...+5,.

Ambil m € 5N( XL 5;) . untuk i=1.Z,....n.
=i

Maka mes dan m = L &.

Karena ms5 . maka m = g Q4. . . +0+z+0+. . .40

untuk suatu ssi .

Karena m =YX 5 dengan LB = Bg+S,+. . +5 4+
R JeL

SR, tT. 5 . maka m = EutSo+. . . +5_+0+8 4

- e . unitulk Relgtels

Karena M Jumlahan langsung dari 5;.53,....3,
maka diperoleh =0, untuk 1 =1.2,....n.
Jadi m=0.

Terbukti S0 F &5 = {0}
e

() Diberikan modul M lewat ring R dan 5,,S,. ... .

Sn modul-modul bagian dari M yang memenuhi

Iy. M= 5, + 5 + ... + 5, dan
4) e SN = L O TN bl foafbrapif=] D A8 n .
=

Akan dibuktikan M  Jumlahan langsung dari
D1 5025 -0 - 510 - Ambil meM.

Karena M = 5+5;+...+5, maka m = g;+8,+...+5,
dengan sg=5,, i=1.,Z.....n.

wWytwW,+. . .+wW,, dengan w, € 3,

H

Migalkan m
i=1.2,....n.

t‘daka (81—TJ\71)+(52—'W2)+. . .+(Sn“Wn):O.
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Didapat -(g-w,) = (8-wW,) + (8~W,) +...+
(S{cg~Wieg ) + (B Wiag) +. ..+ (8,-W4).

oehinsga — (g -w e dan (g -w =L 3.

i
Maka —(g-w ) = 50 5.
4
Karena 3nES; = {0, maka —(g-w)=0.

j=i
Jadi s = w, . untuk setiap i=1.Z.....n.

Terbukti M Jumlahan langsung dari S5,,5.....05, .8

gl .~

[8X]

Definisi
Diberikan modul M lewat ring K.
Jika © himpunan bagian dari modul M., maka himpunan
semua kombinasi linear dari elemen-elemen S. yang
dinotaslkan dengan <9> = {rgs+...+r. s,/eR, s<e8%t,
merupakan modul bagian dari M dan disebut modul

hbagian vans dibansgun oleh 3.

Himpunan 3 dikatakan membsangun M dika M = <S>, yvang
berarti setiap meM dapat ditulis dalam bentuk
m = 1Sy et R 1 s

di mana ry, ¥3,....0, s K dan s,.8,,...,8, = 5.

Jika S5 berhingga. mala <35> disebut modul bagian

vang dibansun secara berhingga.

suatu modul M dikatakan dibangun secara berhingsea

Jika M memuat himpunan berhingsga yvang membangun M. o

Definigi 3.1.3

Diberikan modul M lewat ring R dan m < M.
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Modul bagian vang berbentulk <m> = { rm/reR 1} disebut

modul bagilan siklik.

Modul M disebut modul siklik Jika terdapat msM

sedemikian sehingga M=<m> dan dikatalkan modul /ﬁ

dibansgsun oleh m. o

Modul bagian vang dibangun oleh 5 adalah modul bagian

terkecil dari M vang memuat 5.
Yy

Contoh

o

Diberikan ring K dengan elemen satuan dan meodul M = R

lewat ring E, maka E dibangun secara berhingga dan

merupakan modul siklik karena E= { r1 / reR = <1>.
2. Diberikan ring R dan modul M = K lewat R. Untuk
setiap i=zl.Z2.....n diberikan &= (0,...0,1,0,...,0),
di mana 1 muncul pada koordinat ke-1, maka untuk
getiap (¢4 ,0%,...,% ) € M berlaku (oq.%,....,a,) =
n
T ae . oeR. Dengan demikian M=KD} dibangun oleh {eg,,
i=l
e RN S
Definisi 3.1.4 e
Himpunan tak kosong 5 = {g;.8:.,....8,} dari modul M

lewat ring R disebut bebas linear Jjika untulk setiap

| APE AP r, < K. »rys+ros,+...+r,8, = 0 hanva
dipennhi Jika r, = rp =...= 1, = 0.

Sebaliknya, himpunan S dikatakan tak bebas linear




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Jika dapat ditemukan PyaPoan. . Ty vang tidak
semuanyva O sedemikian sehingga berlaku rys,+rp,s,+
e LS, = 0. ]

N =N

Contoh

e

A

b

Diberikan ring £ dan modul M=2Z lewat 2. Pasangan
terurut (2.0) dan (3.0) adalah tak bebas linear karena
terdapat gkalar vansg tidak nol sedemikian sehingga
(2.0 - 2(3.0) = (0,0).

Sedanskan pasangan terurut (1,0) dan (0.2) bebas

linear karena Jika ¢;(1,0) + c,(0.2) = (0,0) maka ¢, =

Defini=i 3.1.5
Diberikan medul M lewat ring R.
Himpunan basgian B dari M disebut basis Jika B bebas
linear dan B membansun M. o
Teorema 3.1.2
Diberikan modul M lewat ring R dan B =
{by.bp,....byt & M,
B adalah bhasis bila dan hanyva bila untuk =setiap meM,
terdapat dengan tunggal skalar-skalar r,.¥s,....,r, €

K vang memenuhi m = pryby+robo+. .+ by,
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Bukti

Diberikan modul M lewat ring R dan B £ M.

(=)

(&)

Diketahui B adalah basis, berarti B bebas
linear dan membangun M.
Akan dibuktikan terdapat dengan tunggal skalar-
skalar ry.r,,....r, € R sedemikian sehingga m =
rebytrobo+. L L+ by, .

Karena B membangun M maka
M = <B> ={ ryby+rybe+.. . +r b, / R, IhyeB }.
Ambil sembarang msM.
Maka m = rib+r,b,+...+r. b, dengan r,eR.

Misalkan m = t b +toba+. ..+t b, dengan t,=R.

Maka ryby+robu+. . +r b, = t b +toh,+. . .+t b, .
Sehingga (ryby-tybg)+ ... +(r.ba-tabs) = O.

Jadi Ay, GL RN L IO YE O

Karena B bebas linear., maka r,-t,= ... =r,-t,=0.
Jadi r; = t, untuk 1 = 1.2,...,n.

Terbukti terdapat dengan tunggal skalar-skalar
By 5 i . o sedemlkian sehingga m =
ryby+trobyt+. o L4+ by
Diketahui untuk meM. ada dengan tunggal skalar-
skalar r,. rz...., r, sedemikian sehingga m =
rebyy + rply 4oL+ PLb, .
Akan dibuktikan B basis ( B bebas linear dan B
membangun M) .

Ambil sembarang meM.
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Maka m = ryby+rpb,+. .. +r. b, untuk skalar-skalar
ry-Tp,....y € K vang tunggal.

Jadi me<B>, sehingga MS<B> . .......... (1)

Karena berdasarkan vang diketahui vaitu m =
ryby+.. ..+t b, untuk reR dan beM dan M modul
lewat ring. maka r{b=M.

Karena M merupakan grup. maka m = r/b+...+r.b,
M

Sehingga <B>sM ., . ... L.
Dari (i) dan (ii) terbukti M=<B>».

Diberikan ¢oyb+oob,+. . . +ab, = O densan o4<R,
beB. Karena M=<B>={ r/b+r,b,+...+r b,/ 1reR,
bieB 1 maka Q0eM dapat ditulis sebagai

0 = Oby+0by+...+0b,. dengan 0OsR, beB.

Karena diketahui terdapat dengan tunsgal skalar-
gkalar o4 .05,....a, € R sedemikian sehingga 0 =
Sy byte b+ Lo+ anb, . maka harusliah oy=e,= . .=

=

re

2

Terbukti B adalah bebas linear.

Maka B merupakan basis dari M. =

Teorema 3.1.3
Diberikan basis B = {bg.by.....by}t untuk modul M
lewat ring R. Maka
1. B adalah himrunan rembangun minimal

2. B adalah himpunan bebas linear maksimal
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Bulkti

Karena B basis untuk modul M lewat ring R maka B
membangun M dan B bebas linear.

Akan dibuktikan B himpunan pembangun minimal dari M,
vaitu setiapr himpunan bagian sejati dari B tidak
membangun M.
Diberikan B '<B dan B'=#B dengan B =@ (B himpunan
bagian sejati). Misalkan B ={b.,....t, dengan k«n.

Andaikan B’ membansgun M.

Karena b,eM dan M=<B’ >. maka b,z r,b+r b,+. ..+ by .
Sehingga by +rplu+. o L+ b -1b, = 0.

Dan dapat ditulis sebagal by trobo+. L o+ b+
Dby gt e o 0D, —1b, = 0O

Karena tidak semua pr;=0. untuk 1=1.2.....,n, vaitu
r.=—1, berarti {bi.bs..... by.....b,1 tidak bhebas
linear.

Padahal B ={b,.by.....5b..... b,} bebas linear maka

timbul kontradilisi.

Jadi terbukti B adalah himpunan pembangun minimal.
Untuk bagian (2) cukup dibuktikan setisp himpunan
vangz memuat B pastl tidak bebas linear.

Diandailkan himpunan B' memuat B densgan B #B.
Migalkan B ={ by......by. ... bt

Karena M=<B>., maka b, € M dapat ditulis sebagai b,, =

ryby+. ..+ rnby .
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sehingsa b+ .. +r b, -1h, = 0.
Dan dapat ditulis sebagal e+l e b +0b gt
e H0by— 1k, = O
Maka B = {by.....ba--....b,t tidak bebas linear.

Terhukti B adalah himpunan bebas linear maksimal. =

3.2. Ideal Maksimal dalam Ring

Tdeal maksimal dalam ring dibicarakan pada subbab

ini., karens terdapat teorema dalam ring vang berkaitan

dengan ideal maksimal. di mana teorema ini digunakan

dalam modul bebas.

Tdeal sejati dari rinsg R adalah ideal I dari E

sedemikian sehingsga ImRK . o

J

¥

[SW]

/’-

Definisi 3.

b

Suatu  ideal sejati [ dalam vring R di=ebut

ideal maksimal Jika untuk setiap ideal G vyansg

memenuhi ISGEKR, maka G=1 atau G=E. o

Teorema J.2.1
Jika K adalah ring komatatif dengan elemen satuan
dan I adalah idesl dari K vaneg memuat elemen satuan,

maka [=R.
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Bukti
Diberikan rek. Karena 1 ideal dan lel, maka rl=prel.
Jadi R=Il. RKarena 1 adalah ideal! dari R. maka IsR.

Terbukti I=RK. =

Definisil 3.2.3
Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan dan
rel. Himpunan semua rs dengan ==RE merupakan ideal

dari R yang disebut ideal utama yang dibangun oleh r

dan dinotasikan dengan <r>». Jadi <r>» = { rs/ sk }.o
Teorema 3.2.7%2

Dikerikan ring komutatif R dengan elemen satuan dan

I idenl dari E. Maka 1 adalah ideal maksimal bila

dan hanva bhila E/I adalah field.

Bulkti:

(=)

Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan dan
I ideal dari R. Diketahui I ideal maksimal dari R,
malka I=R. Dibentuk ring faktor R/I = { r+I/ reR }.
Menurut teorema dalam teori ring

Jika R ring komutatif dengan elemen satuan dan I
ideal dari R malka EK/I merupakan ring komutatif

dengan elemen satuan
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Diberikan r+1 elemen taknol dalam K/ berarti rel.

Akzan ditunjukkan hahwa r+1 mempunyvai

Diberikan N = { gr+irssR.iel + dan akan ditunjukkan

o

~

1 ideal dari E.

-
}

N merupalksa

i

iy,

m

1

(I

e

s
4

b >

~t

i NeO

Y

Ambhil seN.

o’
=

Maka ada o=k dan 11, sehingga x=sr+1i.

-

invers

na O=0r+t, dengan Ok dan Gel. maks Osi,

} ]
I_J
l_l
T
=
oy
|..-J
‘_l
'x‘
o
i
ye
i
e
1)
o
&
i
mn
A
-~
+
}_J
Y
(B
54
=
g
i
0]
N
~
I
[l
N
[
fr
—
Q
2y
o

W=V = (g r+i ) —(8er+iz) T (Eimsp dr+ig—is0.

Karena K ring. Jika g, .3eR malkas g -5k,

Karena »=N. maka »x=sr+i dengan s=sK.is1.

BET R ™ s TRl T o JEL

i
n
&
{535
'.-J

-~

Jiks iel. maka iz¢Cr+i dengan Cek . sehingga il

Berartl I&N. Jadi I dan N keduanva ideal d

(¥}

2]
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csedemikian sehingga 1&NeK. Karena I ideal mak

maka Nz=I atau N=K.
dan Usl, berarti rei

mungkin N=I. Jadi

. dan 1=l IS

Diketahui R/ fi=1d
indailan H i1deal dslam K densan I€HER dan R=1 .

sima

edem

02
~]

1,

[
.
(R]

Afan ditundukkan Nk, Diberikan 3 € N-1 (vaitu jei

=l . Karena J2l. maka 5+1#21.

Karena Kk/I fTield maks ada  h+lehl Al cedemikian
s=hingza (d+1yib+Iy = 1+ . Berarti Jh+1 = 1+1

Mala 1 = Jb+1. Karens JjelN. b=k dan N ideal, mz2ks it
< HN. Iian karena ISH. maka Jb+ISH. schingsa 1=N.
Karena N idesl dalam F dan memuat =lilemen satuan

lzh

-~

(h
(0N
i

Himpunan

< yang

prada P dan memenuhi berikut

1. refleksif : VYa e

himpunan

didefini=ilzan
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Teors
T =yes =
Lemmsa

(n
i
o

2. antisimetri : Va.keP. jika =2<b dan b<a maka

3. traneitif : Va.b,ceP. Jika a<b dan b<c maks

8L}
vAv
i
O

Himpanan terurut parsial P odisebut himpunan terurut

total (rantaiy Jiks Va. el dengan ==b berlalku a<b

i
“f
a
A
0

bagian dari P.

73
=0
i
h
+
3
s
I_‘l'l
£
g
-
3
=
T4
=h
T
i~
=
n
iJ

A kilza dan

digebut slemsn makeimal untuk F bila

ut ini diberikan  suatu lemma vang tidak dibuktikan

isnlam tulisan inl tetapl alkan disunakan dalam  pembulktian

Jika P himpunan terurut parsial dan setian rantsai

daril F memruanyval batas atas. mekz P mempunval elemen
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Jjusa merupakan ideal.

Bukti

Diberikan R ring dan Ly ideal-ideal dari R dengan

keN, di mana N adalah sguatu himpunan indeks.

Diberikan G = NI, keN. Jelas G=R.

Akan dibuktikan G ideal dari R.

i)y. Karena I, ideal. maka Os=l, untuk semua keN.

Jadi C= NI,. Sehingga O.

iiy. Ambil a.b =G, maka a,b € I, untuk VksN.
Karena 1, ideal. maka a-b e I, ., untuk VkelN.
Berarti a-b e NIy.

iiiy. Ambil asG, rek.
Maka asl, untuk VkeN.
Karena I ideal, maka didapat raselp, untuk
setiap k. Berarti ras NI.

Terbukti G = NI, adalah ideal.

Diberikan ideal-ideal I,.I,.... dengan I,cl,c... dan

H = Ul,, kelN. Jelas HEK.

Akan dibuktikan H ideal dari R.

i).Karena I,.I,.... ideal. maka Oel, untuk kelN.

Jadi e UIL,.

1i). Ambil a.beH.
Maka ada 1i.,Jj=sN sedemikian sehingga a<l;, dan
bel;. Karena 1itu Jika m = max{i.j}, Kkita

peroleh a.bel,. dan karena I, ideal, maka a-b
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S
—

1, <« Ul,. Jadi a-b « H.
iii).Ambil reK dan asH.
Karena asH, maka ada ieN sedemikian sehingssa

ael; . Karena 1, idezal. maka ra « I, .

(€3}
41
ot
‘_l
I
i,
I
e
]
g €]
b
(]
2
i +
i
ot
|_J
t+
o}
0D
D
4[4
oy
[y
b
T
=]
40
]
43}
Y
«t
7
w
o
e
o
n
'—f
}..)

Maka o tal Eosong. karena {Otes.

(menurut teorema 302,40,

indeks

(=8

'
=
[oB
»
o
-
¥
w
=
o
i
o
Y
[y
B
l"_L\
furt
M
v
in
T
oy
[
jor]
a8}
n
o
o+
M
[
g:n_‘
[1!
3
i\
~+

sedemikian sehingga lel;.
Karena I, ideal dari E dan memuat elemen satuan .

maka I;=R (teorema 3.Z.1), vang berarti I, ideal tak
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gejati. Timbul kontradiksi, karena diketahui I
ideal sejati. Maka H K, sehingga He 3.
Berarti tiap rantai dalam 3 mempunvail batas  atas
dan menurut lemma Zorn., S mempunvai elemen maksimal,
namakan . Diberikan =3 (I¥R) yvang memenuhi (<IxEk.
Karena C =lemen maksimal., maka C=[.
Jadi ¢ adalah ideal maksimal dalam E.
Terbukzti K mempunvai ideal malksimal. =
3.3. Modul Bebas
Definigi 3.3.1
Modul M lewat rving E  dikatakan bkebas Jika M
mempunval basis. Jika B adalah hasis untuk M, maka M
dikatakan bebas pada B. Sedansgkan., modul 101 lewat
ming kK dikatakan bebas dengan basis . o
Dalam tuli=zan ini hanva akan dibahass modul bebhas  denzan
basise berhinzga
Contah
1, Diaiberikan modul M=k" lewat rins E. Dalam R dibherikan
=R Jloooo . 0y, di omana tlap  komponan adalzh O
kecuall pada koordinat ke-i sgama dengan 1. M merurakan
modul bebas dengan basis 34,....%, -

M=<uy vy, 09> lewat £, dengan 1y

1.2), wp=(0.,2,5)y dan ug=(0,0,4).

~
w

/
L

M merupakan modul
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bebas dengan basis {ug.1,.ugt

T

ma 3.3.1

[}

4z

Diberikan M dan N modul lewst ring R dan a<Hom(M,N)

dengan o isomoriisma.

Jika B adalah basie untuk M., maka «a(B) = {a(bleN/

belt adalah basis untuk M.

Bulzti

Dikerikan o« = M — N heomomorfisma vang bijektif

(indektif dan surielktif).

Karens B =2dalash bas=iz untuk M. maks B bebas linear

dan B membangun M. Misalkan B ={ by.by....

setiap meM darat ditulie sebagal
m = ryby+. 0o+ b, untul risR. b eB.
Akan dibuktiksn «(B) basisz untuk N. berarti
ditunjukkan «(B)Y bebas linear dan membangun N.

a(BY = {fa(bg).alhy),....alb,)} = N.

Q

Ambil reat (b Y+roe(by )+, oo 4v,a (=0,

1

Karena o homomoriisma. maka

I

rat (b Y+rrpa(hy 1 +. o +raa (|

5 )]
»‘r‘ 7

a gy 1rxirybp )+ L Fair, By )

alrghy+rpb,+ .o +r b))

Karena o injektif dan o(rgbh+...+r b)Y =
a0y, maka riby+rob,+. . +rob, = O.

Earena {by et byt basis  untuk M,

N TR

akan

maka
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ry=...=r,=0.
Terbuktl a(B) bebas linear.
Ambil n=N.
Karena « sgurielktit. maka ada meM sedemikian
sehingga al(m)=n.
Karena B membangun M. maka m = r/b+...+r.b,.

Jadi aim) = a(rib+rob,+. ..+, b,) = n.

Karena a homomortisma. maka

n = rpalb)trpaibs i+ 4 a (b, )

Jadi setiar nel bisa dinvatakan sebagai kombinasi

linesr dari alb) . alhy). ...,a(bh, ).

Terbukti N = <a(B)>.

Karena o(B) membangun N dan bebas linear maka «(B)

merupakan basis N. n
Teorema 3,3.2
Setiap dua basis dari modul bebas M  lewat ring R

mempunval Jjumlah elemen vang sama.

Bukti :

Akan dibentuk suatu ruang vektor dengan sifat bahwa

untuk setiap basis untuk M, terdapat basis untuk

ruang vektor fersehut dengan banvak elemen vang

Sama.

Karena K ring komutatif densan elemen satuan, maka
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menurut teorema 3.2.5. R memuat ideal maksimal T.
Dan menurut tTeorema 3.2.2. R/ merupakan field.
Diberikan IM = d{a,vy+ ... +a,Vv,/ mel, wvieM?}.

Menurut teorema 2.1.4 IM adalah modul bagian dari M.
Dibentuk modul faktor M/IM.

Akan dibuktikan bahwa M/IM merupskan suatu ruang
vektor lewat fileld K /1.

Alkan dituniukkan hahwa operasi perkalian dengan

a1

zkalar vang didefinisikan sebagail berikut

(p+I1)y(u+IMy) = ru+IM, untuk r+I « R/I, u+IM « M/IM,

adalah well defined.

Micalkan ry+I = ro,+I dan u+IM = wu,+IM.
Akan ditunijukkan : ryu+IM = rou+1IM,
111+I = I"2+I = r'.l"'r'z < I

W+IM = w+IM = w-u € IM
Terdapat @ r(y-u,) = IM dan (ry-ryiu, € IM.
Maka r;(y ~lp )+ (1 -1, 310, « IM
Tyl —Ty Up+1y Up — Tty & IM
gy i, = IM
vy +IM = rou,+ 1M,
selanjutnva akan ditunjuklzan M/IM memenuhil aksioma-
aksioma dari ruaneg vektor lewat field R/T.
Diberikan r+1.r5+1 « RK/1 dan wy+IM.w+IM € M/IM.

(ry+I [y +IMY+ (up+IMY T

(ry +I) 1 (ug+up ) +IM)

1

Ty (U +05 )+ 1M
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= (fiul+r1uz)+lM
= (pyu MDY+ + M)

= (ry D)+ I+ + 1) (U +1M)

[ (r+ I+ (rp+ 1) T +1M)
= [ (pry+r )+1 1y +IM)

= (rytrp Yy +IM

= (ryutrpy Y+ IM

= (ryu+IM)+(rpu +1IM)

= (1Y +IMY+(ra+1) (0 +1M)

fery+I)(rp+1) Yy + 11D
= (ryr+1) (u+IM)

= (ryrpwy+IM

= relry )+1IM

= (ry+1) vy +IM)

= (rg+I) [ (rp+1) (u+11) 17

(L+IY(u+IMY = 1y +IM = u +IM

Maka M/IM merupakan ruang velttor lewat field R/I.
Andaikan B = {x.%.....%,} basis untuk modul M
lewat R.

Jika x.x; € B maka x.%; = M.

Ambil s +IM,x+IM = B® dengan B = { x+IM/x<B 1.

Untuk x=x;. akan dituniukkan s +IM » x;+IM.

Andaikan x+IM = x+IM.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Mzl

k

i

x-~%; <« IM, sehingga x-%; = a83vy+...+8,V,

I

untuk ael. weM, Vi=L,....,n.

Karena B basis untuk M. maka untuk setiap vieM dapat
ditulis sebagai kombinasi linear dari »;.%,....%n-
Malka

Vi = 1:\'11;':14'}:)12:’{24' “ 4w +t’1‘_:{:‘_+ PO +k)1JXJ+ « .. +b1m:’(m1

Vi = DB toFe+. oAbttt D K,
Ve = DRaR thaaet . L DR L L AD R L D ¥y

Berarti »-x; =

PR QPRI PP S RS LoD T PR s TRD R Bym®m ) + c e

. Ay (e By ¥+ o I XL D X ) +
TR S A, T Y. O e i AL g o A

“ry

oehingga x5 -¥; =

*)
N N n
YT Aty o Yo L AD, ...+ T T oAby + ... o+
k=1 k=1 k=1
g N
o Way Dy e e TG NI, . &
k=1 k=1
Maka diperoleh
n o] N
b: ) DENE-1H VPR SN DI =TI « W T S I G - VYR = S B B R
k=1 k=1 k=%
N g
0D eyt ok e Boaehy, = 0.
k=1 k=1

Karena .%.....%, bebas linear maka

[l a n
Y el = Zoab = 0. = Dabhy - 1 = .. =
k=1 k=1 k=1
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™ n
}:ak.bkj + 1 = ... = Toabm, = 0.
k=1 k=1
n
Jadi terdapat Y a by, = 1.
k=1

7

Karena I ideal. dan ae<l. bh,eR untuk k=1.Z,....n

N
maks terdapat I a by, € I untuk suatu i.
k=4

Jadi lel. Berarti I=R.

Fadahal diketahui I ideal maksimal (I=R).
Eontradiksi denpan diketahui.

Jadi x+IM = x+IM, untuk x+IM.x+IM e B .
Sehingsa |Bl = [B|.

Akan dituniukkan B baziz untuk ruang vektor M/IM
lewat field R/I.

Diketahui B membangun M. Maka untuk tiap veM,
57 By o s B et PR

Ambil v+IM e« M/IM.

VHIMI= ( n XPFTSEeTEERNE, el

(rs +IMY+ (o +IM)+. . L+ (5%, +1IM)

11

(re+IN (o I+ (rp+ D) (s +IM)+. L o+ (v + 1) (X, +IM)

Jadi B = {x+IM/x=E}' membangun M/IM.

Andaikan

(v + I (g + 1M+ (ro+ 1) (s +IM+. L o+ + 1) (5, +IM) =0+IM.
(o +IMY+ (o, + 1Mo+, L o+ (3, +IM) = IM.

(ry¥ ¥ro¥p+. . . +r, 3%, + IM = IM.

Jadl rys+tre¥et. .t R, < IM.

Maka PRI S S A N S I A = By Vyt. . BV, dengan

a;el. v, Maging~masing v dapat dinyatakan
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gebagal kombinasi linear darl = .%,.....%,
Vi T Dy Ry tDa¥p b Ly Xy
Ve T b Ry thp¥et . LA D ¥y
A= s D T s MU, S PN o « SN A
Maka a,v,+...+8,v, =
in] mn N
L Ay t Y LA oo+ Y Toa b -
k=1 k=1 k=1
Karena ¥ +ro¥,+...+00m = &4 Vy+. ..+ & v,. didapat
N ]
(Y mhyy - Iy o+ (DA, - )+ L.+
k=1 k=1
n
A 3 A by N gt sy O
k=4
Karena B behas linear. maka
ol f" ]
L by T L ahery T = I &bym Py = 0O,
k=1 k=1 k=1
N Al 2]
sehingga L &b =ry . L Az =rz. . -.s L b=y, -
k=1 k=1 k=1
N N n
Karena L &by, ) =T TS, Labm € I maka
k=1 k= k=1

1
'y Tpa-.--y = 1. sehingga ri+I = I untuk tiap i

Terbukti B bebas linear. Jadli B meruprskan basis

untuk ruang vektor M/IM lewat field R/I.
Akhirnya, dengan cara vang sama, Jika terdapst

{¥4:Vps--Vpt basiz untuk modul M., maka

C=

1
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{y,+IM/v,eCl adalah bazis untuk ruang vektor M/IM
lewat field KR/I. dan [Cj=]C" | .
Menurut teorema dalam ruang vektor [B |=|C .

P

Jadi JBl=]d) . dengan B dan O adalah basis dari modul

M lewat R. =

0 e ~-

Definisi 2.3.Z2

Banvaknya selemen dalam suatu basis pada modul bebas

M lewat ring komatatif K dengan elemen satuan

disebut rank M dan ditulis rkM). o

Teorems J.3.3
Modul M lewat ring K adalah bebas dengan rank n bila

dan hanva bhila M = ",

Bukti

(=)

Andaikan B = {¥;.%;.....%,} basgis untuk M.
Didefinisikan perkawanan ¢:M——R" sebagai berikut
untuk uveM dengan u = riE+. . +r.E,

@ (1) = (g Zt.. DKL) = YyVit. o Ve dengan
vi= (0, L., i . 0y « R, vaitu 1 rada koordinat ke i
untuk tiap 1 = 1.2,.... n..

Akan dibuktikan ¢ 1somorfisma.

a). Diberikan u.w = M.

Maka u = mysy+.. . +rax, untuk r,.....r, € R dan




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

W= t- 1 ‘.“‘7.1 +

Misalkan

LA IR S i O

bmehingga (ry-t,)

Karena

1

©

50
..t x, untuk t,.....t, € R.
U=w., malza AP0 PRI S AN A =
Xyt oot )X, = 0.
{¥+....-%,t bebas linear. maka ;-1

a1 U

?9( 1’12{14‘ "o oa

oehingga v, =t, ..

+Y X )

ri X‘rl T +rr- Vn

t‘iyi+' v +tn Vi

witga+. .

a SF B HE)

by .Diberikan u.weM dan rek.

w{ut+w)

o)

R X G G P U 5 AN N b o (s S

NN O R P B P R o (0 AN o v '

N

=R S I B R 3 SRS v B TN

= ]_'-iyi+tijfi+_ ..

OE

= il .

*+Fp, ¥+t Y

= () +tp (W)

ol 7 (1o SN R BT

e e AR AT

l‘l’i .‘\,171+ P

(g vet. .

re(ry ,+..

o (1)

o IR A

" + r Prv -Vh

AT Vi )

L F )

AR ) Gaer L oAt T ik

}

R ANgp2 1

R N I

C AT VR )R (T Vgt T Y )

. H T S

Jadi
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b1
@ homomorfisma.
o). Diberikan u.w €M dengan e(u)=e(w).
Maka @ (rys+. ..+, %, ) = @ (b5 +. . . +t,3%,).
pehingga ryvi+. .+ Ve = LV +. . o+t v, .
Didapat (ry-t)vat. .. .+(pr,—t, )y, =0,
(ry=T (L. 000 )+ Lo 4+ (-t 0 (1.0,....,0) =
(0,0, L
Luimeml QTR -t b = (0, b
fadi N 150 = e e E =] sehingga
= Ly =t,
Maka ryxy+. .. +0 %, = b+, . o+t %, . valtu u=w.
¢ indektif.
dy . Ambal ( TR T M ., i) < R, maka terdapat
PRI U 5 S SN = M dan 01 (1 1g 35y -t L T 2 =
TyVite o o Vi, = (g by ).
¢ surjektit.
Terbukti M = R,
(&)

Diketahui modul M lewat ring K dan MR,

En

1 Vy

adalah modul hebas lewat ring R dengan basis

cVzae.. ¥yt dengan v, = (0,...,1.0,..

mana 1 berada pada koordinat ke-i.

.0y di

Karena M & K", maka ada iscomorfisma o«:R" — M,
Menurut teorema d.3.1, {a(yybea(ya ), ..o (v )}
merupakan bhasis dari modul M.

Jadi M adalah modul bebas dengan rank n. =
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BAB IV

MODUL TORSI

Dalam bab IV ini aksn diuvrsaikan vpengertian modul

11

torsl vang dibangun secara berhingsa lewat daerah ideal
utama. Sebelumnva akan diuraikan daerah ideal utama dan
daerah faktorisasi tungsal. Selain modul torsi akan
dibahaes jusa modul vang tidak memiliki elemen torsi  vang

digsebut bebas torsi.

4.1. Daerah [deal Utama dan Daerah Faktorisasi Tunggal

Definiei 4.1.1
Elemen taknol a dalam rinz EkEomutatif E  dizebut

rembasl nol dalam R Jika ada elemen taknol ¢ dari R

Sedsngkan elemen teaknol asE bukan pembagi nol Jika

untuk c=K dan ac=0 maka <=0, o

1. Zuvatu ring komutatif R dengan elemen satuan

digebut dasrah integral jika tidak memuat pembagil

not.

[
o
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o
oy

2. Daerash integral E di mana setiap ideal dari R

merurakasn ideal utama disebut daerah ideal

utama .o

Contoh

1. Ring bilangan rasional dan ring bilansgan real adalah

daerah integral.

Ring Z&xZ bukan daerah integral karena mempunyvail
pembaszi nol.

Ring bilangan bulat merupakan daerah ideal utama.

3

Teorema 4.1.1
Diberikan daerah integral R dan a.,b.c e K. Jika
ab=ac dan a#0. maka b=c. (disebut aturan kanselasi).
Bulzti:
Diberikan a.b,c = K, a0 dengan ab=ac.
Maka ab-ac=0 sehingsa a(b-c)=0.
Karena a<ek dengan 20 dan K daerah integral, maka a

bukan pembagl nol. Jadil b-c=0. Maka b=z=c. n

Suatu modul bagian N  dari modul bebazs M lewat ring
komatatif R dengan elemen =satuan. tidak selalu merupakan

modul bebas.

Adapun contcoh vangz daprat menjelaskan pernvataan di atas

adalah sebhasal bherikut
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=
[

lalah modul hebas dengan basis {(1.1)}.

Karena (1,1) adalah bebas linear., vaitu :
untuk Yin.m)e2xZ Jika (n.m)(1.1)=(0,0)
(n-mi)=(0,0).

Dan (1.1) membangun £x£. vaitu

——

untuk ¥(n.m)=£x<. (n.m) = (n.m)(1,1)

ibherikan ring £3xZ2 dan modul M = Z2xZ2 lewat dirinva

maka

Modul bagian S = Z2x{0t dari modul £x2 adalah modul

sazian vang tidak bebas. karena Jdika (n.0)»=(0,.0)

malksa terdapat (O, 1= (0., sedemikian sehingga

(O, 10,0y = (G0,

Berarti {(n.0w)t tidalk bebas linear. wuntuk setiap

Tetapi Jiks daerah operatornva adalah daerah ideal utama,

maks modul bagian dari modul bebas Juga modul bhebas.
Hal ini dituangkan dalam teorema di bawah ini

dibatasi untuk modul bebas dengan basis berhingga.

Teorema 4.1.7

Bila M modul bebas lewsat daerah idesal utama R,

dan

maka

setiap modul bagian S dari M Juga bebas, dengan

rR{(3) £ rk(M).
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Bulti

Akan diberikan bukti hanva untuk meodul dengan rank
herhingga., meskipun teorema ini benar untuk semua
modul bebas.

Diberikan modul bhebhag M lewat dserah ideal utama R
dengan rank n. maka menurut teorema 2.3.3, M= R,
Akan dibuktikan dengan induksi matematik bahwa

setiap modul bagian o dari ' adalah bebas.

a) . ntuk n=1
Andaikan & modul basian dari modul R.
Maka S Jjuga merupsalan ideal dari R.
Karena K  daerah ideal utama., maka S merupakan
ideal utama.
Jadi S=<a>={ra/r=R}. untuk suatu asR.
Jika az=0, didapat ra=0, maka S=<0>,
Dan v merupakan modul bebas dengan basis 9.
Untuk B=<a> densgan a0, jika ra=0 untuk reR, maka
r=0, karena R daerah integral.
Jadi a bebas linear.

Maka 5 merupakan modul bebas.

b).Andaikan teorema benar untuk setiar modul bagian
dari modul Rt
Andaikan S modul bagian dari R°
Akan ditunjukkan 5 modul bebas

Andaikan 5 = {(g+...:8,-4-0)/ (8 ... .:8v14-5")
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b

< H untuk suatu st dan S5, = {(0,...,0,8,)/

(842w Speg-8p0€b untuk suatu g.....84}.

Jelas 5, dan =, merupakan modul bagian dari RM.

o

Demikian Juga 5 dan 5, modul bagian dari S.

Akan ditundukkan bahwa 5 = Se5;.

Pl

Karena (g .8 .....8,.4.0) € 5 dan (0,0.....0.8.)

= 0y o, maka (&8, L. 8,0 € 0.

e .

Sehingsa S = 5;+% .. - - . . .. (1)
Ambil » € S5Ms,.

Makka = = (8.8 ....,84,4-.9) karena =xe3,, dan x =

(0,0, ....0,8,) karena xss,;.
\,Ia(j.j. (\t:’i«._zﬂ.---.an_]_q(.)) = ([)’(""‘5(}’bh>‘

sehingga 5,5, = (0.0, . ..O0) o o 0oL L. (2)
Jadi dari (1) dan (Z) didapat © = Se5;.
Perhatikan 5;'= {1 (81.....8024) /7 (844 c-.,80_4,0)
< 5 + modul bagian dari R, dan 5= { s,/
(LW e,) € 5, F modual bagian dari R.
selanjutnya 5, 1somorfik dengan 5, dan 5,
somorfik dengan o,
Karena tiapr modul bagisn dari R"1 adalah hebas

menurut anggaran di atas, maka 3" adalah bebas.

Jadi 5 Juga modul bagian bebas.
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Lan karena tiap modul bagian dari R adalah bebas,
maka 25 hebas. sehingga 5, juga bebas.

Andaikan 1y modul bagian bebas dari modul R"
dengan basis {y....,3 ' di mana s<n-1, dan 3,
modul bagian bebas dari K" dengan basis {v,}.
Ambil sei.

Karena o = &+, maka s = 3 +s8 dengan seS5 dan

:‘zet.\z o
Karena {1y . - it bagis Sk maka Sy =

Karena {vyt basis 5. maka s, = t,v.

Karena s = g+, maka s = rgu+. .. +rgug+t, v, .

Jadi g, oL Uug v,

pehingga 5=l .. .. g LV 2

Andalkan e u+.. e Utog,,v, = 0.

Maka ayiy+. . .+ ly = ~Sgyq Vi .

Berartl -a vy € 5 dan &gV, € 5.

Karena omin, = {0h maka oy +...+au, = 0 dan
TRgegVy = U

Karena {u....,0 !t dan {v,} bebasg linear maka
@y T.LLT g T = ®.

Jadi Yy .....,9 .v,t bebas linear.

Malkka © modul bagian bebas dari R dengan basis

T sV e v . sy 5V } untulk g+1=n, vaitu
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Definisi 4.

Diber

S

Teorema 4.

Diber

58

1.3

ikan K daerah integral.

Elemen taknol ueR disebut unit Jjika uv = 1
untul suatu vek.

Elemen reR vang taknol dan bukan unit disebut

irreducible jika r=ab hanva bila a unit atau b

unit.

Diberikan =lemen a.b = K.

Iy

Elemen b dikataksan membagli a (atau b faktor
dari a) Jika ada elemen ceR sedemikian sehingga

ch (ditulis sebagal bla ).

m

Elemen taknol peRk dan bukan elemen unit disebut
rrima Jika plab hanva bila pja atau plb.

Elemen a.b <R dikatakan bersekawan Jika a=bhu.

dengan u unit dalam K. o

1.3

ikan R dasrah ideal utama.

cetiap elemen  vane taknol dan buksn unit dalam R

adalah hasgilkali dari elemen-elemen irreducible.

Dikerikan aseR denzan a taknol dan bukan unit.

Terlebih dahulu akan dituniukkan bahwa a mempunvai

paling sedikit satu faktor irreducible.

Jika

g irreducible., maka bukti selesai.
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Jika a tidak irreducible. maka a = &b, dengan a,
dan by bukan unift.

Behingga diperoleh <arc<a,>.

Jika a, tidak irreducible, maka a, = azh, dengan a,
dan by bukan unit.

sehingega diperoleh <, »c<ay>.

Jadi <axc<a, oAy >

Demikian gseterusnva sehingga diperoleh

LA Ay PO A, PC Ay S L.
Andaikan B = <a>Us<a, »U<a, »U<ag >U
Menurut teorema 3.2.4, B adalah ideal dari K.

Karena R daerah idezl uvtama, maka B =<b>., untuk

+

suatu beR.

[

{arena besB. maka ada indeks k sedemikian sehingga
besay .
sehingga untuk rzk didapat <b>E<y,>S<a, »SB=<b>.

Jadi <a,>» = <a.>» untuk rzk

Maka rangkaian diatazs akan berhenti pada suatu <ag.>
dan s, harus irreducible.

Jadi a memrunyai sebuah faktor irreducible ag.

Dari apa yang telah dibuktikan di atas, untuk sebuah
elemen a vyang taknol dan bukan unit dalam R, &
irreducible atau a =y, untuk 1, irreducible dan ¢,
bukan unit.

pehingga akan didapat <a>c<c >.
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Jika ¢ tidak irreducible. maka co;=p,c, untuk 1,

irreducible dan <, bukan unit.

Demikian seteruanva sgehingga didapat rangkaian
dari ideal-ideal, vaitu

AT © Ly > C L0 < <g> <

Dengan cara vang =sama =seperti di atas maks rangk

ini kerhenti rada szuatu o, = g vang irreducible.

naik

Aaian

Malza & = ™y — Frede dengan  pyaPu. .- .sPrs

slemen~elemen irreducible. a

Suatu eslemen usH adalah unit bila dan hanva bila

<u==Hk.

Bukti :
DMherikan R daerah ideal utama.
(=) Diberikan ueR densan u unit.
Jelas <u»Ell.
Karensa v unit. maks uv = 1 untulz suatu veR.
Ambil re=k.
Maka » = 1lr = (uvir = u(vr).
Jadi re<ur, sehingsga ReE<us>. Terbukti <u»=K.
{«) Diberikan <u>=k, untul usR.
Karena lek maka le<u>.

Sehingega l1=uv, untuk suatu veR.
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Terbukti u adalah unit. n

Teorema 4.1.5

T

4

Diberikan R daerah id=al utama.
Jika preR adalah irresducible, maka <pr> adalah ideal

maksimal .

Pukti

Diberikan r<R dengan r irreducihle.

in
=

Diberikan <a>» ideal dari R dengan <r>» £ <a>
Akan dituniukkan <a»=<r> atau <a>»=K.

Karena <r:»S<ax>, maka re<a> yaitu r = xa untuk suatu
well . Karena » irreducible. maka » unit atau a unit.
Jika a unit., maka <a>=R. menurut tecorema 4.1.4.

Jika a bukan unit. maka x harus unit, sehingga ada
vk zedemikian =ehingga xu =1.

Karena r=xa dan xu=l, maka ru = (xa)u = a, sehingga
aecr> . Jadi <axS<e> . gehingga <a>=<r>.

sehingga Jjika <a> ideal dari R dengan <r>&=<ad>ER,
maka <a>=<r> atau <a>=RK.

Jadi <r» adalah ideal maksimal. ]

Teorema 4.1.05
Diberikan K daerah i1deal utama . Elemen peR adalah

prima bila dan hanyva bila p adalah irreducible.
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[s))
[N}

Bulzti

Diberikan R daerah ideal utama.

(=)

Misslkan el dan p prima.
Andaikan p = ab. dengan a.,b=sR.

Alkan ditundukkan a unit atau b unit.

Maka ab = v = 1y . zsehinsga plab.

rens P oprima, mealka pla atau plhb.

>
[y

Migalkan pla. maka a = ¥xp, untul =zuatu x»x<R.
sehingsa o= oab = (2p)bh = (xbip.

Jadi 1 = ¥b. sehingga b unit.

w
ol

Terbukti P irreducihle.

Migalkean peR dan r irreducible.

f
it

"

Andaikan plab. untuk a,bsk.

Karena p irreducible, maka <p> ideal maksimal
‘menurut teorema 4.1.5).

Akan ditunijuklkan pla atau plb.

Diandailkan as<p> dan bE<p>,

Karena as<p>, maka <a,p>=hk, =sehingga 1 =xatyp.

“.veR. Karens hbecp>, maka <b.p>=R. sehingga 1

Maka 1= 1.1 = (xa+vp) (s b+y’ p)

4

xx'ab + sy’ ap + X' ybp + yy' 1?

= o, untuk suatu asK.
Berarti le<p>.
Sehingga diperoleh <p>=R. Menurut teorema 4.1.4,

karena <p>=R., maka p adalah unit.
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jox}
G

Kontradiksi densgan vang diketahul vaitu bahwa p
irreducible.
Jadil as<p> atau be<p>,. Sehingegs pla atau plb.

Terbukti P prrima. =

Teorema 4.1.7
Jika p adalah irreducible dalam daerah ideal utama R
dan pl(a8,...a,) dengan a,.8;.....8, € K. maka plg

untuk suatu i1 (1=£4i%n).

Bukti

Dibherikan p=R dengan v irreducible.

Menurut teorema 4.1.6¢. p adalah prima.

Akan dibuktikan dengan indukei matematik pada n.
Untuk n =1, Jjelas rla,.

Dianggap benar untuk n=k-1, herarti Jika
Plagas .. .8y, maka pla, untuk suatu i(1lsisk-1).

Akan ditunjukkan benar untuk n=l.

Andaikan pleayasas.. .5 . Maka pl (88,85, . .84 )8 .
Karena p prima. maka diperoleh plags,...z, atau
T &

Menurut anggapan di atas, Jika playa,...8.., maka
A, untul suatu 1 (1=fizk-1).

Terbukti pla untuk suatu i dengan 1<igk. =
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&4
Lefini=i 4.1.4
bimerabh integral B digebut daerah faktorisasi tunggal jika
kondisi herilkut dipenuhi
1. Jikas elemen a=R taknol dan bukan unit. maka a dapat

ditulis sebagai hasilkali elemen~elemen irreducible.

2. Jika a=py .. .7y dan azqy...gg dengan p dan g; adalah
irreducible, maka r=s dan ©  dan g bersekawan
(kalau perliu dengan mengubsh urutan g;). o

lah dasrah faktorisasi

)
ot
o
=
Al
(o]
o
v

Setiap daerah ideal

[y

Diberikan R daerah ideal utama, dan asR dengan a
taknol dan bukan unit.

Menurut teorema 4.1.3. =2 dapat ditulie sebagai
hasilkalli a = ppe...Ppe dengan v .Ts,..-.F ©lemen-
elemen irreducible

Akan dituniuvkkan sifat ketunggalan.

Andaikan a = dy...4s dengan 9.4....,49; adalah
irreducible.

Maka PyPa.. P = Q2. . .7 .

Jadl pyldids...ds dan menurut tecrema 4.1.7, Pyl g

o

untuk suatu J = 1.2.....

Misalkan v lee (kalauw verlu dengan mengubah urutan
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9,0, maka a = Py

Karena a, dan v, irreducible. maka haruslah u; suatu
mwnit, Jadi p, dan g, bersekawan.

Diperoleh pivp... ™ = PiWd...9. LDengan aturan
lranselasi didapat ... = Wds...dg -

Dengan Jalan vang sama dipilih poigy. vaitu g, =
Fpl,. Karena o, dan 1, irreducible, maka uw, unit,
dJadi py, dan g, bersekawan. .

Diperolsesh Pary. . . P T WhpUsdg. . . dg .

Maka .. . 0y = Ulydy. . .9 -
Demikian seterusnva sampal akhirnya diperoleh p, dan
Q. hersekawan dan B TWUs .. LU 4 PrUr .. .95 . sehingga
I "= KERSUER UL gl Y

Berarti 9oy ... .9 adalah unit.

Padshal maging-masing ;- JEL 2. e adalah
irreducible. Jadi bulkan unit.

Malka harus dipunvail r=s. E

Definisy 4.1,k
Dikerilkan B d=erah faktorisasi tunsgal.

Elemen dsk disebut taktor persekutuan terbesar dari

a dan b dalam K jika

[

Ala dan dlbh
2. dika d'=hk dengan 4’ Ja dan d' [b. maka 4" |d.
za o faktor perselutuan terbesar dari a dan b,

mala ditulis ecebagail d = (a,b). O
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03}
()]

Teorems 4.1.9

Jika R adalah daerah ideal utama dan =2 dan b elemen

talknol dalam E. maka ada
o

de

<] am bentuk d=ka+lb, untuk suatu k. leR.

o

aktor persekutuan terbesar

b}

i a dan b, katekan d. Selandutnva d dapat ditulis

Bugkta
Andalikan a dan b adalah elemen taknol dari daerah

{=al utama k.

Diberilkan himpunan 1 ={ra+sh |r.sek 1.

<

[y}

4.

merupakan 1deal dari: k. karena
o= Us+0b, untul O=R. Maka Q=l, sehingga I=0.
Jelas ISR,

Ambil x,v=T1.

Malza w=r at+a b dan V=ra+tash, dengan
T g v I"z 81 - E)z‘EF‘

Sehingga -y = (ryjatg br-{(rpat+a,b)

T {(ry-¥pla +{5,-85)h.
Jadi w-vel
Ambbil v=1, t=k. Maka == rat+sb, r,s=R.

Sehingga tx = t(rat+sh) = (tr)a +(ts)b.

Karena 1 ide=al dalsam B dan R daerah ideal utama,

maka ada deR sedemikian sehingga I=<d>.

Jadi <d> = { ra+sh -~ r.s<sk b,
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Rarena de<d>. maka d=ka+lb untuk suatu k.lsR.

Jy

Akan ditunjuklkan bahwa d adalah faktor persekutuan

terbesar dari a.bshk.

Karena a = 1la+0b dan b = QOa+lb , maka a.bh « I.

Padahal TI=<d>», maka ada m,n € K =sshinzggs azmd dan

bznd. Berarti d membasl a dan d membasi b.

o
oy
1
m
Q:,
O,
o
o]

Misalkan 4* membasgi a, kataksa
b, katalkan bz=b’d" untuk a" .h’'e=Rk. Maksa

d = ka+lb

1

S
JJ\
o
+
f_-
<
[oX

(ka’ +1b* yd’

il

il

ka d' wmembagi d.

o

ut

¢

Terbukti d =adalah faktor persekutuan terbesar dari

dan b. B

d’ membagi

Jika E adalsh dasrah ideal utama, maka setiap elemen

taknol dan bukan unit dari E merupakan hasilkali

Menurut tecorema 4.1.2, elemen taknol dan bukan unit
dari Rk adalah hasilkali elemen-elemen irreducible.
Menurut tTeocrema 4.1.6, 2lemen irreducible dalam

daerah ideal utama adalah prima. Maks terbukti

2y

elemen taknol dan bukan unit dalam R

dalah
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I5e)

hasilkali elemen-=lemen prima. 2

4.2. Modul Torsi dan Bebas Torsi

Dafinisl 4.2.1

Dibherikan modul M lewat ring komutatif R.

Suatu elemen m dari modul M disebut elemen torsi

Jika ada elemen taknol reE sedemikian sehinsgsa

1

atu lemen m=sM  bukan =lemen

H
=
H
i
L
oL
(B8]
il
-
1o}
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Definisi 4.2.2

=n]

f._l

Diberikan modul M lewat ring )

M dizebut modu

torsi  3ika =emua elemennva adalah elemen torsi.

Sedangkan M disebut bebas torsi Jika tidak memiliki
elemen tors: taknol. o

Contoh

1

[

[y}

Fuang vektor lewat field F  wvang dapat dipandang

sebagal modul lewat fisld F adalah bebas torsi.

I

Jika E daerah intesral. maka modul R lewat dirinva

I

gendiril adalah bebas torsl.
Dikberikan M = 40} modul lewat rinsg K. Modul M ini

merupakan modul torsi.
Dibherikan M = Zx{0%t modul lewat rinsg £2xZ . Modul M ini

merupakan modul torsi.
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Jika M adalah modul lewat daerah integral R. maka

himpunan semua elemen torsi adalah modul bagian dari

M.
Bukti
Diberikan modul M lewat daerah integral R dan
Tor(M)zixeM/rek ., =0 zedemikian sehingga rx=0%.
Akan dibuktikan Tor(M) modul hagian dari M.
a). Jelas, dari definisi. Tor(M)=M
b). Karena M modul, maka 0OsM. sehingga r0=0, untuk
rek dengan r=0. Jadl O«Tor(M). Berarti Tor(M=o.
c). Ambil ¥, .v,eTor(M).
Maka 3r, .r,ek. dengan r=0 dan r,#0 sedemikian
sehingga ry¥, =0 dan r,¥%;=0.
Karena K daerah integral. maka untuk r,=0 dan
=0 didapat rr,#0. Sehingsa
TyTo (35—, ) = {(YyPp )y —(TyTp )5, .
= (Tt )3, Yy (¥, ), R komutatif
T T (g 1 (3, )
==
= U}
Jadi x -y,eTor (M.
dy. Ambil s=R. x e« Tor(M).
Maka 3Hr,ek dengan r#0 sedemikian sehingga



g':‘\,l
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ry % =0. behingga
rg(s¥) = (ry8)x%y

= (8ry)

K,

e §
= 3{rgs )
= afy

U.

Jadi sxe Tor(M)y.

Terbukti Tor(M) adalah modul bagian M. B

T

orema 42,2

4

‘._l
=a}
y
I,_l.
e
Joi]

Diberikan mocdul ™M lewst daerah integra
TortM) = J{xeM/3rsR, =0 sedemikian sehingga rx=0%

merupakan himpunan semua elemen torsi, maka M/Tor (Mo

m

adalah bebas tors=a.

Bukti

Menurut teorema 4.2.1 Tor(M) modul bhagian M. Akan
dibuktikan M/Tor(M) adalah bebas torei, berarti akan
dituniukkan Tor (M/Tor(M)) = ITor(M) 1, dengan
Tor (M /Tor(MY) = { s+Tor(M) € M/Tor(M)/ FeeR, =0 dan
g(x+Tor(M)=Tor(M) .

Ambil m+Tor(M)y « ToriM/ Tor(M)y.

m
)

=

aka ada =k dengan () sedemilkian zehingsa

~
—~
rr
[
.
—
i

(x+T Tor(My.

U]

=

aka sx+Tor(My = Tor(M). Jadi sx « Tor(M).

i

Karena ax Tor(M). maka ada relRE densgan =0
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sedemikian sehingga r(sx)=0. Jadi ri(sx) = (re)x = 0.
Karena R dasrah integral. dan r=0 dan s#0 maka rs=0.

Jadi xeTor(M). Berarti w+Tor(M) = Tor(M).

Terbulzti Tor(M/ Tor(i)) {Tor(M)?. B

Diberikan modul M vang dibangun secara berhinggs

’l\

lewat daerah ideal uvtama E. M modul bhebas bila dan

hila M bebaz torsi

{=)
Earena M modal bebaz, maka M punva basis katakan
B={sy.....%, . Akan dituniukkan Tor(Miy={0%.

Ambil meTor(M)y, bherarti meM.

|83
)

AT

|

Karena B membansun M. maka m = r,¥+...+r.¥, den

Yy .....r .=k, Dan terdapat =<k dengan ==0 sedemikian

Facdy S G A g e =) sehingga (sry 13y +
R -~ Shigeibore 1.

Karena Bz{z,.....¥,} basis. maksa behaz linear.
Jadil sry=. .. =30, =0
Karensa E daerah integral, dan &= 0 dengan

Sy =...Z8r, U, maka r,=....Zr, =0,

‘.__
D
~
i
o
~+
|_l
]
8]
=
=<
H
[t
3:_]?
o
|_l
e
o
4]
o
D
43}
~+
‘l
3
0]
'_.J
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~]
ra

Karena M dibangun secara berhingga, maka
M=<x X, > untul x M.

Jika 1% +...-%¥,+t bebas linear. maka M modul

C

bebas. (bukti selesmal)}.
Jika Ix ¥+ tak bebas linear. maka memuat

himpunan vang bebas linear secaras maksimal., katakan

Sy, .. .E . 2ehingga M o= <L 0By cFegn s - - 20X 2

Karena ol R e e bebas linear, maksa
Ji=7 t tak bebas linear

Karena {¥,.....%.%0y F tak bebas linear. maka ada
B4 ~--.a8;.8,, vang tak nol sedemikian sehingga
8y ta, Yot . FE N T e = - Dan Jelas &, =0.
Karena {3 .3 ..... :¥%%kipt tal bebas linesr. maka
ada By aBp v D s Blpyo vang taknol sedemikian
sehingga TR IR -V S0 N E- 15 aUE =TS PSR I Dan Jjelas

Demikian @sterusnva, sehingga karena {x.%,.....

i
!

e ¥+ tak bebas linear. maka ada a&,.8;.....3..8,
vang taknol sedemikian sshinggas a X +a,%+. ..+, ¥+
a ¥, =0. Dan Jjslas a,=0.

Jika diambhil a=ap.,. 8. - - 8,. maka 20 dengan aek.

Diperoleh -

)

B¥eqg = (Bpig «Bpao - o -3 1 ¥pey = Dyt L+, maksa

N
Ay S oo,

a2

B¥pez T (8sg - Blez- - 30 ¥4 = Lyl L L X . maka
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Demikian seterusnva sehingga

A¥, = {8k4q -8tz .- -85 0%, = b+, b, maka ax, s

Jika aM = A=axmszeM . akan ditunjukkan aM modul

Selgd nE sl a5 —25n S — ) .
Karena ¥ .%; = Mimaka ax —ax; « aM.

Ay, Ambil =<k, avealM.

=
@
b
N
b
¢4
m
b
R
H
—~
0]
o

|
—~
Y
n
~
-
o
+
+
|\-<
=
4
4+
+
b~
3
R
]

T oalisr ) . L (8T It L L 8rn IXn )

J

Dehingga =2(ax) = abl.

4

Jadi aM modul bagisn dari <5>.

bagian <g>, maks

o
i)
0]
'_J
m
s
Ly
h\
‘_.J

Z
U
0w
Bl
)
jo}
I
=
=
3
e
=
o
F—'

d.1.2. a2M merupakan modul bebhas.
Dikberikan «:M — alMl vang didefinigikan sebagai

ctix)zax, untuk xeM. a igomorfisma karena dipenuhi
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¥y ).
Y. a homomorfisma .

Ambil r & R, »,¥, € M

Maka a(iz+2,) = a(3+%;)

= a¥,+ax,

= ooty Yt (5, ) .
Dan af{ry )= al{ry)

= ria¥)
= orativg

Karena M  bhebazz torsi vaitua
untuk aeR dengan a0 dan =

dr. o surasktif.

Ambil sembarang

dan a{x)=ax=v.

izomorfisma.

Karena M Z aM dan aM bebhasz., mal
belbas ®

M

untuk suatu xsH

merupakan modul
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Definisi 4.2.3

Diberikan modul M lewat rinsg E dan veM. Annihilator

darili v adalah ann(vi={reR/rv=0} dan annihilator dari

M adalah ann(M)={r<k/rM={0%}} dengan rM={rv/veM}. O
Teorema 4.2 .4

by, Karena =R dan Ovz=y untulk veM., maka 0 € anni{v).

Jadi ann(v) = @,

b Ambil v, € ann (V).
Maka ry.r,ek, dengan »r,v=0 dan r,v=0.
sehingga (ry-rp v = ryv-r,v = O
Jadi py-r, € ann(vi.

d)y., Ambil sk, ry = ann(v}

= &0
=

Mzka sry € ann {(v).

[l

Terbukti ann(v,) 1deal dalam K.

wul

o
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~1
B}

Akan dibuktikan ann(M) ideal dalam R.
a). Jdelas ann(M)y = R.
by, Karena Ok dan OM={0v/veMi={0%1, maka 0 = ann{M>y.

Malka ann(Mi=ag.

L)
~—

. Ambil r .r, = ann(M).

Malka v,.v5, = K dengan pM={r v/ /vaMi={0} dan

roM={r,vsveMty =40%t.  Behingga  r,v=0 dan r,v=0
untuk veM | Didapat (ry-ry; M = {(p,-r,)vsvelM?
= {ryv-r,v/ veMt

i
—,
-

a4y, Ambil sk, r, € ann(M).

Maka ryehl dan r M = {ryv/veMt = {07,
Sehingga v, v=U untuk veM.
Jadi e M = {isr yvrusly

= {atryv)/vsht

Ferarti

¢

1

o

ry € ann(M;.

Terbuktili ann(M) r1desl dalam K. ]

Karena anni(v) dan ann(M) adalah ideal dalam E dan R
merupakan dasrah ideal utama. malza  terdapat oL dsk

sedemikian sehingsa anni(v)i=<c>» dan ann(Mi=<d>. Dan o

digebut orde dari veM dan 4 disgebut ords dari M.
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Definisi

Modul

primer

=J
-3

4.2.4

M lewat daerah ideal utama R disgebut modul

Jika ann(M)=-p®> (dengan p adalah prima dalam

E dan e bilangan bulat positif). o
Teorema 4.2.5
Diberikan modul forsi M  vang dibangun secara
bherhingza lewat daerah ideal utama E, densgan orde w
(=} .
= v, vy, 2 dengan py dan p, elemen-elemsn prima yvang
berheda
S i ) , e ; - ,
Jika My ={veM/p v=Ur. untuk 1=1.2, maka Mp; modul
bazian dari M dan disebut modul bagian primer.
Fukti
Akan dikuktikan Mp modul hagian dari M
2y, M, EM., Jdelas dari definisi.
= oy
L . S .
by, Karena O=M, maka 1w 0=0. Jadi M, =0,
L
! ol L 8 ei. i = ei—- "
o). Ambil v .vy=s M maka p ‘v =0 dan p v =0
i L 1 1 2
. o .
Jadi };}LeL (Vyg=Vs ) = Iy "Vi_}:’ieLVZ
= 0-0
i)
HBerarti v, —v,=M,
Herarti v — ctlpL
dY. Ambil rek ‘1€MPL
Jelas rvg=M Karena M modul dengan v,eM, maka
o =L
IETRE S VI BT ST S AL



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

78
oL
= rlm V)
= (
Jadil rvy € M
Terbukti M@Ladalah modul bagian dari M ]
Teorema 4.2.6 (Teorema Dekomposisi Primer)
Diberikan modul torsi taknol M vang dibangun secara

berhinsgsa lewat daerah idesl utama E dengan orde u=

a1 .oty M. odengan py.....by elemen-elemen prima
vang herbeda dan =2,.....5, bilangan btulat positif.
Maka M adalah Jumlahan langsung

{ = M ¢ i
M Mo, ® ... @& M
d ) e; - - . N ! A
denzan M, = AveMs pptv=0r adalah modul bagian

primsr, dengan ords s e

Bukti

m
[
)
o
-
[

Diberikan wmedul torei M vanz dibangun

berhing=sa lewat daerah 1deal utama K.

induksl matematik pada n.

o
L,
(D
o]
‘rq
o
pn]

Akan dibuktikan
1. Untuk n = 2.

L " . 1
Andailan M modul berovrde w =p, 1 .  densgan

{1
|

Ti

1 T2 : ; - - i - : X
(py ~ by 0=l dan My ={voo= Myp v=01 untuk 1

Menurut teorema 4 4.5, b%t merupakan modul

>
?T
[s)]
o]
o
'_l
ot
o
o]
[N
-
?‘"

= - ’1 ( f bd
zan M Mpi & b?z dan ditunjulzkan
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79

L ez
ann(My, )=<p; > dan ann(M, HY=<p, ">
. i ey =
Faktor persekutuan terbesar dari dan 1

adalah 1.

Menurut teorema 4.1.9, ada a.bs E zedemikian

(=4
. ! . . 1 -
ala =M dan  veM,_. sehingga v=0  dax
Mal b, by g P, dan
r. T v=0, dan v = 1v
2
el °2
= (ap, +bhr, v
S =2 .
= Aa(p, vith(py, ~v)
= (+0
= {)
mehinzoe W CMgys = (V0 Lt . BN .- (1),
Ambil veM.
Maka v = 1v = a*p{ v+’bp2~ v,
s o ‘32( i Sy \ P i = =y : _ € &y L
Rarena Y, (ap, Vi) = I, (py alv = (b, Iy av
’ ©4 4
= w(av) = (wa)v = O ., maka ap, v € Mp,.
e -?2 (=3 (=3 E=)

e
Karena }‘,111(131:2 VY= P (1 zb)v = (n 1pzz)'bv

= wibv) = (whiv = O, maka 'b}:wzvzveMpi .
O1leh karena itu v = ar eiv-{-}—— i 7 e M. +b
= Y = Y] B} = ) 7 110 +{v
L) Il e b S 1 NE (e Ay bRy v e Mg 1p1 .
sehangga v My #M, oo (2)

Ambil reannd le Y, maksa r'Mp1 ={0%} atau rv, =0, untuk
7 '\
visty .
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viel‘ﬂp1 , VZGMPZ .

P T . 92 92 y
Sehingga (rrp IV = riy  (vg+vy)
(=3 92

2
= Yy, Vit Vo

°2 Sz
Py BV )+ (D, V)

= ()

. €2 k-
Maka ryp, & € ann(iy.

Karsna w orde dari M., vaitu ann(M) =<w>, maka

{1

r, 92 — e tem
e s LW

92 91 92 91
Jadi ro, = mp, P, ., Sehingsa r=mp, .
=9 ) i °4q
Maka re<p, “>. Didapat ann(M, ) € <p, >. (3)
. =4 4 : )

Ambhil re<p, >, maka r=mp, untuk suatu mek. i
gy = H{rv, /v,=M. Y = {(mp =5 YV T ei'\r—‘(') 7
1.p1 = .1\1,»1h,p1‘ = {impy VR Tw=0d

. 0¥ =y REL "L T, |

= dimlpy vV 3 '_/pl v=Or = {0

=14 .
] = resnn(M. 1. Jadi <p, > = M) 4
Malka r dnn‘Mpi). Jadi <p T» & ann(ﬁpl; (4
4 & ) ) . ! SE
Dari (3 dan 4 didapat ann(Mp Y=y
1

Densan cara vang sama alkan didapsat annéﬁpz}

Y. And=aikan tecrema benar untuk n = k-1.

Yaitu I M  modul dengan ordes g =
(=3 62 5k~1

Ty To Pro1 dengan 1SHE R elemen-

elemsn prima vans berbeda, malks

v = A 1 e -y = i g

I Ilp & M & ... @ Mpk—-_l dengan :mn(Mpi)
o

. L - 3 ;
<Py > untuk i=1.Z.....k-1.
Akan ditunjukkan teorema benar untuk n=k.

Andaikan I modul densan orde u =
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81

€1 ©=z Ck-1__ ®k
Py T2 - TPk-g Fx

. %1 =2 €k-1 %k _ ek
Maka u = (py "™ .. .Pp IReH = By

Karena teorema berlsku untuk n=2, maka M = Ng &

M

SNZAan M,) = <g>» (¢ ann (b = )
oy dengan ann(lig) 2> dan :Lml(dpk) <T

Earena diandaillan teorema benar untuk nz=k-1. maksa

(=2

. = . 1

- M il ’ G e A yme b

My = M e M oe...e M =~ dengan ann(lf )=<p

untuk i=1.2.,....k=-1.

Py

Ui

ehingsa M = <MpieL= Mpzas...e& Mpk_i)fe Mpk densan

! =i 'Y : - '
ann(Mp_L Y=< > untuk iz 1.Z2.....k-1.k. =
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BAB V
MODUL LEWAT DAERAH IDEAL UTAMA Z

Pada bab ini akan diberikan conteoh dari modul lewat

dasrah ideal utama £. Pads subbab pertama akan
Aditunijukkan bahwa setiap Srup komutatit terhadap

renjumlahan merupakan modul lewat daerah ideal utama Z£.
Uan dalam subbal keduas dijelaskan contoh dari modul torsi

1 utama

o

vang dibangun secara berhingga lewat dasrah ide

5.1. Grup Komutatif Terhadapr Penjumlahan Adalah Modul

Lewat Daerah Ideal Utama £

Karena £ mempunyal sifat komatatitf., mempunvail elemen
satuan dan tidalk memuat pembagi nol., maka £ merupakan
daerah integral. Dan karena untuk setiap ideal I dari 2

=<a>, untuk a=l, maka £ adalah

i)
:;n_
|6
'.__
8}
=3
I._l
[o
R
m
'.__
o
l‘.f
W
=
AV}
)
A
}_l
ot
o]
—

Setiap grup komutatif terhadap penjumlahan merupakan

modul lewat dasral i1deal utama Z2. Hal tersebut dapat

Untuk =semua a.l=G dan mn.neZ dipenuhi aksioma-~sksioma dari
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[83]
&

modul (menurut definisi Z2.1.1) sebagai berikut :

=
o
i
o3
It

(m+n)a

efinisi

{a+th)+(a+b)+...+(a+b). sebanvak m suku

(a+a+. .. +a)+(b+b+. . . +D)
= ma +mb

a+a+...+a. sgebanvak mi+n suku

il

= (a+a+...+a)+(a+a+. .. +a)

= ma+nea

{mn)s = a+a+...+a., sebanvak mn suku

= minz)

'__

\;_\
"

w

Z, Merupakan Modul Torsi vyang dibangun secara

berhingaa lewat Daerah Ideal Utama Z

o

f—

Re

f—

n

=

1~ pada himpunan takkosong S«

:.‘I_.
(59
m
D
o
pus
ot
=
[}
l—l
m
m
}_x

ekuivalensi pada 3 Jika memenuhi sifat-ai

m
._A
]
w
ct

herikut:

1. refleksif : Vas3. a ~ Aa.

&
[0/}
=
=
0]
ot
=
[
1]

Va.be3d, jika a~ b, makas b ~ a.
3. transitit Va.b,ce5, jika a~b dan b~c. maksa as~c.
Jika ~ adalah relasi ekuivalensi dan a ~ b, mnaka

dikatakan " a dan b skuivalen . o
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]

Definisy 5.2,
Diberika ~ relasi ekuivalensi pada hi nan S.
Untuk ass, himpunan {al = {xe3/ a ~ =t disebut klas

ekuivalensi dari a. o

Jilkza a8 dan b ekuiwvalen. maka al={k7l.

Diketahui a dan b ekuivalen dan ditulis a ~ b.

Maka a8 ~ 3. Earena — =imetris, maka b ~ a.

Karena ~ transitif, iika b~ a dan a ~ x maka b ~ x.
Jdadi wel{bl}. Sehingga Talsibl.. ... .. (1.

Ambil yelbl. Makas b ~ v,

arena ~ trangitif., Jjika a ~ b dan b ~ v maka a ~ v.

ez

&4

Diberikzan bilansan bulat positif n dan

Dikatalkan bahwa & dan b kongruen module n Jiks
nl (a-h). Lan ditulis sebagal a=bimod.n). o

Teorema 5.2 1
Intuk ==tisp hilangan bulat positif n., kongruen
modulo n  adalah relasi ekuivalensi pada himpunan

bhilangan bulat.
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Fukti
1. Memenuhi sifat refleksif, yvaitu :
Jjilka asZ ., maka a-a=0, untuk 02 .

Karena (a-a) = 0 = nC. maka nj] (a-a).

2. Memenuhi sifat gimetris. vaitu
Jika a=b(mod.n). berarti nl|(a-bh).
Maka nl (h-a). =sehinsga didapat b=a(mod.n).
3. Memenuhi sifat transitif, vaitu :
Jjika a=b(mod.n) dan k=c(mod.n), malkka terdapat
nl (a-h) dan n} (h-a).

Padahal nl{ia-bi+ih-c)l & nl (a—c.

Berartl a=c(mod.n). B
Klag-klas =luivalensi untulk relasay  skulvalensi pads

P

teoremsa H.2.1 dissbut klaz-klas konsruen modulo n  dan

didefinisikan untuk uvs=Z, [ul ={ v=Z,/ v=vimod.n) 1.

‘erikut 1ni diberilkan teorema algoritma rembhagilan pada

(il
Ry

vang tidalk dibuktikan., tetapa akan digunakan untulk

ian teorsma lain.

pembukt

Teorema H.2.Y (Algoritma Fembasgiasn Pada Bilangan Bulat).
Jilka m dan n adalah bilangan bulat dengsasn n > O,
maka terdapat desngan tunsgsgal a dan r sedemikian

a=hingzs
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m= ng

denga q

+

pembagian

86
+r dan Ofr<n
digebut faktor dan r adalah siga dari

Teorema 5.2, 3
Diberikan n bkilangan bulat positif. Maka getiap
bilangan bulat adslah kongruen moduloc n  terhadap
zalah =atu dari bilangan-bilangan bulat O, 1. Z.....
n-1.
Bukti :
Jika -a adalah bilangan bulat. maka menurut algoritma
pembagian ada bilansgan bhulat g dan r sedemikian
sehingga a = ng +r., O=r<n
KEarena s-r = ng. maka nl(a-r) dan asr(mod.n) dengan
= rn
Maks = adalah kongruen modulo n terhadar paling

Untuk menu

niuklzan r

bilansgsan-kilansan bulat

tungzgal, diasumsikan a== (mod.n)

dengan ofaan. Maka a-= = nl dan didapat a= nl +s.
Menuput =ifat ketunzsgzlan dalam algoritma pembagian
pada £, diperoleh r==

Terkbukti a kongruen moedulos 1 terhadar  salah  saty

dari

ilansan bula
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2.5

Definisi bH.
Diberikan 2Z£,

(n-11 *.

- x w3

Didefinisikan operasi @ pada Z,

melambangkan himpunan

o3, (11,0213,

sebagal berikut

[al @ [b]l = [a+b]. untuk setiap [al,[b]l « 2. o
Akan ditunijukkan bahwa operasi & pada elemen—-elemen Z,
well defined

Ambil fagl.la1.0byl.Th1 = Z&, dengan [s]=la,1 dan

[hy 1=y 1.

Akan dituniukksasn [z,+b, 1=(a,+by 1.

Karena &, I={a,1, maka a;=a,(mod.n). sehingsga nl (g -a,).

Karena [k 1=y 1, maka by=b,(mod.n). sehingga nl (by-hy).

diperoleh

nitca ~a, )+ (b -ty ) & nlida+h I-(a,+h, )

Jadi sy +hy=a,+h, (mod.n

Terbuiztl [a,+b (=18, +by | =

Telah diketahui dalam tsori grup Z, adalah grup

komutatit terhadap operasi &.

Definisi BH.Z.6
Diberikan grur komutatif G terhadap pendjumlsahan.
Jika gsrup G memuat sebuah elemen a sedemilkian
sehingga Gz {ka/keZ}, maka G disebut grup siklik dan

dibangun oleh a dan ditulis

QFz<axr.
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Grup baglian dari G berbentuk <g>= {mg/meZ} untuk

suatu =G disebhut grup bagian siklilk. o

Dalam teori grup dibuktikan bahwa setiap bagian dari

guatu grup siklik G adalah zrup siklik.

= ~ o

Dikherikan grup komutatif G terhadsap penjumlzahan.
mempunval n =lemen, dengan n  adalah

bilangan bulat rositif, maka (z dikatakan

menpunval orde bherhingga (mempunyal orde n) dan

disebut srup komutatif berhinsga. .

rde dari elemen a dari grup

5

grun bagian giklik dari G vang dibanszun oleh s,

valtu bilansan bulat positif terkecil n
sedemikian sehinsga nazo o

A

Teorema 5.2.4
Grup Fomutatii £, terhadap operasi @ merupsakan modul

1 vang dibansun secara berhingga lewat daersah

ot

or

0

4

al utama &£.

.|

e
[x1]
m

Pukti -

-

1]

Diherikan grup komutatif £, terhadap opera

Karena grur komutatif merupakan modul lewat &, mala

-

Z. adalah modul lewat £.

n
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Karena £, adalah modul =siklik., yvaitu dibangun oleh
{117 dengan {11 = £,. maka 2, dapat dikatalkan
dibansun secara bherhinzss.

Lkan dibuktikan modul £, lewat £ adalsh modul torsi.

Amhil laleZ, . Ads r<Z. =0, valtu ron 2edemikian

n
Terbukti £, adalzh modul torsl yvansg dikangun secars
=
berhingsa lewat £ o

il
-
ey
[
"
bt
(]

cetlizp  zruap

4.1, 8 dasrah id=z) utama  adalzh daersh faktoriszagsi
rung=zal. maka £ adalzh dzsrah faktorigasi tunsgal. Dan

Jdadil setiar slemsen taknol 4darn bukan anit dalam & adalish

Zehingga dapat digimvulkan
Diberikan modul tovel Z, vang dibangun secara berhingga

Maka menurut teorema 4.2.6. dipercoleh modul bhagian primer

vaitu M, = {ImleZ, / Botfm] = [01} yang berorde g b.
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LN]

BAR VI
KESIMPULAN

dasarkan uralilan 4i atas., dapat ditarik beberapa
impulan sebhagal berikzat

Jika diberikan modul M lewat ring komutatif R dengan

elemsn gatuan. makas M modal bebas den

Suaty modul  bagian N dari modul bebas M lewat ring

zomutatiti K dengen elemen satuan  tidalk selaly

adalah daerah 1deal utama. maks modul bagian dari

madul bebas Jugs merupakan modul bebas.

Modul torsi taknol M vansg dibansun secars  bherhinges

~ah idesl utamza FE merupakan jumlahan

T
e
(el
=

t da

Yt
T

=W

1

LY

dari modul-modual basian primer.

Teorema dekompozisgi  vprimsr davat displikasikan yvadsas

modul torgi £, lewat daerah ideal utama £

Modul torsi 2, lewat £ mempunyvail orde
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