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ABST R AK

PENYELESAIAN MASALAH NILATAWAL
VANG BEREAITAN DERGAN PERSAMAAN DIFERENSIAL
LINIER BIASA TAK HOMOGEN BERKOBVISIEN KONSTAN
DENGAN TERENIK FUNGSTI GREEN

Maria Xavers Murdisntind
Universitas Sanata Dharma

Yogyakarta

Teknik fungsi Green merupakan suatu cara penvelesaian masalah nilai awsal
(MINA) yang berkaitan dengan persamaan diferensial linier biasa talk homogen
berkoefisien konstan. Teknik ini dapat menyelesaikan MNA dengan fungsi
sumber yang paling umum dibandingkan dengan teknik-teknik penvelesaian
lain, seperti teknik koefizien tak tentu, teknik invers operator, tekmik wariasi
parameter maupun feknik iransformasi Laplace. Tekpik ini masth mampu
menyelesaikan MNA sekalipun fungsi sumbernya tidak mempunyai transform
Laplace. Penyelessian MNA dengan teknik meliputi dua tahap, yakni
penentuan fungsi Green dilanjutkan dengan penentuan konvolusi fungsi Green
tersebut dan fongsi sumbernya. Fungsi Green fersebut didefinisikan sebagai

penyelesaian MINA dengan fungsi & Dirac sebagai fungsi sumbernya.

A'S
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ABSTRACT

SOLUTION OF INITIAL VALUE PRORBLEMS
RELATED WITH LINFEARLY NONHOMOGENEQUS ORDINARY
DIFFERENTIAL FQUATIONS WITH CONSTANT CORFFICIENTS
WITH THE GREEN’S FUNCTION TRCENIQUE

Maria Xavera Murdiantin
Senata Dharma University

Yogyukarta

The Green’s function fechninue is a method for solving initial vabue problems (IVB)
related with linearly nonhomogeneous ordinary differential equations with constant
coeflicients The technique may solve TVB with the most general foreing funetion,
compared {fo other techniques, such as techniques of undetermined coefficients,
mverse operators, variation of parameters, or Laplace ransformation. As 2 matter of
fact, it may also be applied even though the forcing function has no its Laplace
transform. For applying this technique, we first determine the Green’s function, and
thea calculate the convolution of the function and the forcing function. The Green’s

function is defined as a solution of TVE with the Dirac’s § function as its forcing

function.
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BABI
PENDABULUAN

1.1, LATAR BELAKANG MASALAH

Migalkan a = 0. Pandang masalah nilai awal (MNA) berkoefisien konstan

eax ™)t oo x D L+ e x @) 4 egx{t)= (1), (1)

x(a)= xil){a)z sao & x(n"lj(a)ﬂ 0, (2}

dengan f berupa fimgsi tak nol yang kontinu bagian demi bagian pada setisp interval
berbentuk [a,b]. Penyelesaian persamaan diferensial linier biasa tak homogen (1)
dapaf ditulis sebagai Y = Ye + Yp. Dalam hal ini Yo merupakan penyelesaian umum
persamaan homogen

cnx(n){t)”r cn_lx(ﬁmlj(t}{- | x(l)(t)+ cox(z)z g, (3)

sedangkan Yp merupakan penyelesaian khwsus dari {1).

Terdapat tiga teknik untuk mencari Yp, vaitu teknik koefisien tak tentn, teknik
invers operator dan teknik variasi parameter. Teknik koefisien tak tentu melibatkan
operasi penurunan fimgsi, dan dapat digunakan bila fingsi sumber F(§) berupa fimgsi-
fingst dengan pola khusus, seperti fingsi-fimgsi eksponensial, polinomisal, kosinus, dan
sinus maupun kombinasi linier atay hasil kali dari fungsi-fingsi tersebut. Teknik invers
operator mengubah persamazn (1) menjadi persamaan-persamaan diferensial linier tak
homogen orde satu berkoefisien konstan dengan menggunakan pemecahan parsial dari
invers operator persamaan diferensial (1). Selain dapat digunakan pada £(t) yang

berupa fimgsi-fungsi dengan pola khusus di atas, teknik ini dapat juga digunakan untuk
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£(t) yang berupa komposisi dari fumgsi-fungsi tersebut. Teknik variasi parameter
penggunaannya lebih umum lagi karena penggunasn tekunk ini tidak terbatas hanya pada
fingsi-fings: sumber dengan pela-pola khusus tadi. Bila dibandingkan dengan kedua
teknik m, teknik variasi parameter cenderuug lebih rumit karena melibatkan operasi
penurunan dan pengintegralan fimgsi,

Namun demikian, ketiga telnik di atas hanya dapat digonakan jika fingsi
sumbernya kontinu, Dalam hal dimana fungsi sumbernya berupa fingsi konting bagian
demi bagian, digunakan teknik transformasi Laplace. Teknik ini mempunyai keunggulan
lain lagi, yaitu penyelesaian MNA (1), (2) dapat langsung diperoleh tanpa perlu
menentukan terlebih dabulu penyelesaian vmum bagi persamasn diferensial (1), seperti
halnya yang terjadi pada pemakaian ketiga teknik di atas.

Meski pun bila dibandingkan dengan ketiga teknik sebelumnya, teknik
transformasi Laplace memiliki beberapa keungguian, nomun ia ternyata masih
mempunyai keterbatasan. Teknik im hanya dapat digunaken untuk menyelesaikan MNA
(1), (2), bila fungsi sumber £{t) pada (1) mempuayai transform Laplace. Balkan,
kalanpun transform Laplace bagi £(t) ada, tetapi jika ia sulit dicari, maka teknik ini
menjadi tidak nyaman lagi untak dipakai.

Teknik fingsi Green merupakan salah safu teknik yang sangat berguna untuk
mengatasi keterbatasan teknik tramsformasi Laplace di atas. Meskipun transform
Laplace f(t} pada (1) sulit ditemukan atau bahkan tidak ada sekali pun, teknik ini
mampu menyelesatkan MNWA (1), (2). Penggunaan teknik fingsi Green untuk

menyelesaikan MNA tersebut inilah yang akan dibshas dalam skripsi ini.
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1.2. PERUMUSAN MASALAR

Pokek permasalahan yang akan dibshas dalam skripsi ini adalsh bagaimana

cara menyelesaikan MNA (1), (2) dengan tekmik fimgsi Green.

13, RUANG LINGRUP PENELITIAN

Pembahasan tentang materi-materi prasyarat bagi teknik fimgsi Green hanya
meliputi tentang transformasi Laplace, teknik transformasi Laplace, dan fimgsi 8 Dirac.
Sedangkan teknik-telmik koefisien tak tentu, invers operator dan teknik wvariasi
parameter tidak akan dibahas,

Mengingat terdapat beberapa macam definisi fungsi Green, maka pembahasan

tentang tekik fingsi Green nanfi dibatasi untuk definisi vang melibatkan fongsi 8 Dirac

saje.

14, METODE PENELITIAN

Penulisan skripsi ini didasarkan pada penelitian dengan metode studi pustaka.
Daftar kepnstakaan yang dipakai sebagai acuan terlampir.
1.5, SISTEMATIKA PEMBABASAN

Pembahasan skripsi ini diawali dengan bab I yang berisi uraian tentang
transformasi Laplace beserta sifat-sifatnya. Dalam bab ini akan dibshas pula tentang

operasi konvolusi fingsi.
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Selanjutnya, bab 1T akan membicarakan tentang persmmaan diferensial linier
biasa tak homogen berkoefisien konstan beserta MNA vang berkaitan dengannya. Bab
ini dilengkapi dengan pembahasan tentang tekuik transformasi Laplace untuk
menyelesaikan MINA tersebut.

Pembahasan fentang fungsi & Dirac dan sifaf-sifatuya, seria pendefinisian

konsep fungsi Green akan dibicarakan secara rinci dalam bab IV. Dalam bab ini akan
dibahas pula tentang teknik fungsi Green dan penerapannya untuk menyelesaikan MNA
yang berkaitan dengan persamaan diferensial linier biasa tak homogen di atas. Sebagai
suaty teknik, tentulah teknik fingsi Green mempunyai sejumlah keistimewasn manpun
kelemahan, sehinggs fterasa belum lengkap apabila kedua hal tersebut tidak
diunghapkan dalam bab ini.

Sebagai penutup skripsi ini, pada bab ferakhir, yaita bab V akan dipaparkan
kesimpulan dari selursh pembzhasan sebelunmya. Saran-saran bagi peselitian lebih

lanjut mengenai tekoik fungsi Green akan diungkapkan pula pada bab ini.
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BAB I
TRANSFORMASI LAPLACE

Penyelesaian MNA (1), (2) dengan telmik fingsi Green didasarkan pada apa

vang disebut dengan fimgsi Green. Fungsi Green ini merupakan penvelesaian suaiu
MNA khusus dengan operator diferensial dan syarat-syarat awal yang sejenis dengan
(1), (2). Dalam hal ini, teknik transformasi Laplace digunakan untok mendapatkan
fongsi Green terzebut.

Bab ini akan memusatkan perhatian pada pembahasan fentang transformasi
Laplace. Sedangkan feknik transformasi Laplace, yang meropakan penerapan dari
konsep-konsep dan prinsip-prinsip transformasi Laplace, akan dibahas secara rinei
datam bab 111

Uraian tentang fransformasi Laplace dibafasi pada sifat-sifat yang mengacu
pada pembahasan mengenai teknik transformasi Laplace yang meliputi syarat ekeistensi
dan sifat-sifat dasar transformasi Laplace beseria inversnya, seperti sifat kelinieran,
sifat translasi serta komposisi transformasi Laplace dengan operasi-operasi penurunan

dan konvolusi fingsi.

2.5, PENGERTIAN DAN SIFAT-SIFAT DASAR TRANSFORMASRL

LAPLACE

Pengertian transformasi Laplace berkaitan dengan konsep transform Laplace,

vang definisinya disajikan pebaga berikut,
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Definisi 2.1, (Transform Laplace). Misalkan £(t) suatu fangsi real dari

variabel real ¢ dengan > 0. Pandang fingsi F(g) dengan rumus
Fls)= [ "e st e (t)dts (4)

uptuk sefiap se R sedemikian hingga integral tak wajar (4) konvergen. F (s)

dinamakan transform Laplace dari £(t).

Operasi yang mengawankan setiap fungsi £(t) yang demikian kepada transform
Laplacenya disebut transformasi Laplace. Notasi lain bagi transform Laplace F (=) dart

fungsi f(t) adalah & (¢) atan @ §( ).

Contoh 2.1. Misalkan f(t)=e*' t>0 dan k eR . Dengan melakukan

pengintegralan tak wajar seperti pada (4) untuk s >k, diperoleh fransform Laplace
dari £{t), yaitu

@ {ekt}m fo R stektdt

= lim jgew (S“]%)fdt
Ty ¥
: [mem (S~k)r 1 ]
= [im +
Ty on s—k s—k
L1 "
-k

Contoh 2.2. Diberikan fingsi tangga satuan yang didefinisikan sebagai

om o) I(U, jika t<a )

V) jika t2a

Dengan menggunakan Definisi 2.1, diperoleh transform Laplace dari 1 {t— a) adalah
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7
Fit(e-al= [ Ht-ade™d = [ e = lewe, untuks > 0.
@ 5
Contoh _ 2.3. Untuk zetiap k>0, misalkan

&y jika te[0k]

k » Jika t €0k
5, &)= . (6)

6 ke telok]

Transtorm Laplace dari §, (1) adslah

a(g {5},; (t)l = "{i" :(;’_-St dt = "ll(“ ’;"€~Sk o "1") = *}*"‘(] = euSk )>

x
9

ugiuk 8= 0.

Dalam ketiga contoh di atas, transform Laplace dari fungsi-fungsi £(t), 1(t-a)
mapun §, (ty masing-masing dilitung dengan menggunakan Definisi 2.1 secara

langsung. Ada cara lain untuk mendapatkan transform Laplace & {r (1)}, yakni dengan

menggunakan Tabel Transform Laplace, seperti terdapat pada Kreyszig (1993, h. 298-
9) atau Goulomb & Shanks (1965, h. 249). Sebagian dari isi tabel tersebut disajikan
dalam Tabel Transform Laplace di bawah ini. Tabel ini akan terasa berguna, terutama
unfuk menentukan dengan cepat fransform Laplace dari fungsi-fimgsi yang cukup romit,
Kegunaan tabel tersebut, juga akan tampak dalam menentukan invers transform Laplace,

sepertt yang akan dipaparkan pada subbab 2.2.
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]
TABEL TRANSFORM LAPLACE
No i) {RH) No 1) LHH}
1 i 1
. - 5. LI e
1 1 p - e smnamt (s--a}2+m2
1 §—a
. #® il 6. % ns UL S
2 ¢ - e cosarf (s~a}2+o}2
1, 1
3. ;;gln mt :s..m?_..:i:_;;é_ 7. cosh wt pE ._.Swwzw
4. co8 wt ;_2_4_’“5_52_

Berilat ini akan dibahas syarat-syarat cukup agar transform Laplace dari suat
fongsi ada. Pembuktian validitas syarat-gyarat tersebut didasarkan pada beberapa

definisi dan lemma yang akan ditinjau terlebib dahnlu di bawsah ini.

Definigi 2.2, (Fungsi kontinh bagian demi bagian). Suain fingsi veal §

dikatakan kontinu bagian demi bagian dalam interval [a, b, jika fkontinu sepihak di a

dan b, serta [a, b] dapat dibagi menjadi sejumlah berhingga sub interval [tiotiss 15
sedemikian hingga f kontinu pada (t;, t;,,) untuk i=1,2,...,n-1, dan limit-limit
sepihak

f(tf): lim £(py dan f(t{‘+1)-= lim £() ade

t-» ] t—> 1],

Definisi 2.3, (Fungsi berorde eksponensial). Suvatu fungsi real f dikatakan

berorde eksponensial o jika ada bilangan-bilangan positif o, ¢, dan M sedemikian
hingga

!f(t)] <M e™! untkt > tg -
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Contoh 2.4, TFungsi 8, vang didefinisikan memuwnt (6) berorde eksponensial,
karena untuk sembarang k >0, dapat diambil u = L sedemikian hingga
|5 (1)]= < et = me®t,

uwnfuk t >y, sertauntuksembarang o >0 dan tg > 0.

Contoh 2.5. Pandang fingsi (1) = ¢*'sinbt, dengan a, be R. Jika a>0,

ambillah M=1 dan o >a, dan jika a< 0 diambil M=1 dan o >0. Dengan
demikian, untok sembarang t, > 0 berlaku
[Fle)f < et < &', t> 1.

Tampak bahwa £ {t) mempunyai orde eksponensial o.

Contoh 2.6. Fungsi g(t) = et tidak berorde eksponensial, karena untuk

sembarang « > 0 dan M > 0 selalu berlaku

2
et >Mew‘§“,

untuk t >ty dengan ty = o +qfelralM -

Lemma 2.1, Andaikan f dan g fungsi-fingsi real pada [a,«) yang kontinu

bagian demi bagian dalam setiap sub interval tertutup berbentuk [a,b]. Jika

lg{t)|< £(t) wntuk setiap t>a dan [2f({t)dr konvergen, maka [ 2 glt)at

konvergen.

Bulti Lemma 2.1. Untuk setiap t efa,« ), misalkan
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10

ety , jika glt)j =0
g (t)= {

o, jika glt) <0

Karena untuk sefiap tefa,w) berlalm 0<g¥(1)<|gw s #(t), maka diperoleh

hubungan | Tg*(1)dt < | Jelt)|ar < [ #(t)dt uvntuk setiap T>a Akibatnya,
dengan mengingat kekonvergenan | ;" £(t)dt, dapat disimpulkan balwa | :° g T{t)dt
dan [ 2] e(e)]at keduanya konvergen, sehingga
frg(t)dt= 2f Fet(t)de~ [ |&(t) {dt juga konvergen. Buldi selesai.

Sekarang telah siap untuk membukitkan teorema mengenai eksistensi transform

Laplace berikut ini.

Teorema 2.1. Jika fongsi real £ {t) mempunyai sifat-gifat

(1). f(t) kontinu bagian demi bagian dalam setiap sub interval tertutup berbentuk

(i1). (1) berorde eksponensial o;

maka transform Laplace P (s) dari £{t) ada vatuk setiap s> o.

Bukti Teorema 2.1. Berdasarkan (i), diambil M >0 dan 1> o sedemikian

hingga

¢ st If(t}]< Me™ et papg ¢ tg- (8)

Perhatikan bahwa F {8) dapat ditulis sebagai
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1

t(} —gi R ~
e t(t)dmjtoe P (1) dt-

Berdasarkan (i) maka integral pertama pada ruas kanan ada untuk sembarang

g ¢ B, Sekarang tinggal ditunjuklan bahwa _]'t“’e”t f(t)dy konvergen. Mula-
4

mula terdapat hubnngan

Tl J{A..
Ime_(s"u)tdtz lisn It e (s G’)tdt
[

to T~y
| [ em(gmm)ir
= it |- e
Ty o0 g ¢
o
~{s- )
= ml.mwe (s aj 0, unfuk s> (9)
§ -

vang memperlihatkan kekonvergenan [ e =)ty . Dengan demikian berdasarkan
@
Lemma 2.1, hubungan (8) dan (9) mengakibatkan | Zeste(t)de konvergen untuk
o

§ > ol DBukii selesat.

Contoh _2.7. Dalam Contoh 2.5 telsh ditmyukian bahwa fimgsi

f(1) = e sinbt berorde eksponensial . Di samping i, fingsi ini jelas kontinu
pada [o,w). Dengan demikian, Teorema 2.1 di atas memberikan jaminan bahwa

transform Laplacenya pasti ada.

Perlu ditekankan bahwa syarat-syarat (1) dan (1) pada Teorema 2.1 hanya

merupakan syarat culkup tetapi tidak sekaligus sebagai syarat perlu bagi eksistensi
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transform Laplace. Transform Laplace dapat ada atau tidak walaupun syarat (i) atau

(11) tidak dipeswhi. Hal ini tampak dalam contoh berikut ini.

Contoh 2.8 Diberikan 5 (i) = e Meskipun £(t) berorde eksponensial o,

tetapi £(t) bukan fimgsi kontinu bagian demi bagian, karena 1, =% tidak ada

t—> 0t

1

Namun ternyata fingsi ini mempunyai fransform Laplace yakni @ {t“ 5} =

umntuk s3>0, seperti yang diperlihatkan oleh Kreyszig (1993, h.247). Di lain pihak,

pada Contoh 2.6 telah ditunjukkan bahwa fungsi g(t) = ¢t”  tidak berorde

eksponensial o manapun, jadi tidak memenuhi syarat (if). Bertentangan dengan (i),
ternyata g (t) ini tidak mempunyai fransform Laplace, yang disebabkan karena integral
j:’ etg -5t 4; tidak konvergen.

Berikut mi disajikan sifat kelinieran transformasi Laplace, yang bukiinya

langsung didasarkan pada definisi transform Laplace.

Teorema 2.2. Jika f(f) dan g(t) adaleh fongsi-fingsi yang mempunyai
transform Laplace, serta 2 dan b sembarang konstanta real, maka

Z {af(t)+ bg(t)}: a ¥ {f{t)}+ v & {g(t)}

Bulkt: Teorema 2.2. Berdasarkan Definisi 2.1 dan sifat  kelinieran

pengmitegralan tak wajar diperoleh
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Pl t@)+b eh= [Tet G (0 gl

= af:e"“ £(t)de + bJ’: e " g{t)dr
= ()} + bF 1)

Buldi selesai,
2.2, FPENGERTIAN DAN SIFAT.-SIFAT DASAR INVERS TRANSFORMASI
LAPLACE

Berikut ini akan dibahas tentang pengertian invers transformasi Laplace beserta

sifat-gifat dasarnya.

Definis1 2.4, (Invers fransform Laplace), Misal £(€) suatu fingsi real dengan

t=0. Dalamhbal & $r (1)}~ v(s), maka £(t) disebut invers transform Laplace dari

F(s).

Invers transform Laplace bagi F(s) tersebut ditulis sebagai @ “1{5(3}}.
Operasi yang mengawankan setiap fingsi F (s) dengan & ~{p(s)} disebut invers

trangformasi Laplace.
Dengan asumsi ferfentn, invers fransform Laplace F(s) dijamin

ketunggalannya. Hal ini didasarkan pada teorema berilut.

Teorema 2.3. Jika F(s) dan G (s) adalah fingsi-fingsi yang mempunyai
invers transform Laplace sedemikian sehingsa F (5) = G (5), maka

& "Hrt=% “a(s)} kecuali di sejumlah berhingga titik.
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Bukti Teorema 2.3. Katakan ¢(1)= %2 “Yr(s)} dan ()= & “Ho ().

Karena diketahui F ()= G(g), maka berdasarkan Definisi 2.1, diperoleh

pergamasn

o0 —pt w0 -
-[0 F{the Stdr = fag(t)e St

Persamaan terakhiv setara dengan persamaan

f;n [£(t)~ g(t)] e *tdL= 0,

yang dipenuhi jika £(t) =g {t) kecuali di sejumlah berhingea titik. Bukti zelegai.

Dalam bukti Teorema 2.3 tampak bahwa f(t)=g(t) hanya di sejumlah
berhingga titik t dimana £(t) atay g () diskontinu. Dengan demikian, jika £{t) dan
g{f) keduanya kontinu, maka f(t)=g(t). Akibatnya, jika di dalam Tabel Transform
Laplace disajikan transform Laplace ¥(s} dari suaty fingsi {(t) yang kontinu, maka
£{{) 1mi bukan satu-satunys invers {ramsform Laplace dari ¥ (), meskipun dia
{mempakan satu-safunya invers tramsform Laplace yang komtinu.  Pernyataan ini

diperjelas oleh contoh berikut.

Contoh 2.9. Jika diandaikan fingsi p(s) = ”'2'"1 , maka menurut Tabel

§° +1

Transform Laplace, mvers transform Laplace dari ¥ (s) adalah {(t)=sint. Fungsi
ini bukan satu-satunys. invers transform Laplace dari F (s), karena dapat ditemukan

invers transform Laplace vang lain, misalnya
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sint  , jike t® 2%
gt} = :

! . dtka t=2m:

Seperti halnya fransformasi Laplace, invers transformasi Laplace juga

mempunysi sifat linter. Sifat kelinieran ini diberikan oleh teorema berikut.

Teorema 2.4. Jika ¢ dan d adalah sembarang konstanta real, sedangkan
F (&), dan G(s) berturut-turut adalzh fangsi-fingsi yang mempunyal invers transform
Laplace, maka

¥ WI{CF[S)%dG-(s)}zcm@ ”%F(s}}—!—dﬁ ""1{(}[5}}.

Bukii Teorema 2.4. Misalkan r(1)- @ “Hr()} dan g(t)- & “He ()}

Dengan menggunakan Teorema 2.2 dan Definisi 2.4 diperoleh
Fofet(+delt)}=c & fr(t)}+d® fel)h=crE)+dals).
Dengan demikian, berdasarkan Definisi 2.4 lagi, persamaan terakhir menunjukkan

bahwa

¥ "]{c F(s)+d(}(s)}=: cf(t)+dgliy=c @ "1{F(s)}+d¢§‘? “i‘gG(s)}.
Bukti selesai.

Contoh 2.10. Andaikata  p(y)- — 271 dan akan ditentokan
$2 +25+10

¥ “Yr()}. Pertama-tama F () dinbzh bentuknya sedemikian sehingga sesuai

dengan bentuk yang ada dalam Tabel Transform Laplace, yakni
b

F detlaginbt b e
: { } (s~ a)? +b?

dan
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7§ a4t 2B
L4 Eea cos‘ot}— (s—a}2+b2

Penyebut dari F () diubah menjadi bentul kuadrat sempurna, menjadi

F(s) = __ﬁ;rf:';gim
{(s+1)"+9

Selamjuinya, F(g) ditulis sebagai kombinasi linier dari & {e tong b t} dan

£ {e*'sinb 1}, menjadi

g4 1 r % 3
(s+1)% 49 3 {s+1)% 49

Fls)=3

Dengan demikian, berdasarkan Teorema 2.4 diperoleh

B (= 27 *!{mﬂiw}w%g -1{ w%m%}

(s+1) +9] 3 E+1¥ +9

= 2e™ cog 3t-—»_§we “* gin 3t.

2.3. KOMPOSISI TRANSFORMASI LAPLACE DENGAN OPERASI

TRANSLASY

Untuk membahas sifat transformasi Laplace yang berkaitan dengan operasi

translasi fimgsi, terlebih dahulu akan disajiken pengertian operasi tersebut.

Definigi 2.5, (Translasi fimgsi). Pandang fimgsi f:fc,)» R, dan

misalkan a 20.  Translasi { sejauh =a adalah fingsi 5.[c+ a,0 ) R, dengan

gx)=f(x—a)
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Operast yang mengawankan setiap fungsi £ yang domikian kepada translasinya

disebut operasi translas fungsi.

Berikut ini akan dizajikan dua teorema mengenai translasi dari suats transform
Laplace dan transform Laplace dari suatu translagi fingsi. Dimulai dengan teorema

berikut, vang sering disebut Teorema Transiasi Pertama.

Teorema 2.5. Jika & {r(1)}= F{s) untuk s>, maka untuk setiap a 20

berlaka

P {ett (1)} = Fls-a) untuk s>0+a. (10)

Bukti Teorema 2.5, Berdasarkan Definisi 2.1, maka

Z e e} =f e R et gt

Jika ditulis n =8 —a, maks
Z {e“f(z)}:jfe‘uff(t)dtmp(u} untuk u> e,

sehingga (10) terbulkti berfalunya, Bukti selesai.

Contoh 2.11. Dalam Contoh 2.7 telah diberikan jaminan bshwa fingsi

F{t)=e?* sinbt mempunyai transform Laplace. Dalam Tabel Transform Laplace

dapat dilihat bahwa

Z {sinbt}z bg{,ﬁ)O-

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 2.5 diperoleh
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¥ {e 8t cin bt} I e 1tk g =g -
b

Selanjutnya skan disajikan apa yang biasa disebut Teorema Translasi Kedua

mengenai transform Laplace dari suatu translasi fungsi.

Teorema 2.6. Jika & {f(1)}= F(s) untuk s>o, dan jiks untuk setiap a0

didefinisiken fimgsi g, (1) dengan rumus

0 , jika O0<£t<a
ga(tjm . ®
flt~ay, jika txa

maka

P {e. ()= F(s) . (11

Bukti Teorema 2.6. Berdasarken Definiei 2.1 maka

E {g. ()} = I:Ge" SE(t - a)di.
Dimisalkan t — a=u, sehingga diperoleh

o

o e ¥ rluldu=e 2% {s),

I Lot f{t~aldt= e"“f
&
yang memperlihatkan berlakunya (11). Bukii selesai.

K
be 2t

Contoh 2.12. Akan ditentukan invers transform Laplace dari )= — 5
t* + b

Karena dari Tabel Transform Laplace diketabui bahwa @ —1{1;2 :-)b . } = ginbus

maka berdasarkan Teorema 2.6 diperoleh
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i3 i1 < o5

@ i{ff__z__}_ 0 ,}:ka C'::ail%.z '
) ‘ A\ L i
§in b(u - hi") jika uz 2

24. TRANSTORMASILAPLACE DARITURUNAN FUNGSE

Uralam pasal ini akan diuraikan sifat-sifal transformasi Laplace yang berkaitan
dengan operasi penurunan fimgst. Keistimewaan sifat ini adalah jika & {r (1)} = F(s)
untuk & > o, dan jika @ {f(1>(t)} juga ada, maka & {fﬁ)(t)} ini hanya berpantan
dengan perkalian I (8) dengan 5. Berkat sifst ini, mska penggunaan transformasi

Laplace pada suato persamaan diferensial aken menghasilkan suatu persamasn

aljabar.,
Teorema 2.7. Andaikan fimgsi £{t) kontinu dan berorde eksponensial o unbul

t20. Jika £(J(1) konfinu bagian demi bagian untuk >0, maka @ {f(1>(t)} ada

untuk s >0, yakui

i {t‘m(t}}z s {£(1)} - £(0). (12)

Bukti Teorema 2.7. Karena £()(1) kontinu bagian demi bagian, maka £0)(r)

mempunyai sejumlah berhingga titik diskontion, misaluya ¢, ¢,,.. ¢, dengan

»En

by <ty <..<t,. Unfuk sembarang 7 >, berlaku

fOTe“““ FWGY ae = | ;‘ e~ st p W) ar 4-‘[:12 e S gr e L+ ffi A O
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Dengan pengintegralan parsial diperoleh
[ et i@y a= et e @Y vl et e @ arr e (]2 +sj;fe~S*f&)dt

¢
-5t p 13 T s
b te t(i)]iﬁ%-sft e”*t i) de.

i

Kekontinuan f(t) mengakibatkan persamann terakhir dapat ditulis menjadi

fje‘“” £ty di= - £(0)+ 75T £(T)+ sf{fe“” E(t) dt- (13)

Mengingat £{t) berorde eksponensial o, makauwntuk s> o berlskn

lim e ST = o, (14)
T -5 w
dan
: T s =
Tlgr;gs!ﬂ e Sti(tidi=s & {f(t)} (15)

Dengan demikian berkat (14) dan (15), dan dengan mengambil limit kedua roas

persamaan (13} wntuk T -3 o, terbukti bahwa @ [;qy)  ada dan rumms (12)
{t)

diperoleh. Bukii selesai.

Teorema 2.7 dapat dikembangkan untuk £(t) yang kontinu bagian demi bagian.

Jika () diskontiou di titik-titik a,,a,,... ,a,,, maka berlaku romus

& {fm(t)}z s & {F®) - - [r(e])- f(a;)]e“ﬁts-[f(ag")n f(ag)]e‘“zs

- w[f(;i%)- f(a;;l)]e" B
Perluasan Teorema 2.7 untuk £()(y) diberikan oleh teorema berikut, vang

buktinya didasarkan pada prinsip induksi matematika.
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Teorema 2.8  Andaiken foogsi-fangsi 1{1), s, £ ), .., £l0-1(;)

kontinuy dan berorde eksponensial o wtak t>0. Jika $00() kontinu bagian demi

bagian intok ¢ = 0, maka

& {rm @ = s f1 0} 80 - s DOy~ - £l (o)

Dari £{t)=tsinewt didapat £{0)=0, r'D=sinnt+ot cos o t, t(0)= ¢ dan

£ = 20 cos 0t~ 0? £(1). Berdasarkan Teorema 2.8 diperoleh
Z{tP0) = 2 & {0} -5 £(0)- £O(0)
2o & {cos @ t}~ w* {f(L)} = 5% & {{(L)}
20 Z {eosath = (s* + 02 )& {r(1)}.

Dari Tabel Transform Laplace diketahui bahwa

A {cos o t} == -5—-"-3 p

S’+€02

sehingga
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2.5. TRARSFORMASILAPLACE BARIKONVOLUSI FUNGST
Salah satu sifat yang sangaf berguna untuk menentukan invers transform Laplace
adalah apa yang disebut Teorema Konvolusi Fuogsi, seperti yang akan disajiken di

bawah ini. Namun sebelumnya, akan didefinisikan terlebih dabuln kongep-konsep

refleksi dan konvolusi fungsi.

Definisi 2.6. (Refleksi fimpsi). Pandang fingsi £ [c, d] — B dan misalkan

a2 0. Refleksi { dengan sumbu simetri o - % adalah fungs

g:la—d,—c+a]l - R, dengan g (x)=1{a—x)

Definigi 2.7. (Konvolusi fingsi). Jika fingei-fungsi £(t) dan g (i} kontinu

bagian dem: bagian dalam setiap interval terfutup berbentuk [0, 5], maka konvolusi

dari fimgsi-fongsi £(t) dan g () adalah fingsi £t} # g (t), dengan

E(t)*g(t)= [t} gt~ t)an. (16)

Contoh 2,14, Diberikan fimgsi-fingsi £{t) = cos wt dan g(t) = =2 sin @ & -
[6)]

Dengan menggunakan Definisi 2.7, diperoleh konvolusi dari fingsi £(t) dan g (1),

yailu
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_ ot . :
f{)eglt)= E{;J‘o cos o t(sin @ L cos o T~ cos® tsin wt)dr
1 1 (1 + cos th] 1 t (sin 2034:)
= e giN @4 e L 3 T — [V dt
= sin -{0 5 - cos Io 2
1 t sin2ot 1 I-cos2at
=-—gm et |+ - == gcoswt| —————
W 2 4 (3] 4@
t[I;+'E’LS'H*MDtcosmit) 1 ot 1“(1~235n2@t)
= —ginmi | — - 00y
Z 4® ® 4m
__tsinoat
T T2

Operast konvolusi fingsi bersifaf komutatif. Sifat ini diberikan oleh teorema berikut.

Teorema 2.9. Jika fungsi-fongsi £(1) dan g(f) Kkontinn bagian demi bagian
dalam setiap interval tertutup berbentok [0, b], maka

AUAFIUES JGRSAUR

Bukti Teorema 2.9. Berdasarkan Definisi 2.7, jika diandaikan u=t—1 maka

berlaku
flt)*glt)= I;ff“ﬂ)g(t— Tide s ~ Iff(t* wigluldu= g{e)* (L),

Bukti selesai.
Sekarang telah siap untuk menyajikan Teoreima Konvolusi Fungsi.

Teorema 2.10. Jika & {f(t}}t= F(s) dan & {g(t)}= G(s) keduanya ada

untuk # > ¢, maka

Z () g(t)}=F () G(s).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

24

Bukii Teorema 2.10. Dengan menggunakan Definisi 2.1 dan Definisi 2.7

diperoleh
Z W s)= tim [l [J";fir)g&—m)dr}dt-

Integral berulang di atas diintegralkan mula-mula terhadap © dari 0 sampai t kemudian
terhadap t dari O sampai T. Batas ini bersesuaian dengan daerah arsiran R pada
bidang t1 yang diperlihatkan oleh Gambar 1. Dengan memisalkan e¢=t-1 dan
v =1, maka dapat diperlihatkan bahwa daerah R ditransformasikan menjadi daerah R*

dalam bidang uv, seperti tampak dalam Gumbar 2. Dengan demikian,

& {f(trg(th = lim I:j:e”‘(‘“'“)f(v Jgluld vd u

T e

: T om T oev
::élﬂ ) € g(u}ﬂg e ™y )d v]d u

%_i_gr}o[.[n:re"“"f(v)d V.I:e"“‘g(u)d u}
I:e"wf(v)d V.I:e"‘“g(u)d u

= F{s)G(s).

il

It

Bukti selesas,
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Gambar 1 Gambar 2

Contoh 2.15.  Diberikan fimgei gy 8 — Akan ditentukan
(s? + a?)

@ 1 p (). F(5) dapat ditulis sebagai ( - ?)( ! 2].

$7 +a” 85 +a

Dari Tabel Transform Laplace diketahui bahwa

8
o@ =L = at
a? 4+ g% o s

£y,

-
N
R\
w@h
z
2
y/

o S

dan

.
£

vg_{}ii v

B

" Y

J“f“ﬁ@s‘:bg\k"@ A
% ¥ K 9\,‘5\—&

T

5" +a

i 1
g—]{"‘ﬁ“ 2}:;—31':1&%

/

S

maka dengan menggunakan Teorema 2.10 diperoleh

Z "I{F(s)}m cosat ® é«sin at -

Dalam Contoh 2.14 diperoleh

. i si
cos ai:*ml—szn at = m &t
a 2a
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BAR Y
TEEKNIK TRANSFORMASI LAPLACE

Dalam bab II telah dibahas tentang fransformasi Laplace beserta sifat-sifamya.
Selanjutnya pada bab 1 ini akan divraiken tentang teknik transformasi Laplace yakni
telnik untok menyelesaikan suaty MINA dengan menggunakan transformasi Laplace.

MNA yang akan dibahas nanti dikhususkan berupa MNA yang berkaitan dengan
persamaan diferensial linter biasa fak homogen berkoefisien konstan. Oleh karena ity,
uraian tentang teknik fransformasi Laplace skan didahului dengan pembahasan

mengenai pengertian dan sifat-sifat dasar MNA tersebut.

3.1, MNA

Pembahasan MINA akan didabului dengan uraian tentang persamaan diferensial

linter biasa tak homogen berkoefision konstan, yang didefinisikan sebagai berikut.

Befinign 3.1, (Persamaan diferengial linier biass tak homopen berkoefisien

konstan}. Misalkan 220, dan ffungsi fak nol yang kontinu bagian demi bagian pada

setiap interval berbentuk [a, b]. Persamann diferensial yang berbentuk

et P b ey O e o O 3 e x(1) = £(1), (in

dimana ¢g, ¢f, ¢y, - , o, berupa konstenta-konstanta real, dan ¢, =0, disebut

pergamasn diferensial linier biasa tak homogen berkoefisien konstan berorde n.

Untuk selanjuinyz dalam skripsi ini, persamasn diferensial tersebut akan

disebut dengan singkaten PDLBTH saja.
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Definigi 3.2. (Penyelesaian PDLBTH). Misalkan 220 dan { fingsi tak nol

vang kontinu bagian demi bagian pada setiap interval berbentuk [a b]. Suafu fungsi
u (t) yang kontinu bagian demi bagian pada sefiap interval berbentuk [a,b] vang
memennhi persamasn diferensial (17), disebut penyelesaian persamaan diferencial
itu.

Contoh 3.1. Ihberikan PDLBTH berbentuk

x(z)[t) - x(l)(t) = el gint . {18)
Akan  ditunjukkan  behwa  fingei-fingsi u ()= 1~ %«et(giﬁ t+cost)  dan

v{t)=el - %—ei(gin t + cos 1-,) merupakan  penyelesaian-penyelesaian PDLRBTH

tersebul. Perhatikan bahwsa u(!)(t) =-elcost dan u{g)(t} =~elcost+elsint,
sehingga dengan mensubstifusikannya ke dalam (18), diperoleh
u(Z){t) ~ u(l)(a) = el gin t ,

yang menunjukkan bahwa fangsi u () memenuhi persamaan (18). Demikian juga dapat

diperlihatkan secara anslog bashwa v (t) memenuhi (18) pula

Jika dalam (17}, £{{) =0, maka (17) disebut sebagai persamaan diferensial
linier biasa homogen berkoefisien konstan {PDLBH). Pengertian penyelesaian umum
PDLBH ini alean diberikan oleh definisi berikut, seperti yang dikemukakan dalam Ross

{1984, h. 109).
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Definist 3.3, {(Penyelesaian umum PDLBH). Jika  w,, w,, - v,
merupakan n buah penyelesain yang bebas hinter dari PDLBH
cax B be,  x @4 s x WD) acgnlt)= 0, (19)
maka kombinasi [inier
kyw,+hkawy +oH kW,
demgan «,, k,, - ,k, konstanta-konstanta real, disebut penyelesatan vmum PDLBH

(19}
Terdapai hubungan antara penyelesaian ummm persamasn {19)  dan

penyelesaian persamaan (17), vang akan diberikan oleh teorema berikut.

Teorema 3.1. Jika x, Sualu penyelesaian dari PDLBTH (17) dan x, suvatu
penyelesaian vmum dari PDLBH (19), maka =y +x, juga merupakan

penyelesaian PDLETH (17).

Bukti Teorema 3.1, Jika A disubstitusikan ke (17), diperoleh

Cp Xy (“}(t) tChayEp (ﬂ"”(t) LR P {[)(t)+ g Xy (£)=£(t),
dan jika x, disubstitusikanke (19} diperoleh

Cp Xy (n)(t) + o1 Xy (n_l)(i)"ﬁ' e b Oy Xy, (!)(t} +Cp Xy, (t) = (.
Dengan demikian berlaku hubungan

ey (g + x?}(n>(t} tega(Ey + xp)(n'ml)(t)%-

v oy (ep +xp) () + og Grp + 1)) = £C),
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yang memperlihatkan babwa «, 4 x > memenuht {17). Bukt selesai.

Penyelesaian PDLBTH  yang berbemtuk 2=y, +x p? seperti yang

dikemukakan di atas, disebut penyelesaian wnum PDLBTH (17). Berkaitan dengan
i, penvelesaian v (t) pada Definisi 3.2 seringkali dinamakan penyelesaian khusus
PDLBTH (17). Penyelesaian khusug PDLBTH (17) dapat ditentukan antara lain dengan
menggungkan teknik-teknik koefisien tak tentu, invers operator dan varissi parameter

(lihat misalnya dalam Wardiman, 1981, h. 127-91).

Contoh 3.2. Ditinjau kembali PDLBTH (18), yang berkaitan dengan PDLBH
@) - xDy=0. (20)
Jelas bahwa 1 dan ' weropakan penyelesaian-penyelesaian khusus (20} yang bebas
limer. Maka menurut Definisi 3.3, A+ B e' merupakan penyelesaian umum (20).

Pada Contoh 3.1 felah diperoleh penyelesaian khusus PDILBTH (i8), yang salah

safunya adalah (1) = 1~ +e'(sin t + cost}. Dengan demikian, berdasarkan Teorema
31 z=n+Bel +1- et(sint+ cost) merupakan penyelesaian mmum PDLBTH

(18).

Telah diketahui (misalnya dalam Boyee & Di Prima, 1986, h 193) bahwa
penyelesaian viowm POLBTH (17) dapat dinyatakan gebagai kombinasi linter dari n

bush penyelesaian khusus PDLBH (19) yang bebag limer. Dengan demikian
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penyelesaian winum PDLBTH (17) wengandung n bush konstanita sembarang Dari
penyelesaian wum ini dapat ditenfukan suatu penyelesaian khusus (17) yang unik,

apabila diketahui n buah syarat vang antera lain berbentult
x{a) = xa)(a)ﬂ e x(nmwia) = 0. (21

Syarat-syarat yang berbentuk seperti (21) disebut syarat-syarat awal PDLBTH (17).

Berikut ini akan disajiken definisi MNA yang berkaitan dengan PDLBTH (17).

MMNA bertipe khusus ini akan mendasari pembahasan pada bab-bab selanjutnya.

Definigi 3.4, (MINA). PDLBTH (17} vyang dilengkapi dengan syarat-syarat

awal (21) disebut MNA.

Contoh 3.3 Pandang MNA yang berkaitan dengan PDLBTH (18) dengan
syarat-syarat

s {0} = x(0)= 0 . (22)

Dari Contoh 3.2 diketabui penyelesaian uomim (18) adalab
z=A+Be +1- -é—et(siﬁ L4+ cos t),
sehingga

2(1)=Bet~et00st.
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Mengingat syarat-syarat (22) maka wtuk = 0, z manpun 217 tersebut harus berharga

nol, sehingga diperoleh A = .11 dan B=1, Dengan demikisn, penvelesaian MNA
2

(18), (22) adalsh

z=-1h+e* - te*(sint+ cost).

Jaminan akan adanya penyelesaian bagi MNA (17), (21) dan keunikan
penyelesaian ini diberikan oleh teorema berikut, yang biasa dikenal sebagai Teorema
Eksistensi dan Ketunggalan. Bukti teorema i1 tidak disajikan di sini karena melibatkan
berbagai konsep di lvar ruang lingkup skripsi ini, misalnya konvergensi seragam
barisan fungst dan syarat Lipschitz (lithat misalnya Kaplan, 1958, h. 473-6, atau

Coddington, 1961, b, 250-1).

Teorema 3.2, Jika a>=0 dan { fongsi tak nol yang kentinu bagian demi
bagian pada setiap interval berbentuk [a, b], maka terdapat tepat sebush penyelesaian

bagi MNA (17), (21).

32, TEKNIKTRANSFORMASILAPLACE

Dalam bab II telah dibahas tentang fransformasi Laplace beserta sifat-sifatnya.
Sekarang akan diperhihatkan peranan transformasi Laplace dalam menyelesaikan suatu

MNA. Dalam hal ini transformasi Laplace mampu menyelesaikan MNA secara lebih
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sederhana. Proses penyelesaian MNA dengan teknik ini dilakukan dalam tiga langkah
utama. Pertama, dengan menggunakan transformasi Laplace pergamasn diferensial
begerta syarat-gyarat awalnya yang diberikan diubah menjadi suatu persamasn aljabar.
Kedua, persamasn aljabar ini diselesaikan semata-mata dengsn manipulagi aljabar,
Ketiga, penyelesaian persamasan aljabar itn dikenai operasi invers frausformasi
Laplace, yang menghasilkan penyelesaian dari MINA semula,

MNA yang akan diselesaikan dikhususkan untuk MNA yang berkaitan dengan
PDLBTH seperti telah digraikan dalam pasal 3.1, Untuk lebih jelasnya perhatikan

contoh-contoh berikut ini.

penyelesaiannya dengan menggunakan transformas: Laplace. Kenakan transformasi

Laplace pada kedua ruas dari persamaan (18), sehingga dihasilkan hubungan

¥ {X{z)[t)} - {x(l)(tj] = B {et sint}. (23)

Drengan menggunakan Teorema 2.8 dan syarat-syarat awal (22} diperoleh

£ [x(l)(t)] = g¥(s) dan & {x{:")(t)} = s (s

Di samping itu, dari Contoh 2.11 diketahui bahwa

72 PP RS S =1,
ofﬁ %e smi}— (s—z)3+12 ? unfuk &> 1

Dengan demikian persamaan (23) dapat dituliskan kembali menjadi persamaan

aljabar



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

2 () - sX (8) = E";Tll)“ZIT

1
(s— 1%« 1) sle—1)

X(g) = (

Dengan menggunakan pecahsn parsial diperoleh

1

[ WP 1) s{s— 1)

H |
1 o8

=1 (5-1)% +1

}{I(s'}z(

A
5

1 1 1 5- 1 1
I e b —— 3 Ee 5 .
s s-1 20fe-1¥ 41 (5-1)° #1

Dengan demikian, berdasarkan Tabel Transform Laplace diperoleh

¥ 14}
X(t)——"z"%-e —E*(e cost 4+ e smt)-

34

Tampak bahwa penyelesaian ini persis sama dengan penyelesaian MNA (18), (22)

seperti yang dikemukakan dalam Contoh 3.3. Hal ini tidak mengherankan mengingat

ketunggalan penyelesaion MINA seperti vang dijamin oleh Teorema 3.2.

Contoh 3.5. Diberikan MNA
)+ =P - 10x(t) = 5, (1),
x(0) = x1(0) = x@0)= o,
dimana

L jika 02tk
8y (t) = .
8 jika t>»k

(24}

(25)
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Berdasarkan Teorsma 2.8  dan perhitungan trapsform Laplace dari 8, (1) pada
Contoh 2.2, penerapan transformasi Laplace pada MINA di atas menghasilkan
s (5) + s K (5]~ 10%(s) = -5—11:(1« e Y, sw0.

Dengan menggunakan operasi-operasi aljabar, persamaan terakhir dapaf dinyatakan
kembali menjadi
X (s)= Xy ()~ 34 (s),

1
gk (g 2)((s+1)2 ~%~4)

dimana x (4= , dan X, (s) = e 55 3, (s,

Penguraian pecahan parsial pada 3¢, (s) menghasilkan

Wy A5 1 4 sl 4 1
Hodshm oo = ] o [ F e - — A
) k[ 10 (s] 26(5"-2j 65(s+1)° +4 65 (s+1)2+4_]

sehingga dengan menggunakan Tabel Transform Laplace, diperoleh invers transform

Laplacenya, yaitu

i 1 1 24 4 = {} 2 .
T B e B 2t n .
xl(t) k[ 1 5 e “SE Cos % e “sm2t

Selanjutnya, berdasarkan Teorema Translasi Kedna, invers transform Laplace bagi

X 4(s) dapat ditemukan, yakni

.  jika0<t <k
xp(t)= ‘

% (t-k) | jikat >k

Dengan demikian, menurat sifat kelinieran invers ftransformasi Laplace, maka

& -1 {x(s)} adalsh



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

36

%x(t)= %, () - x5 (),

yang merupakan penyelesatan bagi MNA di atas,

Contoh 3.6. Pandang MINA

<@+ 2x(t) = 1),

(55 - =05 -o.

y, jka 0 < £ < 1

dengan . (y) -
0, jikat > 1

Berdasarkan Tabel Transform Laplace, persamasn pembantu

(sz + 2)5{(5) ~ ¥ (0) - x(l)(O)z‘ A {r[t)}

mempunyai penyelesalan

& {1 (t)} $ (0)+ - () ¢oy
52 2 S' +2 P2

= ¥ { qm«rt} {r (f)}+»w-z~—x(0)+~—;——~x {0y .

X {s)=

Menurut Teorema Konvolugi Fungsi, dari persamaan terakhir diperoleh penyelesaian

MMNA di atas, yang masih mengandung konstanta-konstanta x (0) dan «%7{0), yakat

l{ém%cos«ff‘tﬁ-cos«/ftx(t‘lh:«%sin«ﬁ_tx{l)(o} jika © <t <1
.(26)
{ , Hka t > 1

Mengingat syarat-syarat awal yang diberikan, maka unfuk menentukan nilai-nilai x (0)
Untuk 0 <t<1

w{i)=

o5(~2 t—~/2)-Leos/2 t4cosT tx (0} :i%esin sy

23

dan xW(0), culwp diperhatikan rumus () univk O<t<l

berlaku
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x&)(t}m’ é‘%ffsinxﬁ—t-ﬂ A2 sin A2 t x(0) + COS-?JE&XCI)(O) .

Dengan mensubtituzikan syarat-syarat awal ke dalam (26) dan (27) dihasilken

JF 5 (0 20 (8)= /71

2

x(0)- 7 =W 0)= 4

, bt

sehingga x{p) = % %Jg dan W{g) = -

fovd

Dengan demikian, penyelesaian MNA di atas menjadi

—%—%Jf(cos«fzwtnt sin th) ka0 <t <
z(t)=

—;'—cos(\ﬁi—xfi)-—i-f«\fi.(cos«ffﬂ- sin «fft) , jikat =1

37

(27}



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB IV
TEENIK FUNGSI GREEN

Dalam bab 10T telah divraikan tentang teknik transformasi Laplace. Telunik ini
mampy menyelesaikan MINA yang melibatkon PDLBTH (17) dengan fungsi sumber
berupa fungsi kontinu bagian demi bagian. Meskipun demikian, tidak semua MNA jenis
i dapat digelegaikan dengan telnik transformasi Laplace. Hal ini dikarenskan tidak
semma fimgsi sumbernya mudah dicari transform Laplacenya, atan bahkan ada yang
tidak mempunyai transform Laplace samsa sekali. Bertolak dari masalah inilah bab IV
alean mengiraikan suafi teknik yang mampu mengatasi keterbatagan teknik fransformasi
Laplace, yakni tekmk fungsi Green.

Telnik fimgsi Green didagarkan pada konsep fimgsi Green. Terdapat berbagai
definisi  fungyi Creen yang zaling berlainan tfetapi saling ekivalen, Dengan dasar
ckivalensi berbagat definigi fingsi Green tersebut, skripsi ini hanya akan membahag
saloh sata definigi gaja, yakni definist yang melibatkan fangsi & Dirac.

Bab ini alan diawall dengan uraisn tentang fimgsi & Dirac. Selanjutaya akan

dibahas pokok permasalahan skripsi yakni fimgsi Green dan teknik fingsi Green. Di
samping ifu, akan dilengkapi pula dengan pemaparan beberapa heistimewasn dan

kelemahan dart telnil ini.

38
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4.1, TURGSI& DIRAC

Fungsi & Dirac, vang sering juga disebut fungsi impuls satuan, telah lama
dikenal oleh kalangan fisika dan keteknikan, Latar belakang pemunculan gagasan fingsi
ini adalsh untuk merepresentasikan gaya-gays vang bersifat impulsif, yakni gaya yang
culup besar yang berlangeung dalam interval waltdn yang sangat singkat, dengan impuls
sebesar safu satuan (Finizio/Landas, 1988, h. 192). Misaluya untuk merepresentasikan
gaya yang bekerja jika sebunah palu dipukulian pada pakao.

Tinjau kembali fingsi 8, (1) seperti yang telah didefinisikan oleh (6} dalam

bab 1. &, (t) merupakan kasus khusus dari fingsi 8, (1~ o) dengan o 20, yang

didefinisikan oleh ramusg

L, jika t €flo, a+k]
81{((2-- Gi): .

0, jika t &[0, o+l]

(28}
Alabatnya, fimgst 6 (¢ - t) menjadi
L jika te[o~k, o]
5;{{01 - t) = -
0, jika t e Joe—k, o)
(29}

Untnk setiap k > 0, grafik dari kedus fingsi i1 bertorut-turut disajikan oleh Gambar 3

don Gambar 4.
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u b, u P
1 ........... W ..i_ ----- 4?-——-——-—-—?
i : : I 5 5
: : ' !
: : ! !
o otk t -k L
(Gambar 3 Gambar 4

Jika s, (t - o) menyastakan besar gaya yang bekerja pada snatu sistem, maka
gaya ml mempengaruhi gistem hanya pada interval waltu o <t <o+ k. Besar impuls

dari tiap-tiap gaya 8, (1 - o) adalah

®? bk
fu 8y (t—a)ait:fﬂl —j-lgdi;zl- (30)

Uniuk k yang sangat kecil, pengaruh gaya tersebut berlangsung pada wakiu yang
sangat singkat, tetapi gaya memiadi sangat besar, dengan impuls tetap gebesar saty
satuan seperti vang ditunjukkan oleh (30). Jadi oleh kalangan fisika dan ketekmkan,
fungsi & Dirac dibayangkan sebagai limit dari §, (1 - o) untuk k — 0, yakni

3 (b= oy = lim By (t- ) {(31)

sedemikian hingga

j;"a(a»- oy dt= 1. 32)
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Perhatikan bahwa berdasmken defimsi (28), watuk k — 0, 8,0~ a)
konvergen ke fungsi yang berharga nol di mana-mana kecuali di «.  Jadi dari (31)
tampak bahwa & ({ — o) berharga nol di mana-mana kecuali di &, sehingga berdasarkan
pengertian integral, haruslah berlaku

f:&(f.m&) dt = 0, (33)
yang jelag bertentangan dengan asumsi (32). Dengan demikian, berdasarkan fakta
dalam (32) dan (33} wvang tidak konsisten, dapat disimpullan bahwa pengertian
tenfang  fingsi & Dirac vyang disvarathan  oleh  (31), (32) tidak dapat
dipertanggungjawablan secara matematis.

Untuk mengatasi ketidabkonsistenan ini, dalam matematika telah dikenal apa
yang disebut distribusi 8 Dirac. Dibandingkan fimgsi 3 Dirac, konsep tersebut jauh
lebih baik dalam rangka merepresentasikan gaya-gayz impuleif (Sosento, 1996, h. 45-
573.

Namun demikian, pengertian maupun pengeunaan distribusi § Dirac  sengaja
iidak akan dibshas dalam  ekripsi it Meskipun mengandung  masalah
ketidakkonsistenan, skripsi ini akan tefap menpounakan fumgsi 8 Dirac  dalam

pembahasan selanjutnya, yakint mengikuti kebiasaan kalangan fisika dan keteknikan

dalam pemakaian teknik fungsi Green (Friedman, 1956, h. 156).

Gagasan impuls satuan bagi & (t— o) dalam (32) sebenarnya berkaitan dengan

Jim j:" Sy (b~} dt =1, (34)
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yang dipercleh berdasarkan (30). Temyats (34} ini merupakan kasus khusus dari salah

satu sifat istimewa dari fingsl &, (¢~ «) vang diberikan oleh Teorema 4.1 berikut

ini.

demi bagian pada setiap interval tutup, berlaku

Jim. j‘:’ By (b — o) () db = f (o) - (35)

Bukti Teorema 4.1, Tenpa mengurangi kewmuman, pandanglah interval tutap

fo, oo+ 1] Misalkan ¢y, ty, ..., t,, dengan o <ty <ty < ... < i, <c+1, adalah
titik-titik diskontinn ~ £{f) pada Jo,e+1].  Perhafikan sembarang harga

ke (0,t, — a). Berdasarkan definisi (28) maka diperoleh
j:’ Br(t=—a) ftydt = {;j’j”‘f(tj dt - (36)

Selanjutnya, dengan menggunakan Teorema Wilai Rata-rata Infegral, (lihat Purcell &
Varberg, 1997, h. 281), (36) menjadi

Io&-i—k

.;{_ . E® di‘,::—.i_—‘kfic):: f ). wntuk ¢ e fo, o+ K] .

Dengan demikian, untuk k — 0, maka ¢ - @ dan £{e) -~ f{e). Dengan kata lain,
Jim jg" Syt~ o) £(8) dt = £ (e) -

Bl selesas
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Iigalkan f(t) sembarang fingsi vang konting bagian demi bagian pada
setiap interval tutup. Persamasn (35) mendasari tunbulnya gagasan definisi integral

S{t—a)f{t), yalm
j:’ Bt~ @) F( dt= f(a)- (37)

Tampak bahwa (37) merupakan perluasan dart (32).

Sifat dalam Teorema 4.1 berlaku jugamtuk 5, (v - 1) dalam (29), vakni
Jim [ 7 Sy (o= 1) £ b= £ (@) (38)
Buktinya analog dengan bukii  Teorema 4.1 di atas. Lebih lanjut, jika pada (38)
diasumsikan £(t) = 0 untuk {«<a, dimana 8 >0, maka (38) mengakibatkan
, o | A
Jim fa Sy (or— 1) F(D db = £ (o) (39)
Seperti halnya pada pendefinisian (37) berdasarkan hubungan (35), persamaan (39)
tersebut mendasari gagasan definisi pengintegralan § (o — ) £(1), vakni
&9 o n
ja B (00— ty F(E) dt= £ (o).

(40)
Selanjuinya, dengan menggmakan (37), didefinisikan  trangform Laplace

dari & (t— @), yakni

B o{sl -l = e 5, (A1)

Secara khusus, jika o= 0 maka

Z {s(th=1. (42)
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4.2, FUNGSIGREEN

Penyelesaian MNA (17), (21} dengan teknik fungsi Green didasarkan pada
kongep fungei Green. Dalam berbagai literatuor seperti Friedman (1956), Golomb &
Shanks (1965), Birkhoff' & Rota {1978) maupun Zauderer (1989) tampak bahwa
terdapat paling tidak empat macam cara mendefinisikan fingsi Green. Dalam definisi
pertama, fingyi CGreen didefinisikan sebagni penyelesaian dari suatu MNA yang
berkaiton denpan PDLBTH (17 dimana fungsi sumbernya berupa apa yang bissa
disebut dengan fimgsi & Dirac. Definisi kedua melibatkan fingsi G, (1) yang
merupakan penyelesaian dari MNA yang sama, fetapi dengan fimgsi suwmber berupa
fungsi 5, (1) yang dizajikan oleh {(6). Menurut definisi ini, fingsi Green didefinisikan

sebagal (i ¢, (1y. Definisi ketign menyebutkan bahwa fingsi Green merupakan
k>0

turonan darl penyelesaian MINA (17), (21} dengan fungsi sumber berupa fonggi tangea
gatuan (5 dalam bab I Berbeda dengan ketiga definisi tadi vang melibatkan PDLBTH,
definigi keempat mendefinizsikan Hmgsi Green sebagai penyelesaian PDLBH (19)
dengan syaraf-syarat awal

2(0) = x ()= P == 2D 0y = 0, D)=t

Tampak balwa keempat definist fimgei Green di afas saling berlainan. Akan
tetapi, seperti yang telsh diperlihatkan dalam Susento (1997), termvata semua definisi
tersebut ekivalen satu gama fain. Atas daser ini, maka pembahasan tentang teknik fingsi
Green ocukup mendasakan din pada salah  saty  definisi  saja. Mengingat

kesederhanaannya, maka konsep fungsi Green vang akan dipakal dalain pembahasan
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selanjuinya didasarkan pada definisi perfama di afas. Definisi tersebut secara lengkap

disajiken berikut ini,

Definisi 4.1, (Pungsi Green). Pandang MNA

SRR O LT SN € B S S S R T O (43)

(= xD 0y = x@ D 0y=0. (44)

Penyelesaian G (1) dari MNA (43), (44) disebut fingsi Green.

2@y w ) = 81, (453)

x (@) =xP (0= 0. (46)
Dengan menggunakan transformasi Laplace, akan ditentukan fingsi Green dari MNA
(45}, (46). Berdasarkan Teorema 2.8 dan pengertian transform Laplace dari 5 (t),
serla dengan mengingat syarat awal (46), maka diperoleh persamaan pembantu

& (D + Ni=1,
sehingga

H(g)=

52 41
Dengan menggumakan Tabel Transform Laplace, diperoleh invers fransform Laplace
dari X(s) yang sekaligus merupakan fungsi Green dari MINA tersebut vakni

Gy =x () =smt .
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Contoh 4.2. Alkan ditentukan fingsi Green yang berkaifan dengan MNA (24),
{25} dalam Contoh 3.5. Dengan mengganti fungm sumbernya menjadi & (t), penerapan
transfonmast Laplace pada MINA tersebut menghasilkan persamasn pembanta
CHEF X () - 10X (=1

Dengan pengoperasian aljabar diperoleh

1
¥ (8) = '
- (5 2Y((s+ 1? +4)

Penguraian pecahan parsial pada X(5) menghasilkan
1 1 1 §+1 3 1
o b St Bl
©=GGT) 1 s+ D% +4) 13\ s+ D% 44

Diengan demikian, fungsi Green yang dimaksud dapat diperoleh berdasarkan Tabel

Transform Laplace, vakn

O PR L L P I AP e
Gy = 2@ 136 230 cos 2t 266 gin 2t
Contol 4.3, Pandang MNA
Py -3xQ W+ 7P w-5xV @ = 5, (47
2(0) = P 0= xP (=P (0)y=0. (48)

Penerapan transformasi Laplace pada MNA di atas menghasilkan persamaan pembanto
s W38 XD+ 7T 52 Wi - 58X (H=1,

dengan penyelesaian
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i
g1} {sz - 254+ 5)

Higy=
Drengan pemecahon parsial pada X (g), diperoleh
o 1(1] 1(1) 1( s 1 ] 1( 1 ]
S T T T Sy [— - IS, R e e | ]
S LW R R Py T [s-1)? +4) 5\(s-13"+4

Dengan demikian, berdasarkan Tabel Transforim Laplace diperoleh fimgsi Green dari

MINA (47}, (48), yakm

1 1 1 i
ERERIE b Tl “"E'*‘”“Gi Mo el cgs o™

) 20 s

Conteh 4.4, Perhatikan MNA bertkut.
P @y 3x@ @y - axV =801, (49

20y = x® ()= x® (03 = 2P ) = s 0) = 0. (50)

Akan ditentukan fingsi Green dan MNA di atas dengan mengeunakan transformasi
Laplace., Persamasn pembaniu
£ ¥ ()~ 3 5 His)~4 sX(g)=1,

mempunyai penyelesaian

1

X = NG h

Bentuk pecahan parsial dari X (8) adalah

](1)41(s]+1[ s]
4 8 3 52+1 20 gz_,@

W)= - —

Berdasarkan Tabel Transform Laplace, invers transform Laplace dori X (s) yakni
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1 1 1
()=~ T g eoes b ) cosh 2t

yang merupakan fingsi Green yang dieari.

4.5, TREENIKFURGRIGREEN

Langkuh pertama penyelesaian MINA (17), {21) dengan memakat teknik fungsi
Green tidak lain adalah penentoan fimgai Green it sendirt. Dalam hal ind, fingsi Green
dapat dicari dengan memakai teknik transformasi Laplace. Begita fungsi Green telah
ditemukan, maka langkah selanjutnya tinggal mengkonvolusikan finpsi Green ini dengan
fungsi sumber pada (17). Hasil konvolusi inilah vang merupaken penyelesaian bagi

MINA yang dicari. Pernyvataan ini dipertegas oleh Teorema 4.2 berikut ini.

Teorema 4.2. Pandang MINA
eax® W e g x2OT WLF o x P ) () = FQL), {51)

D) =zxP @=...=z"" @)= 0. (52)

Jika G(t) fingsi Green wepurut Definigi 4.1, maka £() = G{#) merupakan

penyelesaian dari MNA (51), (52).

Bukti Teorems 4.2. Misalkan P (D) dan P (&) masing-masing menyatakan

operator

dﬂ dnml
FIERS

d
oLty TTF Q)

gt di
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dan

ail aﬂ -1 & N
s Cp o
gt 7

¢ F Cpuy =T b b
Tapt T gyand

Menurut Definisi 2.7 dan dengan mengasumsikan £(#)=0 wnfuk {<a pada (51),
diperoleh hubungan
PO (D * G ()] = P D) [; FD0 - 1) dx
= P (D) j; PTG (- 1) dt

- j: FOOP (@YG (t ~ thde- (53)

Kesamaan pada baris terakhir di ofas didaserkan pads sifat pertukaran vrutan
operagi-operasi turunan dan konvolusi yang disajikan dalam Folland (1992, h, 207).
Kalan ditelusuri lebih japly, sifat i merupakan akibat langsung dani sifat perfukaran
wrutan operagi-operasi fnunan dan pengintegralan yang ferdapat dalam Rudin (1976, h,
236). Bukii dari kedua sifit ite sengaja tidak dipapakan di sini, kerena melibatkan
berbagal konsep di luar ruang lingkup skripsi, misalnya integral Riemann-Stielfjes,
fungsi bervariagi terbatas, dan konvergensi seragam.

Selanjutuya, berdasarken Definist 4.1 dan dengan menerapkan romus (40),

maka (53) dapat ditulis menjadi

P *G D] = j: F(ey8(t— tyde = £(t)-

Dengan dennkian tampak bahwa () + G {8} merupakan penyelesaian dari persamaan
diferensial (51). Di samping itu, jika u () = £(t) * G () maka dari Definisi 2.7 jelas

bahwa u{a) =0, davuntk 1=1,2, .., n-1 berlako
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i

: dqi ) g
u@ ey = -7 I; F(v) G (L~ ) dt “I: JOBr L
sehingga u @ (a) = 0. Ini memperlihatkan bahwa £(t) * G (t) memenuhi pula syarat-

syarat awal (52). Bukti selesat.

Sekarang kita telsh sisp untuk meuyajikan contoh-coutoh pemakaian teknile

fiungs Green.

Contoh 4.5. Perhatikan kembali MNA (24), (25) dalam Contoh 3.5 pada bab
Ui. Akan ditentukan penyelesaiun dari MINA tersebut dengan menggunakan teknik fungsi
Green. Fungsi Green Gty dari MNA di atas telah diberikan oleh Contoh 4.2,
sehingga penyelesaiannys merupakan konvolusi dari  G{t) den fimgsi sumber
(i) = 8y (r), yakni

¢ o
TR = th! ...1:._. 2t - ._]:__ = t"n A - .w‘;})m =t 3k
0 * G0 52{@) Lme b cosd i e sin2 ¢
o o 2L
= M]J_';I(g {}1{ (f)e ( i)d?f
- gt 8, e T8 Deosaq - e
o %m{é ‘Sk (r)e—(t =7 sin 2t - )dy .
Berdasarkan definisi &, (1) pada persamaan (6} dalam bab II dan rumus-rumus dasar

trigonometri diperoleh
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i k.~ ar
B e
Fy = G 13§< j dr
. T:‘%—E—E-MtvaO‘aZifk(.rCO":‘L vdrteind tf et ging z’dr::j'

N K - o ¥ gin
T [smlt!ee cos rde cosZt.fOe smz.z"dr].

Penerapan pengintegralan parsial pada ruas kanan persamasn terakhir menghasillan
) A 26 =2k
f(t) i (.‘fl:t —;’“ - (““ -—a + Ej
1 -t & k
e cosat] Zefsin2k + LeXeoszk - L
3 L 5 3 5

+ win E;t(~ g eKeos 2k + %ek sin 2k + —%)]

3 -t 2 kgiogp o 1k b
~ 2% [smzt(s 91n2k+§e.6032}¥ 5)

- conat] - 2ok k oz
0032‘5( ce Coq21€+59 gir 2k 4 5) .

Selanjuinya dengan memakal rumus-rumus dasar trigonometri, hasil fersebut dapat

diringkas menjadi

¥ G = ~~é_£cm (l ~ 2k )+ ﬁ]&;«ew &~k {(sin 20t ~ k) ~ 8cos 2(t ~ k) )
T IR -t — i B
+ T30k © (8(,03 2t — sin ZL),

yang merupakan penvelesaan dari MINA vang dicart.

Contoh 4.6. Akan ditentukan penyelesaian dari MNA
D@ z® - 10x0) = &t (54)
®(0) = xP (0= 2 0y = 0, (55}
dengan menggunskan feknik fimgesl Green. Perhatikan bahwa MNA ini mirip dengan
MIMA (24), (25) pada Contoh 4.5, kecuali fungsi sumbernya, Dari Contoh 4.2

diketahui bahwa fingsi Green darn MNA tersebut adalah
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vy = L2t o 1t _ 3
Gy 13e 13e cos It 26@

t’sin 28

Dengan menggunakan Teorema 4.2 dan Definisi 2.7, maka penyelesaian dari MNA di
atas adalah G (t) + £(t) dengan r(t)= ¢**, yakni

Gy = "133“15 62 P gy Tl"gjijt) e Foonzre”® T Ty

Lt —F

- mmrfoe gin 2‘&'65@“ z“}df,

G LM = glé--e“(z;ge“ Far-20fe” eosardr - 3ffe” “sinzm).

Sehingga dengan pengintegralan parsial, persamasn terakhir menjadi

GE*EE = -]ms-lg-ﬁm(zle“ tsin2t+ 27¢ 7 Loos 2t + 1367 - 40e Z"’).

Contoh 4.7 Pandang MNA vang melibatkan PDLBTH (52) dengan syaraf-
syarat awal
x) = xP ()= x@ ()= 0. (56)
Dibandingkan dengan Contoh 4.6, MNA (54), (56) tersebut hanya berbeda pada
syarat-syarat awalnya saja. Dengan menggunakan telmik fimgsi Green, penyelesaian
MNA di atas merupakan konvolusi dari G () dan (1) seperti pada Contoh 4.6,
tetapi sekarang dengan titik awal n, yaluni

6 &

GU* = -il@-eSt (2]’;; e *Tdy - :Z_[;; e “eosirde - 5]‘;;; ¢” “Tyin '.Z'a'ti'.r].

Pengintegralan parsial ruas kanan persamasn tersebut merupakan penyelesaian MNA
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GE*EE) = gl@—e"t(— 4063 £ 21 sin 26+ 27 cos th + g5 ot 3 (40 ~27e” 37 )

Contoh_4.8. Perhatikan MINA berikut,
@y~ 3P @ -4xP )=t +50-1, (57

#H = xP 0= x@P0=x®PW=xP =0 (58)

Funggsi Green G (t) dari MINA ini telsh diberikan oleh Contoh 4.4, MMenurut teknik
fimgsi Green, penyelesalan dari MNA tersebut merupakan kowvolusi dari G (t) dan

fimgsi sumber (1) = e' + 8(x - 1). Berdasarkan Definisi 2.7 dan sifat pengintegralan

diperoleh
i - i .
F)*G (D) = -Hﬁetewé—joetcos (¢~ ‘z)d’c—.t-z%jﬂe'“cosh 2 (k- 1) dt
i t
-»-%j68(1~1)df+§fﬂa(ﬁwl) cos (- t)dr
1

L
+ 55 fo S(t-1) cosh 2(t~ 1) dt .

Dengan melakukan proses pengerjaan seperti yang dilakukan dalam pembuktian
Teorema 4.1, diperoleh rumus

0 ,jka0gt <l

I;a Co— 1) £(8)dt = {59)

{0, jikat>1
Dengan demikian, pengintegralan pargial pada svku-suko kedea dan ketiga, seria

penerapan rumus {59} pada tiga subu terakhir dart persamaan di atas menghasilkan
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»636-[15 ~1be' 4 6sin - Goost e 2sinh 2t - coshzt) , Jikab g i<

f* G =

8%(« i9ebs Gsint~ Gcost+ 12 cos (t- 1)+ 2 sinh 21+ cosh 2t + 3cosh 2(t -~ 1))

 jikat> 1

yang merupakan penyelesaion dari MNA yang dicari.

D () b x() = of (60)
20 =xD (@ =0. (61)
Perhatikan babwa menurnt Contoh 2.8 dalam bab 11, fimgsi e tidak mempunyai

transform Laplace, schingga MNA im tidak dapat dizelesaikan dengan feknik
iransformast Laplace. Dalam contoh ini, akan ditentokan penyelesaian dari MNA
tersebut dengan teknik fangei Green. Fungi Green G (f) = sint dari MNA ini diberikan

oleh Contoh 4.1. Penvelesaian MNA (60}, (61} adalah

t2 5 i '1}2 .
¢ Tgini s Ig e sin(i- tydz

o .- O
i smtfoe?‘ cos’cd‘tmcostjaet sintdy .

Dengan menggunakan deret Maclanrin bagi integran-infegran di ruas kanan, persamaan
di atas dapat ditulis kembali menjadi

P2 i s g LS LA DU LS DI TN Tt
e smt—-bmtje 1+ B TRy dt COSLID T S St dt .
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Pengintegralan suke demnt sulu pada deret Taclawrin tersebut menghasilkan
penyelesaian dari MNA vang dicari, yakni

x(ty=sint (t+2e% 4 gt

5 - 1,2 5,4, 41 .6
+) cast(EL +24i +720t 4)

Coptoh 4.10. Pandang MNA
@ - 3P W+ 7x@ @) -5xP ) = tg 3t {62)

2@ =xD @ =xP(@=xP=0. {(63)

Dari Contoh 4.3. diketahui babwwa fimgsi Green dari WINA ini adalah

i it

i 1 11
[ ST YR S T 3 L R T
Gt stge spe cos2b- e

sinn 2t.

Alkay ditentukan penyelesaian dart MNA tersebut dengan mengkonvolusikan G(t) dan
fingsi sumber tg 26 Meporut Definisi 2.7 dan romus-rumus dasar trigonometr

diperoleh

i i
tg 2L G{t) = ~ %; Io tg 27 dg + ;}: Io tg 2% et T dg

1t o ot
-—%—]‘0 tg 2t e " cos 20t~ 1) dx

L -1 .
- %jo tg 21 et % sin 2 (L~ T)dt

i L
= - —1—{0 tg 27 dw;-l-;i—etjo e” “tg 21 dx

5

. ! [
- ?2% et (cos 2t + 2 sin 2t) jo e” “sin 2% dt

}_ .
- *;,% et (sin 2t - Zcos 21) jo e”Ctg 2tsin 2Tydr.  (64)
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Perhatikan bahwa pengintegralan parsial pads suko keempat di roas terakhir (64)
menghasifkan

je""“tg 2T 8in 2TdT = u-e"itg 2T win 27T+ Zf e v sec? 21gin 2T dr + ZI e sin 2rdy, (55)

Kita dapat melalukan pengintegralan parsial pada sulm ketiga ruas terakhir (64) dan
sub ketiga ruas kanan (65). Hal mi sukar dilalokan terhadap suku-suku pengintegralan
yang lain, Oleh karena ity pada suku-suku tersebut, kita perlu mengubsh integran
masing-masing ke dalam deret Maclaurin. Jadi akbirnya akan didapathan penyelesatan

dari MNA (62), (63), vakni

3
(g2t * GG = ~ —é—fé tg2ede + T};etfa (22’ it -+ lléﬂlm +...de

y __1___ L . -
566 {cos 2t + 2sin Qt}jo e “sindrdr

- vi_«l(—)—et {sin A ~ Zoos Zt}[---- e ttg Zisin 2t

- .3
+ 2_[(%6 “sin 2rdr + 2]6 [Zz"_ 202 4 -%~»+---Jda}

=L P o gesin 2 op 4 Lo
= 55 inn(cos 28) + 55 tg 2tsin © 26 + 50 sin 2tcos 2t
- v%cos at - -S%et' (dgin 2t ~ 3cos 2t)
LG P B i T
L g S T
4° ( 2 N E )

- 2443 ,23,4 ..
20& (sin 2t ZCOSZt}(Zt 3% + . AN )
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4.4, KEIRTIMEWAAN DAN KELEMAHAN TEKNIK FUNGSE GREEN

Dalam pasal 4.3 telah diwraikan beberapa contoh penerapan teknik fungsi
Green wntuk menyelesaikan MNA berbentuk (51), (52). Dalam contoh-contoh tersebut
tampak berbagat kefstimewaan maupun kelemahan teknik fingei Green.
Keistimewaan-keistimewaan teknik fungst Green adalah
L. Tekaik fingsi Green merupakan snatu telnik penyelesaian MNA dengan finpsi
supber yang paling vinum dibandingkan keempat tekoik lain, yakni teknik
koefisien tak tentn, tekmik invers operator, teknik variasi parameter, dan teknik

franstormasi Laplace.

b

Telnik fimgsi Green masih dapat digunakan untok menvelesaikan suaty MNA

meskipun fingsi sumbernya tidak mempunyat transform Laplace atan sukar

dicari traneform Laplacenya. Ini ditunjukkan oleh Contoh 4.5 dan Contoh 4.10.

3. Seperti halnga teknile transformast Laplace, penvelesaian MNA dengan
menggunakan teknik fungs: Green dapat langsung diperoleh tanpa perlu
menentukan penyelesaian umnmnya terlebib dahulu,

4. Fungsi Green yang sama dapat dignnakan untuk menyelesaikan berbagai MNA
yang berbeda hanva pada fongsi sumbernya saja. Ini tampak dalam Contoh 4.5
dan Contoh 4.6.

5. Contoh 4.6 dan Contoh 4.7 memperlihatkan bahwa perbedaan titik awal pada

syarat-syarat awal MNA hanya mempengaruhi batas bawah penginfegralan

pada kogvolusinya saja.

Salah satn kelemahan prakiis teknik fimpsi Green adaleh kesuliten untuk

mengkonvolusikan fungst Green dengan fingsi swaber. Hal ini disebabkan karena
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proses konvolust melibatkan operasi pengintegralan vang seringksli tidak mudah
diselezaikan, Misalnya dalam Contoh 4.9 dan Contoh 4.10, penvelesaian konvolusi
terpakea menggunakan alat bantn deret Maclawrin yang banya dimungkinkan apabila
dacrah kekonvergenannya tak ferbatas. Di lain pihak, pada Contoh 4.10 penyelesaian
infegral memerlukan perhitungan yang panjang lebar. Dismoping its, semakin tinggi

orde PDLBTH maka perhitungan konvolusinya akan semakin panjang dan rumit,
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KESIMPULAN

Beberapa pokok pikiran penting yang dapat disimpulkan dari pembahasan pada

bab-bab sebelumnya, dapat dikemukakan di sini.

1. Tahap-tahap tekoik funcst Green.  Penyelesaian MNA (51), (52) dengan

teknik fungsi Green meliputi dua tahap. Tahap pertama adalal penentuan fingsi Green,
vang merupakan penyelesaian dari MINA (43), (44). Tahap kedua adalah penentusn

konvolusi £ty * G{t) dari fongei sumber {t) pada (51) dan fingsi Green G{t).

2. Pungsi & Dirac. Terdapat beberapa macam definisi fongsi Green yang

semuanya saling ekivalen, Mengingat ekivalensi dan kesederhanaannya, dalam skripsi
i dipilih salah satunya saja vakni definist vang melibatkan fingsi & Dirac, seperti
tampak dalam (43}, (44). Di samping itu, definisi ini sengaja dipilib karena mengikuti
kebiasaan kalangan fisika dan ketekwikan dalam pemakaion teknik fingsi Green,
meskipun secara matematis ada masalah ketidakkonsistenan dari fungsi § Dirac. Dalam
matematika, ketidakkonsistenan i dapat diatasi dengan pendekatan distribusi § Dirac,
Namun pengerfian maupun penggunaan distribugi ini sengaja tidak dibshas dalam

shripsi,

3. Penggunaan Devet Maclawrin,  Dalam Contoh 4.9 dan Conich 4.10 tampak

bahwa penyelesaian MINA dengan telonk fingsi Green menggungkan alat banty devet

58
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Maclaprin, Tapi deret imi hanya dapat dignnakan bils kekonvergenannya tak terbatas.
Uniuk kekonvergenan vang terbatas tidak dibahas dalam skripsi, dan dapat menjadi

sunber kajian lebih lanjut.

4. Nilai awal MNA. Perhatikan bahwa MNA vang digunakan dalam shripsi ini

gengaja dibatasi nntuk MINA becbentuk (513, {52), dengan nilai awal nol. Hal menarik
bagi kajian selanjutnya wntuk meneliti peperapan teknik fimgsi Green  dalam

penyelesaian MNA berbentuk (51}, (52) tapi dengan nilai awal tidak nol.
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