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ABSTRAK

Skripsi tentang ketaksamaan ini ditulis sebagai
salah satu syarat untuk mempercieh gelar Sarjana
Pendidikan Matematika, Fakultas Keguruan dan
Pendidikan, Universitas Sanata Dharma.

Empat topik akan dibahas, yang pertama adalah
ketaksamaan tentang hubungan antara rata-rata
aritmetika dan geometri yang merupakan ketaksamaan
tama, dan tiga ketaksamaan penting Jlain, yaitu
ketaksamaan Cauchy, Heoelder, dan Minkowski.

Setiap ketaksamaan akan dibuktikan. Dan untuk
ketaksamaan Cauchy, Hoelder, dan Minkowski akan
dibuktikan baik untuk variabel berhingga, wvariabel
tak hingga maupun bentuk integral,

Beberapa contoh penggunaan ketaksamaan tentang
hubungan antara rata-rata aritmetika dan geometri
akan diberikan disini. Dan satu topik yang lebih
ditekankan dan merupakan penggunaan dari ketaksamaan
Cauchy, Hoelder, dan Minkowski adalah teori ruang
metrik, dimana teori ini mempunyai arti penting

dalam analisis modern.
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ABSTRACT

This thesis about ineqgualities is written *to
satisfy one of the reqguirements for achieving
Sarjana degree in Education of Mathematics, Faculty
of Teaching and Education, Sanata Dharma University.

Four topics are to discuss, first the ancient
one i.e. the relfation between arithmetic and
geometric means, and the others are the important
inequalities of Cauchy, Hoelder, and Minkowski.

The proofs of the above inequalities are taken
up carefully. The Cauchy, Heoelder, and Minkowski
inequalities will be proved in their finite forms,
or in their series, and integral ones.

Some selected example of the appliications of
the arithmetic and geometric means are exposed here.
The applications and the roles of the inequlities of
Cauchy, Hoelder, and Minkowski are specially
discussed in their connections with various examples
of abstract metric spaces, which are very important

in modern analysis.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. LATAR BELAKANG MASALAH

Dalam dunia matematika, banyak dijumpai dengan
apa yvang disebut kesamaan, vaitu suatu hubungan
antara dua bilangan atau kalimat matematika vang
ditandai dengan tanda '"sama dengan' dan ditulis "=,
Ada banvak kesamaan, antara Jain kesamaan dua
bilangan, kesamaan dua himpunan dan sebagainya,

Pada skripsi 1ini, akan dibahas sesuatu vyang
berbeda dari kesamaan, vyaitu ketaksamaan. Dalam

matematika, ketaksamaan mempunyai beberapa notasi,

vaitu "lebih dari™ dituldis ">", ‘"kurang dari®
ditulis "<, "“iebih dari atau sama dengan' atau
"tidak kurang dari" ditulis "2, dan "kurang dari

atau sama dengan'" atau "tidak Tlebih dari”™ ditulis

ngn

Ketaksamaan vyang mempunyai notasi diatas,
sangat berperan penting dalam matematika.
Pentingnya ketaksamaan dapat dilihat bahwa

ketaksamaan timbul dalam setiap cabang matematika.
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Misalnya dalam analisis jelas bahwa ketaksamaan
timbul dalam konsep-~konsep dasar seperti konsep
Timit, kekontinuan, keterdiferensialan,
keintegralan, dan kekonvergenan barisan atau deret.
Peran lain ketaksamaan terlihat dalam pembuktian
suatu kesamaan.Untuk membuktikan benarnya a=b sering
dibuktikan dengan menunjukkan benarnya dua
ketaksamaan ashb dan aZb. Dengan demikian, penelaahan
ketaksamaan sangat penting dalam matematika,

Bantuk ketaksamaan tidak hanya satu, tetapi ada
berbagai bentuk. Ada beberapa ketaksamaan vang
diberi nama sesuail dengan nama penemunya, antara
lain ketaksamaan Hoelder, ketaksamaan Cauchy,
ketaksamaan Minkowski, ketaksamaan Tchebychef,dan
ketaksamaan Bunyakovskii. Sedang ketaksamaan nilai
.rata—rata aritmetika dan nilai rata-rata
geometri adalah ketaksamaan yang berkaitan dengan
masing-masing rata-rata Ttu. Segibanyak yang
diketahui kelilingnya menimbuikan ketaksamaan yang
membatasi luasnya. Ketaksamaan yang ditimbulkan oleh
keadaan ini dinamakan ketaksamaan isoperimetrik,

Karena begitu banyaknya jenis ketaksamaan, maka
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ketaksamaan-ketaksamaan vyang akan dibahas datam
skripsi ini terpaksa dibatasi, vyaitu ketaksamaan
tentang nilai rata-rata aritmetika dan nilai rata-
rata geometri, dan tiga bentuk ketaksamaan lainnva,
vakni ketaksamaan Cauchy, ketaksamaan Hoelder dan
ketaksamaan Minkowski, serta perluasannya dalam
bentuk ketaksamaan deret tak hingga dan ketaksamaan
integral.

Masing-masing ketaksamaan mempunyail perbedaan.
Perbedaan tersebut akan nampak dalam dua hal, vaitu
perbedaan dalam penurunan rumus dan perbedaan dalam
penggunaannya.

Pembuktian tecrema-teorema sebagian pesar
secara aljabar dan sebagian vang lain sacara
analisis dengan menggunakan konsep Timit atau
kontinuitas. Hal lain vang periu ditegaskan di sini
adalah pembahasan hanya datam lingkup semesta

bitangan-bilangan reat.

B. TINJAUAN PUSTAKA
Dalam buku vang berjudul "Inequalities'" vyang

dipersiapkancieh Hardy, Polya, dan Littlewood sejak
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tahun 1928 dan diterbitkan pada tahun 1934 oleh
Cambridge Universitiy Press dinyatakan bahwa topik
ketaksamaan yvang sangat banyak pemakaiannya dalam
setiap cabagg matematika belum pernah dikembangkan
secara sistematik, Buku ini merupakan buku vang
menjadi acuan hampir setiap buku tentang
ketaksamaan. Dalam bukunya, Hardy, Polva, dan
Littlewood membagi ketaksamaan menjadi tiga jenis,
yvaitu ketaksamaan berhingga, ketaksamaan tak hingga
dan ketaksamaan integral.

Ketaksamaan berhingga adalah ketaksamaan vyang
menyangkut varizbel yang berhingga. Selanjutnya
periuasan dari ketaksamaan 1ini dalam bentuk Jumiah
variabel menjadi tak hingga sehingga terjadi
ketaksamaan tentang deret tak hingga dan ketaksamaan
integral.

Dalam buky ini pengertian vang tidak
didefinisikan adalah pengertian bilangan positif dan
sebagat aksioma diambil dua proposisi:

1. Tiga kemungkinan vang tidak dapat terjadi
bhersama-sama, yaitu a=0, a>0, -a>0.

2. Jumiah dan hasil kali dua bilangan positif adalah
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positif.

Masalah vang dibahas dalam skripsi ini
diuraikan panjang lebar dalam buku ini.

Buku lain vyang mengulas tentang Kketaksamaan
adalah buku vang disusun oleh Nicholas D. Kazarinof
dengan judul "Anaiytic Inequalities”. Buku ini
menbahas tentang dasar-dasar ketaksamaan éerta
teorema~teorema penting ketaksamaan yang meliputi

teorema tentang nilai rata-rata aritmetika dan nilai

rata-rata gecmetri, tecrema isoperimetrik,
ketaksamaan gt ity ketaksamaan Bunyakovskii,
ketaksamaan Hoelder, dan Lketaksamaan Minkowski,

Disamping itu, dibahas pula tentang hubungan antara
ketaksamaan dan kalkulus, vyaitu mengenai bilangan e
beserta penggunaannya.

"Algebra" adalah buku Tain yangmenguraikan
tentang ketaksamaan walaupun hanya beberapa bagian
kecil dari berbagai bentuk ketaksamaan yang ada.
Buku ini disusun oleh J. W. Archbold dan memuat
tentang dasar-dasar ketaksamaan, ketaksamaan
Weierstrass, ketaksamaan nilai rata-rata aritmetika

dan nilai rata-rata geometri, ketaksamaan Cauchy,
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ketaksamaan Tchebychef serta ketaksamaan Heelder dan

ketaksamaan Minkowski.

C. RUMUSAN PERMASALAHAN
Dalam penulisan skripsi ini akan
dipermasalahkan tentang apa vyang dimaksud dengan
ketaksamaan, bagaimana pembuktian dan penggunaan
dari teorema-tecrema yang akan dibahas.
Teorema-teorema tersebut adalah:
1. Rata-rata Aritmetika dan Rata-rata Geometri
2. Ketaksamaan Cauchy
3. Ketaksamaan Hoelder
4, Ketaksamaan Minkowski
S. Ketaksamaan Deret Tak Hingga dan Ketaksamaan

Integral

D. TUJUAN PENULISAN SKRIPSI

Skripsi ini diharapkan dapat berguna bagi:
1. penelaahan masalah ketaksamaan yang lebih lanjut
2. pemahaman konsep ~ konsep dan topik - topik

matematika lanjut
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£. METODE PENULISAN

Dalam mempersiapkan penulisan skripsi ini
ditakukan dengan menelaah buku-buku pustaka vang
digunakan sebagai acuan, membuktikan teorema~teorema

dan memberikan contoh-contoh penggunaannya.

F. SISTEMATIKA PENULISAN
Adapun sistematika penulisan skripsi iani
adalah sebagai berikut
BAB I PENDAHULUAN
A. Latar Belakang Masalah
B. Tinjauan Pustaka
. Rumusan Permasalahan
D. Tujuan Penulisan Skripsi
£. Metode Penulisan
F. Sistematika Penulisan
BAR II DASAR-DASAR KETAKSAMAARN
BAR II1 BENTUK-BENTUK KETAKSAMAAN
A. Rata-rata Aritmetika dan Rata-rata
Geometri
B. Ketaksamaan Cauchy

C. Ketaksamaan Hoelder
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D. Ketaksamaan Minkowski

E. Ketaksamaan Deret Tak Hingga dan
Ketaksamaan Integral

F. Penggunaan Ketaksamaan dailam Teori Ruang
Metrik

BAB IV PENUTUP
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DASAR-DASAR KETAKSAMAAN

Salah satu lambang aljabar adalah lTambang lebih
besar. dari atau Jebih kecil dari vyang disebut
ketaksamaan. Dan dalam ketaksamaan 1ini, Jlingkup
bilangan yang digunakan adalah bilangan real, vyang
secara matematis ditulis [R.

Bilangan real memiliki sifat-sifat vang begitu
banvak. Tetapi berkaitan dengan ketaksamaan,
bilangan real memberikan 3 postulat penting, dimana
ketiga postulat tersebut merupakan landasan untuk

mempelajari ketaksamaan.

Postulat 2.1

Sistem bilangan real [R meﬁuat sub himpunan P, yaitu
himpunan yang terdiri atas elemen yang disebut real
positift dan yang mempunyai sifat vyang dinyatakan

daTam postulat 2.2 dan 2.3,
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Postulat 2.2

Jika a bilangan real, maka hanya satu dari tiga
pernyataan berikut yang bernilai benar, yaitu a € P,

-a e P, a = 0.

Postulat 2.3

Jika a dan b anggeota P, maka a+b & P dan ab e« P.

Definisi 2.1
Ditulis a>b (ekuivalen dengan b<a) jika dan hanya
jika a-b=h & P.

Jadi terdapat h € P dan a=h+h.

Definisi 2.2
Jika a ¢ P ditulis a>0.
Jadi ar»b jika terdapat h>0 dan a=b+h,.
Bilangan real x dengan x & P dan x®0 dinamakan
bilangan negatif. Jadi jfka x#0 dan x & P maka QO>x
atau x<0.

Pernyataan "a>b" dibaca "a lebih besar dari b'",

dan pernyataan tersebut disebut ketaksamaan. Secara
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geometri, a>b digambarkan melaiui Tetak titik a vang
berada disebelah kanan titik b dalam garis bilangan

real.

l.emma 2.1

Bilangan-bilangan real 1,2,3,4,.. semuanya anggota
P.

Bukti

Akan dibuktikan 1 & P.

Andaikan 1 & P.

Jadi menurut postulat 2.2, maka salah satu dari
pernyataan berikut harus benar, vyattu

-1 e P atau 1 = 0.

Karena 1#0, maka menurut teorema dalam bilangan real
dan postulat 2.3,

(=1)Y(~1) = 1 € P,

Kontradiksi.

Jadi terbukti 1 e P.

Dengan induksi matematika, menurut postulat 2.3,
jika n bilangan aslii dan diandaikan n & P, maka n+1

< P . ]
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Lemma 2.2:
Jika a<b<{, maka ab>0.
Bukti
Andaikan a<0 dan b<O.
Maka
at({-a) < 0+(-a)
b+{-b) < 0+(-b).
Jadi 0<-a {1y dan 0<-b (2)
Dengan mengalikan (-b) pada (1), didapat
0.(-b) < (~-a)(-b)
& 0 < i #a)) (gl
Karena menurut tecrema dalam bilangan real
{-a)(-b) = ab.

Maka 0 < ab

lLemma 2.3

Jika a<0<b, maka ab<0,
Bukti

Andaikan a<0 dan b<0.
Maka a+{-a) < 0+{(-a)

& 0 < -a.

12
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Jadi O0<-a (1) dan 0<b (2%

Dengan mengalikan b pada (1), didapat
0.b < {-a)b
& 0 < —(ab).
Karena -{ab}>0, maka dengan mengadisi ab dikedua
ruas didapat O+ab < -(ab)+ab

& ab < 0. -

Berikut akan dibahas tentang teorema dasar
ketaksamaan vyang dalam pembuktiannya menggunakan
postulat vang telah diketahui dan teeorema-teorema

daiam bilangan real.

Tecrema 2.1

Diberikana dan b bilangan real, maka satu dan hanya
satu diantara tiga pernyataan berikut benar, vaitu
a>b, a=b, a<b.

Bukti

Diberikan a,b sembarang ¢ [R.

Dengan menggunakan postulat 2.3, maka tepat satu

dari pernyataan a-b>0, -(a-b)>0, a-b=0 dipenuhi.
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a})., Jika a-b>0, maka menurut definisi a>b,

k). Jika -(a~b}>0, maka
menurut lemma 2.1 ~1{a-b)=b-a>0.
Jadi menurut definisi b>a.

¢). Jika a-b=0, maka
tidak benar a-b e P, berarti tidak benar a>b
dan tidak benar ~{a-b) € P, berarti tidak benar
b>a menurut b). Jadi a=b.

Jadi teorema 2.1 terbukti. ]

Definisi 2.3:
RPitulis asb, dibaca "a kurang dari atau sama dengan
o gl atau "a tidak Tebih dari L', marupakan

ketaksamaan yang memenuhi a<b atau asb.

Teorema 2.2

Jika a>b dan b>c, maka a>c.

Bukti

Diberikan a,b,c ¢ R.

Maka dapat ditemukan suatu bilangan positif h dan k

sedemikian sehingga a=b+h dan b=c+k.
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Jadi a = b+h

a = {c+k)+h
a = c+{k+h)
a = ¢c+m , mo= k+h.

Menurut postulat 2.3, h+k=m adalah positif.

Jadi, karena a=c+m, maka menurut definisi a>c.

Teorema 2.3

Jika a>b dan c¢>d, maka a+c>b+d.

Bukti

Diberikan a>b dan c>d.

Maka dapat ditemukan bilangan positif h dan

sedemikian sehingga a=b+h dan c=d+k,

Jadi atc = (b+h)+{(d+k}
a+tc = (b+d)+(h+k)
a+c = (b+d)+m , m = h+k,

Menurut postulat 2.3, h+k=m adalah positif.
Jadi, karena a+c = (b+d}+m, maka menurut definisi

arc>b+d.

15
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Tecorema 2.4
a)., Jika a»b dan c>0, maka (1). ac>bc,
dan (2). 2
c
b). Jika a>b dan c<0, maka {(1). ac<bc,
dan (2). 2 <2,
c
Bukti
a). Diberikan a>b dan c>0.
Maka untuk suatu h peositif,
berlaku a=b+h.
{1) Kedua ruas dikalikan ¢, didapat
ac = bc+he,
Menurut postulat 2.3, Jjika h dan positif,
maka hc positif. Jadi ac>bc.
{(2). Kedua ruas dibagi ¢, didapat

a b h
e it I TR
©

c c
i h N .
Karena h dan c positif, maka = positif.

Jadi 25 2.
c c
b). Diberikan a>b dan c<0.
Maka untuk suatu h positif,

herTaku a=b+h.

{1). Kedua ruas dikalikan ¢, didapat
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ac = be+he.
Karena h positif
negatif. Jadi be
bc

Karena hg negatif

dan ¢ negatif, maka

ac~hc

it

ac+(-hc).

it

, maka {-hc) positif.

Jadi menurut definisi bec>ac atau ac<be.
{2y. Dari b).{1). telah terbukti ac<bc.
Kedua ruas dibagi c¢?, didapat
ac < bc
c? c?
a b
. AL,
C &
Akibat
: 1 1
a. Jika a>b>0, maka — < —.
a b
. 1 1
b, Jika a>0>b, maka — > —,
a b
, 1 1
c. Jika a<h<0, maka — < —,
b a
Bukti
a. Andaikan a>b>0 dan ¢ = ab.
a b
Menurut teorema 2.4.a}. = > =

|o

Maka >

a

ab
1

[2)

Wi = W

>

17
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b. Andaikan a»0>b dan ¢ = ab.

Karena b<0, maka ¢ negatif.

0jo

a
Menurut tecrema 2.4.b). - <

a < b
(ab) {ab)
i 1

B &
b a

Maka

c. Andaikan a<b<0 dan ¢ = ab, ¢ positif.

Menurut teorema 2.4.a). g > 2.
b a
e P e
Ma kg ab ab
1 N 1
a b
i 1 1
—_ G oy
Jadi = s

Teorema 2.5

Jika a>b>0 dan c¢>d>0, maka a}. ac > bd,

oo

a
dan b). —~ >
) d
Bukti
Diberikan a>b>0 dan c>d>0C,
Maka dapat ditemukan bilangan positif h dan

sedemikian sehingga a=b+h dan c=d+k.

I

ay. ac (b+h). (d+k)

[}

bd+bk+hd+hk.

Karena semuanya bilangan positif, maka bk, hd,hk

18

k
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bernilai positif.

Jadi menurut definisi 2.1 ac > bd.
by. Dari pembuktian a). telah diketahui ac>bd.

Kedua ruas dibagi cd, didapat

, bd
b
b

i S,
Jadi = |

O]w
o) o Q]O
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BENTUK-BENTUK KETAKSAMAAN

Pada bab ini akan dibahas empat bentuk
ketaksamaan, vaitu ketaksamaan mengenal rata-rata
aritmetika dan rata-rata geometri vang merupakan
teorema ketaksamaan lama dan tiga bentuk ketaksamaan
modern, meliputi ketaksamaan Cauchy, ketaksamaan
Hoelder, dan ketaksamaan Minkowski, beserta
periuvasannya dalam bentuk ketaksamaan deret tak

hingga dan ketaksamaan integral.

A. Rata-Rata Aritmetika dan Rata-Rata Geometri

Definisi 3.1
Rata-rata aritmetika An dengan n bilangan positif

X VYnaelN adalah jumliah dari n bilangan

Xi!XZS"'J n.!

positif tersebut dibagi n.

P R R
X472 "y

n

An =
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Definisi 3.2
Rata~rata geometri Gn dari n bilangan positif
X3 Xgy oo 03X YnelN adalah  akar pangkat n  dari

hasilkali n bilangan peositif tersebut,.

i/n

Gn = (xi.xz...xn)

I
—_—r
- L

Secara geometri, rata-rata geometri untuk dua
bilangan positif dapat dilihat pada suatu segitiga
siku-siku ABC dengan sisi miring AB dan tinggi CD=x,
maka untuk segitiga ACD dan segitiga BCB vang
sebangun

% = g & x%2 = ab

& x = {ab

Bilangan x disebut rata-rata gecmetri.
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a b

A
gambar 1 : &

Rata~rata aritmetika dan rata-rata geometri
bitasanya digunakan dalam aproksimasi dan estimasi,
karena suatu masalah lebih mudah dibicarakan dengan
melihat rata-rata dari data vang disajikan daripada

melihat data tersebut satu persatu.

Teorema 3.1

Rata-rata aritmetika An dan rata-rata geometri Gn
keduanya berada diantara bilangan terkecil dan
terbesar.

Bukti

Nilai An dan Gpn tidak tergantung pada pengurutan n
bilangan vang dibentuk.

Andaikan bilangan-bilangan diambil dalam urutan

vang tidak turun, yaitu xisxzs...sxh, maka
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Nnx L b S b nx
« = nx4 < 1 72 " < n
4 n n n
dan
1N 170
= " < i/n < n
Xi [Xi } = [xi'XZ' . Xn] [ }
Jadi
< <
Xy = An = X
< <
Xi x Gn = Xn.
Pada suatu kejadian khusus, vaitu Xy FXyF o0 FX, maka
An = Gn . ]
Berbicara tentang rata-rata aritmetika dan
rata-rata geometri, biasanya muncul pertanyaan

mengenai hubungan antara kedua rata-rata tersebut
antuk suatu himpunan n bilangan positif. Jawaban
dari pertanvaan tersebut dapat dilihat pada wuraian
dan tecrema 3.2 di bawah ini.

Untuk dua bilangan positif berlaku hubungan

%4
ApxGz  atau

-E-Xz

5 = !szz vang dapat dibuktikan
sebagai berikut

Karena kuadrat suatu bilangan real selalu non-

negatif, maka untuk p dan g bilangan real beriaku
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(p-g)2 2 0.
Dan ketaksamaan di atas dapat diturunkan
(p~g)2 2 0
® p?+af-2pg 2 O
& pé+g? 2 Z2pg.

Jika p% = x, dan g? = x,, maka

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika Xy = Xy

Hasi1l ini dapat diperiuas menjadi teocrema berikut.

Teorema 3.2

Rata-rata geometri dari n bilangan real positif
selalu  kurang dari atau sama dengan rata~rata
aritmetikanya, dan kesamaan dipenuht jika dan hanya
jika semua Dilangan sama.

Bukti 1

Seorang matematikawan berkebangsaan Perancis,
Avugustin Cauchy (1788-1857) meneliti bahwa jika
dapat dibuktikan Gn < An, bilamana n = 2k,

k=1,2,3,..., maka teorema 1ini juga beriaku untuk n
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vang lain.
Cauchy membuktikan teorema ini dengan induksi
matematik.

a, Untuk n=2, yvaitu k=1, maka

WX 2 P T 4
xyxg = |2l o 147
2 2
X, =X WX
1T%2) o 4%
& XXt
2 2

2
o, =X
Karena i 21 > 0, maka
2
2

Xy TXp

< (%)
& )

Kesamaan dipenuhi iika dan hanva jika (xiwxz)zzo,
vaitu jika dan hanya iika Xy = %o

b. Untuk n=4, vaitu k=2, maka

X, ¥ Ko+ X
{x, %, ) (% X ) < 1 z 3 4
172 347 —
2 2
v
. -
4 4
stL
1
n
L o

Menurut (%) dipero1eh
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2
>+ b R D4
1772 3" "4
P 1% et < 5t 3
2 2
z
Jadi
5 2
X FRal 1Xat%e] - (X147 %2] [Ra™™g
2 2 2 2
212
X1+X2 X3+X4
< +
= 2 2
2
: -
_ Xy txpxRg R
4
LY
( Va4
4
e zxi.
1
7
“ o
¢. Diasumsikan teorema benar untuk n=2K.
d. Akan dibuktikan benar untuk n=2k+i,
Bilangan-bilangan Xyo oo s Roktd dapat dipecah

menjadi dua himpunan bilangan yang masing-masing
beranggotakan 2k bilangan , vaitu Xgs ooy Xk dan

x2k+1;n + . ,xzk'*‘i‘ '
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Jadi
k+4 k+t
2 2K 2**

X, = X
[] L I]Xi I] i
1 1 2K4g

- B ~ N
k k

IA
b~
X
iy

=

{menurut asumsi)

Dengan menggunakan (¥) diperoleh

~ b " b ~ =
2k 2 okl o k4t 2
E"i. E ¥ < E it
1 2K4q 1
ok ok ok+1
'] o \ y - o
Jadi
'C
zk+1 2k+1
2k+1
X
[ros| 2
4
ok+d
\ J
Telah dibuktikan teorema berlaku untuk n = 2k,
Jika n#2k, dimisalkan 2™ > n sedemikian sehingga
2m_n=p,

maka dapat ditinjau 2m bilangan positif,
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Ans .o i An

S

p faktor

Xg s Xgs v oo s Xp s

L Py S 4
>
it

dengan An = -

Untuk 2™ bilangan ini telah dibuktikan Aom 2 (%m,

jadi
” ‘Hzm
2
] 2m
1
gm
i
i
2m
"] o
= (An)2"

Jadi  (Gn)". (An)P < (An)E".
Karena (An)2" = (An)N.(An)P.
Maka (Gn )N . (An)P £ (An)N. (An)P

2 {GnidP = (An)T.
Jadi Gn £ An untuk sembarang n bilangan positif,
karena untuk Gn>0, An>0 dan untuk ¥ngR berlaku
(Gn)P=(An )" @& Gn=An. B
Bukti 2
Harus terdapat s bilangan {mungkin s=0} diantara n

bilangan dalam himpunan vang diberikan vang tidak
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sama dengan rata-rata geometri Gn. Teorema akan
dibuktikan dengan induksi matematik dalam s.

a. Andaikan dibertikan sembarang himpunan bilangan

positif Xy s Xy voo s X s dengan s=0, Maka
4 - . - nGn |
Xg=Xg= 0o =X =00, sehingga Apn = —i 18 Gn .

Jadi teorema dipenuhi jika s=0.

b.Diandaikan teorema dipenuhi untuk setiap himpunan
n bilangan positif, dimana diantaranya paling
banyak k {0fk<€n~1} bilangan yang tidak sama
dengan rata-rata geometri.

¢. Akan dibuktikan teorema dipenubhi untuk sembarang
himpunan n bilangan positif Ky s Xga s v o s Xp dengan
rata-rata geometri Gn, dan s=k+1, dan diandaikan
bilangan-bilangan vang diketahui X EXE . EX,
Untuk s>0, x’_,xz,...,xn tidak semuanya sama.
Menurut teoresma 3.1, telah ditunjukkan bahwa

XianSX Oleh karena itu,

"
(Gn-%,) (Gn-x,} < O. ok )
Akan ditinjau untuk himpunan n bilangan

xixn

dimana x,*=Gn dan x_ '=

% !
n Gn

¢
1 %2 Xy Xy 1
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Untuk himpunan bilangan ini, rata-rata
geometrinva jelas Gmn dan bilangan vang tidak sama

dengan Gn paling banyak k bilangan,

Jadi, menurut hipotesis induksi matematik,
harusiah
x,' +x +...+k +x. !
i 2 n=4 n
> Gn.
n
Jadi
x1+><2+. ! '+xn-1+xn
An =
n
’ r _ ’ _ ’
e R VL S LR PRl O R P
n n n
X, X
— gl
> Gn + -9 Gin X ™ "
f
n

(Ga-x, ) (Gn-x_)

CTE o

it

> Gn, karena *%)
Jadi, jika tecorema dipenuhi untuk s=£k, maka teorema
juga dipenuhi untuk s=k+1. Dengan prinsip induksi
matematik, tecrema dipenuhi untuk semua kemungkinan

s, yvaitu untuk 0f£s<n. )
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Conteoh 3.A.1
Buktikan bahwa nt < DET , n = 2,3,
Bukti
Menurut teorema 3.2, rata~-rata aritmetika Jebih

besar atau sama dengan rata-rata geometri, sehingga

142+, ..,+N

(1.2.3...m)t/n < .

{n+1in
2 n+1
n 2

n
n+1

2

n+l A }
Jadi ni .

I

Contoh 3.A.2

Diberikan segitiga ABC dengan keliling P dan luas L,
dan Kg B By KE = b, EE = a.

Bentuk Heron

1612 = P({P-2a)(P-2b)(P~-2c), atau

L = (s{s~a)(s-b){(s-¢))*2 | dengan s = P/2.

Buktikan bahwa wuntuk semua segitiga dengan alas

tetap dan diketahui kelilingnya, segitiga samakaki

mempunyai luas yang terbesar.
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Bukti

Sebalum membuktikan bahwa segitiga samakaki
mempunyai luas terbesar, akan dibuktikan terlebih
dahulu bahwa luas segitiga menurut Heron adalah

L = {s(s-a)(s~b)(s-c))¥2, dengan s = P/2.
C

A C ®
gambar 2

Menurut rumus identitas trigonometri,
Sin2 C + Cos2 C = 1.

Sind C = 1 ~ Cos?® C

i

(1t + Cos CY(1 - Cos C)

a2 +p2-c2 a%?+bZ-c2
2ab 2ab '

1
—

-
2ab+a?+blé-c2| | 2ab-a32-b2+c2
2ab 2ab

SinZ C

[

]
)

= {{a+b}2-¢c2}|c2~(a-b)2
2ab 2ab

h

{a+b+c)(a+b-c)(c+a~b){(c~a+b)
42202 '
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abh 5in C

AV IS

(a+b+c)(a+bwc)(c+a—b){c—a+bi
2ab

ab

N} =

1t

% J(a+b+c)(a+b—c)(c+a—b)(c~a+b§.
Misal a+b+c=2s,

maka a+b+c-2a = b+c~a = 25-2a.

Jadi c-a+b = Z(s-a).

Analog c+a~b = 2(s-b) dan a+tb-c = 2{s-cC).

Jadi L

B

% {2s.2(s-a).2(s-b).2(s~C)

I

Js(s—a)(s~b)(s~cf.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa segitiga mempunyai
luas terbesar.

Menurut bentuk Heron,

1612 = P(P-2a)(P-2b)(P-2c).

4L = {P(P-2a) {(P-2b)(P-2c).

Menurut teorema 3.2,

{(P-2b)(P-2¢c) < [(P-2b)+(P-2¢)
2

Maka

AL < FFFETE;T (Pw2b);(Pw2c)
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= JP(P~2a) (P-b-c},
Jika P~2b = P-2c, maka b = c.
Berarti segitiga ABC akan mempunyai luas vang
terbesar. g
Teorema berikut marupakan penerapan dari
teorema 3.2 vyang digunakan dalam penyelaesaian

beberapa masalah.

Teorema 3.3
Jika xz-~1 dan 0<@<1, maka
(1) (1+x)& £ 1+ax.
Jika a<0 atau a>1 dan xz-1, maka
(2 (1404 = 1+ax.
Kegsamaan dipenuhi jika dan hanya jika x=0.
Bukti
Akan dibuktikan untuk o bilangan rasional dan ¢«
bhilangan irrasional.
a. Untuk a bilangan rasional.
Andaikan azg dan 0O<a<1, dengan m,n & Z*.
Agar dapat mempergunakan tecrema 3.2, maka

{(1+x)™m/n dapat ditulis
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( (T+x)., .. {1+x), 1.1...1 )is/n
i j ot )
N L b 4

m faktor n-m faktor

Maka menurut teorema 3.2,

(14x)™/N < m(1+ij+n—m - 44 ;X'

Jadi (1+x)& € 1+ax.

35

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya Jjika 1+x=1,

vaitu jika x=0.

Selanjutnya akan ditinjau untuk a>1.

Jika {(1+ax) negatif, ketaksamaan (2) jelas

dipenuht.

Jika {(1+ax) 2 0, maka axz~1.

Dan dengan menggunakan ketaksamaan {1},
(1+ax )44 < 1 + gnax = 1+x, untuk 0<§<1.

Jadi (1+ax) £ (1+x)4,

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika ax=0, yaitu

jika dan hanva jika x=0.
Dan terakhir akan ditinjau untuk «a<0.
Jika (T+ax) juga negatif, maka ketaksamaan

dipenuhi.

(2)

Jika (1+ax) 2 0, dipilih suatu bilangan bulat

positif n, sehingga O<—§<?, dan kita tinjau
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[(1+x)¥]-4/n yang sama dengan (1+x)=~&/n,
Maka dengan ketaksamaan (1),

(1x)7n < 1-2.

Oleh karena itu,

(1+x)0/n > )

1-2x
n
Tetapt,
1+..a..>c
1 n
o o fo ]
T e 1-=x) (1+=x
- ( = PR = )
1+%x
&
=] > 1 + oo ox.,
2 = n %
1-12%
n
Jadi,

(1+x)Yon > 1+%x atau (1+x)¢ > (1+%x)ﬁ.
Dengan dimisalkan n sangat besar dan - >
maka dapat disimpulkan bahwa

(1+x) > (1+%x)n > 1+n.%§ = 1+ax.

Kesamaan dipenuhi hanya jika x=0.

b, Untuk o bilangan irrasional.

36

Akan dibuktikan {(1+x)®& € 1+gx, dengan x>-1 dan
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O<a<1, o irrasional.

Ditinjau untuk x>0, Dapat dibuat barisan rasional
<f3,> dengan O<a<f3 <1 dan 3, ———at. Maka diperoleh
(1408 < (140 < 143, %"

Jadi untuk ¥neN berlaku (1+x)& < 1+83, %"

Ini berakibat

(1+x)& <€ Jim T+f3nx = 1+ox
P ed 00

Terbukti bahwa (1+x)% € 1+ax untuk x>0.
Sekarang ditinjau untuk -1£x<0. Terdapat barisan
rasional <p.> dengan O<py,<a<d dan y_ o, Maka
0<14x<t. Jadi (1+x)8 < {(1+x)¥n < Ty %

Jadi ¥neN berlaku (1+x)& < 14y,%, sehingga

(1+x)Q £ Tim T+ynx = 1+ax.
P00

Jadi {1+x)}& £ T+ox untuk 0<x<1.

Terbukti (1+x)%* £ 1T+ax untuk x2-1, dengan a
irrasicnal dan O<gu<t.

Pada kasus kedua akan dibuktikan (1+x)% > 1+ax
untuk xz-~1, a<0, dan g irrasional.

Ditinjau untuk x>0, Papat dibuat barisan rasional
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<én> dengan &, <a<0 dan S,—ct. Maka diperoleh

(1450 > (1+x)00 2 148 x-
Jadi untuk ¥naN berlaku (1+x)& > 1+8, %"

Ini berakibat

(1+x)Y& > 1im T+8nx = T4+ax
L s 18 4]

Terbukti bahwa (1+x)& 2 1+ax untuk x>0.

38

Sekarang ditinjau untuk -1£x<0. Terdapat barisan

rasional <g_ > dengan a<g, <0 dan £,——a. Maka

M

0f1+x<t. Jadi (1+x)& > (1+x)€n > The, X,

Jadi ¥nelN berlaku (1+x)® 2 1+g x, sehingga

(1409 > 1im T+enx = T+ax.
ey (13

Jadi (1+x)& 2 1+ax untuk 0<x<1.
Terbukti (1+x)& 2> 1+ax untuk x2~1, dengan

irrasional dan a>71.

o

Dan terakhir akan dibuktikan {(1+x)}¥ 2> 1+ax untuk

xZz-1, o>1, dan o irrasional.

Ditinjau untuk x>0. Dapat dibuat barisan rasional

<¢.> dengan o>f, >1 dan £ ——a. Maka diperoleh

(1) > (1+x)8n 2 1+ x-
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Jadi untuk ¥negN beriaku (1+x)& > 1+§ x

Ini berakibat

(1+x)& 2 1im 1+€ax = 1+8x
D (0

Terbukti bahwa (1+x)® 2> 1+ax untuk x>0,

39

Sekarang ditinjau untuk -1€x<0. Terdapat barisan

rasional <9&_. > dengan &, >a>1 dan Sy, Maka

3!

0S14x<1. Jadi (15)& > (1+x)%0 2 148 x.

Jadi ¥naN berlaku (1+x)4 > 1+8,%, sehingga

(1+x)& 2 1im T+8nx = 1+ax.
R—0C

Jadi (1+x)2 > 1+ax untuk 0€x<1.
Terbukti (1+x)¥% £ 1+ax untuk x2-1, dengan

irrasiconal dan a>1.

a

Jika kita mengganti x dengan y-1, maka (1)

dan {2) akan berbentuk
(3) y®-ay £ 1-a , jika y>0 dan 0<ax<i.
(4) yP-ay =2 1-a , ijika y20 dan a>1 atau a<0.

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika y=1.
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B. KETAKSAMAAN CAUCHY

Augustin Cauchy (1789-1857), mempublikasikan
ketaksamaan 1ini pada tahun 1821. Ketaksamaan
Cauchy ini biasa disebut juga sebagai ketaksamaan

Schwarz,

Teorema 3.4

Jika By48p,.+-;a, dan b1’bz""’bn bilangan-
bilangan real, maka berlaku ketaksamaan
[ 2 rn n
(5) za;.i:»L < Ea,;z Ebtz
i 1 1
. ay 8z
Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika «= = = =
B, by
h
Bukti

Andaikan f(t) adalah fungsi kuadrat dari %,

sedemikian sehingga

{a -tbh. }2 2 0, untuk ¥t « [R.
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Jadi f(t) fungsi kuadrat vang lebih besar atau

sama dengan nol untuk setiap t anggota [R.

n

F(t) =z (a,-tb, )2

4
N N n
= Zaf - thag% + tzzbﬁ.
i i i
(i) Jika semua b = 0, maka
4 "
2
Jair O] S Zau-
1 1
&b 0 < zaLZ .o
1

Jadi teorema dipenuhi.
(i1) Jika tidak semua b, = 0, maka

ada i, sedemikian sehingga b, # O
il

Jadi Ebf > 0.
1

Karena f(t) fungsi kuadrat vang 2 0, maka
diskriminan dari f(t)

n 2 n n

' i 1

1
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r b ” LY “
n 2 ! n
< L2 2
& 4 EaLbL < 4 th EaL
i i i
] o ] v N
A - - 5 b
n 2 n !
~ L2 2
& ahb}_ = th Za,_
i i i
h o ] vy N o

Kesamaan dari ketaksamaan Cauchy ini adalah

2

n u 0
ZaL by & EaLZ Ebtz
1 . i i
Atau
2.

n

n [a]
1 i -

1
Berarti diskriminan dari persamaan kuadrat f{t)
sama dengan nel, atau D=0,

Jika D=0, maka TF(t)=0 dan mempunvyai dua akar
sama.
Jika akar tersebut t =t,=\, maka

£(0)=0
4]

& Ya-App?=0.
1

Jadi Wi, a =ab;
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a.
P -51 = A
i
. 24 "
Jadi kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika i
1 2
= ;....r}.. = A
r
Contoh 3.8B.1
Jika Kys oo oaXpso oo dan Vg1 oo sYpmoros dua himpunan
berhingga bilangan, dan jika
M n n 2
On £ 2’%2 Zyi.z - zxi.yi.
1 1 1
Buktikan bahwa Dn £ Dn+t.
Bukti
n n n 2
= e
i i i
n+i N+l n+i 2
Dn+a = z Xi.z z Yi,z - z YL
1 1 1
2 ™ ™ 2
= zxi2+xn+12 Eyiz+yn+12 - ZXLyL+Xn+1yn+1

i ! 1
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i
N I
”
n n n 2 n
= 2 2 .~ v
th zyr. EXL yL +>{a"w-:'. Zyt *
i i i i

N
2 2% v
Yt zxi. 2xn+1yn+1zx‘.y»
1

b3

n n n

- 2 2 2 2 IV

= Dn + xn+1 Zyt. + yn-H. ZXL 2xn+1yn+1zxtyt‘
i i i

Akan dibuktikan bahwa

n n n
2 2 2 2 v
X+ Eyi, Y Yred EXL 2xn+1yn+1§xt.y\. z 9
i 1 i
atau
n fi n
2%\ 2 2\ 2 VS
xnu zy'. * yn+1 ZX\. 2 2Xn+1yn+1zxnyn *
i 1 1

Menurut teorema 3.2,
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gl n
2 2 2\ . 2
Xt Eyi. * Ynae ZXL " n
i 4
> 2 2\, 2\ .2
) S RN ZXL zy,‘
i 4
n n
L 2 2
g | | Ve ZXL EVL
1 1
)
4
[ N
= 2 2
xm-j. N yn+1 ZXL Zyt
i 1
h LS
n
> Ve
= ZRLALE L Z X Yoo menuruyt teorema 3.4.
1
Jadi Dn 2 Dnat. |

Conteoh 3.B.2

Buktikan bahwa

i 112
n 2 |In 2 "
2 2 -
ZXL + Ey‘L < E’XL+yL , N=2,3,...
i 1 1

Bukti

Ketaksamaan di atas akan dibuktikan dengan induksi

matematik.
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1. Untuk n=2.

4 (X %)%+ (y vy, )2

= 1I(><1L2+2><1><2+><22} + (Y, 2+2Y, Yt Ye2)

1}

2 2 2 Z
J(x1 TYE) b {RpEHYRE) + 2{X Xty Yy )

WERRRR——— b 2
[«(xizwf)] * [,{x22+y23)] i

2% Fry 2 (84,02 + 20, %,4Y, V)

i

T a1s2
21 (% 24y, %) (2 +y5%) }

< j(x12+y;~’> - J(xzzwzzb,

Jika 2(XXy+Y,Vy) - 2J(x12+y12)(><22+y22) £ 0

24y 2 24y 2
atau (X X, +Y,V,} % J(x1 Y12 ) (X2 +y,%)

(%0024 {y1y,)2 £ J{xBry, %) + J 0% 4y,8)

2 2
& (X 2538+ (yeryy)

< (% 24y, 2) ¢ (g2+y,2) + 2J(x12+y12){x22+y22)

@ (xB+2x,X,+%,2) + (y,2+2y,Y,+Y5%)

S (x2+y2) + (x,2+y,%) + 2](x12+y12)(x22+y22)

2
@ 2{X XpHY,Y,) = 2J(x12+y12){x22+y2 )

24y.2 24y 2
& (XX +y,¥,) = J(X1 Y ) (g2 +y) .

2. Diasumsikan benar untuk n=k, vaitu
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3 112
k 2 ik 2 k
l 2oy 2
EX"' + Eyi = z X E4y;
< 1 1

3. Akan dibukitikan ketaksamaan benar untuk n=k+1.

. 1,2
ket |2 Jk+1t |2
E Xi- + 2 yL
1 {
-
[ T2
k 2 |k 2
= ZXL g ] F Eyi. 47
1 1
i g 142
¥ 2 ¥ X 2 k
= zx!. +2 Xk+12xi. + Xk+12 . zy\. +2 yk*izyt ¥ ykuz
1 1 1 1
J
P . 112
k 2 1k b4 k ¥
= EX‘L + zyi. X T Va2 H2 Xk+12xt+yk+1zyt
-1 4, 1 1 1
- L]
.:-
- R
k 2 1k 2
9 ZXL + zyi. + [Xk+12+yk+12] *
1 1
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i i
1\
[ k k
2 xk+12xi.+yk+izyi. ki
i 4
\ o/
L
1/2
r oy

1A
»
HMK‘
X
=
+
D‘Mh"
e
-
+
®
~
+
-
]
+
o
bl
+
| ol
N

1A
gttt |
%
o
N
+
<
s
N
+
-
X
e
+
Iy
[ 3
+
<
~
+
Ty
N

i}
Ll W W | E‘
X
ok
N
-+
I8
o
LY

jika
- -
k X ko lz {x 12
2 Xk+1zxt+yk+12yt +2 EXL * Eyi. [Xk+12*>’k+12}50
1, i 1 1
kY o’

atau
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” R
r
k k k 2 ik 2
xk+1zxt+yk+1zyi. b EXL * Eyl. [xk+12+yk+12]
1 1 1 4
L]
4\ #
1 a2
k 2 |k 2 k-
Pt | * Pt Viens S Ej Xiz+yi,2+-j Xeas* tYies?
1 1 1
_ - ' ﬁ
k 2 ik 2 k 2 1k 2
A5 zxi+xk+1 + Eyt+yk+1 & EXL + Eyt +[xk+12+yk+1
g 1 1 1
- o’
, -
»
X 2 1k 2
2 2
+2 in. + Zyi. [Xk'l-i Y ]
1 1
o
T\ o
-y -
k 2 k k 2 k
2
© EXL +2xk+1zxt+xk+zz+ Zyi, +2Yk+1zyt“5’k+1
i % 1 1
o Ly
” "

1A
N1
»
o
+
P~
~7
[
+
s
b
oo
+
-
-]
+
e
=
-+
I
33
|

k K
+2 EXL M zyi. [ch-t-:!.2 +yk+12]
i i

49
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r [N
K k e |z [x |z
2 Xk+1zxt+>{k+¢z>’i. z2 EXL ¥ EVL (sz*ymz]
N i b 1
a% 4
. »
”
k k k 2 lk 2
& xk+1zxt+yk+zzyt = ZXL * ZVL [sz"“ymz] B
1 1 i i :
‘y
%\ ”/

C. KETAKSAMAAN HOELDER

Seorang matematikawan abad XIX menemukan vsuétu
bentuk ketaksamaan yang disebut dengan ketaksamaan
Hoelder, sesuai dengan namanya, vyaitu 0. Hoelder.
Ketaksamaan tersebut dapat dilihat pada teorema 3.5

di bawah ini.

Teorema 3.5
Jika x dan y positif, x+y=1 dan bilangan-bilangan a;
dan Db, i=1,2,...,n adalah bilangan real tak

negatif, maka

n n Xln ¥

(6) Yao < |Ya| |)by

i i 1
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ekuivalen dengan

n n x|n y
(7) ZaL b, < Eatifx zbiwy
1 4 i

Kesamaan dipenuhi;jiké dan hanya jika b;=0 atau

. -
Fewp, 7

;1 = ’ = g& =
i n
Bukti 1:

Akan dibuktikan (7) dipenuhi.

51

Jika semua aL=0 atau semua bL=0, {7} jelas dipenuhi,

D S

Misalkan kita tulis ketaksamaan {3) dalam bentuk

(8) zM < 1T+m{z-1) . Z>0 dan O<m<l.
’ A ;o
Andaikan z = 5 A dan B positif.

Maka menurut (8},
AMBi-m < Bim(A-B) , O0<m<1,
Jika m diganti x dan i-m diganti y, maka

(9) A¥BY £ xA + yB,

Misalkan
a to% bti/Y
A= EPe— dan B, = —

1/% i
zai. th Y

i i
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4]

Akan ditinjau E AXBY |

i
Menurut {9},
3 n n
EALRBi'Y < xsz - yZEaL
1 1 1
ol n
’ 4/
Eaif x Ebi’ ¥
= x X + oy : = x+y = 1
23 N
Ea,hsxx Eb 17y
4 1
Jadi,
n n xin ¥
1/% i
ZaLbL < Eai' Eb y
{ i 1

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika

a 1% bti/y .
= o aip—aipn 20 T T

N

el
7/ 17
Eai.’“ y z?’i y
1

i

4%
a'i-

HMJ

A%
3,

iR

‘/
bL ¥

i
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/
Ch _a
b3y 3
L
a.%
Kedua ruas dikalikan dengan —
(3794
v
a. a_x
Maka — = & % = .
i B by

A
Jadi 5T T A
Kesamaan (6) dapat dibentuk dari ketaksamaan (7}
dengan mengganti a dengan aX dan b, dengan bY. =
Bukti 2
Pada pembuktian kedua ini, x diganti dengan 1/p dan
y dengan 1/qg.
Untuk semua aL=0 atay semua btzo, maka ketaksamaan
(7) menjadi suatu kesamaan.
Karena p>1 dan q>1, maka fungsi u=xP dan v=x49 dengan

x20 keduanya naik. Untuk o>C dan [3>0 dari gambar

ljaer‘ikut dipercoieh
e /
u;'ﬁ- N/ LP /‘
% ,& {,{:}(?"}
 E— /!
A A
5 ' '
gambar 3 oL ¥ © gambar 4-"< <
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& f3
< p=1i q-i :g..._. ﬁ
aﬁ_fx dx+J'u du 5 =
0 0

dan oleh karena grafik fungsi u=xP™!1 juga merupakan
grafik fungsi x=uyd4"t  (1/p+1/g=1 = pPa=p+q =
{(p-1¥{g-1)=1 = q~1=-—61:-1-~), maka Tuas daerah A sesuai
dengan integral vang pertama dan daerah B sesuail
dengan integral vang kedua. Untuk a=0 dan f3=0

ketaksamaan yang kita peroleh ini menjadi kesamaan.

P
Jadi, af = %-- = ﬁq-i » untuk o0 dan f320.

N n

P = R>0 dan ZIbilq

5>0,

Sekarang dimisalkan ZaL

1
maka untuk a=a,R*/P dan f=b 5t/9 diperoleh

[

aLP/R+2’bt’q/S

n

1
p

1A

Ri/p sisg z
i

&

H

I

1
¥ P
G

Jadi 2

a, bLI < Ri/p Strq

n t/pin

b e

a.

H|
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Contoh 3.C.1

Buktikan bahwa ketaksamaan Hoelder merupakan
ketaksamaan Cauchy Jjika x = 1/2Z.

Bukti

Menurut teorema 3.5,

jika x,y >0, x+y=1, dan atﬂ% e R, i=1,2,...,n,

Jika x%x=1/2, maka y=1/2, karena x+y=1.
Jadi diperoleh

n n /2 1N 172

1/2

=)
=
]

a. b,

Jadi, ketaksamaan Cauchy merupakan kejadian Kkhusus

dari ketaksamaan Hoelder. "
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Contoh 3.C.2

Jika a, bL himpunan bilangan positif dan x,v 2 0,

dimana x+y=1, maka

n 17y n t/y |0 1/%
1 1 1
Bukti :

Menurut teorema 3.5, ketaksamaan Hoelder berbentuk

n A % [n y
E ab, < E a 1/ E byt/Y

1 1 1

Maka

D. KETAKSAMAAN MINKOWSKI
Ketaksamaan ini merupakan suatu bentuk
ketaksamaan yang ditemukan oleh Hermann Minkowski

(1864~1809).
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Teorema 3.6

Jika p21 dan untuk a;,a,,...,a, dan bi’bZ""’bn
bilangan-bilangan real, maka

n 1/p " 1/p n 1/p

P P P
z a +by < 2 a + z by
1 1

1

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika b;=0 atau

a/_ %24 _ 2n
bi bz bn
Bukti

Untuk p=1, ketaksamaan jelas beriakuy.
Sekarang akan dibuktikan untuk p>1.

p

b,

1

+ + +||a i+

&; i

8 i

L

1

bt| P“‘lb‘.

bl p""a

Jika a diganti dengan a dab b diganti dengan b,
dan dikenakan operasi penjumiahan untuk 1 dari 1

sampai n, didapat

n n .
P -
- p-i
2 ai.+bi. ...z ai.+bt la +
1 1 p
n )
f
pi
z a |+ bL lbl.
1 N\
Dengan mengambil g = EgT" maka berlaku
l + l = l + p-1 = 1., Dan dengan diketahui p>1, g>1,
P g P P
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maka menurut tecrema 3.5, diperoleh
n 1 i/p rn 179
attla +o 1P < a lp af+]o 1P
i i = i i i
1 1 1
dan
n n i/pin 1-9
p-d o P
zlb"i[ aﬁbi] <3 f| 3 [ - bi|]
1 1 1
Setelah diadakan penjumlahan diperocleh
n . n . . 1/q
z [at + b-‘.” = E a; +‘btl]
1 g 0L .
e .
n i/p n i/p
P
2 a {P + Z Ibi”
1 1
Y
Selanjutnya kedua ruas dibagi dengan
n i7q
el 5 _ 1 148 )
z a; |+ bi.l . an mengingat 5 + 5 F , maka
]
dipercleh
n 1/p n 1

3

)

1

/p n 1/p
P P
+ Z ! bi. } .
1

P
at+btl =< z
]
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Setelah kita membuktikan bentuk ketaksamaannya,
sekarang akan ditinjau kapan kesamaan akan dipenuhi.

Menurut teorema 3.8, bentuk

n n i/p N i/q
p~i P
2 ai' ai"*bi S E a,L P z ai. + bL
1 1 1
dan
n n i/p|D 19
p-i p P
[l | 1
1 1 1
kesamaannya akan dipenuhi jika
R
1) s = a, dan
Py
a; +b;
| b; |
2) - ; 2 {?
-4
ai..+b\.
“
Dari 1) dan 2) didapat
EX {2
= o 4 = q{? =
B1b | {b; |
3y 9
Jadi kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika =5
1 2
a

r
bn
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Contch 3.D.1:(Modulus suatu matriks)

Diandai_kan A dan B matriks bujursangkar berordo n
dengan elemen a; dan bﬁ’ dan elemen tersebut
mungkin merupakan bilangan kompleks. Matriks A+B
didefinisikan sebagai aLj+bLj‘ NiTai real non-

negatif dinamakan modulus matriks A, ditulis |A].

172
Jika (A} = {z |ai.j12} ymaka akan dibuktikan bahwa
jA+Bl = {A] + |B}, jadi modulus ini memenuhi

ketaksamaan segitiga.

I
]

{E |a';jf2}uz dan

{2 | bi,j 12}1/2 ,

172
maka |A+B} = {E |ai.j+bi.j|2 .

H|

(B

Menurut teorema 3.6, maka

{E |ai.j+bi.j|2}1/2
1/2 1,2
{E lai,jfz} * {E Ibij|2}

PAL + B

it

| A+B]

1A

[H

Jadi |A+B| = [A| + [B]. B
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E. KETAKSAMAAN DERET TAK HINGGA DAN KETAKSAMAAN

INTEGRAL
- Pada tiga subbab sebelumnya telah dibahas
tentang tiga bentuk ketaksamaan berhingga, vyaitu
ketaksamaan Cauchy, ketaksamaan Hoelder, dan
ketaksamaan Minkowski . Dari ketiga bentuk
ketaksamaan diatas, masing-masing dapat dikembangkan
menjadi ketaksamaan deret tak hingga dan ketaksamaan

integral.

1., Ketaksamaan Deret Tak Hingga
Teorema 3.7 :(Ketaksamaan Cauchy)
Jika a dan b,, i=1,2,... bilangan-bilangan real,

L L

maka berlaku ketaksamaan

d » , 5 N
@ 2 o0 o

i 2 2
PR DE
1 £ 1
- v . S W "

-
0]
. a, b, ?
dimana L dan L konvergen.
{ |
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Bukti
w @ ©
) 2 2 2
Misalkan E a- = A dan E b,” = B, maka ¥n, 2 a; < A

i i 1

o)
dan E 0% % B.
i

Menurut tecrema 3.4., V¥nell berlaku

3 y

g |
)
o
o
|
iA
I~
n
.
»
Y
» Pt 2
o
.
N

' 5 -
n Fn Z ] d
NER RN
Voel |Zabt[25 E|ai.||bi.| < : g
1 i
i i
w
» v N +
n n
_ 2 2
= E a; E bt'
i 1
n al n
; s 2
Jadi IE ab |2 < Z a; z b? < A8
1 i i
N 2
Andaikan diambil S = E ta |51
i

maka ¥nelN, S, € AB, dan karena <S > barisan monoton

naik dan terbatas ke atas, maka Timit §, untuk
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w 2
n——p ada dan 2 fa ] 1b | = AB.
1
0 2 00 2
Karena z la bl konvergen, maka z a; by
el 1
konvergean,
Jadi
* ~ o [N . "
® 2 o a
2 2
Yoan| o |3 AT Do .
i 1 i
] v - o b ] v

Teorema 3.8 :{Ketaksamaan Hoelder}

Jika x dan y positif, x+y=1 dan bilangan-bilangan a

dan bi’ i=1,2,... adalah bilangan real tak negatif,
maka

r N ~ L
® . i/% e iry 4

a, E b,

Zatbi < E i i ,

i i
i

. o - -ﬂ
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dimana

Bukti

Misalkan

Vn,

Menurut teorema 3.5 ,

a

1A

z ai.bi.

| o]

J

7S

X ra) b4
i/x 17y
&, .
i dan 2 b‘L
i
” \ J
-
o X
1%
a.
2 - = A dan
1
]
*y -y
X %0 Y
p 37
< A dan ¢ <

[

®
i/%

~
h
¥
2o
1

]

3

1%

»

"

Y

konvergean,

(o

t/y
) o

VnelN berlaku

1A

= B,

AB.

64

maka
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N

Andaikan diambil T = Z|a£{[bi‘|,
i

maka Yne&N, Tn £ AB, dan karena <Tn> barisan monoton

naik dan terbatas ke atas, maka limit T untuk

e
n—— ada dan E|at|]b£1 < AB.

i

o ®
Karena Zjat|(bt| konvergen, maka 2 a;b; konvergen.

1 1

Jadi

o ™ ~ ™
v} s.¢]

L 1/% i/y

z a. b, S z ai- E b'l. . B
i i

1

. Ly ] o

Teorema 3.9 :{Ketaksamaan Minkowski}

Jika p21 dan untuk a; dan bi’ i=1,2,... bilangan-

bilangan real, maka

© 1/p @ 1/p % 170

; ai_+biip < ; P + gibtl" ,

a;
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« 1/p & 1/p
dimana z a; P dan z Ibwp konvergean.
1
Bukti
~ -
© 1/p © 1/p
Misalkan E a; P = A dan 2 IbL’p = B, maka
1
] L]

-

0
¥n, z
3

Menurut teorema 3.6., ¥nelN beriaku

o
a|®] < A dan z IbL!P < B.
1 .
of

n

)

1

i/p
P

aL+bt a;

1/p R i/p o
| R
1 1

< A+B.

Andaiakn diambil U = 2

maka Un < A+B, ¥naN, dan karena <Un> barisan monoton

naik dan terbatas ke atas, maka Jimit U, wuntuk

® 1/p

n—— ada dan 2 e < A+B.

1

aL+bt

Jadi
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&7

ai"*‘bi'

P < E

s ~1 8

2. Ketaksamaan Integral
Teorema 3.10 :{Ketaksamaan Cauchy)
Jika f dan g fungsi kontinu dan terintegral pada

interval {a,b}l, maka

£ 1/2 1,2
(10)|af f(X)g(x}dXIS[ubez(X)dX] [(Jbgz(X)dX] -

.F
Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika g§:§ = \.

Bukti
Jelas bahwa untuk setiap bilangan real vy,
Fiy) = _J° [yF(x)+a(x0]2 dx 2 0.
Jika cbez(x)dx = 0, maka f=0, dan (10) dipenuhi.

Disisi lain,

3 2
Fly) af" [yf(x)+a(x)]12 dx
- GJ* [yzfz(x)+2yafbf(x}g(x)+ajbg2(x)] dx.
—be(x)g(x)dx
Jika y = '

aﬁfz(x)dx

maka



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

68
- [PFeagea 9
F(y) = F(x)dx -
= £
Gfbfz(x)dx
JPreag00 9
2 fbf’(x)g(x)dx " J‘bQZ(x)] dx.
J'bfz{x)dx & @
o
Misalkan fbf(x)g(x)dx =
&
fbfz(x) dx =B > 0
sl
J’gz(x)] dx = C 2 0
Maka
2
Fy) = p-22A+c¢C
2 B
B
_ Al.op®iBC
A
2
-A"+BC
= -
— 2 0.
_A*1BC 2
Karena 5 > 0, maka A” £ BC.
Jadi

b > 172 o i-/2
| [ fo0s0odx] < [GJ*’f (x)dx] [Jbg (x)dx] .

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika terdapat vy € R
sehingga
Fiy) = _[° IvFO0+e(0 12 dx = 0.

& [yf(x)+g(x)]% = 0
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& yF{x)+g(x) = 0
o vi(x) = -g(x)
F(x) _ ., -
& W = Y A B

Teorema 3.11 :(Ketaksamaan Hoelder)
Jika f dan g fungsi kontinu pada f[a.,b}l, p>1 dan

+ = 1, maka

11) ]ajbf(t)g(t)dt{ < afb|f(t)g(t)|dt

< [aﬁ] f(t) |"’dt]i/p [beg(t) |th]1/q.

Kesamaan dipenuhi Jjika dan hanya jika salah satu

OfF —

’
p
{

dari f dan g identik dengan nol atau f.g tidak
berubah tanda pada [a,b] dan ada bilangan konstan
positif o dan 3 dimana B|f|® = «|g|® pada [a,b].
Bukti

Jika f dan g identik dengan ncol, maka (11) dipenuhi.
Jika tidak satupun f dan g identik dengan nol,

diambil le dan yzl ,
o] g

dfe)? IO TN
Jreee MEISIE

dalam hubungan {(9) A*BY < xA + yB, diperoleh

A =
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t/p i/p
[Fee) (P lg(t)9
ERASDE N et <
Jrrcel o fPracee
1 L Ifee® RSN
- + —
o]
Srrene] DA Prace)e
| F(t)] [g(t)|
1/q

¢

i/
[aflf{m"dt] i [Jblgftn‘*dt] .

1 e ®

Kedua ruas diintegralkan dari a ke b, maka

jb|f(t)g(t)[dt
o1

[Jﬂ f(t)lpdt]“’” [J’lgct) |‘*dt]”q
AN TR Jrecey s

1
m——— - A = = —————
P q
Jifge G|b|g(t)|q

r e gh
p q P

fblf(t}g(t)|dt
a4

1./p 1/
[J’[f(t)]pdt] [j[g(tnth}

Jadi

+.

q

| MEIS2E
_— + e o
28 W EICTES IR Y M EETCOFT
b

70
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i/p 179
P q
aﬁlﬂt)g(t)ldts[aﬁrﬂt” dt] [Gfb|g(t)| dt] .

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika salah satu f
dan g ddentik dengan nol atau f.g tidak berubah

tanda dan ada bilangan konstan positif sehingga

A LF(O)]® Jete) | fat
...g.z = A

p' q
a.fblf(t)l fg(t)]

P
pregpn W10

o
EISIL qf’|g(t)|th B

o
Jadi il SN ] @ B|F) P = alalt)y|?. B

fg(tyla B

Teorema 3.12 :(Ketaksamaan Minkowski)

Jika f dan g fungsi kontinu pada [a,b] dan pz1, maka

i |20 ¥ e
u_[bgf(t)+g(t)1 dt] < ajb|f(t)] dt .
[ Ib|9(t)|pdt]1/p
1

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika

al F() P = yle(t)(®.

Bukti

Jika p=1, maka ketaksamaan jelas berlaku.

Akan dibuktikan untuk p>1.
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afb|f(t)+g(t}|pdt =
cf’|:|f-‘(t)+g(t)1‘:'"‘;f(t>|ws~|f{»:)+g(t)|""";g(t)|]dt =

p-i p-ti
[uj'b|f(t)+g(t)| |f(t)|dt]+[afb;f(t)+g(t)| [£(t)]
Dengan mengambi i =2 maka l + l = ! » B =1, dan

g g g o-1" 5 q 5 o :

menurut tegrema 3.11,

p~1 P i/
JPIFC R sae) [PHat [afbff(t” dt] ;

[afb]f(t)-i-g(tﬂpdt]i/q

dan

ped o .. |+P
ST leto ] Fo) o) P et < [aﬁg(t); dt] .

[Ib|f(t)+g(t)|pdt]1/q.
9

Setelah diadakan penjumlahan, diperoleh

1/
jblf(t)+g(t)|pdt h.3 [J’b|f(t)+g(t)ipdt] F
fa} [»3

[afﬂ £(t) jpdt]i/p+[j|g(t) [pdt]i/p

o . 11/
Kedua ruas dibagi dengan Jblf(t)+g(t}| T
£

maka diperoleh
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ajblf(t)+g(t)[pdt

{fb|f(t)+g{t)|pdt]1/q
Q
o tp R
[Gf|f(t)| dt] + afb|g(t)| dt :

) 1 1
Dengan mengingat E + — = 1, maka

[J*ifct)+gct)|9dt]1/p < ['fb}f(t)|pdt]1/p '

Q! Q
[f’|g(t)|9dt]“p.
[+%

Selanjutnya akan kita cari dimana kesamaan akan

<

0

dipenuhi.

Menurut teorema 3.11, bentuk

- i/
[Plece) ]| Fier+a(e) [Pt < [wralf(t)|pdt] i,
=1

i/
[af|f(t)+g(t)|"dt] g

dan

p-i I
af|g(t)||f(‘t)+g(t}| dt < [afb[g(t)} dt] *

g
[afb[f(t)+g(t)|pdt]1 3

akan dipenuhi kesamaannya jika
1). alf(£)|® = 3{F(t)+g(t){", dan

2). yig(t)i® = pIf(t)+ga()|®.
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Dari 1) dan 2) diperoleh
al ()P = plg(t)|P.
Jadi kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika

aff(L)[P = y|a(t)]P.

F. PENGGUNAAN KETAKSAMAAN DALAM TECORI RUANG METRIK
Seperti telah dikemukakan pada bab I, bahwa
ketaksamaan sangat berperan dalam mgtematika karena
ketaksamaan timbul hampir disetiap cabang
matematika. Dan pada skripsi 1ini akan sedikit
dibahas ketaksamaan yang digunakan pada pembahasan

teori ruang metrik,

Definisi 3.3

Diperikan himpunan X#¢, dimana setiap elemennya
disebut titik. Dibentuk fungsi d:X x X 4 K sehingga
d{x,y) vyang didefinisikan untuk semua X,y¥,2 X
memenuhi

1. d{x,¥y) 2 G,

Ii

2. dix,y) 0 jika dan hanya jika x=y,

3. simetri : dix,y) = d{y.x),
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4. Ketaksamaan segitiga : d(x,y) € d{x,z) + d(z,y)}.

Fungsi d(x,y) vyang dibentuk merupakan fungsi
jarak dari titik x ke titik y. Dan ruang metrik
dengan himpunan X dan jarak d biasanya dinyatakan
sebagaij pasangan (X,d). Jadi X merupakan suatu
himpunan yang dilengkapi dengan jarak d,

Pada himpunan kita mengenal yang disebut dengan
subhimpunan. Dan dalam ruang metrik ini kita Jjuga
mengenal adanya subruang metrik, Jika (X,d)} adalah
ruang metrik dan M adalah subhimpunan dar X, maka
(M,d) juga merupakan ruang metrik dan disebut
subruang metrik (X,d).

Dalam pembahasan ruang metrik, kita sebenarnya
akan mencari suatu fungsi d yang dapat memenuhi
keempat sifat vyang telah disebutkan diatas pada
suatu himpunan X vyang diberikan. Dan ketaksamaan
yang telah dibahas di muka sangat bermanfaat untuk
menunjukkan fungsi jarak yang telah didefinisikan
memenuhi sifat ketaksamaan segitiga.

Penggunaan ketaksamaan dalam ruang metrik

tersebut dapat kita Tihat pada contoh~contoh dibawah




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

76

int.

Contoh 3.F.1:

Himpunan semua kelempok n bilangan terurut (n-tuple)

)

X = (xi,xz,...,xn

dari bilangan real X .Xz, ..., X, dengan jarak

n i/2

(12) d0uy) = YOy

i

adalah ruang metrik yang dinctasikan dengan RM dan
disebut "ruang Euclides dimensi n%. Jarak (12} jelas
memenuhi sifat 1,2, dan 3 pada definisi. Selain itu,
mudah memperlihatkan (12) memenuhi sifat keempat,
yaitu ketaksamaan segitiga.

Jika diberikan

X = (Xisxzs---sxn)x Y = (yil)’2s---xyn): dan
Z = (21’22"“’Zn) adalah tiga titik dalam RP, dan
akzxk"zk, bk=2k—yk, (k=1 ,2, . e ey n).

Akan dibuktikan

n 1/2 " 1,2 n 1,2

Yogv?| s Yo n?| E(erz
i i i
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ekuivalen dengan

n 1/2 " 1/2 n 1/2
E( a, +by.)? < zakz + Zbkz
1

i i
Menurut ketaksamaan Cauchy

n N nl
Yeao?| = haz| o
1 1 4
n
Jika kita bentuk Z(ak+bk)2, maka

1

n n
E(ak+bk)2 = E(ak2+2akbk+bk2)
i i
n
i
n n n n i/2
i 1 i i
. '\
" 1,2 . 122
= zakz i zbkz
i i

] o
Jadi, jika kedua ruas ditarik akarnya, didapat

n i/2 n t/2 n 1/2
2( a, —by )2 < zakz + Ebkz . B
i 1 1
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Contoh 3.F.2

Himpunan semua kelompok n bilangan terurut {(n~tuple)

X = (X1’X2""’xn)
dari bilangan real XgsXgs - osXy dengan jarak
A 4/p
dy (x,¥) = 2|xk—yk|9 , dimama p21,

1
merupakan ruang metrik yang dinotasikan dengan Rpﬁ.
Sifat pertama, kedua, dan ketiga Jelas dipenuhi
untuk fungsi jarak yang didefinisikan. Sedangkan
sifat ketaksamaan segitiga juga dipenuhi karena jika
Kita membentuk d{x,y)Sd(x,z)+d{z,y) akan sama dengan
Ketaksamaan Minkowski vyang telah kita bahas pada

tecrema 3.8. R

Contoh 3.F.3
Diberikan Cp dari semua fungsi kontinu vyang
didefinisikan pada interval tertutup f{a,b] dengan

jarak

b 1/2
d{x,y) = af [x{t)=-y(t)])2dt

$ifat 1,2, dan 3 jelas dipenuhi oieh fungsi jarak di
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atas. Dan bukti bahwa jarak d{x,y) memenuhi sifat
ketaksamaan segitiga dapat dikerjakan berdasarkan

ketaksamaan integral Cauchy
b 2 b b
Px(t)y(t)dtl £ sox2(t)dt  SUyE(t)dt.
=8 a a
Andaikan f{t)=x(t)~z(t) dan g(i)=z(t)-y(t), akan

dibuktikan

{ 1/2
[J‘ {f(t)+g(t)]2dt] <
3
. 1/2 b 12
[J‘ ‘Fz(t}dt] +[a.!' gz(t)dt] ,
[+

Jika kita bentuk afb{f(t)+g(t)}2dt, maka
af"{fctng(t)]zdt = a.fb[fz(t)+2f(‘t)g(t)+92(t}} dt
= fPf20t)dt + sOgR(t)dt +
Q o
2 fOF(t)g(t)dt
[#]

< sPf206)de + fOg2(t)dt +
=5 Q

b 172 5 1-2
2[ e fz(t)dt] [af gz{t)dt]
a

b 1/2 . 1212
= [af fz(t)dt] +[af gz(t)dt] ]

Jika kedua ruas ditarik akarnya, didapat

. 1/2
[J' [f(t)*l"g(t)]zdt] <
&

o 1/2 “ 1/2
. [ S fz(t}dt] +[af gz(t)dt] N
<
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Contoh 3.F.4
Misalkan 72 adalah himpunan semua barisan takhingga

X = <X >
o
dari bilangan real yang memenuhi syarat E>%2 < o
k=1

dimana jarak antara 2 titik didefinisikan

o 172

(13) d0x,y) = |Y04=%)?

i

Sebelum kita membuktikan bahwa (13) merupakan ruang
W

metrik, akan diperlihatkan dahulu bahwa z(xknyk)2<m.
1

Persamaan (13) berlaku untuk setiap X,y € &, dan
ita tahu bahwa berlaku suatu ketaksamaan

(xkiyk)z < 2(x2+y2),
w 0%
Jika 2>%2 < @ dan 23@2 < W, maka akan

k=1 k=t
14 4

mengakibatkan Z(Xk—yk)2<w.
1

Datam hal ini, kita mendapatkan bahwa jika titik-
titik <x > dan <y, > keduanya dalam I,, maka <X, +Y,>

juga merupakan suatu titik,
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Dan sekarang akan diperiihatkan bahwa J, merupakan
suatu ruang meirik,

Jelas bahwa (13) memenuhi sifat 1, 2, dan 3 pada
definisi. Dan akan dibuktikan bahwa jarak vyang
didefinisikan memenuhi sifat ketaksamaan segitiga.

Akan dibuktikan

o 1/2 o 172 | 172
(14) |Yogn?| s Yogmz02| |3 (zmyo?
i i i

Andaikan ap=x.-z, dan by=z, -y, , maka {14) ekuivalen
k7™ %k k7k Tk

dengan
- 1/2 ST e D dnc
2( a2l 3 Pad| Ebkz
i i i

Pada contoh 3.F.1 telah diperlihatkan ketaksamaan
segitiga untuk setiap n berhingga. Dengan mengambi ]

n —3 w, maka diperoieh

© 1/2 o 172 |y 1/2

ZCXk—yk)z £ z(xk~zk)2 + E(zk“-yk)z

4 1 i
Jadi 1, merupakan ruang metrik n

2
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Contoh 3.F.5

Diberikan Ip himpunan dari semua barisan takhingga

X = <xn>
+4]
dari bilangan real yang memenuhi syaratl E>%P < @
k=1
untuk bitangan p21, dimana jarak antara 2 titik
didefinisikan

(15) d0xy) = |Yxvyl?

1
gsifat 1,2, dan 3 jelas dipenuhi oleh fungsi jarak
yang didefinisikan. Dan terakhir akan dibuktikan
bahwa fungsi jarak tersebut memenuhi sifat
ketaksamaan segitiga.

Menurut ketaksamaan Minkowski, maka

n 1/p n 1/p b i/p
E|Xk“yk|‘° £ 2|Xklp * Elyklp , ¥n e IN.
1 L 1
o 1P | 19
Jika E[xkip A 2|yk|9 konvergen, kita dapat
4 1

mengambil 1imit N e ©, maka
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© 1/p © i/p © 1/p
(16) E|xk—yk19 < 2|xk|P * E|yk|P < ®.
i i i

Pada contoh 3.F.2, fungsi jarak yang didefinisikan
di sana memenuhi ketaksamaan segitiga untuk n

berhingga. Dan karena telah diperlihatkan bahwa

ketaksamaan Minkowski juga berlaku untuk n
takhingga, maka (15) juga memenuhi ketaksamaan
segitiga. Jadi 7, merupakan ruang metrik. ]

P
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BAB IV

PENUTUP

Ketaksamaan yang telah dibahas pada skripsi ini
merupakan bentuk ketaksamaan yang 1ebih banyak
digunakan dibandingkan dengan bentuk~bentuk
ketaksamaan yang lain.

Pada pembahasan benda~benda geometri,
ketaksamaan vang berkaitan dengan rata-rata
aritmetika dan geometri lebih banyak digunakan.
Misalkan pada suatu bidang datar yang diberikan,
dapat dicari luas maksimum dan luas minimum dari
bidang datar tersebut. Juga digunakan untuk mencari
volume terbesar dan terkecil dari suatu benda ruang
yvang diberikan. Tetapi sebenarnya penggunaan dari
Ketaksamaan rata-rata aritmetika dan geometri tidak
hanya sebatas pada bidang-bidang geometri saja.
Terkadang akan ditemukan pula penggunaannya pada
pembahasan deret. S$Seiain pada ketaksmaan rata-rata
aritmetika dan geometri, pembahasan deret juga

ditemukan pada penggunaan ketaksamaan yang lain.
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Sedangkan pada pembahasan ruang metrik Tebih
banyak menggunakan ketaksamaan Cauchy, ketaksamaan
Hoelder, dan ketaksamaan Minkowski, baik untuk
ketaksamaan berhingga, ketaksamaan takhingga, maupun
ketaksamaan integral.

Khususnya dalam pembicaraan tentang ruang
metrik, seperti vyang telah dikatakan di muka,
ketaksamaan sangat bermanfaat untuk menunjukkan
pahwa fungsi jarak yang telah didefinisikan memenuhi
sifat ketaksamaan segitiga.

Pada contoh 3.D.1 diperkenalkan pengertian
modulus matriks bujursangkar berorde n. Di sini
ditunjukkan bahwa modulus suatu matriks memenuhi
ketaksamaan segitiga.

Bentuk ketaksamaan yang telah diuraikan di muka
merupakan bentuk ketaksamaan yang mendasar.
Ketaksamaan-ketaksamaan tersebut juga digunakan
untuk mempelajari dan menelaah masalah ketaksamaan
yang lebih lanjut, serta dapat dijadikan sebagai
daar pemahaman konsep-konsep dan topik-topik

matematika lanjut.
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