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ABTRAK

Tulisan ini merupakan penelahaan mengenai sebaglan
kecil pemetaan konformal. Pemetaan yang Jjuga disebut
transformasi dalam teori variabel kompleks, dikatakan
konformal jika transformasi itu mempertahankan sudut yang
dibuat oleh dua kurva mulus yang berpotongan pada sebuah
titik, baik besar maupun srahnya.

Sifat konformal adalah salah satu sifat paling
penting dari fungsi analitik, sebab pemetaan oleh fungsi
analitik bersifat konformal di suatu titik vang
derivatifnya tidak sama dengan nol.

Hasil penting vang mengatakan bahwa pemnetaan
bersifat konformal jika dan hanya jika pemetaan itu oleh
furigsi analitik , dibuktikan dalam tulisan ini.

Pemetaan oleh fungsi elementer dibahas untuk
menunjukan sifat-sifat sederhana pemetaan konformal.
Transformasi bilinear dibicaraskan secara khusus, terutama
sifat vang menyatakan bahwa fungsi ini membawa lingkaran

ke lingkaran dengan garis lurus di pandang sebagai

lingkaran, dan bahwa perbandingan silang invariant
terhadap transformasi bilinear. Fungsi w = z + 1/z dan
w = =2z + eZ dipilih sebagai contoh aplikasi pemetaan
kohformal.

ix



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

ABSTRACT

This thesis is a study about a part of conformal
mappings. A mapping, which is also called 1
transformation in complex variable theory, is sald to be
conformal if it preserves the magnitude and the sense of
an angle made by two smooth curves intersecting at =
point.

Conformal property is one of the most important
properties of analitic function, because a mapping by an
analitic function is conformal at a point where its
derivative is not zero.

The important result, that a mapping is conformal if
and only if it given by an analitic function is proved
there. Mappings by elementary functions are discussed to
show the simple conformal propertieg. Rilinear
transformations are specially discussed, especially their
properties that they transform circles onto circles with

a straight line considered as a circle, and that cross

ratios are invariant with reapect to bilinear
transformations. The functions w = z + 1/z and w = z + e?
are chosen to show the applications of conformal
mappings.
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BAB 1

PENDAHULUAR

e

Fungsi sdalah konsep vyang sangat ;eﬁtﬁﬁg" dalam
matematika. Istilah pemetaan atsu transformasi Juga
digunakan untuk istilah fungsi. Lebih-lebih untuk fungsi
variabel kompleks, penggunsan istilah pemetaan atau
transformasi lebih sering digunakan daripada istilah
fungsi. Sebab hubungan antara daerah definisi suatu
fungsi variabel kompleks dengan daerah hasilnya, lebih
banyak ditinjau sebagai suatu transformasi dari kedus
daerah itu.

Di dalam karya tulis ini, akan dibahas suatu pemeta-
an khusus di dalam analisis kompleks yaitu PEMETAAN
KONFORMAL. Untuk membahas hal ini, sebelumnya akan
diursikan terlebih dahulu beberapa konsep dasar sebagail
pendukung pewmbahasan ~ topik pemetaan konformal ini,
Konsep-konsep dasar ini akan diuraikan dalam bab II.
Dalam bab II ini, hal-hal vyang akan diuraikan adalsh
konsep himpunan di bidang kompleks, yang memuat konsep
dasar dalam topologi di bidang kompleks. Kemudian
diuraikan Jjuga mengenai konsep fungsi dan limit.
Selanjutnya diuraikan konsep kekontinyuan dan fungsi
terdiferensial. Dan vyang paling penting adalah konsep
mengenai fungsi analitik. Konsep-konsep pendukung dalam
bab II ini tidak diuraikan secars mendalam, melainkan

hanys dibahas beberapa konsep yang benar-benar diperlukan
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dalam pembahasan.

Pembahasan vang diuraikan dslam bab III, dimulai
dengan definisi pemetaan konformal. Kemudian disusul
dengan teorema penting yang mengatakan bahwa suatu

pemetaan yang didefinisikan oleh fungsi analitik f(z)
bersifast konformal kecumli di titik kritisnya, vyang
menjadikan f£'(z) = 0. Selain itu diuraikan Jjuga bahwa
suatu pemetasan oleh fungsi f(z) bersifat konformal Jjika
dan hanya Jjika fungsi f(z) tersebut analitik. Untuk
memperjelas hal ini diberikan beberapa contoh
transformasi konformal oleh fungsi ansalitik. Antara lain
fungsi-fungsi elementer, dua contoh fungsi berturutan dan
dua contoh fung=i khusus. Pada pembahasan fungsi -fungsi
elementer, selain membahas sifst konformal fungsi-fungsi
itu, juga dibahas beberapas hal penting seperti penyajian
geometris dan beberaspa teorema penting.

Dua contoh fungsi berturutan dalam karya tulis ini
dibahas, karens gagasan bahwa suatu fungsi dapat
diperoleh melalui komposisi fungsi-fungsi vyang lain,
sangat membantu dalam mempelajari fungsi atau pemetaan
dari satu daersh ke daersh lain. Namun demikian dalam
karya tulis ini hanya diambil dua contoh saja untuk
menunjukkan hal itu.

Sedangkan dua contoh fungsi khusus yaitu fungsi
w = z + 1/z dan w = 2z + e% diursikan untuk melengkapi
keseluruhan karya tulis ini. Fungsi-fungsi tersebut

dibicarakan secara khusus mengingat penerapannys,
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meskipun penerapan itu tidak dibahas dalam tulisan ini.

Karys tulis ini akan diakhiri dengan ikhtissar yang
akan diuraikan pada bab IV yvaitu bab penutup.

Karena karya tulis ini merupakan tinjauan pustaks
dari berbagai buku acuan, maka beberapa bagian di
dalamnya mungkin akan memunculkan permasalahan, vang
tidak dibahas dalam tulisan ini.

Penulis menyadari bahwa vang disajikan dalam
tulisan ini hanya merupakan sebagian kecil dari topik
tentang pemetaan konformal dan hanys merupakan kelanjutan
dan penerapan dari teori fungsi variabel kompleks vyang

pernah diperoleh pada mata kuliah analisis kompleks.
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BAB 11

TEORI PENDUKUNG

2.1 HINPUNAN DI BIDANG KOMPLEKS
Daerah asal daﬁ dserah hasil suatu fungsi
kompleks merupakan suatu himpunsan bilangan kompleks.
Oleh karena itu dalam mempelajari fungsi kompleks,
akan diperlukan pengertian-pengertian dasar dsalam
topologi di bidang kompleks. Pengertian-pengertian

itu akan dinyatakan oleh beberapa definisi berikut.

DEFINISI 2.1.1 : Kitar titik =z, dengan radius r ada-
lah himpunan titik =z yang Jjarsaknya

dari zo, kurang dari r.

Jika ditulis dalam lambang menjadi
N(zg, v) = {zl!z - zol < r}

DEFINISI 2.1.2 : Suatu himpunan D disebut terbuks
Jika untuk setiap titik zy, € D maka
ada r > 0 sehingga N(zo,r) merupakan

himpunan bagisn dari D.

Definisi tersebut akan lebih jelas jika ditulis dalam
lambang seperti berikut

D terbuka & ( zo €« D = (3r > 0y N(zg,r) <« D )
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DEFINISI 2.1.3

DEFIRISI 2.1.4

DEFIRISI 2.1.5

DEFINISI 2.1.6

DEFINISI 2.1.7

2.2 FUNRGSI DANR LIMIT

o

Titik 2z, disebut titik limit himpun-
an E Jjika setiap kitar titik 2z,
memuat paling sedikit satu titik 2z,

dengan z, # 2, dan z; € E.

Titik 2z, disebut titik perbatasan
himpunan E Jika setisap kitarnysa
memuat baik titik anggota E maupun

titik bukan anggota E.

Daerah adalsh suatu himpunan ter-
buka vang tidak kosong atsu himpunan
ini disertai sebsgian atau seluruh

titik-titik perbatasannya.

Himpunan terbuka E disebut terhubung
jika setiap dua titik di dalam E
dapat dihubungkan oleh garis patah
poligonal yang seluruhnya di dalam

E.

Domain sadalah suatu himpunan tidak

kosong yang terbuka dan terhubung.

Jika diberikan sebarang dus himpunan bilangsn

kompleks yvang tidak kosong A dan B. Maka fungsi f
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dari himpunsn A ke himpunan B didefinisikan sebagai
sustu aturan yang wmengawankan secara tunggal setiap
elemen z dalam himpunan A dengan tepat satu elemen Ww
di dslam himpunan B. Elemen w = B yang berkawankan
dengan z <« A dinyatskan dengan w = f(z).

Sehingga fungsi ini sering ditulis

w = f(=z) ) z & A.

Elemen w digebut nilai fungsi £ di z satau bayangan 2
oleh fungsi f. Himpunan A disebut daerah assal vang
berupa domain, sedangkan himpunan semua nilai fungsi
f dinamsakan daersh hasil (range) fungsi f.

Fungsi sering Jjuga digebut pemnetaan atau
transformasi.

Menurut definisi di atas, fungsi selalu

dimaksudkan wmempunyai nilai tunggsasl tetapi dalam

fungei kompleks dikenal juga fungsi bernilai banyak.

Misalnva w = z%4, untuk setiap z dalam himpunan yang
tidak memust titik nol. Fungsi ini mempunyvai empsat
nilai. Menurut definigi fungsi disatas, fungsi

bernilai banyak bukan suatu fungsi sebab tidak
bernilai tunggal. Namun demikian w = 2z3¥* ini
terdiri atas empat fungsi yvang masing-masing bernilai
tunggal, vang disebut cabang dari fungsi vang
bernilai enpat ini. Dalam teori fungsi kompleks,

Jika ditemui suatu fungsi bernilail banyak, maka kitsa
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hanya bekerja dalam cabangnya sajs. 0Oleh karena itu

definisi fungsi diatas tetap digunakan.

Cabang fungsi bernilail banyak didefinisikan sebagai

berikut

DEFINISI 2.2.1

Cabang F suatu fungsi bernilsi ba-
nyak £ adalah fungsi bernilai
tunggal yvang ansalitik dalam suatu
domain D dan di setiap titik di
dslam domasin D, F(z) adalah salah

satu dari nilai £(z).

Sedangkan untuk definisi fungsi vang analitik akan

diuraikan pada sub bab berikutnya.

DEFINISI 2.2.2

Diberikan fungsi f dengan domain D
dan 2z, titik limit D. Suatu
bilangan L disebut limit fungsi f

untuk z mendekati zy,, ditulis

jika untuk setiap < > 0 veang
diberikan, terdapat & > 0 sehinggs
untuk Vz & D dan 0 < |z - 2ol < &

berlsku 1f(z) - L| < &.
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Atsu jika ditulis dalam bentuk lambang, diperocleh

im f(z) = L e (¥e > 0)(35 > 0)(¥z € D, 0<lz - z51<6

Dalam definisi 1limit fungsi ini, titik 2z, tidak
diperhatikan bahkan fungsi 3 tidak perlu
didefinisikan di titik zg,.

Bisa jadi z tidak di dalam domain D (z & D).

Kalaupun f(zg) didefinisikan, nilainya tidak perlu

sama dengsan nilai limit L.

TEOREMA 2.2.1 : Jika 1B f(z) ada, maka limit ini

8]

tunggal.

Mengingat teorema di atas, ada kemungkinan bahwa
limit sustu fungsi tidak ada.
Untuk membahas hal ini skan diberikan suatu fungsi

vang didefinisikan pada suatu kurva.

Jika pada definisi 1liwmit fungsil domain D diganti
dengan kurva k yang mempunyai titik limit =zo, maka
akan diperoleh definisi limit fungsi untuk z

mendekati zo, sepanjang kurva k, ditulis
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TEOREMA 2.2.2 : Diberikan fungsi f dengan domain D

dan 2o sustu titik limit D. Jika
%igo f(z) ada dan sama dengan L maksa
Rt ( 2 YN

z € k

untuk semas kurvsa k < D vang

mempunyai titik limit z4.

Teorems ini akan berakibat bahwa Jjiks dapat dicari
dus kurva yvang mempunysai titik limit 24, vang
menghasilkan limit vyang berlainan untuk z-zg, maka
iig  f£(z) tidak ada.
TEOREMA 2.2.3 : 1. Jika h(z) = ¢ dan c suatu konstan-
ta kompleks, maka %igo h(z) = c.
2. Jika f dan g fungsi dengan domain
yang sama dan
lim £(z) = L dan lim g(z) = M
untuk z-zo, maksa:
a. lim [f(z)+g(z)] = L+M
b, lim ¢ £(z) = ckL
c. lim f(z) g{z) = LM
d. lim 1/f(z) =1/L, asal L=0
e. lim £(z)/g(z) = L/M, asal M=0.
dengan semua limit diambil untuk

Z3Zg .
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2.3 KEKONTINYUAN

DEFINISI 2.3.1

10

Diberikan fungsi f dengan domain
D dan titik 2o € D. Fungsi f
dikatakan kontinu di 2z, Jika nilail
limit f(z) untuk z-»z, sama dengan

nilai fungsi f(zgJ.

guatu fungsi f dikatakan kontinyu pada domainnya jiksa

f kontinu di setiap titik dalsam domain itu.

TEOREMA 2.3.1

TEOREMA 2.3.2

Jika f£(z) dan g(z) kontinu pada doma-
in D maks f(z) * g(z) dan f(z).g2(z)

juga kontinu pada domain D. Demikian

Jjuga 222; kontinyuw pada dowmsain D
kecuali di titik z, dimana g(zg) = O.

Jika diberikan fungsi f yang kontinyu
pada domain D dan fungsi g kontinyu
pada daersh E dan E > £(D) maka
fung=si h dengan h{(z) = ge-f (z) untuk

z = D, kontinyu pada D.

Jika suatu fungsi f kontinyu pada daersh tertutup dan

terbatas E, maka f terbatas pada E (himpunan T(ED>
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terbatas). Artinya terdapat bilangan M > 0 sehinggs

untuk semua z € E berlaku [f(z)| = M.
FUNGSI TERDIFERENSIAL

DEFINISI 2.4.1 : Diberikan fungsi f yang didefinisi-
kan pada domain D dan titik 2zo di
dalam D.
Fungsi f dikatakan terdiferensisal
jika

Allm f(zo + Az) - f(24)
Z-50 Az

ada.

Nilai 1limit di satas disebut turunan atau derivatif
fungsi f di titik 2z, dan dinyatakan dengan f'(zg).

Jadi

f(zy + Az) - £(2z2g)
£'(20) = az38 iz

Jika fungsi f terdiferensial di semua titik di dalam

D maka fungsi f dikatskan terdiferensial pada D.

TEOREMA 2.4.1 : Jika fungsi f terdiferensial di 2z,

maka f kontinyu di 2z4.

Kekontinyuan suatu fungsi merupakan syarat perlu agsar
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fungsi f terdiferensial, tetapi kekontinyusan ini
tidak menjamin bahwa fungsi f terdiferensial. Jadi
kekontinyuan suatu fungsi di suatu titik bukan syarat

cukup agar fungsi f terdiferensial di titik itu.

TEOREMA 2.4.2 : Jika fungsi f(z) = u(x,y) + i v(x,y)
terdiferensial di titik zgo = %o + 1Ve
maka u dan v mempunyai derivatif
parsial pertama di (Xo:Vo0) dan
persamaan Cauchy-Riemann

uy = vy dan uy = -vy

dipenuhi di titik zgy = X + 1 VYeo-

Dari tecrema di atas Jjelas tampak bahwa apabila di
suatu titik 2z, syasrat Cauchy-Riemann tidask dipenuhi
maka fungsi f tidak terdiferensial di titik itu.
Meskipun syarat Cauchy-Riemann dipenuhi di z,, hal
ini tidak menjamin bahwa fungsi f akan terdiferensial
di titik itu. Bisa Jjadi syarat Cauchy-Riemann
dipenuhi di 2z, tetapi fungsi f tidak terdiferensial

di zo (£f'(2e) tidak ada).

Berikut ini s syarat cukup agar fungsi f

terdiferensial di suatu titik z,.

TEOREMA 2.4.3 : Diberikan fungsi

f(z) = u(x,y) + 1 v(x,y)
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vang didefinisikan pada domain D dan
zo di dslam D. Jika turunan Parsial
pertama dari u dan v ada di dslam D
dan kontinyu di zg, =erta wmemenuhi
gsyarat Csuchy-Riemann di Zo, maka

fungsi f terdiferensial di zg4.

2.5 FUNGSI ANALITIK

DEFINISI 2.5.1 : Diberikan fungsi f yang didefinisi-
kan pada suatu domain D. Fungsi f
dikatakan analitik di titik zo € D
jika ada h > 0 sedemikian hingga
f'(z) ada di setisp titik z di dalam
kitar

N(zg,h) = (z = C]Iz 3 zol < h)

Fungsi f dikatakan analitik pada domain D Jiksa

fungsi f analitik di setiap titik di dalam D.

Maks dapat juga dikataksn bahwa Jjika £ anslitik di

titik 2z, maka £ analitik pada susatu kitar z,.

Dan untuk dapat mengatakan bahwa £ analitik pads
daerah E vang tidak terbuks, harus . ada himpunan
terbuka H » E dan f analitik pada H.

Fungsi analitik juga sering di sebut fungsi

holomorfik atau regular.
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Melihat DEFINISI 2.5.1, jika f analitik di 2z, maka f
terdiferensisl di zg dan pasti kontinyu di z,.
Kekontinyuan adalah syarat perlu tetapi tidak cukup
agar suatu fungsi terdiferensial di suatu titik satau
domain D. Demikian Jjuga dipenuhinya syarat Cauchy-
Riemann di suatu titik hanyas perlu agar fungsi ¢

terdiferensial di titik itu.

Dengan mengingat definisi di atas, kekontinyuan dan
dipenuhinya syarat Cauchy-Rieman merupakan syarat
perlu tetapi tidak cukup agar sustu fungsi bersifat
analitik.

Syarat perlu dan syarat cukup agar suatu fungsi
analitik dalam domain D diberikan oleh teorema 2.4.2
dan 2.4.3, Jjiks hipotesa dalam teorema~-teoremns

tersebut di penuhi di setiap titik didalam D.

Fungsi yang analitik di seluruh bidang kompleks di
sebut fungsi utuh. Dan titik dalam domain definisi
fungsi f di mana f anslitik di sebut titik analitik

fungsi f.

DEFIRISI 2.5.2 : Titik 2y, di mansa fungsi f tidsk ana-
litik, tetapi setisp kitar dari z,
memuat suatu titik dimana f
analitik, disebut titik singular

atau singularitas fungsi f.
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TEOREMA 2.5.1 : Jika f dan g didefinisikan dan anali-
tik dslam daerash definisi yang sama
D, maka demikian Juga f+ g, f - &g
dan fg. Hasil bagi £/g Jjuds analitik
pada D kecuali di titik didalam D

dimana nilai fungsi g menjadi nol.

TEOREMA 2.5.2 : Jika f didefinisikan dan analitik
padea daerah D dan g analitik psads
daerah E yang memuat f£(D), maksa

h = gof analitik pada D.

Atsu dengan kata lain komposisi fungsi analitik

dengan fungsi analitik adalah analitik.

TEOREMA 2.5.3 : Diberikan domain D « €, dan fungsi
analitik £ pada D. Jika f’'(z) = O
untuk setisp 2 € D, maka f konstan

pada D.

TEOREMA 2.5.4 : Jika w = f(z) adalah fungsi anali-
tik pada 2z, dan f'(zg) # O maka
fungsi itu mempunyai invers 2z =
£-1(w) vyang analitik di weo = f(2¢).
Dan untuk setiap w di dalam kitar wgo

berlaku
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 PEMETAAN KONFORMAL

DEFINISI 3.1.1

Suatu pemetaan oleh fungsi kompleks
di bidang datar dikatakan konformal
jika pemetaan ini mempertahankan
sudut antara duas kurva yang melalui
sebuah titik, baik besar msupun

arahnysa.

Fungsi snalitik wmempunyai sifat yang paling penting

yvaitu sifat konformal yang dengan lengkap dinyatakan

ocleh teocremsa berikut.

TEOREMA 3.1.1

Pemetaan vang didefinisikan oleh
fungsi analitik f(z) bersifat
konformal kecuali di titik kritis

vang menjadikan f’(z) = 0.

BUKTI: Diberikan fungsi f yang analitik pads domain

D dan

zo, suatu titik di dalam D di mana

£'(zg) = 0. Diberikan Jjuga kurva mulus C,

dalam domain D yang melalul z¢.

Kurva

dengan

Cy ¢ o2(t) = x(t) + 1 y(t) ,
t parameter real dan

Zo = 2(tg) = x(tg) + 1 y(tg).

16
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Akan ditunjukkan bahwa pemetaan W = f(z)
memutar garis ginggung terhadap Cy di
sebarang titik ze di C4 (asalkan f£'(2Zo) # 0)
sebesar sudut yvang tidak tergantung C,. Dari
sini dapat ditunjukkan bahwa garis singdung
terhadap dua kurva c, dan Cj vang melalui
titik 2o, diputar asebesar sudut yvang ssama.
Sehingga bayangan kedus kurva itu membuat
sudut yang sama dengan sudut yang dibentuk

¢, dan C,, baik besar maupun arahnya.

We

4 Bs

Gambar 3.1.1

Misalkan ¢, adalah sudut antara sumbu OX dan

garis singgung pada Cy di z,. Karensa untuk z

pada C, berlaku z(t) = x'(t) + 1 v (L)
maka : 2 (te) = X' (to) + i v’ (ty)
sehingga 4 Qg = arg [z'(ta)].

Kurva C,° melalui wo dimana
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We = Witg) = £({z(tgyl).
Jika {3, adalah sudut antara sumbu  real di
bidang w dengan garis singgung pada C,' di
wo, maka dengan uraian di atas diperoleh
3o = arg [w' (tgr].

Menurut aturan rantai

wol{tY = £7(z2(ty)y. z' (L)

Maka W o(te) = ' (z2(ty)).z2’' (ty)
Karena f'(zo) = f'(2(tg) # 0 maka tampak
bahwa w (ty) = 0. Lebih lanjut karensa

argumen suatu hasil kali sama dengan Jumlah
maging-masing srgumennya, maka diperoleh

arg [w (te)] = arg [f£'(z(te)] + arg [z’ (to)]

Be = arg [£'(z(teg))] + &g,

Jadi oleh pemetaan w = f(z), arah garis
singgung di we pada C,° diperoleh dari arah
garis singgung pada C, di =z, vang diputar
asebesar y = arg [f'(z(tx))].
Jadi Bo = ¥ + Qg cviii i (1)
Sekarang dilukis sebarang kurva mulus C,
vang melalui 2z,. Dimisalkar o4 adalah sudut
antara garis singgung pada C, di 2z, dengan

sumbu real positif. Bayangan C, cleh
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w = f(z) adalah C,’ vyang tentu saja melalui

We. Sudut antara garis singgung pada C,' di

We dengan sumbu real adalah 3,. Maka dengan
carsa di atas diperoleh

3y T ¥Vt O i e (2)
Dari (1) dan (2) akan diperoleh

s gos by - X ... (3>

Maka (3, - Bp) menyatakan sudut vyang

dibentuk oleh hkurva Cy° dan C,'. Sedangkan

(o, - ©g) menyatakan sudut yang dibentuk oleh

kurva C, dan C,. Dua kurva mulus dikatakan
berpotongan pada sudut A, jika A adalah besar

sudut antara garis-garis singgung mereks di

titik potong tersebut. Dengan demikian oleh
w = f(z) kurva C, dan C, ditransformasikan
menjadi kurva mulus Ci dan C3 vang

berpotongan pada sudut yang besar dan arahnya
sama seperti pads C; dan C,. Jadi teorema

terbukti.o

Tranformasi vang hanya mempertahankan sudut tetapi
tidak mempertahankan arahnya dinamakan transformasi
isogonal. Misalnya g(z) = z, yang secara geometris
mudsah dilihat bahwa oleh transformasi ini bessar sudut

dipertahankan, tetapi arahnysa menjadi berlawanan.

Contoh 1 : Fungsi w = eZ. Transformasi ini ber-

gifat konformal di setiap titik =z, sebab
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TEOREHA

BUKTI
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w'=z e?2, zsehingga w' (z) # 0 di gsemua titik
z.
Fungesi w = 2% . Karena w'=z= 22z maka w'= O

di =z = 0. Jadi pemetman w = 2?2 tidak

konformal di titik =z = O.

3.1.2 : Satu-satunys tranformasi konformal
dari sustu domain di bidang z ke
dalam domain di bidang w adalah
berbentuk w = f(z) dengan f suatu
fungsi analitik.

Diberikan dua fungsi terdiferensial

u = u(x,y) dan v = v{(x,y) maka u, v, uy, Uy,

Vy, dan Vy kontinu dalam domain vang

diberikan.

Andaikan ds dan do elemen panjang busur di
bidang z dan w, maka
de? = dx? + dy? dan do? = du? + dv?

Karena du = uy dx + uy dy

i1

dan dv Vy dx + Vy dy
maka diperoleh
do? = (uy dx + uy dy)? + (v, dx + Vy dy 2.

Sehinggsa do? = A dx? + B dy? + 2C dx dy
dimana A = uy? + vy,Z, B = uy® + vy?, dan
C = uy uy + vy vy.

Agar perbandingan deo:ds tidak tergantung
kepada arah tetapi hanva tergantung kepads x

dan v ssja, maka syvarat berikut harus
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dipenuhi, yaitu
A/1 = B/1 dan C = 0.
Misalkan A = B = h%, dengan h  hanva

tergantung pada x dan vy saja dan h # 0, maka
menurut syarat di atas (syarat diatas, agar

transformasi itu isogonal) diperoleh

ug? + vyg? = uy? + vy? = h? dan
uy uy t+ vy vy = 0.
Syarat vang pertams dipenuhi oleh
uy = h cos o, vy = h sin «, uy = h cos f3

dan vy = e 3 AL 25

Maka h? cos &« cos 3 + h? sin a sin 3 = 0
Sehinggsa h? (cos (a0 - 3Y)y = O
Dan

a - 3 = * /2

i)Y. Untuk a-3 = -n/2 , 2 = o + n/2 s=ehingga
uy = h cos (aa + n/2) = -h sin a = -vyg
dan Vy = h gin (a + 7/2) = h cos o« = uyg.
Sehingga dipercleh persamaan Cauchy-
Riemann. Karena u, v, Uy, Vyx Uy dan Vy
kontinu maka w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
snalitik.

i1). Untuk a - 8 = /2, o B+ /2 sehinggs

uy = h cos (3 + n/2) = -h sin 3 = -vy
dan vy = h sin (8 + #n/2) = h cos 3 = uy
Jika v diganti dengan -V maka akan
diperoleh

uy = Vy dan Uy = -Vy
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Jadi persamasan Cauchy-Riemann
dipenuhi, dan u, Vv, uyx, Uy, Vx, Vy
kontinu maksa

g(z)y = w(x,yr+ iv(x,y) analitik.

Sehingga g tranformasi konformal.

Karena f(z) = ézg) maka bayangan oleh
dapat diperocleh dengan mencerminkan
bayangan oleh g terhadsp sumbu real di
bidang W, sehingga £ merupakan
transformasi isogonal saja.
Jadi terbuktilah teorema di atas. o
Dalam teori fungsi anslitik, jika w = f£(z)

analitik pads kitar zy dan f£'(zy) # 0, maka fungsi

ini mempunyal invers z = g(w) vang analitik pads
Wwe = F(ze). Jika fungsi w = f(z) bersifat konformal
di zy, akan diselidiki apakah fungsi z = g(w) ini

bersifat konformal atau tidak.

Telah diketahui bahwa 2z = g(w) analitik. Maka
g'(wy = /(£ (z))

Sehingga untuk titik z = zy diperoleh

g' (W) = 1/(£"(2p)).

Karena f'(zp) = 0 maka g'(wey # 0. Jadi fungsi

invers z = g(wW) konformsal di We = £(24).

Hazil ini dapat dirangkum dalam teoremsa berikut ini.

TEOREMA 3.1.3 : Jika fungsi analitik w = £(z)

konformal di =z,, maka pada sustu
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kitar dari 2o, fungsi ini mempunyail
invers z = g(w)y vang analitik di
Yo = flzg) dan transformasi g

konformal di titik itu.

3.1.1 FAKTOR SKALA

Menurut definisi turunan

1im £(2) - £(zo)
lff(zo)! = =

_)zo z - Zo

1im 1fC2) - f(z2g3 |
2920 |z A zol

Tampak jika z mendekati zy, maka perbandingan

[f£(z) - £(zg) |
izl 520 |

akan mendekati [f'(zg)!.

Nilai mutlak |z - 2ol menyataskan panjang penggal
garis dari 2z ke 2z, dan |f(z)-f(zys)| menyatakan
panjang penggal garis dari f£(z) ke f(zq4). Oleh
karena itu nilai |f’(2p)| # O menyatakan pembesaran
atau pengecilan bayangan penggal garisnya.
I£'(2zo)! ini dinamakan FAKTOR BS5KALA transformasi

konformal £ di z4.

Walaupun nilai f’(z) berubah-ubah untuk =z pada
suatu kitar kecil z,, mengingat kekontinuan dari

', nilai arg [f'(z)] dan |f’'(z)] masih dekat
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dengan nilai arg [f£'(2o)] dan [f'(zg)l. Maka

rotasi dan faktor skala di titik-titik padas kitar
zo dipandang sebagai arg [f’'(zo)] dan £ (zp) .
Akibatnya bayangan susatu bangun di kitar kecil zg

akan sebangun dengan bangun semuls.
RASUS f'(zq) = O

Selanjutnya akan dibahas tentang transformasi
oleh fungsi anslitik f dengan f’(zg) = 0, vyang

hasilnya dinyatakan oleh teorema berikut.

TEOREMA 3.1.4 : Diberikan fungsi f(z) analitik da-
lam domain D yang memuat titik zo.
Jika f'(zo) = £"(2¢) = ... =
g(m=1)(z,) = 0, tetapi f{(M)(zy) = O
maka pemetasn oleh w = f(z)
membesarkan sudut di zy sebesar m

kali lipat.

BUKTI: Diketahui f(z) analitik dalam domain D dan
£'(zg) = £°°(20) = ... = £(0~1)(z.) = 0 dan
f(m)(zo) # 0. Jika f diekspansikan ke dalam
deret Taylor di suatu kitar =2z,, maka
diperoleh

f(z) = £(2o) + a(z-2o)W +

f(m)(zo)

dengan a = —T = 0
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Bentuk ini dapat ditulis

f(z) - £(24) = a (z-zg)® + g(2)... ....... (1)
dengan g(z) analitik di suatu kitar kecil

dari zo dan g(ze) = 0.

Ditinjau kurva mulus C, vyang melalui 2z,
seperti gambar 3.1.1, vang oleh w = f(z)
ditransformasikan menjadi kurva mulus C,’
yang melalui wgo = f£(zo) di bidang w.

Dimisalkan o, menyatakan sudut arah garis
singgung pada C, di 2z, dan 3, menyatakan
sudut arah garis singgqng pada C,’ di

Wo = fl26).

Andaikan £(z) - f(zo) = pelf’,
zZ - 2o = reid dan a = |alelh,
(1) akan menjadi

pelff = |ajrl el(Ama) 4 g(z).

Karena g(zg) = 0, maka dalam suatu ki

O
nilai pelf® dekat dengasn nilai |a | plel(At+met)

Sehingga  arg [pelff] x arg [la|rBel(itma)y,

Jadi $ AN+ ma.
Untuk 224, 3 akan mendekati 3, dan o»oy.
Diperoleh Bo = A+ M Cge v+ v vt (2)

RKemudian dilukis sebarang kurva mulus C,
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vang melalul z,. Bayangan C, di bidang w
adalah C,' vang pasti melalul we = f(zo).
Bilangan ¢, dan (3, berturut-turut menyatakan
sudut arah garis singgung di zo dan di wo
pada kurva-kurva tersebut. Dengan cara yang

sama skan diperocleh hubungan

Dari (2) dan (3) diperoleh
(Bo = Mmog) = (34 - m&y)
Sehingga o - 34 = m(cy - &4
Maka (3¢ - f3y) menyatakan sudut antara kurva
C,’ dan C,'yang mempunyai besar m kall besar

sudut sntara kurva C, dan C, yang dinyatakan

oleh (ag - ¢,). Jadi teorema terbukti.o
Fungsi w = f(z) = 2% mempunyai titik
kritis 2z = 0O, sebab £’ (0) = 0.
Karena f'{(z) = 2z dan £"(z) = 2, maka

£(0) = 0. Sehingga m = 2, maka fungsi f
tidak konformal di z = 0.

Dua kurva di bidang z yvang berpotongan di
z = 0 ditransformasikan menjadi dua kurva
di bidang w yang berpotongan di w = O,
pada sudut yang besarnys dua kali besar

sudut antara dus kurva yang diberikan.
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gambar 3.1.2

3.2 PEMETAAR OLEH FUNGSI-FUNGSI ELEHERTER

3.2.1 TRANSFORMASI/FUNGSI LINEAR

27

Contoh sederhana dari pemetaan konformal oleh

fungsi analitik gdalah fqusi linear yang berbentuk

w = Az + B

dimana A = O dan A,B adalsh konstanta kompleks.

Transformasi ini terbagi atas dua kasus

istimewa yaitu

i) Translasi

Transformasi ini berbentuk w = 2z + B, B

yang

0.

Dengan transformasi ini titik w dapat diperoleh

dengan cara menggeser titik 2z sejauh vektor

vang diwakili oleh B.

ii) Rotasi

Secars umum transformasi ini berbentuk w =

2

dengan A = O.

Az,
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Andaikan A = laleia, z = re® dan w = pei¢ maka

pel® = |a|r el(ot8),

lalr dan ¢ = o + &,

i

Sehingga p

Secara geometris bayangan w dari titik z vyang
bukan nol diperoleh dengan memutar titik z yang

pusat putarnya di O ke arah positif sebesar o

dan hasilnya dikalikan dengan faktor la |
terhadap O.
Tranforwmasi linear w = Az + B dapat dipandang
sebagai dua transformasi yang berturutan vaitu

o = Az dan w = o + B.

Contoh : Transformasi w = (1l + i) z + (2 + 1)
dengan domain D, seperti padsa gambar
3 2Pl Tranformasi ini dapat dipikirkan
sebagai dus transformasi yang berturutan
yvaitu ¢ = (1 + i)z dan w = o + (2 + 1).
Bilangan (1 +i) = ¥3 el™/4 maka oleh
transformasi o = (1 + i)z setiap titik =z
diputar dengan pusat putar O sebesar n/4
dan hasilnya dikaliksn dengan faktor V5
terhadap O. Kemudian oleh transformasi
kedua setiap titik o digeser ke kanan

sejauh dua satuan dan satu satuan ke atas.
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D C D, //
7 HE
//
A\',// :3 g
e} X A U
wiz{(141)Z ¥ (241)
Gambar 3.2.1
3.2.2 FURGST w = 1/=z
Oleh fungsi w = 1/z ini, bayangan titik =z

dapat diperoleh melaluil inversi terhadap lingkaran
satuan yang diikuti oleh refleksi terhadap sunmbu

real.

DEFINISI 3.2.1 : Inversi titik A terhadap lingkaran
vang terpusat di M dan mempunyail
radius R adslah titik B vang
terletak pada sinar MA sehinggs

MA x MB = RZ.

Sekarang dimisalkan A = rel® dan w = pei¢, sehingga

fungsi w = 1/2z akan menjadi

pei¢ = 1/r e~ 16

sehingga diperoleh o = 1/r dan ¢ = -6&.
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Untuk mencari titik B yang merupsakan inversi titik
A dapat dilakukan dengan caras sebsagai berikut.
Dilukis lingkaran L di Dbidang =z dengan radius
R = 1. Ditarik garis melalui titik A dengan
menyinggung lingkaran L di T, kemudian ditarik
garis melalui T dan tegak lurus OA. Sehinggs

tampak bsahwa

A OTB sebangun dengan A OAT

Maka OB : OT = OT : DA

Panjeng OT = R = 1 dan OA = |A] = r maka OB = 1/r.
Karena OB.OA = 1/r.r = 1, maka tampak bahwa titik B
adalah inversi titik A terhadsp lingksran satusn L.
Dengan demikian bayangan titik A oleh fungsi
w = 1/z dapat ditentukan dengan cara merefleksikan

+titik B terhadap sumbu real.

™3

Gambar 3.2.2
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= 1/z tidak analitik di z = 0, maka fungsi

ini bersifat konformal kecusali di titik z = O.

TEOREMA 3.2.1: Fungsi w = 1/z memetakan setiap

Bukti

garis lurus atau lingkaran kepsada

sebuah lingkaran atau garis lurus

(garis lurus dipandang sebagai
lingkaran dengan jari-jari tak
hingga).

Diberikan persamaan umumn lingkaran

A (x%2 + y%) + Bx + Cy + D =20
dengan A,B,C,D bilangan real.
Jika A = 0O, maka sakan diperoleh persamaan
garis lurus. Andaikan w = u + iv dan
z = X } iy maka
w = 1/z atsu z = 1/w.

Sehingga diperoleh

u -v
X = —— dan Yy = ———

(u2 + v2&) ] (u? + v2)
Kedus rumus ini dimasukkan ke dalam
persamsan lingksasran di atas. Maka akan
diperoleh

D (u® + v2) + Bu - Cv + A = O

Persamaan ini merepresentasikan sebuah
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lingkaran Jjika D # 0 atau sebuah garis

lurus Jjika D = 0, pada bidang w.

Akan diselidiki fungsi w = 1/z ini di bidang
kompleks diperluas. Bidang koupleks diperluss
terdiri atas bidang kompleks dan satu titik tak

hingga (w).

Jikalau titik =z = 0 berpadanan dengan titik
w = o dan z = o berpadanan dengan titik w = 0 maksa
fungsi w = 1/z merupakan fungsi berkorespondensi
sstu-satu dari bidasng =z diperluas (Cz*) kepadsa

bidang w diperluas (Cg*).

Sekarang diperhatikan persamaan umum lingkaran
A (x% + y2) + Bx + Cy + D = Q.
Oleh fungsi w = 1/2z, keadaan yang mungkin terjadi

adalah sebagai berikut

i) Jika A # 0 dan D # O, maka lingkaran di bidang
z vyang tidak melalui O dipetakan kepadsa
lingkaran yang Jjuga tidak melalui O di bidang

W.

ii) Jika A = 0 dan D = 0, maka lingkaran vyang

melalui 0 akan dipetaksn kepadsa garis lurus
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vang tidak melalui O.

iii) Jika A = 0 dan D # 0, maka garis lurus yang
tidak melalui O dipetakan kepada lingkaran

vang melalui O.

iv) Dan vyang terakhir, jika A = 0 dan D = 0 maksa
garis lurus vyang melalui O dipetakan kepads

garis lurus yang melalui O juga.

3.2.2 FUNGSI w = e?

Untuk z = x + iy dan w = u + 1iv, perssmaan
w = eZ2 dapat diubsah dalam bentuk

un+ iv = e¥ ( cos y + 1 gin y).

Maka diperocleh u = eX cus y dan v = ¥ gin vy.
Jika x = 0 , maka u = cos y dan v = sin vy
Mengingat bahwa cos? x + sin%? x = 1 maka
u? + v = 1.

Jadi sumbu vy dipetakan kepada lingkaran dengdan
radius satu satuan. Secars umum, garis X = Xg
dipetakan kepada lingkaran

2x
u? + v = e™7°

Jiks vy = 0 maka u = eX dan v = 0.

Ini berarti sumbu x dipetakan kepada sumbu u
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positif.
Jika y = yo maka u = eX cos yo, dan v = e¥X sin yo,
maka

v = u tg Vo

Persamaan ini adalsh persamsan sinar garis € = yg,

di bidang w.

Karena turunan pertams w =ie? sadalah w’' = e?

vang tidak pernah bernilai nol di wana-mansa, maksa

pemetaan oleh w = e2 indi bersifst konformal di
mana-mana. -
-

y //’_—\

L

T

3

T NI % u

4

o 1 Jt& X
»T'_'L a
4

Gambsr 3.2.3

3.2.4 FUNGSI w = 1n =z

Untuk =z = 0O dapat dicari w sedemikian
sehingga z = e¥ . Andaikan z = rel® dan w = u + iv,
diperoleh hubungan rel® = eBelV gtan

r{cos €@ + 1 sgin &) = eY(cos v + i sin v)

Maka akan diperocleh u = 1n r dan v = 8 + Z2km.
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Sehingga w = 1n r + 1i(& + 2km ) dengan k sebarang
bilangan bulat. Bilangan w ini disebut logaritma
dari z dan ditulis 1In =z. Jadi 1ln 2z adalah fungsi

vang bernilai banyak.

Akan ditinjsu sebarang cabang fungsi logaritma
W =‘ln z = In r + 186 ( r>0, oak@<co+2r ).
Jika z = reia°, dengan r > 0 vysng terletak pads
ginar @ = 6, dengan 8, suatu konstanta di antars
o dan a + 27 bergerask menjauhi titik pangkal O,
maka bayangannya w = 1ln r + i8, bergerak sepanjang
seluruh garis horisontal v = 65 ke arah kanan.
Jadi sinar € = 65 (tidask termasuk titik pangksal)
oleh fungsi w = 1In =2z dipetakan kepada garis

horisontal v = &,.

Jika sinar €@ = 6, diputar dengan 6, bergerak
menjalani semua bilangan di antara o dan o + 2,
maka seluruh domain (r>0, oa<8<a+2n) dipetakan satu-

satu ke dalam daerah lajur terbuks a<v<o+2m di

bidang w.
Turunan pertsma dari w = 1n 2z adalsh w' = 1/z.
Karena w = 1In 2z analitik kecusali di z = 0 dan

w' = 1/z # 0 untuk setiap nilai =z # 0, maka
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pemetaan w = 1Iln 2 konformal di titik =z # Q.

FUNGSI w = sin =z

Ardaiksn w = u + iv dasn =z = x + iy
maka w = sin z dapat ditulis
w = =in x cosh v + i cos X sinh vy

Akan dipercleh
u = sin x cosh v dan v = cos x sinh y

Pemetsan ini akan dibatasi untuk =z pada lajur
vertikal tak hingga S vang didefinisikan oleh

-t/ 25xsn/2

Karena W' = cos z sehingga w'= 0 di z = = n/2, maka
pemetaan ini tidak konformal di kedua titik kritis

610G L

Jika x = 0 maka u = 0 dan v = sinh vy. Ini berarti

sumbu v dipetakan kepada sumbu v.

Jika ¥ = * n/2 maka u = * cosh vy dan v = O
sehingga cosh v = 1 maka u = -1 dan u = 1.
Jadi garis batas vertikal x = * =n/2 dipetakan

kepada bagian u = -1 dan u 2 1 pada sumbu u.

Jika x =0, *n/2 , dengan menggunakan
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akan diperoleh

sin? x cos? X

Ini adalah persamasan hiperbola. Jadi garis-garis
vertikal x = konstanta dipetakan kepada hiperbola-
hiperbola dengan persamaan di atas.

Jika v = 0 maka sinh v = 0 dan coshy = 1,
sehingga u = =in x dan v = 0. Ini berarti sumbu X
dipetakan kepada ruas garis -1 = u = 1 pads sumbu

.

Jika v # 0 dengan menggunakan cos? x + sin? x = 1,

akan diperocleh

2 2
_TJL___ PR S
sinh? vy cogh? y

Persamasn ini mewakili ellips-ellips yang fokusnysa
sama vaitu di z = % 1 (karensa cosh?y - sinh%y = 1,
tidak tergantung pada y). Jadi itulah bayangan

garis-garis horisontal y = konstantsa.

Kurva bayangan x = konstanta dan y = konstanta
membentuk Jjaringan ortogonal (berpotongan tegak
lurus) sebagail skibat kehonformalannysa, kecuali di

titik kritis z = * n/2.
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W=Ssin Z
\Y)
/—"—_-N
Y
X
s T u
-3 z
Gambar 3.2.4
Contoh : Tentukan bayangan persegi panjang

R: -m<x<n, 1/2<y<1 oleh pemetsan w = sin =z.

Jawsb : Sisi bagian atas y = 1 dipetakan kepadsa
ellips dengan setengah sumbunya cosh 1 dan
asinh 1. Sedangkan sisi bawahnya dipetakan
kepada ellips dengan setengah sumbunya cosh
1/2 dan sinh 1/2. Untuk x = * n diperoleh
u = 0 dan v = -ginh y. Jadi garis vertikal
x = * n dipetakan ke atas ruas garis -sinh

1 £ v £ -sinh 1/2 pada sumbu v.

Y
P E D
] o
A B C
0 X

Gambar 3.2.5



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

398
3.2.6 FUNGSI w = cos z
Pemetaan w = cos z dapat dilihat melalui
kaitannya dengan w = sin z, sehingga diperoleh
W = cos z = sin (z + n/2).
Tampak bahwa pemetaan ini sama dengan w = sin Z

.7

vang didahului dengan translasi ke kanan sejauh /2

satuan.

Karensa w'= - gin =z sehingga w'= 0 di z = = =
maka pemetasan w = cos 2z tidak konformal di titik
kritis z = & m.

FUNGSI-FUNGSI HIPERBOLIK

Fungsi-fungsi hiperbolik ini dapat dibahas
secara tersendiri atau direduksi menjadi fungsi

trigonometri seperti yang telah dibahas sebelumnys.

FUNGSI SINUS HIPERBOLIK

Fungsi w = sinh z = -1i sin (iz).
Diandsikan Z = iz dan 2Z¥ = sin Z maka akan
dipercleh

T L
Jadi fungsi w = sinh =z mendefinisikan suatu
pemetaan yang berupa rotasi Z = 1z yang diikuti
dengan 7¥ =z gin z dan rotasi w = -iz2%¥.
Karensa w' = cos (iz) sehinggsa w' = O di

z = -i(n/2 + k) dengan k = 0, 1,2,3,..
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maka fungsi sinus hiperbolik tidak konformal di
titik z = -i(n/2 + k), dengan k = 0,1,2,3,...
FUNGSI COSINUS HIPERBOLIK

Fungsi w = cosh z = cos (iz).

Diandaikan Z = iz maka w = cos Z. Berarti w = cosh
z adsalah rotasi 7 = vang diikuti oleh
pemetaan W = cos Z.
Turunan pertama fungsi ini adalah w'= -i sin (iz).
Maks w’ = 0 di z = -ikm dengan k = 0, 1, 2, 3,.

Jadi pemetaan w = cosh = tidak konformal di titik

z = —-ikrm dengan k = 0, 1, 2, 3,..

FUNGSI BILINEAR

Fungsi linear dan fungsi w = 1/z merupakan
kasus khusus dari fungsi bilinear ini. Bentuk umum

fungsi ini adalah

_az + b
T cz + d

dengan a,b,c dan d adalah konstanta kompleks dan
ad - be # 0.

Fungsi ini juga sering disebut transformasi Mobius.
, . ad ~ bc

W o
(cz + d)2

Tampak bshwa Jjika ad-bc # 0 maka w’ tidak pernah
sama dengan nol. Ini berarti bahwa fungsi bilinear

bersifat konformal di msna-mansa. Akan diperoleh
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kasus vang tidak menarik jikalau ad-bc = Q.
Jika ad-bec = 0, maka % = g-: X, sehinggs fungsi
_az + b _ . -
W= T T A, vaitu fungsi konstan.

TEOREMA 3.2.2 : Setiasp fungsi bilinear memetakan
seluruh lingkaran dan garis lurus
pada bidang z kepada seluruh ling-

karan dan garis lurus di bidang w.

BUKTI : Teorema ini jelas berlsku untuk fungsi 1li-
near dan w = 1/z. Dengan demikian, teorema

juga berlaku untuk komposisi fungsi-fungsi

tersebut.

Akan ditunjukksn bahwa fungsi bilinear
dapat diperoleh melalui komposisi dari
fungsi linear dan w = 1/2.

Bila ¢ # 0, fungsi bilinear dapat ditulis

- 1 a8
B - kogwma,tre
dengan k = - QQ"%_EQ
Sekarang diandaikan
Wy = cz , wo = wy + d, w3y = 1/wp ,

wg = kwg dan w = w4 + a/c.
Dari sini Jjelass bahwa fungsi bilinear
merupakan komposisi dari fungsi-fungsi

khusus. Jadi teorema terbukti.o
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Akan diselidiki fungsi bilinear di bidang
kompleks diperluas (C*).
Denigan memperhatikan bentuk umum fungsi bilinear,
dapat dilihat bahwa untuk setiap z, dengan

cz + d # 0 berpadanan dengan tepat satu bilangan

kompleks w. Jika ¢ = 0, untuk setiap =z = -d/c
sehingga ¢z + d = 0 tidak berpadanan dengan
bilangan kompleks w manapun. Maka =z = -d/c¢

1t

dipadankan dengan w w sebagal bayangannys.

Jika ¢ = 0, maksa haruslah a # 0 dan d # 0, sehingga
w = o diambil sebagail bayangan dari z = .

Sekarang perhatikan kebalikan dari fungsi bilinear

di bawsah ini.

_ -dw + b
cW - &

Ternyata fungsi ini merupakan fungsi bilinear juga.
Jika ¢ # 0 , maka titik w = a/c sehinggsa

cw - a = 0 merupakan bayvangan z = .

Dengan uraian di atas tampak bahwa fungsi bilinear
merupakan pemetaan konformal satu-satu di bidang =z
diperluas (Cz*) kepadsa bidang w diperluss (Cw*).
Dengan kata lain setiap fungsi bilinear memetakan
bidang kompleks diperluas kepada bidang itu sendiri
secara konformal dan satu-satu.

Untuk mendukung pembahasan selanjutnya,
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diperlukan definisi dan teorema berikut ini.

DEFINISI 3.2.1 :Titik tetap pemetaan w=£f (2)

DEFINISI 3.2.2

TEOREHA 3.2.3

BUKTI

Fungsi

adalah titik vyang dipetakan ke

dirinya sendiri.

Suatu pemetaan disebut pemeta-
an identitas jika pemetaan itu
menghasilkan setiap titik sebagal

titik tetsap.

Setiap fungsi bilinear vang
bukan pemetaan identitas memiliki
gsebanyak-banyaknya dua titik tetap.
Jika susatu fungsi bilinear memiliki
tiga atau lebih titik tetap,
pemetaan itu merupskan pemetaan

identitas w = 2.

az + b
cz + d

Syarat titik tetap adalah w = 2.

Jadi

sehingga
Ternyatsa

dalam z.

az + b

z PR
cz + d

diperoleh cz?2 + (d-a)z - b = 0
diperoleh perssmaan kuadratik

Maka akan diperoleh dua titik
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tetap.

Semua koefisiennya sama dengan nol jika dan
hanya Jika pemetaannya adalah pemetaan
identitas w = 2 (a = d = 0, b = c = 0).

Jadi teoremsa terbukti. o

3.2.8.1 PERBANDINGAN SILANG

Dari tiga titik yang berlainan 24,2;,23 di
bidang =z dapat ditentukan secars tunggal suatu
fungsi bilinear yang memetakan ketiga titik 1itu
berturut-turut ke Wy, W,, Ws yang berlainan di
bidang w. Fungsi bilinear ini dapat ditentukan
melalui perbandingan silang diantarsa titik-titik

tersebut.

Untuk itu akan dibahas terlebih dahulu definisi

perbandingan silang (cross-ratio)

DEFINISI 3.2.3 : Untuk z,, Z,, Za, 2, yang berlain-
an di bidang kompleks dalam urutan
{24, Za, Zg, z4] didefinisikan
suatu perbandingan silang sebagal

berikut:

(zgy - 23002z - 24)
(24 - 22)(25 — 24)

[2,,22,23,24]

Definisi ini dapat diperluas lagi, Jjika terdapat
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suatu kasus dimana salah satu titik adalsh titik

tak hingga (o).

Sebagai

contoh perbandingsn silang [®,2;,235,24]

didefinisikan sebagai

lim
Z 4 H00 [24,22,23,24]

Sehingga akan diperoleh

(ZZ o 24)

[CO 2 Zg 24] = e
3 &2 ] <23 ___ 24)

Hal yang =sama juga skan terjadi jika z,,2z5, atau z4

adalah titik tak hingga.

TEOREMA 3.2.4 : Diketahui Zy, 23, Zg, 24 vang

BUKTI

berlainan di bidang kompleks.

Kemudian diberikan titik zs di

bidang kompleks. Perbandingan
silang
(24, 2, Zg, 241 = [24, 22, Za, 25l

bila dan hanya bila z4 = 2Zs.

Jikalauw 2z, = 2 maka perbandingan silang
(24, 22, 2a, 2Z4] = [24, 22, Za, Zsl
Sekarang diandaikan perbandingan silang di
atas dipenuhi.
Dari kesamaan perbandingan silang
(24, 22, 23, 243 = [24, 22, Z3, Zsl

diperocleh (z, - zg) (24 - 2zs) = 0.
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Karena 2Z;, 2z, Zz, dan Z4 berlainan maksa
(zp - 2g) # 0.
Jadi (z4 - 25) = 0.
Sehinggsa Zg T Zs-

Dengan demikisn teorema 3.2.4 terbukti.o

TEOREMA 3.2.5 : Perbandingan silang {2422, %35 24]
invarian terhadap suatu fungsi

bilinear.

BUKTI : Diberikan 24, 2z, Za, Za yvang berlainan di

bidang z. sebarang fungsi bilinear

_ az

= dengan ad - bc # 0
cz

+{+
olo

Fungsi ini Jjuga dapat ditulis

B

w = A 1+ e

)

dengan A = a/c, B = b/a - d/c¢ dan C = d/c.

Dengan sedikit perhitungan diperoleh

_ (zg3 - 21)
Wy - Wg = AB Ty, ¢ C)

Dan dengan cara yang sama diperoleh nilai
untuk (w, - Wzy, (Wz = We), dan (Wg - We)

sehingga akan diveroleh perbandingan silang
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[Wi, Wz: wa) W4] - [21, zz: 281 24]-

Jadi teorema 3.2.5 terbukti.o

Teorema 3.2.5 ini dengan tepat menggambarkan
fungsi bilinear yang memetakan tiga titik 2z,, 2z;.
zy vang berlainan di bidang 2z ke Wy, Wy, Wy yang
berlainan di bidang w. Katakanlah untuk
z # 24, 2, 23, maka nilai w ditunjukkan oleh
perbandingan silang [2,,25,25,2] = [We, Wy, Wy, W].
Dapat dibuktikan bahwa w dalam perbandingan silang
itu akan menentukan secara tunggsl fungsi w = f(z)

dengan f suatu fungsi bilinear.

TEOREMA 3.2.6 : Tigs titik =z,, 2, 2z vang berbeds
selalu dapat dipetakan kepada tigsa
titik wy, Wy, Wy yang berbeda oleh
satu dan hanya satu fungsi bilinear

WL MG 2
Pemetsan ini diberikan secara
implisit oleh perbandingan silang

[Zi, Zz, 23, Z] = [Wj_;wz:wa:wj .

BUKTI : Perbandingan silang
{24, 23, 23, 2] = [Wy, Wa, Wy, W]
akan menghasilkan suatu fungsi bilinesar,

misalnya w = £(z).
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Untuk z = 2z, skan diperoleh

{24, 22, Zg, 24) = 1
sehingga

[Wy, Wy, Wy, W] = 1
Agar perbandingan silang [We,Wa,Wg, W] = 1
maka w harus sama dengan Wwy.
Jadi titik =z = zy, oleh fungsi bilinear

w = f(z) dipetakan kepada titik w = w,.

Dengan cars yang sama, titik-titik 2z, dan
z5 akan dipetakan kepada titik ws dan wg,

oleh fungsi w = f(z).

Jadi ada fungsi bilinear w = f(z) vyang
memetakan tiga titik 24, Z3, Zg vang
berlainan di bidang z kepada tigs titik w,,

W,, Wy yang berlainan di bidang w.

Sekarang akan dibuktikan bahwa fungsi
w = £(z) tunggal.

Andaikan terdapat fungsi bilinear w = g(z)
yvang Jjuga memetakan z,, =z, 23 ke Wy, Wy,
Wy.

Jika diberikan suatu titik o yang sebarang

di bidang kompleks, maks akan diperoleh

[Zi, 25, Zg3, o] = [Wi: Wo, Wg, g(eodl.
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Karena [2,, 2Z,, 25, o] = [wWy, Wy, Wy, (o]

maka [Wi;wz:wgyf(a)] = [Wi,Wz,Wa,g(:O)].

Menurut teorems 3.2.4, f(o) = g(o).

Karensa titik o

gsebarang dibidasng kompleks

maks fungsi f(z) = g(z).

Jadi terbukti bahwa fungsi bilinesar

w = f(z) di atas tunggsl.o

PEMETAAN SEPARUH BIDANG ATAS KEPADA CAKRAH

SATUAN
Selanjutnya akan diberi sebuah contob
fungsi bilinear vang memetakan daerah

setengah bidang stas kepads cakram satuan.

Funigsi bilinear ini akan memetakan daserah
bidang atas Im(z) > 0 kepada dserah cakranm
terbuka |w| < 1 dan perbatasan Im(z) = O
kepada perbatasan |w| = 1.

Andaikan fungsi bilinear itu

L e dengan ad - bc = O 1)

e cz + d ------

Diberikan titik-titik =z = 0, =z = 1, z = w
yvang terletak pada perbatasan Im(z) = 0.
Maka ketiga titik itu akan dipetakan ke

titik w dengan modulus 1.

Untuk z = ® berpadanan dengan w = a/c maka
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lwl = la/c] = 1
sehingga a/c dapat ditulis eld dengan q
konstanta real, dan karensa b, d tidak nol,

maka bentuk (1) dapat ditulis

w = eld Z : Zj W . . . . . . . e e e e e (2
Jika z = O maka harga mutlak

[ = eiq§§ = 1, =ehingga diperpL@h
hubungan |zol = 1241

Maka diperocleh z, = 2z, atau z4 = ;;

Jikalau z, = 2o maka (2) akan menghasilkan
w = eid yang merupaskan fungsi konstan.
Jadi harus diambil 24 = ;; yvang akan

menghasilkan fungsi bilinear

T
W Z 219 s
Za 2o

Untuk z = 1, diperoleh

Karena vang dicari adalah fungsi bilinear
vang membawa separuh bidang atas kepads
cakram satuan maks 2o diberi syarat
In(zg) > 0.

Jedi diperoleh fungsi bilinear
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. 2 - Z
Wz oeld w22 (3)
Z - Zg

dengan gq real dan Im(zg) > O

Dari sini masih akan diperlihatkan bahwa
setiap fungsi bilinear dengan bentuk (3)
memetakan separuh bidang atas kepada cakram
satuan.

Untuk sekarang =z di bidang kompleks,

diperoleh harga mutlak

fz - zol

lwl = ——
lz - 2o |

Secara geometris akan tampak bahws Jjiks
titik z terletak pada separuh bidang atsas

maka |z - 2ol < lz - zol, sehingga |w| < 1.

Lo

Z . W
o .” Ve, il A Vi /
/ ’% | Vi) // Vil ,//

Gambar 3.2.8

Sedangkan Jiks titik z terletak pada
separuh bidang bsawah maks

lz - 2ol > lz - E:l sehinggs |wl| > 1.
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Jadi fungsi (3) hanya memetakan daerah

separuh bidang atas kepada cakram satuan.

Contoh: Tentukan transformasi bilinear
yang memetakan z, = -1, 2z = 0, 2j3
- 1 masing-masing ke wy = -1, Wz =
-i, wy = 1

Jawab: Dengsan teocrema 3 2.6 akan diperoleh

(w + i)(-1 - 1) _ (z - 0)(-1 - 1)
w ¥ 1y(-1 - 1y  (z + 150 - 1)

Sehingga diperoleh

z - i

W = ———
~-iz + 1

Fungsi ini dapat juédsa ditulis dalamn

bentuk

W o= eiﬂ/z zZ - ].'
ZiE: 1

Fungsi ini memetakan separuh bidang
atas kepada cakram satuan karena

berbentuk

dengan ¢ = mrsz dan 2o = 1
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3.3 TRANSFORMASI BERTURUTAN

Pada awal pembahasan sub bab 3.2, telah
dikemukakan bahwa fungsi linear dapat dipandang
sebagai dus transformasi vyang berturutan. Demikian
juga telah dibuktikan bahwa fungsi bilinear dapat
diperoleh melalui komposisi dari fungsi linear dan

fungsi w = 1/z.

Berikut ini akan diberikan dua contoh sederhana dari
transformasi berturutan.
3.3.1 FUNGSI w = tg =z

Fungsi w = tg =z dapsat ditulis sebagai

_ 8in =z
T cos z
Sehingga akan diperoleh
. ez . 1
W= -1 ———
eZLZ+ 1
Jika diandaikan 2 = e®%, 2¥ = 2% dan
w = =-iZ¥, mska fungsi w = tg 2z merupakan

transformasi bilinear vang didahului oleh
transformasi eksponensial dan kemudian diikuti

oleh rotasi sebesar n/2 searah jarum Jjam.

Turunan pertama fungsi w = tg =z adalah
w' = sec? z. Karena w # 0 dan fungsi w = tg =z

tidak analitik di z = n/2 + kmn, dengan
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k = 0,1,2,..., maka fungsi w = tg =z bersifat
konformal kecuali di titik z = n/2 + km dengan

3.3.2 TRANSFORMASI CAKRAM SATUAN KEPADA CAKRAM SATUAN
Untuk contoh kedua ini dicari fungsi
pilinear yang memetskan cakram satuan lzl = 1

kepada cakram satuan |w| = 1.

Dengan menggunakan gagasan transformasi
berturutan, untuk mencari fungsi bilinear ini
dapat dicapai dengan dua transformasi.
Transformasi pertama memetakan cakram satuan
lz] = 1 kepada separuh bidang atas o. Kemudian
transformasi kedua memetakan separuh bidang

atas kepada cakram satuan |w| = 1.

Gambar 3.3.1

Pada pembahasan 3.2.8.2, telah dipunyai fungsi
bilinear vang memetakan separuh bidang atas

kepada cakram satuan. Dengan demikian invers
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dari fungsi bilinear itu memetakan cakram

satuan kepada sepsruh bidang atas.

Jiks diambil fungsi bilinear tertentu, yaitu

o - i
Z T oy e (1>

maka fungsi ini memetakan separuh bidang atas

kepada cakram satuan, karena fungsi ini
berbentuk
. z - 2
w = eid —~——=g ............... (2>
zZ - Zg
dengan ¢ real dalam hal ini ¢ = 0 dan z, = 1.

Sehingga invers fungsi (1) adalsah

. e 1
Al e L (3)

yang sakan memetakan cakram ssatuan lzy = 1

kepada separuh bidang atas.

Untuk memperoleh fungsi yang memetakan separuh
bidang atas kepada cakram satuan, fungsi (3>
disubstitusikan ke dalam fungsi (2) dengan

mengambil titik tertentu di bidang o vaitu og.

Maks akan diperocleh

. z
w = eld
z
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Dengan sedikit perhitungan diperoleh
0’0—-
z_
eiq') O’o+1
W oz . p—
- ! oo + 1
e 2 s - - 1
0 * 1 o - 1
. ; i % — 1
Jiks diandaikan Fel . —— e dan karens
og + 1
l;;—ll .
X o 1, sehingga
oI . .ie
oo + 1
1¢p z - 2z
Maks dipercleh w = e.e . — o
el B 5o - 1
Jika disndsiksn ¢ - €@ = o maks secara unmum

fungsi bilinear yang memetakan cakram satuan

kepada cakram satuan adalsh sebagal berikut

. Z 3 ZO
w = eid — gL VW ARFEE (4)
2 T Rl

dengan « resal.
Dengan mengingat transformasi separuh bidang
atas kepada cakram satuan, Jjelas bahwa fungsi
bilinear (4) hanya akan memetakan csaskram satuan

kepads cakram satuan.

Tetapi akan lebih baik jika ciselidiki apakah

fungsi bilinear di atas benar-benarmemetakan
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cakram satuan lz| = 1 kepada cakram satuan
iw)] = 1.

Jika =2 terletak pada lingkaran lz] = 1, maks
z = e 1€ gehingga diperoleh
w = -ei(ax+ 8 ) 1 -~ % eiie
1 - Zo el
yvang mempunyai modulus 1, sehingga terletak
pada lingkaran |jw| = 1.
Jika =z = rei® dan By S pei“ dengan
e = lzgl < 1,
maka
lz-251%2 - |z 53—1;2 = [r2 + p?-2rp cos (6-a)]-
[r202+1-2rp cos (8-a)+1]
= (r2 - 13CLi o
Karena (1 - %) > 0, maka hasil ini
memperlihatkan bahwa jika r < 1 maka
iz - 2] < |z zg - 1| sehingga titik z = rel®
berpadanan dengan titik w di mana lwi < 1.
Sedangkan jika r > 1 maka |z - 2ol > |2 ;; - 1]

sehingga titik =z berpadanan dengan w di mana

fwi > 1.

Jadi terbukti bahwa fungsi bilinear di atas
memetakan cakram satusn |z] = 1 kepadsa cakram

satuan |w] = 1.
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Berikut skan diberikan dua contoh transformasi

khusus.

3.4.1 FUNGSI w - =z + 1/=z

Fungsi ini mempunyail turunan sebagai

e (z + 1Yz - 1)

z2

Ini berarti pemetsan w = z + 1/z konformal
di titik kritis, =z = -1 dan z = 1, yang
masing berpadanan dengan titik w = -2 dan

dibidang w.

Diandaikan w = u + iv dan z = r(cos t + 1

Dalam bentuk polar akan diperoleh

berikut

kecuali
masing-

w = 2

sin t).

u + iv = (r + 1/r) cos t + i (r - 1/r) sin t.

Maka u = (r + 1/r) <cos t dan v = (r - 1/r)

cos t©.

Dengan menggunsakan cos? t + sin? t = 1, diperocleh

u? 1 v2
(r + 1/r)* (r - 1/1)%

Persamaan 1ini adalah persamaan ellips.

lingkaran-lingkaran |z | = r dipetakan

Jadi

kepadsa

ellips-ellips yang sumbu utamanysa terletak pada

sumbu u dan v, dengan panjang masing-masing

2(r + 1/r) dan 2(r - 1/r).
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Karena [(r + 1/r)* - (r - 1/r)*] = 4 tidak

tergantung psada besarnva r, makas ini Dberarti

ellips-ellips tersebut mempunyai fokus vyang sama

yvaitu di w = -2 dan w = 2. Khusus untuk lingkaran

dengan jari-jari r = 1 dan berpusat di O dipetakan

kepada ruas garis -2 = u = 2.

Perhstikan bahwa dari w = z + 1/2 dapat diperoleh

z = 1/2 [ w * ( (w+2) (w=2) )Y7*]

Tampak bahwa w = -2 dan w = 2 adalah titik cabang
dari z = z(w). Ini berarti setiap titik di bidang
w kecusli w = *2 adslah bayangan dari tepst dua

titik di bidang =z.

Perhatikan
w(l/z) = 1/z + z = w(z)

Ini berarti bahwa dua lingkaran yang berpusat di

di bidang z dengan jari-jari ©r dan 1/r dipetakan

kepada ellips yvang sama di bidang w.

Selain aps yang telah dibshas di atas, masih

ada satu hal vyang perlu dikemukakan berkaitan

dengan pemetaan ini, yaitu mengenal JOUKOWSKI

AIRFOIL.

Oleh pemetasn w = z + 1/z lingkaran yang melalui
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2 = -1 dan memuat z = 1 dalam interiornya akan
ditunjukkan oleh gambar berikut

Y w=z+% Y

1D
S~ S

u

Gambar 3.4.1

Bayangan lingkaran itu sering dinamakan JOUKOWSKI

AIRFOIL.

Cars termudah untuk menentukan bayangan suatu titik
z di bidang w adalah melalui penjumlahan vektor-
vektor vang menjadi padanan dari z dan 1/z.

Karens titik =z = -1 adalah titik kritis
maka fungsi w = z + 1/z tidak konformal di titik
tersebut, sehingga bayangan lingkaran pads gambar-
3.4.1 akan wmenjadi runcing di titik w = -2 vang

merupakan padanan dari titik z = -1.

FUNGSI w = z + e%

Untuk fungsi w = z + e2 ini akan di batasi
untuk z pada daerah tak hingga 5 dimana
g : { z = x + 1y, -nSysm, -o<x<®w }.
Diandaikan w o= u + 1v dan z = x + iy, maka

u + iv = x 4+ iy + e¥ (cos y + 1 sin y).
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Sehingga diperoleh
U = x + e¥ cos ydan v = y + e¥ gin vy.
Jika yv = 0, akan dipercleh u = x + eX dan v = 0.

Maka sumbu x di bidang z dipetakan kepada sumbu u
di bidang w.
Jika vy = n, maka diperoleh u = x - e¥ dan v = m.
Secara geometris akan tampak bahwa u £ -1. Sehingga
garis y = n dipetakan kepada garis

R{ ' u=-1,v = n

di bidang w.

Jika y = -m, diperoleh u = x - e¥X dan v = -m,
Maka garis y = -n dipetakan kepads garis
Ro vl AR -7

Sedangkan bayangan y = konstanta di dalam daerah S

akan tergantung pada nilai x dan y = konstanta.

~-T

Gambar 3.4.2
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BAB 1V

PENUTUP

Sebagai penutup karya tulis ini, akan diskhiri

dengan ikhitisar sebagail berikut

1. Susatu pemetaan oleh fungsi kompleks di bidang dsatar
dikatakan konformal jika pemetaan ini mempertahankan
sudut sntars dus kurva yang melalui dus titik, baik

bezar maupun arahnya.

2 Pemetaman vang didefinisikan oleh fungsi analitik
f(z) bersifat konformal kecuali di titik kritis vyang

menjadikan £'(z) = 0.

3. Satu-satunya transformasi konformal dari sustu do-
main di bidang =z ke dalam domain di bidang w adalah

berbentuk w = f£(z) dengan f suatu fungsi analitik.

4. Bayangsn suatu bangun di kitar kecil 2z, sakan se-

bangun dengan bangun semula.

5. Jiks diberikan suatu fungsi f(z) yang s&analitik da-
lam domain D yang memuat titik zo dan f'(zo) = £"(2o)
= ... = fmLzy = 0, tetapi f£™(zo) # 0 maka
pemetaan oleh fungsi £(z) membesarkan sudut di 2o

sebesar m kall lipst.

B2
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