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ABSTRAK

Ruang linear bernorma N adalah ruang linear N,
dimans setiap vektor x di dalam N berkorespondensi dengan
sebuah bilangan real vyang dinyatakan sebagai Hx¥# dan
disebut norma dari x, sedemikian sehinggs memenuhi

(1) ixh 2 0 dan Ux#=0 bils dan hanya bila x=0.
(2) fx+yl = Bzl + fiyh,
(3) faxht = |afixh, oaeK, dengan XzR stan C.

Suatu barisan <x > dalam ruang linear bernorma N
disebut barisan Cauchy, jika untuk V=50, terdapsat noem
sehinggsa Hxh—xmﬂ<s, untuk n,mon, . Barisan x> dalam
ruang linear bernorma N sdalsh konvergen ke xeN, jike
untuk Ye>0, terdapat n = N, sehinges Ix _-xll<e, untuk
nZnO.Ruang Banach adalah ruang linear bernorma vang
lengkap, artinya setiap barisan Cauchy didalamnya adalah

konvergen.

Ruang Euclides Rk adalah rusng linear bernorms,
dengdan norms untiok x € Rk didefinisikan sebsagai

2. 172
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Di dalam Rk setiap barisan Cauchy adalah konvergen. Jadi

k
fxh=(YT x

R adalah ruang Banach. Suatu barisan fungsi-fungsi <F >
dikatakan konvergen seragam pada himpunan. E ke sunatn
fungsi feE, jika untuk V&>0, terdapat suatu pelN sehinggs
untuk semus nZp dan semua x<E berlaku lfn(x}wf(x)|<s,
Andasikan C(X) adalah himpunan semus fungsi bernilasi real
atan kompleks vang kontinu dan terbatas vang
didefinisikan pada X. Selanjutnys untuk setiap £ e C(X)
didefinisikan norma untuk f vang disebut norma suprinunm

sebagal Hfll = sup |FfA(x)}. C(X) vyang dilengkapi dengan
xeX
nerma suprimum merupakan rusng Bansach.
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Andaiken U dan V-adalah ruang linear dan T adalah
pemetaan dari U ke V. Maks T dikatakan pemetaan linear
Jika T(ex+By)=aT(x}+3T(y), Vx,yel, VYa,peK, K=R  gtag C,
Pemetsan linear disebat Jugs transformasi linear.
Transformasi linear T dari ruang linear bernorma N ke
linesr bernorma N’ disebut kontinuy bila dan hsnya bila
Hxn—xﬂ—~48 = ﬁT(xn)—T(x}ﬂ-qao. Jika T kontinu pads suatn
titik di dalam N, maka T kontinu pada N. Transformasi
linear T dari ruang linear bernorms N ke rusng linear
bernorma N dikatakan terbatas jika terdepat MelR,  M>D
sedemikisn sehingga IT(x)) < M, untuk YxeN. Norma untuk T
ditulis dengan WTI didefinisiksn sebagai

BTH = sup{#T(x)¥ : #xl=1}, vang ekuivalen dengan
ITIH = supf{IT¢(x)I Ixii=1%
= sup{-i%ﬁ%li i xeN dan x#0 }

1l

inf{K20 dan IT(x)¥sKiixi, Vx<N}

Transformasi linear T kontinu pada N bila dan hanya bila
T terbatas. Selanjutnya Jika B(N,N’) adszlah himpunan
semua transformasi linear kontinu dan dari suaty ruang
linear bernorma N ke dalam ruang Bsnach N°. Maka B(N,N")
adalah ruang Banach.

Dalam ruang Banach berlaku tiga teorema fundamental,
vakni
(a) Teorema Hahn-Banach
(b) Teorems Pemetasn Terbuka
(¢} Teorema Keterbatasan Seragam

Andaikan £ adslah fungsional linear terbatas pads N.
Bilangan reszl tak negatif I A vang didefinisikan sebagai
Bfl=sup{|f(x)}:4x4<1} disebut norma dari £, Himpunan
semua fungsional linear terbatas dari ruang linesar
bernorma N ke K ditulis sebagai B(N,K), sering Jugsa
ditulis sebagai N* dan disebut ruang dual dari N. N* vang
dilengkapi dengan norma yang didefinisikan di atas
merupakan ruang Bsansch.
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Lemma Hahn-Banach, menyatakan bahwa Jjika ¥ adalah
ruang linear real dan p adalah fungsional sublinear pada
X, Y adalah subrvang 1linear dari X dan £ adalah
fungsional linear pada Y yang memenuhi sifat

(%) = p(x), untuk semua x=Y.
Maksa terdapat suatu fungsional linear F pada X sedemiki~
an sehinggs
(1) Fx)
(1i) F(x) = p(x), untuk semus x=X-Y.

F(x}y, vntuk semua xsY.

Fungsional linear F disebut sebagai perlussan dari
fungsional linear F. Lemma ini digunskan untuk
membuktikan Teorema Hahn-Banach vyang menvatakan bahwa
Jika X adalah ruang linear bernorma dsn Y adalah subruang
linesr dari X dsn Jjika féY*, maka terdapat suatu
fungsional geX sedemikian sehingga g merupakan perluasan
dari fF dan lgl=1iFfk,

Suatu himpunan bagian A dari rvuang metrik (X,d)
disebut denmse dalam X jika A=zX. Suatu himpunan bagian A -
dari ruang metrik (X,d) dikatakan nowhere dense jika
penutup A memuat interior yang kosong. Suatu himpunan
bagian Y dari ruang metrik (X,p) disebut kategori pertama
Jika terdapat <An> barisan himpunan bagian vyang nowhere
dense sedemikian sehinggs Y xngf%n. Suatu ruang metrik
disebut ruang Baire jika setiap himpunan terbuka vyang
tidek kosong bukan himpunan kategori pertama. Suatu ruang
metrik sdalsh ruang Baire Jjiks dan hanva Jiksa setiap
irisan terbilang himpunan terbuka vyang dense adalah
dense. Setisp ruang metrik yang lengkap sadalah ruang
Baire. Teorema Pemetaan Terbuka menyatakan bahwa jika B
dan B’ adalah ruang Banach dan jika T adalah transformasi
linear kontinu dari B kepada B°, makas T adalah pemetaan
terbuks,

Teorema Arzelas-Ascoli menyatakan bshwa jika X adalah
ruang metrik vang kompak, dan jika f; fungsi real atau
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kompleks yang kontinu pada K, dan <f > barisan terbatas
titik demi titik dan ekuikontinu pada K, maka

(i) <f;> terbatas seragam padas K

(ii} <f > memuat subbarisan yang konvergen seragan.

Teorema Keterbatasan Seragam menvatakan bahwa jika X
adalah ruang Bsnach dsn Y adalsh ruang linear bernorms
dan jiks {Ta} adalah kelusrga dari transformasi linesr
terbatas dari X ke Y, jika untuk setiap xeX, {T (x)} ada-
lah himpunan terbatas, maka 4T 83 =adalah himpunan
terbatas. '



