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ABSTRAK

Ruang linear bernorma N adalah ruang linear N,
dimans setiap vektor x di dalam N berkorespondensi dengan
sebuah bilangan real vyang dinyatakan sebagai Hx¥# dan
disebut norma dari x, sedemikian sehinggs memenuhi

(1) ixh 2 0 dan Ux#=0 bils dan hanya bila x=0.
(2) fx+yl = Bzl + fiyh,
(3) faxht = |afixh, oaeK, dengan XzR stan C.

Suatu barisan <x > dalam ruang linear bernorma N
disebut barisan Cauchy, jika untuk V=50, terdapsat noem
sehinggsa Hxh—xmﬂ<s, untuk n,mon, . Barisan x> dalam
ruang linear bernorma N sdalsh konvergen ke xeN, jike
untuk Ye>0, terdapat n = N, sehinges Ix _-xll<e, untuk
nZnO.Ruang Banach adalah ruang linear bernorma vang
lengkap, artinya setiap barisan Cauchy didalamnya adalah

konvergen.

Ruang Euclides Rk adalah rusng linear bernorms,
dengdan norms untiok x € Rk didefinisikan sebsagai

2. 172
j)
j=1

Di dalam Rk setiap barisan Cauchy adalah konvergen. Jadi

k
fxh=(YT x

R adalah ruang Banach. Suatu barisan fungsi-fungsi <F >
dikatakan konvergen seragam pada himpunan. E ke sunatn
fungsi feE, jika untuk V&>0, terdapat suatu pelN sehinggs
untuk semus nZp dan semua x<E berlaku lfn(x}wf(x)|<s,
Andasikan C(X) adalah himpunan semus fungsi bernilasi real
atan kompleks vang kontinu dan terbatas vang
didefinisikan pada X. Selanjutnys untuk setiap £ e C(X)
didefinisikan norma untuk f vang disebut norma suprinunm

sebagal Hfll = sup |FfA(x)}. C(X) vyang dilengkapi dengan
xeX
nerma suprimum merupakan rusng Bansach.
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Andaiken U dan V-adalah ruang linear dan T adalah
pemetaan dari U ke V. Maks T dikatakan pemetaan linear
Jika T(ex+By)=aT(x}+3T(y), Vx,yel, VYa,peK, K=R  gtag C,
Pemetsan linear disebat Jugs transformasi linear.
Transformasi linear T dari ruang linear bernorma N ke
linesr bernorma N’ disebut kontinuy bila dan hsnya bila
Hxn—xﬂ—~48 = ﬁT(xn)—T(x}ﬂ-qao. Jika T kontinu pads suatn
titik di dalam N, maka T kontinu pada N. Transformasi
linear T dari ruang linear bernorms N ke rusng linear
bernorma N dikatakan terbatas jika terdepat MelR,  M>D
sedemikisn sehingga IT(x)) < M, untuk YxeN. Norma untuk T
ditulis dengan WTI didefinisiksn sebagai

BTH = sup{#T(x)¥ : #xl=1}, vang ekuivalen dengan
ITIH = supf{IT¢(x)I Ixii=1%
= sup{-i%ﬁ%li i xeN dan x#0 }

1l

inf{K20 dan IT(x)¥sKiixi, Vx<N}

Transformasi linear T kontinu pada N bila dan hanya bila
T terbatas. Selanjutnya Jika B(N,N’) adszlah himpunan
semua transformasi linear kontinu dan dari suaty ruang
linear bernorma N ke dalam ruang Bsnach N°. Maka B(N,N")
adalah ruang Banach.

Dalam ruang Banach berlaku tiga teorema fundamental,
vakni
(a) Teorema Hahn-Banach
(b) Teorems Pemetasn Terbuka
(¢} Teorema Keterbatasan Seragam

Andaikan £ adslah fungsional linear terbatas pads N.
Bilangan reszl tak negatif I A vang didefinisikan sebagai
Bfl=sup{|f(x)}:4x4<1} disebut norma dari £, Himpunan
semua fungsional linear terbatas dari ruang linesar
bernorma N ke K ditulis sebagai B(N,K), sering Jugsa
ditulis sebagai N* dan disebut ruang dual dari N. N* vang
dilengkapi dengan norma yang didefinisikan di atas
merupakan ruang Bsansch.

viii
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Lemma Hahn-Banach, menyatakan bahwa Jjika ¥ adalah
ruang linear real dan p adalah fungsional sublinear pada
X, Y adalah subrvang 1linear dari X dan £ adalah
fungsional linear pada Y yang memenuhi sifat

(%) = p(x), untuk semua x=Y.
Maksa terdapat suatu fungsional linear F pada X sedemiki~
an sehinggs
(1) Fx)
(1i) F(x) = p(x), untuk semus x=X-Y.

F(x}y, vntuk semua xsY.

Fungsional linear F disebut sebagai perlussan dari
fungsional linear F. Lemma ini digunskan untuk
membuktikan Teorema Hahn-Banach vyang menvatakan bahwa
Jika X adalah ruang linear bernorma dsn Y adalah subruang
linesr dari X dsn Jjika féY*, maka terdapat suatu
fungsional geX sedemikian sehingga g merupakan perluasan
dari fF dan lgl=1iFfk,

Suatu himpunan bagian A dari rvuang metrik (X,d)
disebut denmse dalam X jika A=zX. Suatu himpunan bagian A -
dari ruang metrik (X,d) dikatakan nowhere dense jika
penutup A memuat interior yang kosong. Suatu himpunan
bagian Y dari ruang metrik (X,p) disebut kategori pertama
Jika terdapat <An> barisan himpunan bagian vyang nowhere
dense sedemikian sehinggs Y xngf%n. Suatu ruang metrik
disebut ruang Baire jika setiap himpunan terbuka vyang
tidek kosong bukan himpunan kategori pertama. Suatu ruang
metrik sdalsh ruang Baire Jjiks dan hanva Jiksa setiap
irisan terbilang himpunan terbuka vyang dense adalah
dense. Setisp ruang metrik yang lengkap sadalah ruang
Baire. Teorema Pemetaan Terbuka menyatakan bahwa jika B
dan B’ adalah ruang Banach dan jika T adalah transformasi
linear kontinu dari B kepada B°, makas T adalah pemetaan
terbuks,

Teorema Arzelas-Ascoli menyatakan bshwa jika X adalah
ruang metrik vang kompak, dan jika f; fungsi real atau

ix
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kompleks yang kontinu pada K, dan <f > barisan terbatas
titik demi titik dan ekuikontinu pada K, maka

(i) <f;> terbatas seragam padas K

(ii} <f > memuat subbarisan yang konvergen seragan.

Teorema Keterbatasan Seragam menvatakan bahwa jika X
adalah ruang Bsnach dsn Y adalsh ruang linear bernorms
dan jiks {Ta} adalah kelusrga dari transformasi linesr
terbatas dari X ke Y, jika untuk setiap xeX, {T (x)} ada-
lah himpunan terbatas, maka 4T 83 =adalah himpunan
terbatas. '
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BAB I

PENDAHULUAN

Pembahasan honsep rusng Bansch dalam ksrvae tulis
ini, dipusstkan psda pembahsssn contoh~contoh raang
Bansch dan beberapa teorems vyang berlsasku dalam roang
Banach, vailtu : a8} Teorema Hshn-Banach

b) Teorema Pemetaan Terbuka
o) Teorema Keterbatasan Seraganm

Pembahasan konsep rusng Bsnasch dsalam karys tulis ini
dimulsi dengsn membshas bebersps konsep pendukung. Konsep
pendukung tersebut sdalah definisi-definisi, lemma maupun
teorems-teocrema vyang sksn Jdigunaksn dslsm pembshsssn
konsep ruang Bansch beserts contoh dsn sifat-sifatnys.

Konsep-konsep pendukung ini akan diuraiksn
secara lebih khusus dalam bsb II. Hsl~hal vyang akan
dibahas dalsm bsb II adalsh fungsi, ruangh metrik, batas
atas dan batss bswah himpunan terurut, himpunan terbuks
dzn himpunan tertutup, bsrisan konveréen dan rusng metrik
vang lengksp, pemetssn kontinu, ruang linesr, rusng
topologl, lemms Zorn dan penutup sustu himpunsn.

Konsep-konsep pendukung ysng dibshas dalam bsb 11,
tidak saksn diurasiksn secsra mendalam, tetapi hanyva
dibahas Dbeberaps konsep dsn sifst vyang benar-benar
penting dalam kaitannys dengan pembazhasan konsep Rusng

Basnach
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Dalam bsb III aksn dibahss tentsang definisi dan
contoh ruang Bsnsch, yang sksn didshului dengsn  definisi
ruang linear bernorma. Konsep konvergensi dsri sgustuy
barisan Cauchy smst berperanan dslsm pembshssan konsep
ruang Banach beserts contoh~-contohnys. Qleh ksrens itu
akan dibshass konsep konvergensi yang lebih kust daripsds
konvergensi titik demi titik, vskni konvergensi sersgam
(aniform).

Dalam bab IV dibahas tentang konzep Transformssi
Linear Kontinu dsn bebersps sifstnya. Konsep 1ini saksn
banysk dipakai dalam pembshssan selanjutnys.

Dalam bsb V dibshss tentsng Teorems Hahn-Bansch,
Ronsep fungsionsl linear smat Gerpersnan dslam pembukiisn
teorems Hahn-Bansch dan tecrems 1sin vang diturunkan dsri
teorems ini. Pembuktisn teorems Hahn-Banach diawsli
dengan pembuktisn lemmsa Hahn-Bansch den disinilsh Lemns
Zorn digunakan.

Dalam bsb VI dibshas tentang Teorems Pemetsan
Terbuka (Open Mapping Theorew} dsn teorems ini digunsksn
untuk membuktiksn Teorems Graph Tertutup (Closed @Graph
Theorem). Untuk membuktiksn Teorems Pemetsan Terbuks,
diawsli dengsan membuktikan teorems Baire.

Dalam bab VII dibshas tentsng Teorems - Keterbatassn
Sersgam (Uniform Boundedness Theorem). Pembuktisn teorems
ini diawsli dengsn pembshssan konsep terbstss sersgam dan

pembuktisn teorems Arzels-Ascoli.
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BAB IX

TEORI PENDUKUNG

Dalam bagian ini dibahas beberapa konsep vang

diperlukan dalam pembahasan selanjutnys.

2,2, Fungsi

Definisi 2.1.1. :

Andaikan A dan B adalah himpunan yang tidak kosong.
Suatu relasi f ysng mengaswankan setiap elemen x € A,
dengan tepat satu f(x) € B disebut fungsi dari A ke B,
dinotasikan dengan f : A —» B, Himpunan A disebut daerah
ssal(domain} dan himpunan B disebut daerah kawan
(kodomain}, himpunan C = f(A) € B, disebut daerah .hasil
(range) dari £.

Istilah pemetaan Jugas digunakan sebagsai pengganti

istilah fungsi.

2.2, Ruang Metrik

Definisi 2.2.1.,:

Andaikan X adslah ssbarang himpunan yang tidak
kosong. Didefinisikan d : XxX -~ R, dimanaz 4 adalah
fungsi dari XxX ke dalam R, vang memenuhi sifat
(i, dix,y) 20 , V¥x,vy & X.

(ii). d(x,y)
(1i1).d(x,y3

il

0 bila dan hanysa bila x=y , Vx,vy € X.

1t

d(y,x), ¥x,y & X.

(lv) d(x,z) = d(x,y) + d(v,2), ¥Yx,v,z & X.
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Sebarang fungsi d vyang memenuhi sifst-sifst di atas
disebut metrik pads X. Sebsrang himpunan X = © vang
dilengkapi dengsan suatu metrik d pada X disebut ruang
metrik dan dinyatakan sebagai (X.,d), vyang sering hanya
disingkst sebagal ruang metrik ¥ ssja. Anggota X dissbut
titik

Contoh 2.2.1.:

Garis resl R dengsn metrik biasa yaitu jarak antars

x dan v yang didefinisikaen sebagai |Ix - y|, adalah ruang

metrik.
(i) di{x,y) = Ix -y} = 0, ¥x,y € R
(ii) d(x,y) = |x - y| = £ bhb x-v=0 bhb x=y ,¥x,y € R ,
(iii) d{x,¥> = Ix - vl

= 1-(y - 23] = {y - x| = d{y,x) , ¥x,y e R,
(iv}y d(x,2) = jx - z|

j(x - yiy+({y -~ =2)}
S |x -~ vl + {y ~ =]

d(x,y> + d(v.z) , ¥Yx,y € R,

2.8, Batas atas dan batas bawah himpunan terurut

Pefinisi 2.3.1 3

Diberikan himpunan S. Sugtu wrutan pads himpunan S
sdalah sustu relasi yvang dinvsatasksn dengan < dengan dua
sifat berikut
(i) jika xe5 dan yeS, makz sstu dan hanya satu diantara

tiga pernyataan berikat yang bensr : x<y, Xz=y ,¥<X
(ii) jika x,y dan z € S dan Jika x<y dan y<z maka x<z.

Jika pada suatyn himpunan S telah didefinisikan suatua
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urutan, maka S dinamskan himpunan terurut.

Contoh 2.3.1.:

flimpunan bilangsan raszional adslah himpunan terurunt.

Pefinisi 2.3.2.:

Diberikan himpunan terurut S dan F < §. Himpunan E
dikatakan fterbatas ke atas jika terdapat suatu elemen peS
sehinggs untuk semua x <€ E berlsky X<p .

Elemen p semscam ini disebut suatu batas stas himpunan

E. Jiks terdapat suaty elemen aq € 5 dan untunk semuas.
X € E berlaku x Z a, maks E dikatakan terbatas ke'bawah.

Elemen semacam q ini disebnt batas bawah himpunsn E.

Definisi 2.3.3.:

Andaikan S sdzlsah.zustyu himpunan tervrut dan E < s,
dan E terbatas ke stas. Disndaikan bahws terdapat suatu
elemen a € S yang memenuhi sifat-sifat berikut
(i} a =adalah batas atas E
(ii) jika p adalsh batas stas dari E, maka p =2 a
maks elemen a ini disebut batas stas terkecil (suprimum)
himpunan E dan dinctasikan dengan a = sup E,

Definisi 2.3.4 ;3

Batas bawsh terbesar satau infimum suatu himpunan
terbatas ke bawah E, didefinisikan sebagai elemen b & §
dengan sifat bshwa : b sadalah batas bawah E dan Jjika g
adalah batas bawah E maka g lebih keeil atau sama dengan
b dan dinotasikan dengan b = inf E.

Contoh 2.3.2.3

Andaikan Q adalah himpunan semua bilangan rasional

dan andaikan F < Q, dimanag F = {-1,2,5,7,8}. Himpunan F
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adslah terbatas ke stas dan terbatas ke bawah, dengan
sap F = 8 dan inf F = -1.

Z.4. Himpunan Terbuka (open set) dan himpunan tertutup
(closed setf).

Definisi &.4.1.:

Andaikan X adalah sebarang ruang metrik dengan
metrik d. Jika x adalah titik dalam X dén r adalah
bilangan real positif. Suatu bola terbuka (open sphere)
Sr(xo} dengan pusat X, dan Jjari~jari r adalah himpunan
bagian dari X yang didefinisikan sebagsai

Sr(xo} = {x : d(x,x) ? r}

Definisi 2.4.2

"

Suatu himpunan G ysng merupakan himpunsn bagian dari
ruang metrik X disebut himpunan terbukas (open set) 3jiks
diberikan sebsrang titik x € G, maka terdapst bilangan
real positif r sedemikisn sehingga Sr(x) £ G, yaitu Jiks
setiap titik dari G adalah pusat dari suatu bola terbuks
vang termupat dalam G,

Definisi 2.4.3 3

Andaikan X adalah sebarang ruang metrik dan A adalsh
himpunan bagian dari X. Suatu titik x € X disebut ¢titik
Interior dari A jiks x adalah pusat sustu bola terbuka
vang masih termuat dalam A dan interior dari A ditulis
sebagai Int(A), vaitu himpunan semua titik interior dari
A . Int{A)Y = { x : x=A dan Sr(x) z A, reR 3

Definisi 2.4.4.:

Jika p adalah sebarang titik di dalam X, dan r>Q,

mzka himpunan Nr(p) = {xeX ! d{p,x)¥<r} dinamakan daerah
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7

kitar titik p dengan radius r, dan disingkst dengan kitar
titik p dengan radius r. Titik p dinsmakan pusat kitar
Nr(p}. Jadi setisp titik mempunyai tak berhingga banyak
kitar.

Jadi definisi kitar adalah definisi 1lain dari bolg
terbuks, artinya bola terbuks berpusat di p dengsn radius
r adalah kitar dari p dengan radius r.

Pefinisi 2.4.5 :

Titik p = X disebut titik limit E himpunan bagian X,
bila setiap kitar titik p memuzst paling sedikit satu
titik g € E dan g#p. Titik anggota E vyang bukan titik
limit disebut titik terasing.

Di dalsm sebarang ruang metrik, himpunan berhingga
tidak mempunysi titik limit. Jadi himpunan Yang mempunysai
titik limit pastilah himpunan tak berhingga.

Definisi 2.4.6 :

Diberikan ruang metrik X dan andaikan E sdalsah
himpunan bsgisn dari X. Himpunan E disebut tertutup Jjika
gsemuga titik limitnya termusat di dalam E.

Teorema 2.4.1.:

Dalam sebarang rusng metrik X, himpunsan kosong dan X

sendiri adalah terbuka
Bukti :

Hinmpunan G « X disebut tidsk terbuka, jika terdapat
suata titik p € X dan p bukan titik interior &, Tetapi
kita tidak dapat menemukan titik P semacam itu spabiila
G=8. Jadi tidak benar bahwa @ adalah himpunsan vang tidsk

terbuka. Dengan demikisn @ adalah terbuks. X jelas
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8

terbuks karens setisp bola terbuka vang berpusst di dalam

X termuat dalam X.n

Teorema 2.4.2 :

Himpunan E terbuks jika dan hanya jika EC tertutup.
Bukti :

Andsikan bahwa E° tertutup, dibuktikan bahwa E
terbuks. Dismbil sebarang titik xeB. Karena x & EC dan S
tertutup maks x buksn titik limit E®. Jadi terdapatlah
r>0 sehingga N _(x)NE®=@. Dengan demikian N_(x)<E.
(perhatikan bahwa ArB=® jika dan hanys jika Ae8®). Hal
inl berarti bahwa x adslah titik interior dari E. Jadi,
Jika x<E maka x titik interior E. Terbukti bahwa E
terbuks.,

Selanjutnya diandsikan E terbuka. Misalkan x adalah
sebarang titik limit E°. Jadi setiap Nr(x) memuat tak
berhingga banysk titik-titik snggots Ec, sehingga tidak
ada kitar dari x yang menjadi subset dari E. Karensz itu x
buksn titik interior dari E. Karensa diketahui E terbuka,
ini bersrti x bukan anggota dsri E, atsu x ¢ E©.

Jadi kita peroleh kesimpulan bahwa jika x titik limit &EC
maka x € E°. Jadi E° tertutup. g

Teorema 2.4, 3.3

Dalam sebarang ruang metrik X, setiap bolsa terbuks
sdalah himpunsn terbuka.
Bukti
Andaikan Sr(xo) adalsh bola terbuka di dalam X, dan
andaikan x adalah sebarang titik di dalam Sr(xo). Dibuat

bols Lterbuka yang berpusst di x dan termusat di dslam



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

g

Sr(xo}. Karena d(x,xo) < r, maka terdapat r=r - d(x,xo)
-adalsh bilangasn real positif. Akan ditunjukksn bshws

Sr (x) & Sr(xo) . Jika v adslah titik di dalam Sr (%3},
1 1

Jadi d{y,x) < roos maka

IA

d{y,x ) s ddy,x) + d(X, %)

<r + d(x,xo)

[r - d(x,xo} + d(x,xo)] = r
hal ini menunjukkan bahwa y berada di dalam Sr(xo)

Teorema 2.4.4.:

Andaikan X adalah ruang metrik dan andaikan ¢ adalah
himpunan bagian dsri X. & sdalah fterbuks bila dan hanvsa
bila ¢ adalah gabungan dari bolas terbuksa

Bulcti @

(= ) Andaikan G adalsh terbqka, akan ditunjukkan bahwa G
adalah gabungan dari bola terbuka. Jika G koscng maka G
sdalah gabungan dari keluarga himpunan kosong dari bola
terbuka. Jika &G tidak kosong maka, karena @ adalah
terbuka, tiap titik dari G adalash pusat dari bols terbuksa
vang termuat dalam G dan & adalah gabungan dari semus
bola terbuka yang berpussat di suvatu titik dslsm & dan
termuat dalam G

(e= ) Andaikan G adalah gabungan dari suatu kelas § dari
bola terbuka dalam G. Harus ditunjukkan bahwa G sadalah
terbuka Jika 5 adalsh kosong, maka G Juga kosong dan
menurnt Teorema 2.4.1. G adalah terbuksa.Andaikan § tidak
kosong, maka G Juga tidak kosong. ‘Andaikan x sdalah

sebarang titik dalam G. Karena & adalah gabungan dari
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bola terbuka, maka x berads dalam sustu bols terbuka
misal xeSr(xo}ES. Menurut teorems 2.4.3, x adaliszh pusat

dari suatu bola terbuks Sr‘(x) & Sr(xo). Rarens Sr(xo}EG

naka Sr (X} € G dan kita daspatksan suatu bola terbuka
i

yvang berpusat di x dan termuat dalasm G. Jadi G adalah
terbuka. gy

Sifat fundamental dari himpunan terbuka dalanm ruang
metrik dinyatakan dalam Teorema 2.4.5 .

Teorema 2.4.5 :

Andzikan X adalah sebarang zruang metrik. Maks
berlaku
(1} gabungan dari sebarang himpunan terbuka dalam X
adalah himpunan terbuks
(ii) irisan berhingda dari sebarasng himpunan terbuks
dalam X adalah himpunan terbuka
Bukti
(i) Andaikan {G.} adalah sebarang keluargs dsri himpunan
terbuka di dalam ¥X. Hsrus ditunjukksn bshwas & = VLG
adslah terbuka. Jika {G.} adalah koscng, maka G adalah
kosong dan menurut teorema 2.4.1., maka G adalah terbuka.
Andaikan bahwa G, tidsk kosong, maka menurut teorema
2.4.4, tiap G yang merupakan himpunan terbuka adalah
gabungan dari bola terbuka,G adsalah gabungan dari bola
terbuka dan menurut teorems 2.4.4. G adslsh terbuks
{ii) Andaikan {Gt} adalah kelusrga berhinggs himpunan ter-
buka dalam X. Harus ditunjukkan bshwa bshwa G=n.G, adalah

terbuksa . Andaikan {Gt} adalal kosong, maka G = X ,dan
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menurat teorems 2.4.1. G adalsh terbuka . Andaikan ‘{Gi}
‘tidak kosong dan bshwa {G;} = {Gi,Gz, ...,Gn} untuk s=suaty

bilangan bulst positif n. Andaikan x berada dalam tisp G.

Maka x berads dalam tiap GL dan karens Giadalah terbuka,
untuk tisp i terdapat bilangsn real positif r, sedemikian

sehingga Sr‘(x) & Gt.
L

Andaikan r adslah bilangan real terkecil dalam

{ri,rz, ...,rﬁ}. Bilangan r adalsh bilangan real positif

sedemikian sehingga Sr(x} < Sr (x> untuk setiap i, maks
i

Sr(x) = GL, untuk tiap i, dan oleh karens itu Sr(x) £ G.
Rarena Sr(x) adalah bola terbuka berpusast di x dan

termuat di dalam G, sehingga G terbuks. -

Z.8, Barisan konvergen dan rusng metrik lengkap

Definisi 2.8.1 :

&ndaikan X adalah sebarang ru;ng metrik dengan
metrik d dan andaiksn K> = XXy s Xpse.. > adalah
barisan titik di dalam X. <X disebut konvergen Jjika
terdapat xeX sedemikian sehingga memenuhi szlah satno
sifat berikut
(i) antuk setiap £>0, terdapat bilangan bulat positif n,

sedemikian sehinggsa d(xn,x} < £ bila nzno ;

(ii) untuk setisp bols terbuka Sg(x} vang berpusat di x,
terdapat bilangan bulat positif n, sedemikian sehingga
xnesa(x), untuk semua nzn .

Dalam hal ini juga, dikatakan bahwa barisan <xn>

konvergen ke x =ztan x adalah limit barisan <xn> dan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

12

ditulis sebspai X, —* X atan 1im x_ = x%.
1 ——p o

Barisan vang tidsk konvergen disebut divergen.

Selanjutnys akan didefinisikan konsep barisan Cauchy
dan konsep suatu rusng metrik vang lengksp. EKonsep
barisan Cauchy dan konsep kelengkapan memegang peranan

vang amat sentral dalam pembahasan konsep ruang Banach.

Definisi 2.5.2 :

Suztu barisan <xn> dalam ruang metrik X dengan
metrik d, disebut barisan Cauchy jika untuk setisp £30,
terdapat bilangan bulat positif n, sedemikian sehinggs

m,n = n, = d(xm,xn) < &,

Contoh 2.5.1 :

Diberikan <sn=1/n> barisan di dalam ruang metrik
selang terbuka (8,2) dengan metrik biasa d(x,y)={x-y}.
Barisan ini adalah barissn Cauchy . Sebsab Jika diberikan
£>0, terdapat p sehingga 1/p < £/2. Untuk semuz m dan n
vang lebih besar atau sama dengan p (kita ambil m=rn }
berlakn 1/m = 1/p <£/2 dsn 1/n = 1/p < &£/2. Jadi untuk

1 t

Vm,nelN, m=p, n=p berlaku l-§r~-wi =

~m+-i~< £ .
T m T

Jika kits perhatikan maks tidak ada se(0,2) ysng
dapat menjadi lim Sp Jadi barisan ini adzlah barissn
Cauchy tetapl tidak hkonvergen di dalan ruang metrik
selang terbuka (0,2).

Teorema 2.5.1 :

Di dalam sebarang ruang metrik (X,d), barisan
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konvergen adalszh barisan Csauchy.
Bukti
Andsikan <x > adalah barisan konvergen, xne (€,d),
untuk setiap n & N, N = himpunan bilangan asli.
Migalkan X, X
Diberikarn £ > 0, maka terdapat bilangsn bulat positif m,
sedemilisn sehinggs untuk tiap nzn  berlakn
d(xn,x)<be.8.
Untuk tiap m,nkno maka d(xn,X)<bQ.8 dan d(xm,x}<bq.g
d(xn,xm} & d(xn,x} + d(x,xm)
Untuk tiap m,n Z n, berlaku d(xn,xm) < 8/2.841,2. 2 = £,
Jadl untuk sebarang £>0 terdapat n, sedemikian sehingga
untulk setiap m,n = P berlsku d(xn,xm) < &
Jsadi x> adslsh barisan Csauchy. g

Definisi 2.5.3 :

Suatu ruang metrik dikatakan lengksp (complete) jika
setiap barisan Cauchy di dalam ruang metrik itu adslah
barisan yang hkonvergen

Teorema 2.5.2 :

Andaikan X adalah ruang wmetrik yang lengkap dan
andaikan Y adaslah subruang dari X. Maka Y lengksp bila
dan hanya bila Y tertutup,.

Bukti :

Andaikan bahwa Y subruang lengkap dari X. Akan
ditunjukkan bahwa Y tertutup. Diandaikan p adalash suatu
titik limit Y. Dengan demikian untuk setisp bilangan aslii
n, sekitar N__ (p) memuat suatu tLitik v €f dan Y P,

Terbentuklah bsrisan <y > di dalam Y. Untuk sebarang £>0,
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terdapat P sehinggs 1/P < g/2.
Jadi untuk semua n2pP, v, € Nﬁ/z(p). Jika n2P dan @m=P
maka

Ad(y, ¥y’ d{y, .02 + d(p,y >

< &/2 + g/2 = £

Jelas bshws <¥,> adalah barisan Cauchy di dalam Y yang
konvergen ke peX. Karsns Y lengkap maks pey dan terbukti
Y tertutup.

Sekarang diandaikan Y tertutup dan <y,> =adalah
sebarang barisan Cauchy di dalasm Y. Karena Y subruang
dari X, maka <y _> barisan Cauchy di dalam X. Diketahui
bahwa X lengkap, jadi <v,> konvergen ke suatu titik xeX.
Selanjutnya dibuktiken bahwa xe¥Y. Jiks <yn> himpunan
berhinggs maka terdspat tak berhinggs banysk indeks n
sehingga V=%, jadi x€Y. Jika daerzh Jjangkauan <y, >
merupakan himpunan tak berhingga, maka x adalah titik
limit <¥,>Jdadi juga titik limit Y. Rarena Y tertutup maka
xeY. Dengan demikian, sebarang barisan Cauchy di dalam Y

konvergen ke suatu titik di dalam Y, jadi Y lengkap . g

2.8, Pemetaan Kontinu

Definisi 2.6.1 @

&ndaikan X adalah ruang metrik dengan metrik d, dan
andaikan Y adslah rusng metrik dengan metrik d, dan
sndaikan £ adalah pemetsan dari X ke Y. Pemetasn £
dikatakan kontinu di titik X, dalam X, Jika memenuhi
salah satu sifst berikut

(i) untuk setiap £>0, terdapat &0 sedemikian sehingga



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

18

| di(x,xo)<6 Lo dz(f(x),f(xo))<£, atan

(ii1) untuk setisp bola terbuks S (f(x, 2> ysng berpusat
di f(xo), terdspst suatu bola terbuks Sé(xo}
berpusat di X, sehingga fcsé(xﬁ)) = Sa(foD}}.

Teorema 2.8.1 ¢

Andaikan X dan Y adalah ruang metrik dan andaikan £
sdalah sustu pemetasn dari X ke Y. Haks £ kontinu di X,
bils dan hanya bila setiap <xﬁ> di dalam X konvergen ke
X, mnaks <f%xn}> vonvergen ke f(xo).

Bukti @

Andaikan bahwa f kontinu di X, Andaikan X2 adalah
barissn di dalam X sedemikian sehingga X, —> X, Harus
ditunjukksn bahws f(xn)-—+ f(x_ 3. Andaikan Sc(f(xo)}
adalah bola terbuks vyang berpusat di f(xo). Dengan
pengandaisn kita bahws £ kontinu di X, maka terdapatb
o sustu bola terbuka Sé(xo) berpusat di X, sedemikian

sehingga fxsé(xo)) < Sg(f(xo)). Karens X, ™ X maka

o’
semua X berads di dalam Ss(%x,7. Karens F(84(x%,)) =
S.(f(x,2), maka f(xn) berada di dalsam S (£(x ).

Jadi f(xn}~m» f{xo}.

Andaikan X, — X, — f(xn)-—al f{x,). Selanjutnya
ditunjukkan £ kontinu. Andasikan bahwa £ tidak kontinu di
X, dan kita tunjukksn bahwa x — X = f(xn)-%+ £(x ).
Dengan ssumsi ini, maks terdspat sustyu bols terbuka
Sg(f(xo)) dengan sifat bahwa bayangan £ dari setiap bols
terbuka yang berpusat di x, tidak termuat di dalam
S,08(x,)). Andaikan S _(x_), S, (%7, o S (X2

adalah barissn dari bola terbuka. Bentuk barisan <xn>
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sedemikian sehinggs xnesbqjxo) dan f(xn) & Se(f(xe)).
Jelas bahws X konvergen ke X, dan fon} tidak Lkonvergen
ke f(x ),

()}‘

Definisi 2.68.2 @

Suatu pemetaan dari sustu ruang metrik ke ruang
metrik yang lain dikatakan kontinu jiks pemetaan tersebut
kontinu di setiap titik dalam domainnysa.

Akibat dari Definisi 2.6.2 dan Teorema 2.6.1.,
diperoleh pernyataan berikat

Andaikan X dan Y masing-masing adalsh ruang metrik
dan andaikan f adalah pemetaan dari X ke Y. Maks F

‘khontinu pads x bils dan hanys bils X~ X==p f(xn}w»f(x).

Definisi 2.B.3 :

Andaikan X adalah ruang metrik dengan metrik dl dan
Y ruang metrik dengan metrik dz, maka pemetaan £ dari X
ke Y dikatakan kontinu seragam (uniformly continous) iika
untuk setiap >0, terdaspat &0 sedemikian sehinggs
dl(x,x'}<5 == dz(f(X},f(x')} < &, ¥Y¢x,x'eX.

Contoh 2.6.1 ¢

Dibuktikan bahwa fungsi real f(x)=x kontinu seragam
rada [R.
Bukti ¢

Diberiksn £>0. Harus dibuktikan bshwa terdapst &>0
sehingga untuk semua p dan q snggota R dengan Ilp~ai<s
berlaku |f(p)-f(q)l<s. Jika kita ambil &=£, maka jika

ip-qi<& berlaku {f(p)-f(g)! = ip-ql<e.
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2.7. Ruang Linear

Selanjutnya skan dibshas konsep ruang linesr lewat K
dengan K adalah himpunan semua bilangan real R  atau
himpunsn semus bilangan kompleks €.

Definisi 2.7.1 ¢

Ruang linesr lewat K adalah (L,K,+,.), dengan L
sdalah himpunsn ysng tidsk kosong, + adalah pemetaan
(X,y)— x+y dari LxL ke L, dan . adalzh pemetaan
(e, x) —> a.x dari KxL ke L dan memernhi sifat
() x+({y+z) = (x+y)+z, V¥x,y,z e L
(b) x+y = y+x, V¥x,y € L
(c) 3 8 & L,sehinggs x+0 = x = 0+x , ¥x L
(d) ¥x « L, 3 -x & L, sehingga x+(~x) = 0,

(8) (a0 + B).x = a.x + f.x , Yx € L dan VYo, = K

(f) a.(x+y) = a.x + a.y , ¥x,y € I, dan a « K

(g) «.(B.x)
(h) 1.x = x, ¥x L.

1t

(af3y.x , V¥x el dan a,8 € K

Dalam penulisan selanjutnya, rusng linear lewat K
(L,K,+,.), ditulis sebagai ruang linear L saja atau rusang
(L,K}. Ruang linear lewat lapangan R disebut ruang linear
real dan ruang linesr lewat lapangan kompleks € disebut
ruang linear kompleks. Ruang linear disebut juga ruang

vektor dan anggota-anggotanya disebut vektor.

2.8. Ruang Torologi

Definisi 2.8.1 :

Andaikan X adalah himpunan yasng tidak kosong. Suatu

. keluarga 7 yang merupskan himpunan dari himpunan bagian
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X, disebut topologi pads X, jika memenuhi

(i Q@ et

(ii) X e 1

(iii) gabungan dari sebsrang himpunsn di dalsm keluargas T
berada di dalsm T

(iv) 1irisan dari berhingga himpunan dalsm keluargs =
berada di dalasm 7 |

Himpunan X yang dilengkapi dengan suatu topologi pada X

disebut HRuang Topologi dan dituliskan dengan notssi

(X,7). Atau sering ditulis sebagsi Ruang Topologi X saja.

Jadi suatuy ruang topologi X memuat dua obyek, vyakni
- himpunan tidak kosong X dan topologi T pada X. Himpunsan
di dalam * disebut himpunan terbuks dari ruang toepologi

(X,7) dan anggota X disebut titik.

Contoh 2.8.1 @

Andaikan X adalzh ruang metrik dan andaikan topologi
pads X adalah keluarga dari semus himpunsn bagian dari X
vang terbuka dalam arti seperti dalam Definisi 2.4.72.
Heﬁurut Teorema 2.4.1.,2 dan X sendiri adalah terbuka dan
menurut Teorema 2.4.4., dalam sebarang ruang metrik,
gabungan dari himpunan terbuks dalam ¥ adalah terbuks dan
iriszan berhingga dari sebarang himpunan terbuka dalam X
adalah.terbuka.

Definisi 2.8.2.:

andaikan X dan Y adalah ruang topologi dan  andaikan
f sdalah pemetsan dari X ke Y. Pemetaan f dikatakan

kontinu jika fd(G} adslah terbuka dalam X bila & adalsh
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terbuka dslam Y. Pemetaan f dikstskan fterbuka 3jika F£(&)
szdalah terbuka dalam Y bila G sdalah terbuks di dalsm X.

Definisi 2.8.3.:

Suaty homeomorphisme adalah pemetaan konting
bijektif dari suatu ruang topologi kepada ruang topologi
vang lain dan pemetaan tersebut jugs merupakan pemetazan
terbuka (open mapping). Dua rusng topologi X dan Y
dikatakan homeomorphik jika terdapat suatu homeomorphisme

dari X kepsda Y.

2.8. Lemma Zorn

Pefinisi 2.98.1 ¢

Suatu ‘himpunan terurut parsial (a partially ordered
set ) adalah himpunan M, dimsnz didefinisikan suatu urutan
parsial (partial ordering) vaitu relasi biner vang
ditulis sebagal “=" dan memenuhl kondisi

(1) a<a , ¥Ya e« M.
(23 Jika asb dan b=a, maks s = b, a,b « .
(3 Jika a<b dan b<c mska 8<ec, a,b,c € Y.

Definigl 2.9.2 :

Andaikan A dengan relasi "=" terurut parsisl dan
BSA. Himpunan B dikatakan terurut total jika untuk setiap
x,yeB berlaku x=y atsu y=x.

Lemma 2.9.1 ¢ (Lemma Zorn)

Jika A =adalah himpunan yang tidak kosong dan ijika
 setisp subhimpunan terurut total dari A mempunyai batas

atas di A , maka A mempunvai unsur maksimal
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2.10. Penutur (closure) dari suatu himpunan

Andaikan A adalsh himpunan bagian dari ruang metrik X
dan jika A" menyatakan himpunsn semus titik limit A, maks
penutup A (closure of A) adalsh himpunsn A = A U A”

Contoh 2.10.1 :

Di dalam R, penutup selang terbuks {a,b) adalah
selang tertutup [a,b].

Karena setisp bilangan resl adalah titik limit Q@
(karena di sntars dus bilangan real selaluy terdapsat
bilangan rasional), maka @ = R = & U @,

Jika X adslah rusng metrik dsn E < X, maka

(a) E tertutup,
(b) E = E jika dan hanya jika E tertutup,
(¢) E merupakan himpunarn tertutup yang terkecil vang

memuat E,
Bukti :
(a) Akan kits buktikan bahwa (E)® terbuka. Diandaiksn peX
dan p eE. Jadi pef dan peE’, naka dapat dibuat kitar
Nr(p} tanpa titik anggots E di dalamnya. Di dalam Nr(p)
ini tentu tidak terdapat titik limit E, sebab jika
demikian maks Nr(p) akan wmemuat tak berhingga banyak
titik-titik snggota E. Jadi N (p)nE = @ atau N _(p)e(E)°.
Jadi, kita telsh menurunkan vpernystsan : “Jiks pe(E)°®
maka terdspat suatu kitar p yang merupakan subset (E)C“.
Hal ini berarti bahwa (E)° terbuka. Jadi E tertutup.
(b) Jikse E tertutup maka E'cE, jadi E=EUE'=E. Jikas E=E
maka menurut (a) E tertutup.

(e} Menurut definsi penutup, E adalsh himpunan tertutup
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vang nemuat E. Jika dspat dibuktikan bshwa sebarang
himpunsn tertutup F yvang memnat £ jugs memust E, mska
terbuktilah (¢). Jelas bahwa setiszp titik limit B adalah
titik 1imit F, Jjasdi E'<¢F’, Karena F tertutup maka F'<F.

Dengan demikisn F memust E dan E° sehinggs F memust E.
B
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DEFINISTI DAN CONTOH RUANG BANACH

Da.lem bsgian ini aksn dibahas definisi ruang Banach
dazn beberapsa contoh ruang Banzch. Kita mnlzali dengan
mendefinisikan konsep ruang linear bernorma. Ruang linesar
bernorms dapst dipandang =ebagal ruang metrik dendgsn
metrik yang dihasilkan oleh normsa ruang itu. Selanjutnya
didefinisikan ruang fungsi kontinn.

Pembahasan contoh-~contoh ruang Bansch diawali dengan
penbshasan konsep bsrisan fungsi yang konvergen serszgam.
Juga akan dibuktikan bahws setisp barisan Cauchy dalsam

mk

adalsh konvergen. Untuk ini perlu dibshas konsep
himpunsan Rompak. Pembzahasan konsep barisan Cauchy yang
konvergen menjadi amat penting dalam kaitaﬂnya dengan
pembahasan contoeh ranang Banach.

Dalam bsgian ini K adalah himpunsn semna bilangan

real R stsn himpuﬁan semns bilangsn kompieks C.

3.2, Definisi Ruang Banach
Akan didefinisikan terlebih dahulu ruang linear
bernorma lewat K. Xonsep ruang linear bernorms banyak

digunakan dalam pembahasan selanjutnysa.

Definisi 3.1.1 3

Ruang linear bernorma {(normed linear space)} N lewat

22
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K adalahl ruang linear N lewat K dimana setizp vektor x
di dalsm N berkorespondensi dengan sebuah bilangan real,
vang dinyatakan sebagsi f#xll dan disebut norme dari
x,sedemnikian sehingga

(1) ixhk = 0 dan fxll = 0 bhb x = O

(2) Bx + 98 S0 x b + b y I

(3) toaxh = Ja| kxh , dengan o« e K

Bilangan real tak negatif i#xl dapat dianggap

sebagail panjang vektor x.

Lemma 3,1.1 :

Andaikan x dan y adalah anggota ruang linesar
bernorma maka {lxli-HBy#]| £ Hx-yiH
Bukti 3

Harus ditunjukksn bahwa [ix#-lyl| < lx-y8 ..... {13
Akan ditunjukkasn terlebih dulu #xf-fyl = fx-yi . ..... {(2)
bxlh = W(x-y3+yll S lx-yl+iyl , maka

B = Ayl = Ux—vl e (3>

—(Uxb-llghy=liyl-~tixh € fy-xl = b=(x-y>I = fIx-vl ....... (4)

Dari (3) dan (4) maks

fixll-yl] < ix - yi
-

Teorema 3.1.1 :

Andaikan N adalah ruang linear bernorma. MHaka N
adalah ruang metrik dengan metrik o vyang didefinisikan
sebagai

Ax,y) = Ix - vyl
Bukti :

Ambil sebarsng x,v € K
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(1) &(x,y) = lix -~ yl = 9
jadi 2(x,y) = 0
d(x,y) = fix - yl = 0 bhb x-y = 0
x-y = O bhb x=y
jadi &(x,y) = O bhb x=y
(2) &x,y) = Ix - yl
= J-1(y-x)I
= -1 y - xi
= HQ - x1
= &(y,%xJ
(3) d(x,y) = kx - vl

5 -y s {2~y 3
< fx - z2zfl + flz ~ yil
= d(x,2) + 4(z,y).

Jadi suatu ruang linear bernorms dapat dipandang
sebagai rusng metrik dengan metrik vang dihasilkan oleh
suatu norma. Sustu barisan dalam rouasng linear bernorns
dikataksn konvergen bila barisan itu konvergen dalam
rieang metrik (N,d).

Definisi 3.1.2 3

Suatu bsrisan x> dalam ruang linear Dbernorma N
disebut barisan Cauchy jiks untuk VYe>0, terdapsat n, = N
sedemikian sehingga Ix ~x li<z, untuk n,m 2 n,.

Barisan <x > di dalam ruang linear bernorms N adalah
konvergen ke x € N, Jjika untuk VYe>0 terdapat n, € N

sedemikian sehinggsa Hxn—xﬁ < £ untuk n = n,.
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Snztu deret I, an,aneﬂ dikatakan konvergen ke s jika

n=i1i
kal

harissn jumlish parsial <8 >, dengan sn:E a, konvergen ke

L=4

s, vaitu jiks untuk s=setisp £>0, terdapat ncem sedemikian

sehingga Hsn~sﬁ<£ untuk n = T

Definisi 3.1.3 : (Ruang Banach)

Ruang Banach adalah ruang linear bernorms vang
lengksp, vaitu ruesng linear bernorms dimans setiap
barisan Cauchy di dalamnya konvergen.

Sustu fungsi £ dsri ruang metrik (X,d} ke rusng
metrik (¥,p) dikatakan kontinu di x, Jika dan hanya jika
X, maks fon}-m» f%xo).

Dari Lemms 3.1.1 (1% dapat agitarik kesimpuisn bahus
pemetaan x -~ Ixl adalsh kontinu artinya

D T T G | LY QU BV

™ ™
Ini jelas dari (1) bshwa Iﬁxn"*“xﬂl = ﬂxﬁ—x", X > X
berarti bahwsa X _-X — G vang mengakibstkan Hxﬁ—xﬂ—m» G,

Dengan langksh vang sama dapat ditunjukksn bahwa

jumlzhan dan perkalian skalar adalah kontinu,

X —X dan Y Ve bl W/ SR T Y dan

o —rt dan K —dX s O X 3 QX

2] fal m TN

sebab

ﬂ(xh+yn}m(x+y)ﬂ = H(xhwx)+(yn»y}ﬂ

< —_ —
< lx -xh o+ ly -yl

dan

iic:nxh--axli llah(xh—x) + (an»a)xi!

A

bt i —-xlb + {a —et} Ixlh
&) ha] T
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3.2.Contoh Rusng Banach

Selanjutnya akan dibahas contoh ruang Banach.
Pembahasan contoh ruang Banach diawali dengsan
membuktikan suatu teorema, vyakni bahwa setiap barisan
Cauchy dalam ®F sdalah . konvergen. Selanjutnya dibahas
konvergensi yang lebih kuat dari pads konvergénsi titik
demi titik.

J.2.1. Ruang Fuclides

Akan dibahas terliebih dahulu konsep ruang Euclides

{Fuclidean Space’},

Defini=i 3.2.1.1 :

Untuk setisp bilangan bulai positif k, himpunan Rk

adalah himpunan semus kelompok k buah bilangsn real
berurutan x = (xi,xz, ...,xk}, dengan X X, Ceaa Xy
adalah bilangan-bilangan resal, selanijntnva dizsebut
koordinat dari x. Elemen-elemen Rk dinasmakan titik atau
vektor terutama untuk k>1. Kadang-kadang untuk membsasdakan
dengan bilangsn real, elemen ?k dinvatakan dengan huruf
kecil yang bergaris dibawshnys.
Selanjutnya didefinisikan operai-operasi berikut

(1} Operasi penjumisahan

Jika x=(xi,x2,...,xk) dan yr(yi,yz, ...,yk} anggotsa

k

R"™ maka x+y didefinisikan sebagsi

X+y = (X AV, X Y, .o, X FV)
{2) Perkalisn dengan skalar
Jika o susto bilsngan rezl (skalar) maka o

didefinisikan sebagai ox = (axi, cx ca X, )

2)
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Tampak bahwa baik x+¥y masupun ox merupakan kelompok k
buah bilangsn resl vyang berurutan, jadi keduanya
merupakan vektor snggots Rk.

Selanjutnya pada vektor x dsn y didefinisikan suaty
‘operasi yang disebut hasil kali skalar (hasil kali titik
atau inner preduct) x.¥y yang merupakan suatu bilangén

real, Jjedl suatu skalsar, yvaitu
_ k
Xy = L Xy, -
. i3
i=1 "
Jadi hasil kali skalsr x.x = % xf, yaitu sustu bilangan
j=1 |
resl non negatif.

Definisi 2.2.1.2.:

Norma suatu vektor x=(x,X,, ...,%.) didalam R
vakni fIxl didefinisikan sebagai

2,41/2

X
el ={3, xj 3

=1

Himpunan RE dengan operasil penjumlahan dan perkalian
skalar, jelas merupskan suatu ruang vektor(ruasng linear).
Ruang vektor Rk vang dilengkapi dengan hasil kali skalar
dan norma vang didefinisikan diatas membentuk suatu
struoktur vang dinamakan ruang Fuclides berdimensi k.

Jika Rk terdiri atss fungsi resl yang didefinisikan
pada {1,2, ...,k} maka norma dari £ e RY didefinisikan

172

k
sebagai 1A = (8 1£¢(i)1%)

- §

Lemma ¢ (Pertidaksamaan Cauchy)
Andaikan xz(xi,xz, ...,xk} dan y:(yi,yz, ...,yk)

adalah kelompok k busah bilangan resl atau kompleks, maks
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X k k
L ixy, | = (x5 @y 15
i=4 Lma K i=1
ztan ditulis sebagail Eixﬁﬁi = Hxl Nyl
i=1

Bukti =

Kita perhatikan bahwa jiks a dan b adalsh sebarang
dus bilangan resal vang non-negatif maks berlaky

ai/zbi/zﬁ(a-}‘b}/z.

M(a1/2b3/2}25<a+b/2)2@.¢ abﬁ(a'l"b)z/é i 4&b£(a+b)2

e 43b% 5°4b°+2ab &= 0<8°+b +23b-4ab &> 0 £ 5°+b°-2ab

e 0 S (a-b)?
Jika x=0 dan y=0 maka lemma Jjelas benar. Selanjutnyva kits

buktikan lemmas ini untuk =0 dan y=0, Kita definisiksan a,
dan b, dengsn ai:(Ixtl/llx!l)2 dan bi:(jyt]/HyU)z.

Maka
2 4 2 2
fx v ! ) fx 17/ Ly 17/
Tx Ty~ 3
Jiks diambil i mulai dari ! sampai dengan k, didapat

k

Toix. v |
i=4 + < 1 +
(FI 7 R 2

Jadi & ]x.LyLI = fixl Hyll

=4

L

Lemma : (Pertidaksamaan Minkowski)
Andaikan x=(xi,x2, ...,xk} dan y:(yi,yz, ""Yk)

adalah kelompok k bush bilangan real stau kompleks vang

berurztan , maks

k
iXi|2)1/2 (D iytlz)xfz

(= |

¥
(£ Ixq+y (Y% s

=4

ks

steu sering ditulis sebagsai Ix + yi £ dxll + Byl

Bukti 3

Dengan menggunakan pertidaksamaan Cauchy, maks
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k
2 —
Hxtyll ,_giixi+ v, b oix + v |
'k
S EIxg+ vy iCx I+ly, D
:igilxi+ v I oIx | +t§1|xi+ vy, oIy i
< fixtyh lixl + fx+yl Hyd

]

Es+y I lixl+dyl )y,

ataun
Clx+yl? o€ Ix+yl¢CUscli+ Nyl
ix+yl = Hxit + Ayl
]
3.2.2. Himpunan kompsak

Selanjutnya skan dibahas konsep konvergensi barisan
Cauchy dalam ®RE. Dibahas terlebih dahulu  definisi

himpunan kompsak.

PDefinisi 3.2.2.1 :

Himpunan E dalam ruang metrik (X,d) disebut terbatas
djika terdapat titik pe(X,d) dan bilangan M>0 sehingga
untuk setiap xeF maks d(x,p) = M.

PDefinisi 3.2.2.2. @

Jika E={x : x=(x1,x2, ...,xk), afh%Ebj e dengan
ajdan bj tertentu, J=i,2Z, ...,k. Himpunan E di dalzm Rk
disebut suatu sel-k

Definisi 3.2.2.3 @

Selimut terbuka (open cover) suatu himpunan E di
dalsm rusng metrik ¥ dimsksudkan adalah sustu keluargs
himpunan-himpunan terbuka {Ga} vang merupakan himpunan
bagisn dari ¥ sedemikian sehingga E < YG_ .

Definisi ini menunjukkan bahwa untuk setisp xe<k
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terdapst suatu Ga sehinggs xEGa

PDefinisi 3.2.2.4 @

Suatu himpunan bagian K dalam rusang metrik X disebut
kompak Jjika setiap sellimut terbuka untuk K memuat
sub-selimut berhingga yang masih menyelimuti K.

Jadi apebils kelusrgs himpunan terbukﬁ '{Ga} sustu
selimut terbuka untuk himpunsn kompak K, maks dapat
dicari indeks o ,o ,...,8  vyang cacahnya berhingga
sehingga

"
&< Ua:fai

Teorema 3.2.28.1 ¢

Di dalam sebarang ruaang metrik, himpunan berhingga
adalsh kompak. Jadi himpunan kosong adalah kompsk
Bukti =

Andsikan K:{xl,xz, ...,xn} dan {Gd} sebarang
selimat ferbuka untuk K. Karena ({G_ } selimut terbuka
untuk K, maks setisp anggote K merupakan anggota Ga
untuk paling sedikit satu «, Untuk setiap anggota xj

{1=%isn) dipilih sstu Ga saja yvang memuat xr kita sebut

G, . Jadi G, .G, , ...,G

3 i 1 T

merupakan sub-selimut berhingga untuk K. Hal ini berarti
bahwa sebarang selumat terbuka untuk K memizat
sub-selimat berhingga untuk K. Jadi K kompak.

Teorema 3.2.2.2 ¢

Jikzs R adalah himpunan bsagisn vyang hkompak dalam

sebarang ruang metrik, makse K tertutup dan terbatas.
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Bukti =
Andaikan K himpunan bagian kompak ruang metrik X.
(a). Akan dibuktikan bahws K tertutup dengan membuktikan
bahwa K° terbuks. Diandaikan peX dan peKc. Untuk setiap
titik x<K dibuat sekitar Vx dengan pusat x dan sekitsr
W, dengan pusat p den radiusnys kureng dari  <-d(x,p).
Jadi Vxnwxzﬁ untuk semua x<K. Jelas bahws keluargs

{Vx:xeK} adalzh selimut terbuka untuk K. Rarena K kompak

maka dapat ditentukan X, »%,, «..,%_ anggota K sehingga
X < (Vx U Vx oL, Vx = ¥V
i 2 T
] = iPka i ri W = ®! m mo, L,
Kits perhsatiksn himpunan Wxi sz Wxa Hxh

Himpunan W merupaksn suatu sekitar titik P dan himpunan

bagian semusa Wx untuk 1=1,2, ...,n. Jadi Wﬁvx =9 untuk
L i

semaa 1=1,2, ...,n, sehinggs Hﬂvxzﬁ. Dengan demikian
WrE=0 atan W<kK”. Terbukti p titik interior K° dan K°©
terbuka., Jadi K tertutup.

(b). Untuk setiap x=K dibentuk sekitar Ni(x) dengan pusat
x dan radius 1. Keluarga ¥ (x} : xeK} merupakan selimut

terbuksa untuk K. Karensa K kompsk maka terdapat X, 5%,

...,meK sehinggsa K < Ni(xi)u ...Lﬂi(xm}. Rita tentukan
bilangsn H~1 = maks{d(x!,xz}, d(xi,xa), ...,d(xi,xm}}.
Untuk sebsrasng yek terdapat xp dengan 1=p=m sehinggs
yeﬂi(xp) .

Jadi d(x‘,y}sd(xi,xp)+d(xp,y} = (M-1) + d(xp,Y) = M.
Terbukti untuk semus v € K berlsku d(xi,y} =M,

jadi K terbatas.
B
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Definisi yang ekulivalen untuk himpunan kompak.
Himpunan vyang mempunyal sifat bahwa setiap selimut
terbuks mempunysi sub-selimut berhinggs, disebut himpunan
vang mempunyail sifat Heine-Borel. Jadi himpunan kompak
adalah himpunan vang mewmpunvai sifat Heine-Borel. Suastn
himpunan dalam suatu ruang metrik disebut mempunyai sifst
Bolzano-Weierstrass Jjika setizp himpunan bagian tak
berhingga, mempunyai titik limit di dalam himpunan itu.

Contoh 3.2.28.1 =

Di dslam R himpunsan E:{D,l,%;, %—, ...} mempunyai

sifat Bolzano-Welerstrass (B-W), sebab setisp himpunzan
bagian tak berhingganya mempunysi titik limit O<E. Hal
ini daspat kita lihat bshws Jjikas 8 bukan titik limit
himpunan ¥F<E, maka F pasti berhingga. Jadi E mempunyai
sufat B-W.

Teorema 2.2.2.3 @

Di dalam sebarang ruang metrik, himpuonan kompak
mempunyai sifst Bolzano-Welerstrass, vakni setiap
himpunan bagian tak berhingga mempunyai titik limit di
dalam himpunan itu.

Bukti 3

Diberikan himpunan kompak K di dalam ruang metrik X.
Jiks K berhinggs, maka pernyataan “Jiksa E himpunsan bagisn
tak berhingga K maka E mempunyai titik limit di dalam K",
sdalah pernyatsan benar, sebsb jiks pernyatasn it
ditulis sebagai p=q, pernyvataan p selalu szlah. Jadi K

mempunyai sifat Bolzano-Welerstrass. Selanjutnya ditinjau
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untuk K tak berhingga. Diandaikan XK tidsk mempunyvai sifat
B-¥W. Jadi terdapsat suatu himpunan tak berhinggs E<K dan E
tidak mempunysi titik limit di dalsm K. Dengan demikisn
setiap anggota K bukan titik limit E, dan setiap titik
anggota E adalah titik terasing untuk E. Jadi untuk
setisp xeE dapat dibuat kitar V(x) sehingga V(x)NE={x}
dan untuk setiap yeR-E dapat dibuat kitar ¥(y}) dan
W(y)ﬁﬁxﬂ, Karena E tak berhingga, maka keluarga
{V(xYIu{¥(y)} merupakan kelnarga takberhingga himpunan -
himpunan terbuka yang menyelimuti K. Tetapi selimut
terbuka ini tidak memust subselimut berhingga, sebab
dengan menghilangkan satu V(x) saja titik xeE tidak lagi
terselimuti. Hal ini kontradiksi dengan K adslsh kompak.
Terbukti bahwa K mempunyai sifat B-W.

Lemma 3.2.2.1 3

Jika E sub-himpunan ruang metrik X dan E mempunyai
sifat B-W, maks untuk setiap &>0 himpunan R dapsat
diselimuti oleh keluargs kitar-kitar berradius & yang
banyaknya berhinggs.

Bukti :

Diberikan & » 0. Pertsma kali ambil £itik X, e E,
Selanjutnysa diambil titik X, € E sehingga d(xi,xz) » &
Setelah diambil X, maks diambil xSEE dan d(xs,xi)>6 dan

d(xg,xz}bé. Demikisn setelsh dismbil XX, .., X di

k

dalam E, kemudisn dismbil x e E sedemikian sehingga

k+
dlx,,,-%,)>8 untuk semua 3=1,2,...,k. Tentu saja hal ini

tidak mungkin dikerjakan terus menerns. Sebsb Jika dapat
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dikerjsksn, berarti dapat dibust himpunan bagian
{xn:nzl,z,...} vang anggota-anggotanya hanya titik
terasing vyang wmerupakan himpunan tzk berhingga E,
bertentangan dengan E mempunvai sifat B-W. Jadi untuk

setiap 6>0 yang diberikan terdapsat XoXys 00X anggota E

sehingga ftidak sda lagi xeE dsn x e U NS(xL), ataun
15i5n

Ec W N, .(x ).
i<i<n®

Lemma 3.2.2.2 2

Jika E adalah sub-himpunan vang mempunyai sifst B-¥
dalam ruang metrik X, wmaka terdapat sub-himpunan vang
terbilang H dari E sehingga H = E.

Bukti @
Menurut lemma 3.2.2.1 untuk setiap n bulat positif

terdapsat titik X, % csX . Yang banyaknva berhinggs

™

2!
dan xMEE antuk I=j=kn sehinggs
Eel (x )V N (X Y v U N:/Rxnkn} kits  namakan

H = {xm:lﬁjskn},-dan kita tunjuhkkan bazhwa himpunan H

yvang dicari adalsh H = U H

n=4 n*
Jelss bahwa H terbilang.
Selanjutnya dibuktikan H=FE. Jadi harus dibuktikan untuk
setiap xeE, x adalah anggota H atau titik limit H. Inti
cukup dibuktikan untuk setisp x<€E dan setiap r>0, irisan
Nr(x} dan H tidak kosong. Terdspstlah m bulat positif
sehingga r>1/m.

x € E < Ni/\gxmi) Yoo u Ni/rgmxmkm)'
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Jadi terdapat p dan 1SpSkm sehinggs XEN‘JmeP}. RKita tahu
bahwa xhdeﬁm untuk lﬁjﬁkm, Jadi xpéHm. Rarena xeﬁi/gxp}
dan 1l/m<y, maka'd(x,xp)<1/m<r sehinggs XPENr(x}. Terbukti
bahwa N (x)NE tidzk kosong dan H=E.

=
Lemma 3.2.2.3 @

Suatu selimut terbuka vang tak terbilang untuk
himpunan £ yang mempunysi sifat B-¥W dalam ruang metrik ¥,
memuat sub-selimut yvang paling banyak terbilang untuk E.

Bukti =

Dimisalkan {Ga} suaty sgelimut terbuka tak terbilang
untuk E. Untuk setiap x<€E dikawankan dengan tepat satu
himpunan Ga(x} dari selimut tersebut memuat x. Jadi

keluarga {Ga(x)} ini merupakan sub-selimut {Ga} vang

menyelimuti E. Ditinjau himpunan H dslasm lemma 3.2.2.2

vang terbilang dan H=E. Selanjutnva dibentuk keluarga
kitar-kitar N _(p) dengan p €« H dan n & WN. Keluargs
Ve{ll (p)ipel, neN} adalah keluarga terbilang. Untuk
setiap Ga(x) vang terbukas ini, terdapatlah r>0 s=ehingga
XENr(x)CGa(x). Karens E=H dan xeF, maks untuk sebarang
h>0, irisan Nh(x)ﬁH tidak kosong. Pilambil h = I/m < /3
dengan m bulat positif dan terdapat qENi/&x)ﬁH, Jjadi
dlx,q)<1/m. Jika yeNifgq), maka

dlx,y) < d{x,g)+d{q,y) < 1/m+l/m = 2/m < Z2r/3 < =z, Jadi
yENr(x}. RKarena d{(x,q)<1l/m, maka diperoleh

x & N fg) < N {x) < G (X3,
Untuk setiasp x€E terdspstlah suatu n € N dan suatu p € H,

Jadi Ni/gp) anggota V, sehingga
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x e H (p) < G (x).
Hunghkin Ga(x):Ga(y), vakni dua titik x dan y snggota E
berkawankan satu himpunan Ga. Dalam hal ini terdspat m
dan n bulat pogsitif dsen p dan g anggoté H sehinggs

xEN‘/gp}CGa(x} dan yeﬂi/gq}CGa(y) = Ga(x}.

Selanjutnva untuk setiap Ga(x} kita kawankan dengan tepat
satu Nifgp)cv sehingga xENi/gp)CGa(x). Dengan demikian
keluargs {Ga(x}} ini ekuivalen dengsan suatn sub-kelusrgs
dari V. Karens V ferbilang maks {Ga(x)} paling banyak

Lerbilang. Terbukiftilah lemma diatas.8

Lemma 3.2.2.4 ¢

Setiap =elimut terbuka vang terbilang untuk himpunsan
E vang mempunyai sifat B-¥ di dalam ruang wmetrik X,
memuat sub-gelimut berhinggas vang menvelimuti E.

Bukti :

Disndaikan {G“:nem} suatu selimut terbuks terbilang
untuk E, dan {Gn} tidak memuat sub-selimut berhinggs vang
menyelimuti E. Dibentuk himpunan Fn:Giuqu...LGn dan
c

anFn Jadl untuk setiap n keluzrgs berhingga {Gizlﬁiﬁn}

tidak menyelimuti E, jadi

HnﬁE#ﬂ untuk setisp neN. ... ..., ‘.(1}
- . c.
Karens I chgﬁh;nguF“, maka Eﬂ(“giF) =g
atau Eﬁ(hguﬁn)ze ....................... (23>
Karens F:CcmFa.... maka Hibﬂzbﬂab....

Mengingat (1) untuk setiap n dapat dismbil satu titik
xnéHnﬁE. Titik-titik X_ ini dspat diambil berlsinan

karena E tak berhingga. Terjadilah himpunan tak berhingga
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P:{xh} vang merupaskan sub-himpunan £. Jadi P mempunysai
Litik limit di delsm E, kita namaksn p. Karens PCH1 maks

p titik limit H_. Karena H_ tertutup (F; terbuka) make

1
peﬁi. Unntuk setiap n, kecuali wmungkin hanyva berhingga

banyak titik anggota P (vakni x., x,, ..., x_ 3, semua

2
titik P di dalam H_, Jjadi p titik 1limit H_. Karena H_
tertutup, maks pEHh. Jadi untuk setisp n, titik peHn
Dengan demikian peE dan p « OH , kontradiksi dengan (2).
Jadi pengandaian kita salah, dan terbukti bahwa setiap
selimut terbuka yang terbilang untuk himpunan dengan
gifat B~¥ pasti memusat sub-selimut berhinggs.

Dengan memperhstiksn lemma 3.2.2.3 dan lemms 3.2.2.4

kitsa telzh membuhktikan Teorema berikut:

Teorema 3.2.2.4 2

Jika E suatn himpunan vang mempunyai sifat
Bolzanoc-Weierstrass di dalam suatu rusng metrik X, maks E
kompak. ’

Dari lemma 3.2.2.3 dan teorema 3.2.2.4 kita peroleh

teorema berikut

Teorema 3.2.2.5 2

Di dalam sebarang ruang metrik X, himpunsn E adalzh
kompak Jiks dan hanya Jjika setisp himpunan bagisn tak
berhingga dari E mempunyai titik limit di dalam E.
Teorema ini jugs dapat dinyataksn sebagsai:

Di dalam sebarang vruang metrik, suatu himpunan
mempunyai sifat Heine-Borel (H-B) Jjika dan hanya Jika

 himpunan itu mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass (B-W).
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Teorema 3.2.2.6 @

Jika E adalah himpunan bagian dari ruang metrik X
dan p sdalah titik limit E, maka terdapat susty barisan
<P, di dalam E sedemikian sehingga lim PLEP

Bukti :

Rarens p sdslsh titik limit E, mska untuk setisp £>0
terdapat sustu Litik x<€E sedemikian sehinggas d{(p,x)<e.
Ambil £=1/n, maka terdapat suatu titik anggota E, misal
kits sebut P sehingga d(pn,p}< fﬁ, Jiks diambil untuk
setiap n € N, maks terbentuklah barissan <pn> dengan 12 <E
dan d(pn,p) < 1/n untuk setisp n € N, Inilah barisan vang
kita cari. Sebsb jika diberikan sebarsng >80, maka
terdapat p &« N, sehinggs p>l/e. Jadi untuk semua nZp
berlaku d(p ,p) < 1I/n = 1/p < &

Jadi p = P

Tecrema 3.28.2.7 @

Barisan <sn> konvergen ke s Jjikza dan hanya jika
setiap sub-~barisan dari <Sn> dugs konvergen ke s.
Bukti :

Andaikan <sn> konvergen ke s dan <sn > suatu
K

sub-barisan dsari NN Diberiksn sebarang >0, mnaka
'terdapat p sehinggs untuk sewmua nZp berlsku d(sn,s)<s.
Dzlam barisan bilangan asli <ny > dari indeks-indeks
sub-barisan di stss berlakn iy 2 k untuk semua k=1,2,...

Jedi untuk semua k =2 p berlakan nk>p sehinggs d(sn ;8) <&,
k

Dengan demikian sub-barisan <sn rkhelN> mempunvai sifst
k
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bshwa untuk £>0 yang diberiksan terdapat pel sehinggs

untnk semua kZp berlsku d(sn ,83<e, Ini berarii sn-wa s
k k

nntuk k — o atau lim Sy, =g,
¥ -0 Kk
Jika setiap sub-barisan dari <g > konvergen ke =,
maks <sn> sebagai sslah satu sub-barisan tentu Juga
konvergen ke s.

Teorema 3.2.2.8 ¢

Jika <s.> adalah suatu barisan dslam ruang metrik X
vang kompak, naka <sn> memaat suaty subbarisan yang
konvergen ke suatu titik di dalsm X.

Bukti :

Dibedakan untuk daserah Jangkauan E:<sn> herhingga
dan tazk berhinggs
(a) Andaikan dzerah janghkauvan E berhingga. Maka paling
sedikit ads satu elemen seE, sehingga 528 antuk tak
berhingga banyak indeks n, sebab S, merupakan fungsi
dengan domain himpunan tak berhingga N. Dengdan demikian

kits dapat membentuk suatu barisan <nk:k e N> sedemikian

sehinggs n <n<n, ... dan sninsnzz .= 8,

Jadi vang kita peroleh ini merupakan suatu subbarisan
vang konvergen ke s € E € X.

(b) Selanjutnya andaikan E tak berhingga. Karena E adalah
himpunsn bagisn ruang metrik X yang kompak, maka menurut
Teorems 3.2.2.5, E mempunyai titik limit p di dalam E.
Selanjutnys berdasarkan Teorenmna 3.2.2.7, kits dapat

membentuk suatu barisan di dalam E yang konvergen ke p.
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Dipilih n, sedemikian sehingga d(sn Dy < 1. Selanjutnyva
1

dipilih n, sedemikian sehingga n,<n, dan d(Sn P 1/2.
2

maka n dipilih

Setelzh dipilih n <n, < ...< by, N

sedemikian sehingga n, > n, dan d(s ,p) < 1/k.
k

Terbentuklah sueb-barisan <sn > vang konvergen ke p untuk
k

k — o . Sebab jika diberikan sebarang £ > 0, dapst
ditemukan p sedemikisn sehingga untuk semua k = p berlsku

i/k < e , Jadi d(sn ,pY < 1/k <e
k

Dengan demikian waks lim s_ = p.
n =00 k )

Teorema 3.2.2.98 2

Jika X &g

[EH

izh suaty rusng netrik kompek dan <sn>
adalah sustu barisan Cauchy di dalam X, maka <sn>
konvergen ke suatu titik di dalam X.
Bukti :
Kenurut Teorema 3.2.2.8, karena <g > adalah suatu
barisan di dalam ruang metrik kompak X, maka <s > memuat

sustu subbsrigan <sn > vang konvergen ke susatu titik geX.
ke

Karena suatu barisan konvergen ke suatu titik bila dan
henya bila semus subbarisannys jugs konvergen ke titik
tersebut, makz tinggal dibuktikan ba%wa <Sn> konvergen ke

s. Diberikan #>0 sebsrang. Karensa <sn > konvergen ke se&X,
x

moka terdspat suatu g, sehingga d(s,sn y<es2 untuk  keq.,
k }

Karena <sn> suatn barisan Cauchy, maks fLerdapat Py

sedemikian sehingga untuk m>p1 dan n>pl, maks berlaka
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d(sm,sn)<e/2. Selanjutnys diambil P=maks{q,pl}, maka P=2q
sehinggs d(s,sn Y < £/2
o
Jadi untuk semus nZPzpl den untuk mznp dimans anPZPl’
! b ; 2 =
berlaku d(sn,s) = d(“n’sn )+d(5n ,8) < Ef24+8/2 E.B
P P
Teorema 3.2.2.10 ¢

Di dalam RE setiap barisan Cauchy adalah konvergen.
Bukti =

Lebih dahuln akan dibuktikan bahwa setizp barisan
Cauchy sdsaslah terbatas. Dengan demikian daerah jangksuan
barisan Csuchy di dalam mk merupakan subhimpunan kompak
vaitu suatu sel-k. Selanjutnya teorema diatas dibuktikan
berdasarkan Tearema 3.2.2.9.

Andaiksarn barisan Caunchy tersebut adalah <sn>, maka
terdapatlish sustu bilangan bulat p sedemikian sehingga
untuk semua mZp dan  semus  nIJp berlaku Ismmsni<1,
khususnva is —snl<1, untuk semus nIp.

P

Diambil M = maks{l, |Sp”51i’ Isp—szi, “‘lsp_spmll}'
Dengan demikisn diperoleh hssil bahwa IspwsRQSH untuk
semus nelN, dsn terbukti bahwa <5n> adalsh barisan
terbatas. Jadi terdapatlsh =susatu sel I di dalam RE
sehingges daerah jangksnan {Sn} I . Jadi <s > adalah
barisan Cesuchy di dalam sub ruang kompak I, menurut
Teorema 3.2.2.9 <s, > konvergen.

Berdasarksn Teorema 3.2.2.9 dan 3.2.2.10, maka

setiap ruzng metrik kompak dan setiap ruang Euclides

sdalsh lengkap. Jiks pada Rk diambil k=1, maks R vyaitn
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himpunan semus bilangsan real sadalash lengksp dan dengan
cara ysng sams dapsit diturunksn bshwa € vyaitu himpunan
semua bllangan kompleks adalsh lengkap. Selanjutnya Jjiks
dalam R didefinisikan norma untuk x=R sebagsi fixii=|{x{ dan
di dalam € didefinisiksn norms untuk ze®, maka R mzupun C

adsalah ruang Banach.

Jiks di dalam RY didefinisikan norma untuk x € RE
k

sebagai Ixll = (% ;xJz)”Q , maka dengsan menggunakan
n=4i

pertidaksamaan Minkowski, maka normz di atas adalsh weil
define. Dan menurut Teorema 3.2.2.18, maks R adalzh
rusng Bansasch. Dsn jika di dalsm Ck vaitu himpunan semua
kelompok k buah bilsngan kqmpleks yang bernrutan
didefinisikan norma untuk zeck dengan lz# = (E izﬁz)bq,
i=d

maka Ck adalah rosng Banasch

3.3. Barisan Fungsi

Se}anjutnya akan dibahas konsep kekonvergenan
seragém suatiy barisan fungel dalsm ruang metrik. Dalam
pembahasan konsep kekonvergenan seragam ini,
fungsi~fungsi yang ditinjsu adalah fungsi-fungsi bernilai
real ataw kompleks yang didefinisikan pada suatu himpunsan
bagisn dalasm suatu ruang metrik. Seperti halnya pada
barigan titik-titik, ditinjan Jjuga tentang eksistensi
sustu subbsasrissn yang konvergen seragam dalam s=ustu
barisan fungsi yang konvergen titik demi titik padas susata

himpunan, untuk ini diperlukan konsep barisan fungsi
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ekuikontinu.

Definisi 3.3.1a 3

Diberiksn barissn fungsi <f;>, n=1,2, .y yBRE
didefinisikan pads sustu himpunan E, dan andsaikan bahwa
barisan bilsngan-bilangan <f (x}> adalah konvergen untuk
setiap xef. Dengan demikian kita dapat mendefinisikan
suatu fungsi f pada E dengan

Flx)= lim f;(x}, dengdan X€E .. e (13

n —F 0

Dalam hal ini dikatakan bahwa <f;> konvergen pada E
dan f adalah limit atesu fungsi limit barisan <f >.
Kadang~kadang digunakan istilsh yang lebih menggambsarkan
keadaan yang terjadi, yakni dengan mengatakan bahwa
“"baricen- fundgsil <f%> konvergen. ke fungsi F£ titik demi
titik pada E".

Untuk deret fungsi didefinisikan sebagai berikut

Definisi 3.3.1b

x>
Deret fungsi L f; dikstakan konvergen ke fungsi F

n=i1i

n=1

[ve]
dalsm E, Jika deret bilangan L f;(x) konvergen ke

a0
bilangan Ff(x) di setisp titik xeE, jadi f(x)=I f;(x), x<E

n=41

10}
Fungsi £ ini dinamskan fungsi Jumlah deret I £
n=41

Kits tahu bahws jiks sn=f;+f;+ ...+f;, fungsi jumlah
o0
F untuk deret L f; didefinisikan dengan f(x)= lim sn(x).
La -1 bt Jv e

Fungsi S dinemakan fungsi jumlah parsial deret tersebut.

Masalah utama vang kita hsdapi adalzh apskah gifat
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penting vang dimilikil oleh fungsi-fungsi £ tetap
dimiliki oleh fungsi £ setelah diadakan proses
pengambilan limit (1) maupun (2). Masalah utama tersebut
antara lain apskah jiks mssing-masing fungsi £ kontinu
pada E, maka £ jugs kontinu psada E.

Jadi, maszlahnya adalah syarat aps yang harus
ditambahkan kepada barisan stau deret fungsi itu agar
kekontinuan tetap dimiliki olebh fungsi limit atzn fungsi
jumlsh, apabila sifat-sifat itua dimiliki oleh
fungsi-fungsi suku barisan atau deret. Untuk tujuan ini
akan didefinisiksn kekonvergenan yang 1lebih kuat dari

pada kekonvergenan titik demi titik.

J.3.1. Kekonvergenan seragam

Definisi 3.3.1.1

Sustu barisan fungsi-fungsi <F > dikatakan konvergen
seragam padsa hiwmpunsn E ke sustu fungsi £, Jjika uwntuk
setiap £>0 terdapat suatu bilangan bulat positip
P sehingga untuk semua nZp dan semus x<=E berlaku

|| £ SRRt TN N e . - - (13
Untuk lebih jelasnya, kita tuliskan definisi ini dalam
bentuk lsmbang
(f — f sersgam pada E)es ((Ve>0)(FpelN)(VYnzp, ¥x<E)=
PE (x)-F(x31<e)).

Periu diingat bahwas ketakszamaan dalsnm definisi

distas harus berlaku untuk semuz nZp dan untuk semua x<E.

Jadi jika diberikan £>0 harus dapat dicari suatu bilangan
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bulat p VYasng hanya bergantung pada & tetapi tidak
pergantung pada x dengan ketsksamaan (1) berlaku untuk
semua 0 Z p.

Berbeda dengan barisan fungsl yang hanya honvergen
titik demi titik pada E ke fungsi £, yakni pada setiap
e>0 terdapat bilangan bulat positif p sehindga untuk
sesuatu titik tef yang diberikan, berlaku if;(t)—f(t)l<6,
nntuk semus nZp. Dalam hal ini p kecuzli bergantung pada
£, masih jugs bergsntung pada t. Jelasnya, pada suatu >0
veng diberikan, bilangan p vang diperoleh untuk suatn
teE, mungkin tidak dapat digunakan untuk titik yang lain
seE, sehinggas (1) berlaku untuk x=s dan untuk semusa nzp.
Tetapi pads kekonvefgenan seragan, pada e>0 vang
diberikan kits dspat mempercleh p vang dapat digunakan
untuk semua x<E sehinggs (1) berlaku spasbila n2p.

Untuk barisan <f > yang konvergen seragam ke £ pada
E ditulis "f;*& f sersgam pada E"', sedangkan untuk
harisan <f;> vang hanya konvergen titik demi titik rada E
ditulis "f - I pada E" dan bilamana perlu untuk lebih
menperjelas dapat ditulis ”f;w+ £ titik demi titik psads
oD

Dari pembahasan diatas, Jjelas kita mempunyal
pernyataan berikut

(f - f seraganm pada E)= (f — [ pada E), tetapi
sebaliknya tidak benar.

Definisi kekonvergenan seragam untuk suatu deret

fungsi pads himpunan E dapat dikembalikan ke definisi
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kekonvergenan sersgam untuk bsrisan fungsi yakni dengan
mengambil barisan Jjumlah parsialnya.

Definisi 3.3.1. 2 ¢

s o)
Jiks Sn:f1+f§+ ‘..+1; maka deret I, f;(x} adalah

=1

konvergen sersgam ke f pada E jika dan hanys jike barisan

.<sn> konvergen seragam ke [ pada E.
Teorema-teorema beriknt ini bermanfaat untuk
menyvelidiki tentang kekonvergenan seragam barissn atau

deret fungsi.

Teorema 3.3.1.1 : (Kriteria Cauchy)}

Barisan fungsi <f > vang didefinisikan pada himpunan
E, konvergen seragam pada E jika dan hanya Jika untuk
setiap £>0 terdapat suatuy bilangan positif p sedemikian
sehingga untuk semus nZp dan mZp dan Semuas x=E berlaku

Iﬁjx)-ﬁgx)l< £
Bukti @

Diandaikan <f > konvergen seragsam pads E dan
dimisalkan f sdalah fungsi limitnya. Diberikan s>0. Maksa
terdapat sustu p sehinggs untuk semus nZp dan semua X<k
berlaku if;(x}—f(x)|<a/2
Jadi jikas nzp dsn wZp dan x<f, maks berlaku

if;(x)~f%(X)iﬁlf;(x}ﬂf(x}i+if(x)—f%(x)i<e/z+a/z:s.
Diandaikan syarat Csuchy beriakn, yakni terdspat swvatu p

sehinggs untuk semna nZp dan semua mn2p dan semna  x€E
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berlshku Iil(x)mf;(x)i<8/2 .................... (1>
Henurut Teorems 3.2.2.10, (dengan RE disnbil R™ atau Rz),
barisan bilangan <f (x)» adalah konvergen untuk setiap
X<l ke suatu limit yang boleh kita namakan Ff(x). Jadi
barisan fungsi <f > konvergen titik demi titik ke fungsi
f pada E. Selanjutnya akan dibuktiksn bahws f —f pada E.

Diberikan £>0 dan dipilibh P sedemikian sehingga_ (1)
beriaku. Kita ambil n tetsp dan dalam (1) jika m—w maks
hal ini menghssilkan |

PE ()=~FQu) 1 = 8/2 <& (.o o, (2)

untuk setisp nZP dan setiap x<E, vang berarti f - f
seragam pada E.

B
Teorema 3.3.1.2 :

Andaikan lim f;(x} = Ff{x) , untuk semus x<E dan
o=

Mn: sup !f;(x) ~ f(x>!.
XER

Maka f -~ f seragam pada B Jika dan hanya jika H_-—- O
untuk n -~ o |
Bukti :
Jika f — f seragam pada E, maka Jjika diberikan
>0, terdapst P sehingga untuk VYn=P dan V¥x<sE berlazaku
| £ (x)-F(x)| < &/2. Jadi untuk ¥n = P berlaku

g <M = sup {£(x)-F(x¥] £ /2 < £ sehingga 1im M =0
n x<R » n o

Jika lim anﬁ, maka terdapatlah P sehinggs uantuk
¥YnzP berlakn IHnI<£. Ini berarti If;(x)—f(x)¥<$ untuak

VYuzP dan VYxsE, sehingga f;wﬂé f seragam pads E.
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Teorema 3.3.1.83 : (Uji M Weierstrass)

Diberikan barisan fungsi <f;> vang didefinisikan

pada E, dan diketahui bahwa terdspat barisan bilangan

<M“> sehingga If;(x)i = Mh, (x€E, n=1,2, ...)
o 23]
Jika deret bilangan % Mh korivergen, maka deret fungsi © f;
ne=d n=1
konvergen sersgam padsa E,
Bukti
Andaiksan sﬁ(x}:f}(x)+f;(x)+ ...+f;<x), xekl,
n=1,2,...dan Th=M1+H2+ ...+Hn, nzi,2, ... . Jika ¥ Mn

konvergen, maks untuk £>0 sebarang, terdapat bilangan
bulat positif p sehinggse YnZp, VmZp dsn n>m berlaku
™
ITn-Tmi =_E Mt < £,
LtEm+ 1
Jadi untuk semuz x<€E, dan n dan m tersebut berlaks
™ ™ ™
Isn(x)—SNCX)i=l PN 11(3}15 b) lfl(x}l s B Mi < £,
trm+s Li=m+4d L=m+d

Sehingga deret © f; konvergen seragsm pada E.
n=a m

Contoh 3.3.1.1 @

Jika <f > barisan fungsi-fungsi vang terbstss pada E
dan yang konvergen seragam pada E, maka terdapat sustu
bilangan positif M sehinggas untuk semua nelN dan semua x<E
berlaka If;(x)i = H.

Bukti @

Menurut kriteria Cauchy, untuk n=1 terdapat P
sehinggda untok semus nZp, semus m2p den semus x<E berlaky
| £ (x)-£ (x)|<1. Khususnya untuk m=p berlakn

[£, (%) < !fb(X}i+1 = Mp+1,

untuk semua n2p dan semus x<E, dengan Mp sdalah suatn
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bilangsn sedemikisn sehinggsa Ifb(x}lsﬁp karena diketahui
fb terbatas pads E. Demikian Jjuga ksrena <f;> barisan

fungsi terbatss pada E, terdapat Mi, H

27 ..M Sehingga
|f'n(x)]51'1n untuk x<f dan n=i, 2, ..., p-1.
Jiks H = maks{ﬁi,ﬁz, ce s Mpwi’Mp+1} maka if;(x)l < N

untuk semus n « N dan semua x € E. =
3.3.3. Konvergen seragam dan kekontinuan
Akan ditinjauz wassalah uratan pengambilan limit,

yvakni bilamans lim lim fn(x) = lim lim £ ()
X - N 00 n-—bCOx—bph

Teorema 3.3.2.1 3

Andaikan bshwa f;~w+ Ff seragam pads himpunan E
subhimpunan suatu rusng metrik. Dimisalkan bahwa p suatu

titik limit E, dan 1lim f;(x)ZAn, n =1, 2,
¢ X - p

Maka <An> konvergen , dan

lim f{xy = lim &n

X—F P T e OO

Dengan kats 1sin, kesimpulannys adalah
1im lim £ (x) =.iim lim £ (%)
YR A 1Y) N =30 Kb
Bukti =
Diberikan £>0. Karena <f > konvergen seragam, maka
terdapat P sehinggs untuk semua n dan m yang lebih besar
atau sama dengsn P dan untuk semus xeE berlaku
if;(x)—f;(x)t < 8/2,
Dengan membsws x - p, maka untuk n2P dan a=P berlsakn
& -8 | 5 &/2 < ¢

Dengan demikian bsarisan bilangan <Ah> adalsah suaty
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barisan Cauchy, jadi konvergen, kita sebut saja ke limit
A,
. .
Kita harus membuktikan bahwa dapat dicari suatuy
sekitar V dari p sehingga untuk semus xeVNE dan x#p
berlakn | Ff(x)~4] < £, yvakni untuk memnperlihatkan bahws

1im f;(x): lim An.

XxX— p n —om

Kita perhatikan ketaksamaan

Pf(x)=-Al = | £(x)-F (x)i+1 £ (x)-A J+1A ~A1 ... ... (1)
Kits dapat memilih n vang cukup besar sehingga sekaligus
beriaku if(x}—f;(x)i dz/8 LRy {(2)
vang berlsku untuk semnsa x€E karena f — f seragam pada
E dan Aﬁ~A| < =/3FF B .. .8 fMag . NN .. {3)
karena lim A =A
Ontuk milsi n ini dipilih suatu sekitar V dari p sehingga
F£ (x>-A_1 < #/3, untuk xeVOE dan x*p ..... (4)

hal ini mungkin dilakukan karena lim f;(x) = A“.
X —>p

Dengan mensubstitusikan (2),(3) dan (4) ke dalam (1)
diperoleh | Ff(x)-Al < £.
Intuk semua x=VNE dan x#*#p dan dengan demikian terbuktilah

bahwa 1lim lim f;(x) = lim lim f;(x)
X D N~ 1 =0 X —p

Sebsgai skibst penting dsri Teorema diatss, Jiks
diketahui bahwa <f;> adalah bsrisan fungsi vyang konting

di titik p, maks lim f;(x) = f (p), untuk n=1, 2,

X —p

Jadi lim f(x} = lim f;(p)zf(p} sehingga f kontinu di

X —p n —300
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kits peroleh teorema berikut

Teorema 3,3.2.82 ¢

Jika <f;>'suatu barisan fungsi-fungsi +vyang kontinu
pada E, dan jika f;—*+f sgragam pada E, mska f kontinu
padsa E.

Bukti 3

Karena <f > konvergen seragam pada. E, maka untuk
setiap £>0, terdapat bilangdan 1 sedemikian sehingga
untuk Vnano dan untik ¥Y¥xeE berlakun if(p)"f;(p}§<5/3

Karena fungsi f; kontinu di setiap titik xer, maka
0

terdapat sekitar V dari X sedemikian sehingga untuk

o’
semus x<E yang berada dalam V berlakn

|£ (x)=F, (x)] < &/3.

[} [}

Jadi untuk semua titik xeE yang terletak di dalam ¥
berlsku

FF(xy-F(x ISR F, (xI+IE (0)-F (x5

o o] O

£, (% )=1(x)}
o
< &/3 + £/3 + £/3 = &

Hel ini menuniukksn bshwa £ kontinu di X,
]
3.4. Ruang Fungsi-fungsi
Kitse tshu bshwa barisan fungsi~fungsi kontinu yang
konvergen sersgam pada suatu himpunan, maka fungsi
limitnya jugs kontinu pada himpunan tersebut.

Andaikan X edslah sebarang ruang metrik. X dspat
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dipandang sebagsai ruang fungsi-fungsi dalam arti bshwa X
adalah ruang linesr vang anggota-znggotanya adalah fungsi
vang didefinisikan pada X dengan operssi pehjumlahan dan
perkalian skalar titik demi titik yaitu
(f+g)y(x)=f(x)+g(x} dan (af}{x)=af(x).

Selanjutnya dibentuk ¢(X) yaitu himpunan Semus.
fungsi bernilai real atan Lkompleks yang kontinu dan
terbatas yvang didefinisikan pada X. Untuk mempertegas,
C(X) terdiri astas (X,R) vyaitu himpunan semua  fungsi
bernilai real yang kontinu dan terbatas yang
didefinisikan pada X dan C(X,€) wyaitu himpunan sem&a
fungsi bernilsi kompleks yang kontinuz dan terbatas vyang
didefinisikan pada X.

Dntuk setiap fel(X) didefinisikan norma untuk F
vang disebut norma suprimum dengan

I £ = sup | £(x)!
xeX

Karena f diasumsikan terbatas pada X, maka HFfl < o,
Jelas bahwa #£E20 dan #fl1=0 jika dan hanya Jjika £(x)=0,
untuk setiap x€X, yakni hanya jika £=0.

Jiks h=f+g, maka untuk setisp xeX, berlaku

Ih(x)iS!f(x)i+lg<#);sﬂfu+ugﬁ,
sehinggs if+gh < 1Ffl+igl
Dengan demikizn pada C(X) dapat didefinisikan metrik atau
jarsak sntara f dan & enggots C(X) dengan Uf-gli. Dapat
diperiksa bahwa untuk f,g& dan 4 di dalam C(X) berlaku

(38) #f-gll 2 0 , NFf gl=0 ¢ f=g
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(b) bi-gl

1]

g £l
() BF-gl € Wf-hll + i h-gl

Dengan demikian C(X) telah kita jadikan suatu ruang
metrik. Metrik yang kits gunskan ini dinamakan metrik
suprimem atsu metrik seragam. Alasan bahwa metrik dari
O(X) tersebut dinamaksn metrik seragam dapat dilihat pada
teorema berikut |

Teorema 3.4.1 ¢

Suatu barisan <f > di dalam ruang ﬁetrik CCX>
sdalah konvergen ke suatu titik (fungsi) Ffel(X) jika dan
hanya jika f — f seragam pada X.

Bukti @

Barisan «f > di dalam ruang metrik CO(X) konvergen

ke £ bila dan hanya bila

(Ye>0)(3peN) (VYn2p) maks ﬁf;~fﬁ=sup!f;(x)~f1x)i<e LWL
xeX

f;——»f seragam psda X, menurut Teorema 3.3.1.2, bila dan
hanya bila

(¥e>0)(JpelN)(¥Ynzp), maka M = suplf (x)-f(x)l<s ... (2)
xeX

Tampak (1) bila dsn hanya bila (2).‘

Teorema 3.4.2 3

Ruang metrik C(X) dengan metrik seragam di atas
adalah lengkap.
Bukti :
Harns dibuktikan bahwa setiap barisan Cauchy di
dalam C(X) adalah konvergen ke suatu titik di dalam C(X),

yvakni suatu fungsi vang kontina dan terbstas pada X.
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Andaikan <f > adalah sustu barisan Cauchy di dalam C(X).
Jadi untuk setiap €>0 terdapat suatu bilangsn p sehingga
untuk nZp, mzp, berlaku Hf;—f%H < &. Menurat Rriteria
Cauchy (Teorema 3.3.1.1), hal ini berarti bahwa terdapat
suaty fungsi f sehingga £ — f seragam pada X, dan
neaurat Teorems 3.3.2.2., fungsi £ ini kontinu pada X.
Karens terdspat suatu indeks n sehinggsa if;(x)-f(x)i<1
untiik semua x<X, maka | £Cx3 i< F (x)i+1. Karens £
terbatas pada X, msksa f Jjuga terbatas pada X. Jadi
Ffael(X). Karens f — f seragam pada X, menurut Teorenms
3.4.1., maka barisan <f > w=ebagai barisan di dalam
ruang metrik C(X) konvergen ke suatu titik fel(X}.
Berdasarkan hasil tersebut di atas, maks jelas bahwa
C(X,R) msupun &(X,€) vyang dilengkapi dengan normna

suprimum merupsaksn Ruang Banach.
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TRANSFORMASI LINEAR KONTINU

Pads bagian ini skan dibshas tentang transformasi
lirear dan fungsiocnal linear serta syarat perin dan cukup

untuk kekontinuan sustu transformasi linear.
4.1. TPransformasi Linear Kontinu

PDefinisi 4.1.1 ¢

Andaiken U dan V adalah ruang linear dan andaikan T
adalah pemetaan dari U ke V. Maka T dikatakan pemetaan
linesar jiksa

T(ex + By) = a T(x) + B T(y), ¥ x,vy « U dan ¥ &, € K,
dengan K = R gtau €

Pemetaan linear dari U ke V disebut Juga sebagsai
transformasi linear dari ruang linear U ke V. Sedangkan
transformasi linear dari ruang linesar berncrma N ke 14
disebut fungsional linear pada N. Jika £ fungsional
linear pada N ke K, maks flax + By} = af(x) + 8 f(y) ,

Vx,y € § dan V o, @ K

Definisi 4.1.2 :

Andaikan N dan N° adsalah ruang linear bernorma lewat
K dengan skalar yang sama, dan andaiksn T adalsh
transformasi linear dari N ke N°. Bila kita mengatakan T
adalah kontinu, kita artiksn kontinu sebagai pemetsan

dari ruang metrik N ke ruang metrik N'.

55
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Henurut definisi 2.6.3, definisi ini ekuivalen
dengsn pernysataan bahwa X_— X dalam N maks T(xn)w»T(x)
daiam N,

Definisi 4.1.3 :

T:N — N’ adalah kontinu bila dan hanys bils
Hxn—xﬁ — 0 == HT(xn)—T(x)H —

Lemma 4.1.1 :

Andasikan T adalah transformassi linesr dari ruang
linear U ke ruang linear V. Jika T kontinu di suatu titik
di U maka T kontinu pada U

Bukti :
Andaikan T kontinu di x_ «U dan diberikan sebarang
£>03 ., Maka terdspat & > 0 sehinggs :
BT(x ) - T(x)H < & bila #x, - xil < &
Ambil sembarang x & U, maka untuk semua x<lU. sehingga
ix -xll < & perlaku
Box, - (x=-x +x )0 =1lx -xH<s
dan

FT(x) - TCx) b= I T(x ) - T(x - x, + x ) I <«

Ini berarti T kentinu di x . Karena x  sebarang titik
di U maks T kontinu padsa U &
4.2, Transformasi Linear Terbatas

Definisi 4.2.1

Transformasi linear T dari rusng linear bernorma N
ke ruang linear bernorma N° dikatakan terbatas jiks :

terdapat ¥ & R, M>0 sedemikian sehingga HT(x)f =< M,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

37

untuk setiap xeN

Definisi 4.2.2 ¢

Andaikan N dan N° adalah ruang linear bernorma lewat
K dan andaikan T adalah itransformasi linegar dari N ke N°.
Waka norma T ditulis dengan notasi IT# dan didefinisikan
sebagai : BTN = sup £ #TCx30 : dix# = 1 }

Berikut ini merupskan wujud lain dari normsa 7T vyang

sering digunakan vakni

(ay 4T# = sup { BT(x)I : #xl = 1 }
(b)) ITH = sup {-Eﬁziﬁ%ﬂ~ : x € HNdan x = 0 } r
(e) T = inf { K= 0 dan ¥ T(x) I <K # x § , untuk
semua X € N }
Misalkan : p = sup { #T¢x)I : Hx# = 1 }
q = sup {—ﬁﬁziﬁ%i— : x &« N dan x # 0 } .
r = inf { R 2 0 : IT(x)I = K #xll untuk
semug X € N }
Akan ditunjukksn iTH = p = q = ¢
Untuk membuktikan ini , cukup ditunjukkan ketaksamasan
herikut : ITI =2 p = g = ¢ = HTH
Jelas bashwa { x e N ¢ #xll = 1 } & { x e N : ixl =1}

Jsdi HTI = p.

Migsal P = { IT(x)I : fixl = 1 } dan
o = {_[#Eéé%ﬂ“ : x @ Ndan x # 0 }
Misalkan v €« P . Maka y = #T(x># , untuk suatu x € N ,
dengan lxil = 1 . Akibatnya y = ~&WZ§§%WL s g , sehingw
ga P €@ . Jadi p £ q . Sebaliknys apabila z « & , maks
i T(x) |1

R v dengan x € N dan x # 0 dan karena T linesr
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‘maka z = ITCIxI™x) 0 . Jelas #(hx 17x )l = 1 sehinges
z € P . Karena itu @ € P dan p 2 q.
Dengan demikisn p = Q

Dari (b) diperoleh #T(x)l=qixil, untuk semua x& N,
Akibatnya @ = r
Misalkan

B = (K =g : #T{(x)I = K Ix¥ , untuk semua x € N }

Maka untuk K € B berlaku H#T(x)Il = Kixli . 0Oleh karena
ity IT(x)#% < K spabila Ixl =1 , x € R
Jadi IT(x)# = K , untuk semuz K « B . Dengan demikian

diperocleh #THI = sup { ITCx0 : 0 x 1 =1 } = r

Jadi telah ditunjukkan bahwa ITI p =q=r
Dari definisi (b) diperocleh ketaksamsan yang cukup
penting yakni @ untuk setiap x € N berlsku
BTCx3H < BTH Sxd ... .o ¢ 4.1.1)

Teorema 4.2.1 ¢

Andaikan N dan N° adslah ruang linesr bhernorma
Andaikan T adalsh transformasi linear dari N ke N’
T kontinu pads N jika dan hanya jika T terbatas
Bukti =
( s> 3}
Andaikan T kontinu . Maka T kontinu di § < N
Ambil & > 0 sehinggsa HT(x)I = 1 bila lIx¥ < & |

Misalkan #xll = 1

1 . A +
Maks § ——&x # = —-&lixh £ =6 < & dan
HT(%—éx}ﬁ <1
Akan tetapi

1 1
T( 26x) = =& T(x).
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Jadi
IT(x )

e i T(2-6 x ) |

h

2 i
I % T( -6 x )i
3

2

&
Ini menunjukkan bshwa T adalsh terbatas

1A

( &=e= )

Andaikan T térbatas . Untuk membuktikan T kontinu
pada N berdasarkan LEMMA 4.1.1, cukup ditunjukkan bahwa
T kontinu pada 0 € N . Misalkan diberikan sebarang € >
0 dan H e R sehingga IT(x)# = M bila Ix# = 1. Ambil &>0
sedemikian sehingga & M < £ | Misalkan #x# < & , jadi

& * xh = & ¢

(B8
s s
ol
Akibatnys
IT(S %)Y = M , ¥ txll < &
Jadi
BT(x)8 = I8 P(S8 g i
= & #T(&  x )
£ 5 Y
< 2

Ini berarti T kontinu di 0 € N

4.3, Himpunan Trensformasi Linear Kontinu

Definisi 4.3.1

Andaikan E dan F masing-masing adalah ruang linear

Pemetasn S dan T masing - masing merupakan transformasi
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linear dari E ke F dan « € K | Didefinisiksn pemetaan
5+ T dan « T dari E ke F sebsgai berikut
£ 8+ T J{(x}y = S(x) + T(x) dan
[ aT J{x) =a [ T(x) ], YVxeEdan ¥V a & K

Dengan mudah dapat diperikss bahwa $ + T dan a T
merupakan transformasi linear melalui operssi yvang telah
didefinisikan . Himpunsn semua transformasi linesr dari
ruang linear % ke ruang linear F merupakan ruang

linear.

Definisi 4.3.2 :

Andaikan N dan N’ masing-masing adalsh ruasng linear
bernorma. Himpunan semua transformasi linear kontinuo
dan terbatas dari ¥ ke N’ dinotasikan sebagai B(N,N’)
catatan : B singkatsn dari “"bounded” ( terbatas b

Teorema 4.3.1 :

Andaikan N dsn N° masihg - masing adalah ruang
linear bernorma. Andaikan B(N,N') adalah himpunan senmus
transformasi linggr terbatas dari N ke dalam N°
Maka B(N,N") adalah <ruang linear dan IIT! adalah norma
pada B(N,N"). Selanjutnyva jikas N° adslah ruang Banach,
maka B(N,N") juga ruang Bsnach

Bukti :

Untuk membuktikan bahws B(N,N") adalah ruang
linear,cukup ditunjukkan bahws S + TeB(N,N') dan ofe
B(N,N") untuk setiap § , T € B(N,N') dsn a e K
Jikea S dan T masing-masing merupakan transformasi linear

dari N ke N° dan o € K, maka (S5+T) dan of nasing-masing
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merupakan transformasi linesr dari N ke N,
Selanjutnya dari ketaksamaan (4.1.1), diperoleh

bahwa untuk | x § £ 1 berisku

18 + TH(x I S¢x) + T(x)y
< B S(xy 1o+ 0 T(x) i
=4 8 8 U x Il + T 8 K x
=01 s + kT K
Hal ini menunjukkan kepsds kits bahws {(S+T)HY<€B(N , N
dan 0 S+ T # £ kS 0+ 1 T 1

Misalkan x € N gembarsng dengsan § x # £ 1 . Maks

(e TX(xY B = K o Tdx)y B = | o« | § T(x)> U
S | e BT KK ox
€ J e {4
Hal ini berarti bahws oTeB(N,N’) dan leaTi = jou| 17/
mMiisalkan T € B(N,N") dsn IT! = 0. HMaks dari

ketaksamasn ( 4.1.1) diperoleh FT(x)! = O

Akibatnys T(x)=0, ¥x €« N . Jadi T=0,.

Dengan demikian terbukti bahwa B(N,N°) adslah raang
linear HTI adalah“norma pada B(ﬁ{N')

Andaikan N’ adalah ruang Banach dan  andaiksn puls
bahwa < Tn > adalsah barisan Cauchy pada B(N,N') . HMaka
terdapat bilangan asli A sedemikian sehingga

il Tm - Tn t <& , untuk n , m = A
Ambil sebarang x « N . Maka untuk n , m = A , berlaku
BT (x) = T,k = BT~ T J(x)i = hr - T, 1 xd
S e Mxh o0 00 .. (4.3.1 )

Hal ini menunjukkan bshwa <Tn(x}> barisan Cauchy dslam
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N°.0leh karena N’ adalsh lengkap,maka <Tn(x)>
konvergen. Misalkan T(x) = lim Tn(x) ......... ( 4.3.2 >

™ —> 0O
Dleh karena x € N sebarang, maka T mendefinisikan sebuah

penetaan dari B ke dalsn HN'.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa T e B(N,N‘) dan

lim ?_ =T
n - (‘Dn

Ambil sebarang x, y € N dan sebarsng o, « K , Msks dari

( 4.3.2 ) diperoleh :

T(eax + 8y) = lin T (ax + 3y}

no— o
= lim (ol (x) + BT (v

n— ©
= linm ot Tn(x} + lim $?T (y)
n— w n-—» w "
= o lim T (x) + # lim T _(y)

n o~ g n— 3

= a T (xy + 3T (y)
Hal ini menunjukkan bahwa T linear
Selain itu uwntuok semua x €« N dan untuk semus bilangan
bulat positif n berlaku

Txy - To(xp = [ Mw T (x3] - T (%)

mn — o
= lim [ T (x) - T (x) ]
B~ mn n
IT(xY -~ T (x3 = Biim T (x) -« T _{(x)I
n mmmm n

Dari ( 4.3.1 ) diperoleh bahwa untuk setiap x e N dan
n z A, berlakn
I T(x) - Tn(x} e # x 0 ., .0 ... ( 4.3.3 )
Dari ( 4.1.1 ) dan ( 4.3.3 } didapat
BTCx) o= B T(x) - T (x) + T, (x>
R T(x) - T (x> 0o+ 0T (x)
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S ek ox # o+ | TN 8 x 1, YW el
Hal ini bersrti bahwa T € B(N,N").
Selsnjutnys dari ( 4.3.3 ) berskibat bahwa
ET(x) - Tn(x}ﬂ = sup {MT(x) - Tn(x}u rolixd £ 103

1A
Y

untnk setiap n € A

Jedi 1lim T_ =T . n

¢}
n— o

Selanjutnyva dibuktikan untuk kejadian bahwa B(N,.N")
adalah himpunsn semus transformasi linear kontiny dari N
ke N°. Bukti dari teorema berikut analog dengan bukti

vada teorewmsn 4.3.1,

Teorema 4.3.2 @

Andaikan N dan N’ masing-masing adalah ruang linear
bernorma . Dan andaiksn B(H,N') adalah himpunan senus
trangformasl linear kontinw dari N ke dalam N°
Make B(N,N’) sdalash rusng linesr bernorma dengan norma T
didefinisiksn sebagai ! T #§ = sup {I T¢(x) k : 0§ x 1 < 1 3.
Selsnjutnys jiks N° adalah ruang Bansch, maka B(N,N°)
juga rusang Banach

Bukti
Akan ditunjukkan bahwa S + T ¢ B(H,N') dan « T = B(N, N>
untuk setiap 5 , T € B(N,N') dan a « K |, Jika S dan T
mesing - masing merupaskan transformasi linear dari N ke
N dan « « K , maksa ( S + T ) dan « T masing - masing
merupakan transformssi linear dari N ke N° . Selanjutnya

dari ketaksamsan ( 4.1.1 ) diperoleh bahws untuk lxl# < 1
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berisku : ¥(S + THX(x)! = BS(x> + T(x)#
S S(x) M+ § T(x) 0
S8 K x b+ BT 00 ox B
T FES K+ T H
Hal ini menunjukkan bahws (S + T) e B(N,N’) dan
HE + TH# < WS + HTI
&ndéikan X € N sebarsng dengan ixl < 1 , Maks
ot TYxIN = Hot T(xIB = Jel fixh
< Jet] UTH Bxd
= Jef T
Hal ini bersrti bshwa oT « BCH,N")Y dan BaTl = jo| #TH
Misalkan T e B(N,N') dan #T0 = 0 , Maka dari
ketaksamzaan ( 4.1.1 ) , diperoleh IT(x)lI = 0

Akibatnya T(x) = 0 , Yx € N . Jadi T = O
Dengan demikian terbukti bahwa B(N,N") adalah ruang
‘ linear bernorma.

Andaikan N° adalah ruang Banach dan andaikan pula
bahwa <Tn > adalah barisan Cauchy di dalam B(N,N")
Maka terdapat bilangan asli A sehingga

HTm“ Tnﬂ < £, untuk n,m = A

Ambil sebarang x « N,maks untuk m,nzA berlsku

HTm(x} - Tn(x}H = H(meTn)(x}H "Tm& TnH #x i

Ha

2
Ini menunjukkan bahus <Tn(x}> barissn Cauchy dalsm N°
Lleh karenz N° lengkap , maka < T (x) > adalah konvergen

Misalkan T{(x) = linm Tn(x} .................. ( 4.2.2 )

fl > 00
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Oleh karena x € N sebarang , maka T mendefinisikan
sebuah pemetaan dari N ke dalam N7,
Helengkapi bukti Teorema ini , ditunjukkan bahws

T « B(N,N"Y dan lim Tl T
n--woon

IT(x)4 = 1lim T Cx)h

]

lim ﬂTn(x)ﬂ

£ sup ( ﬂTnH fxl )

= sup HTnﬂ x!
menunjukkan bahwa T mempunyai batas dan oleh karena itu
T kontinu . Dibuktikan bahwa Han Th ~— § . Andaiksn
giberikan sebarang £ > 0 dan andaikan A adalah bilangan
bulat positif sedemikisn sehingga

m, n 2 A — HTm - Tnﬂ ¢ £

Jika #x# 2= 1 danm , n = & , maks

HTm(x} = Tn(x)ﬁ H(Tm - Tn)(x)ﬂ = H?m L Tnﬂ flc I
= iiTm - Tn” ixl < &
Diterituksn m tetsp dan n — ® , maka
ﬁTm(x) - Tn<x}ﬂ —— HTm<x) - T{x)Yh , msks
“Tm(x) - T(x)¥ = £ , untuk semua m = A dan
untuk semuz X dengan HIxl < 1

Hel ini menunjukksn bshwa HTm—ITH % £ untuk semus m = A,

Jadi lim T =T
n = © u

Dalam definisi (4.3.2) telah disinggung bahwa
B(N,N") adsalsh himpunan semus Ltransformasi linear
terbatas dan kontinu dari ruang linear bernorma N ke

dalam ruasng linear bernorma N°.
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Selanjutnya jiks N = N° , msks B(N,R) merupsksan
himpunan semua operator linear terbatas pada N . B(N,N)
sering disingkst dengan notasi B(N). Untuk lebih
Jelasnya berikut ini akan diberikan definisi dan contoh
tentang operator linear .

Definisi 4.3.3 :

Arndaikan N adalzah ruang linear bernorma. Operator
linear pada N adalsh transformasi linesr dari N ke dslam
N

Caontoh 4.3.1

Andaikan R° adalsh ruang linear bernorma . Maks
T : B°—» R dengan T ( x,y, ) = (x, + v, , x,) , untuk
Serus (xi,yi) e R* , merupskan operator linear terbstas
Bukti =
Ambil (xi, yi) 5 (xz, y,) € R? dan « . B3 e R, Maksa
Tlalx,» v, ) + Blx, ¥,01 = Tl(ex,» ay ) + (Bx,, Ay, )]
= Tlox, + fx, , oy + fy,]
= (ax1+ {sz-l- ayi-r ﬁ‘yz, axi+ ;?xz}
= (Ci}{1+ c‘yix axi} + (sz"' ﬁYzﬁ ﬁx2>
= et Y, X ) Xt vy, x,)
e Tx,, vy )+ B T(x,, v,)
Hal ini berarti bahwa T sdalat linear

Untuk #(x , y3b = ¥Y%x° + ¥° £ 1, berlaku

IT(x,y)0 = W{x+y , %) = v/(x + 932 s X2

S‘/(x+y)2+y2+x2

= ?fzxz + 2?2 + 2%y

——

= V/2<x2 + yz} + 2(x2 + yz}
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svYa (x* s y3 ) = 2
Jadi ada ¥ = 2 , sehingga  T(x , yv) # = ¥ , untuk semua
P (x , yy # £ 1 . Hal ini menunjukkan bshwa T terbatas
Henurut teoremz 4.3.2 , B{(H) sadslah ruang Baznach

Jika N adalash ruang Banach

Definisi 4.3.4 :

Andaikan N dan N° masing - masing adalah ruang
linear bernorms. Suatu isomerphisme isometrik dari N ke
N' asdalah sgunaty transformasi linear bijektif ( one-one 3
dari N ke N' sedemikian sehinggs ET(x>!I = #xil , uantuk
setiap xeN ; dan N disebut isomorphik secara isometrik
dengan B jika terdapat suatu isomorphisme isometrik

dari N ke N’
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BAB V¥

TEOREMA HAHN-BANACH

Dalam bab IV felah disinggung konsep fungsional
linear . Rarens R maupun € wnasing-wasing sadalah ruaang
linear bernormza, meks sifat kontinu dan terbatss vang
dimiliki oleh transformasi linear T vyang didefinisikan
dalam Bab IV berlaku jugs untuk fungsionasl linear. Jadi
fungsional linear £ kontinu bila dan hanya bila terbatas.

Dalam bab ini K adalsh himpunsn semua billangasn real

R stsu himpunsn semus bilasngan kompleks €

5.1, Lemma Hahn-Banach

Definisi 5.4.1 @

Andaikan N adalah ruﬁng linear bernorma lewat KX,
Andaikan f adslah fungsional linear fterbatas pada N,
Bilangan real tak negatif I1Ff# yang didefinisiksn =ebagsi:

BFl = sup LiF(x)i:ixh = 1}
disebut norma dari f.
Berikut ini -zdalah bentuk lain untuk novrm yang

sering digunakan

(a)y WA = sap {{Sf(x)fclixlh = 1} ;
(b} erﬂ = su i]r(X}i . o .
=sup X e N, x @0
(¢) BF8 = gup {M20 : (fC(x>1 = M lixll, ¥x = N}
Misalkan
A = sup{if(x>i ¢+ Ixt = 1}
B = sup -i%%%limmr xeN , x=0 } dan

68
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C o= inf{M20 : |/(x)] = ¥ #x# ,¥x « N}

Akan ditunjukkan I8 = 4 = B = C . Untuk membuktikan ini
cukup ditunjukkan ketaksasmaan Wf1 2 A = B = ¢ = 74
(i) Karena {xeN :lxl#=1} < {xeN : Ixl £ 1}, maks hfl = A,
(ii) Rarena f linezr, B dapat dinvatskan sebagai

sup{ | F/(Hx17 %)) xel , x=0}

Rarena | fx#™x | = #x#™ Ixil = 1, maka A = B

(1ii) Dari definisi (b), didapat |f(x}] = Blx! untuk
semus x € N. Jadi B = C
(iv) Misalkan D = {M20 : [/(x)| < Mixl , ¥x e N}
Ambil sebarang MQED. Jelas bahwa |Ff(x)| = Moﬁxu,
VM e D
Jadi /(x> = M,, Y e D dan Ixl < 1, yang
mengakibatkan 14 = sup{if(x)l : fixh < 1} < ¢
Hal ini menunjukkan bahwa C z lf¥
Dengan demikian terbukti bahwa #f1 = A = B = ¢

Andaikan N sdalah ruang linear bernorms lewat K
Himpunan semus fungsionsl linear terbstass dari N ke &
ditulis dengan notasi B(N,K).

Didefinisikan operasi-operasi pada B(N,K) sebagsi:
(Ff + X%} = f(x) + g(x}y , Yx = N dan
(of3(x) = of(x) ,¥xeN dan VaeK .

B(R,K) dilengkapi dengan operasi distas dan normna
vang didefinisikan pada Definisi 5.1.1, merupakan ruang
linear bernorma.

Selanjufnya B(N,K) ditulis N* dan disebut rvang dusl
atan ruang konjugat (conjugate space) dazri N. Menurut

Teorems 4.3.1., N* adalah ruang Banach
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Definisi S.31.2 @

Andaikan N adalsh ruang linear lewat R . Fungsi
bernilai real p yang didefinisikan pada N disebut
fungsional sublinear jiks memenuhi svarat berikut

(a) p(x) 2 0
(b) p(x + ¥) 5 p(x) + p(y) , Y%,y € N , dan
(e plex) = ap(x) , Yx « N dan Ya e R , o 2 0

Definisi S.1.3 @

Andaikan N adalash ruang linear lewat K, F<N dan F=©
disebut subruang linear dari N jika X+y € F dan ax & F
untuk ¥x,v € F , dan o € K

Teorems berikut adalsh galah  saztu hasil penting
dari analisis fungsional. Teorems yang akan menunjukkan
bahﬁa ' "cukup kaya" dengan fungsional linear. Teorena
berikut disebut "Teorema Hahn-Banach”. Akan dibuktikan
teriebih dahulu “Lemma Hahn-Banach".

Teorema 5.1.1 51 (¢ Lemma %ohn - Ranach 2}

Diberikan X adalah ruang linear real dan andaikan p
adalah fungsional sublinear pada X .Y adalsh subruang
linear dari X dan £ adalah fungsionszl linear pada Y yang
memenuhl sifat

F(x) = p(x), untuk semus xeY.
Maka terdapat suatu fungsional linear ¥ pada X
sedemikian sehingga

(i) F(x>

i

{xy , untuk semus x « Y.

Y

(1i) F(x) p(x} , untuk semuas x € X-Y.
Fungsional linear F disebut sebagai perlussan dari

fungsiconal linear £.
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Bukti :
Andaikan X adalah himpunan semus pasangan (Y .8}
dengan Y, adalah subruang linear dari X vang memuat ¥
dsn ¢, adalah fungsional linear real pada Y, vyang

]

memenvhi

13

gd(x) F{x) , untul semuz % € ¥, dan
g, (x) = p(x) , untuk semus x € Y
Didefinisikan relasi "=" pada X sebagsi berikut
(Y.,8,) = (Y,,9,) Jika dan hanya Jika Y < Y, dan
#,(x)=g,(x), untuk semua x<=Y . Akan ditunjukkan bzhwa
relasi "=" merupakan relasi terurut parsial
Anbil sebarang (Y ,2,0,(Y,,9,},(Y_ ,9,) € X .
(i) ¥, « ¥, dan (%) = g,(x) untuk semua x € Y_ .
Jadi (Y, ,g,)> = (Y _,g ) untuk semua (Y ,g9) & X
(ii) Andaikan (¥,e) S (Y,,9,) dan (Y,,8,) S (Y,,p)
Dengan demikisn Y1CY2 dan YZCYi’ Jjadi YirY2 ae AR
dan %(x)xgb(x}, untuk semus ani. Karens YizYz, maka
8,58, s (2)
Dari (1} dan (2) diperoleh (Y ,83=(Y_,8,>
(iii) Misalkan (Y,.,4,) = (¥,,4,) dan (¥, ,2,3 S (¥Y_,9)
Maka Y < ¥, dan g,(x)=4,(Xx) untuk semua x&Y dan
Y, « Y, dan 2,(x)=¢,(X} untuk semna x&Y,.
Jadi Y < ¥ dan g (x)=¢,(x) untuk semua x&Y
Hal ini memberikan pernysztasn (Y‘,%) < (Ya”%}'
Yang berarti bahwa jiks {Yi,%} s (nga) dan
(Y,,8,) = (¥_,,8)) maka (Y ,9) = (Y, ,8).
Dari batir (i), (ii) dan <(iii), menunjukkan bashwa "="

adslah relasi teruruf parsial.Sehinggs X adalsh hinpunan
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terurut parsial. Setisp subhimpunsn yang terurut total
{(Yﬁ,gb)} jelas mempunyai batas atas (Y ',g ) diberikan
dengan Y’z UYB’ g':gb pada Yﬁ. Oleh karena 1itu, dengan
menggunakan Lemma Zorn, terdspat suatu elemnen msksimsl
(Y,.8,» . Jika kita dapat menunjukkan Y =X, maka Teorema
terbukti (dengsn F=g_ ). Kita andaikan Y, X dan kits
turunkan suatu kontradiksi.Andsikan v, € £, vy, # Yo dan
dibentuk Yisubruang linear merentang (spanned) Yo dan v,
Jadi Y‘=Y0+{yi3. Tiasp elemen xEYimempunyai bentuk
XEY+AY ysY, dan reR adalah tertentu dengan tunggal.
Didefinisiksn fungsional linesar @_pada Y1 dengan
g (y+Ary =g (y)+he.
Jika kita dapat memilih konstanta ¢ sedemikisn sehingga
G, (¥I)+Ae = p(y+Ay, ) oo (eRL1).

untuk semua AR, yeY , maka (Y, ,4 ) « X dan
<Yo’90} = (Yi,gi), ¥, Y . Hal ini kontradiksi dengan
pernyataan bahwa (Y ,g,) unsur maksimal di X.

Untuk memilih ¢ yang memenuhi (5.1), ambil sebarang
titik %,y dalam Ya,

8,(¥I-8,(x) = g, (y-x} = p(y-x) = p(y+y J+p(-y -x)
Sehinggsa
~pl-y-x)-g (X) = p(y+y d-g_ (¥)

Hal ini berakibat bahwa

A = sup{-p(-y ~x)~g,(x3} = inf{p(y+y d-g (v)} =B
xEYo YQYO

Andsikan ¢ sdalah sebarang bilangan vang memenuhi ASc=B
maka ¢ 5 p(y+y )-8 (¥), untuk semua y<Y R

~p(-y,~¥i-8,(y) ¥ ¢, untuk semua ye¥_  ....(5.3)
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Jika kedua ruass pada (5.2) digandskan dengan A, 2>0 dan
y diganti dengan v/», kita dapatkan
Ao = p(y+Ay )-8, (VY o, (5.4)
Jika kedua russ pada (5.3) digandakan dengan K,IA<D dan
y digsnti dengan v/, kita dapatksn
~p{-Ay ~¥i~2, (V) = Xe.
e p(-Ay ~yi+g,(¥y) = Ae.
= p(Ay +y)~g,(y) = rec.
Ketaksamasan (5.4) jugs berlaku jiks AzQ
Karena (5.4) berakibat (5.1), maka terbuktilah Teorems
di atas. |
]
5.2. Teorema Hahn-Banach
Teorema berikut dibuktikan berdasarkan Teorema 5.1.1
dan disebut Teorema Hahn~Banach .

Teorema S.2.1 ¢ (Peorems Hahn-Banach)

&ndaikan X adalsh ruvang linear bernorma dan
andaiksn Y adalsh subrusng linear dari X. Jika féY*,
naka terdapat suatu géX* sedemikisn sehingga g merupsakan
perluasan dari f dan gl = #£0.

Bukti :

Didefinisikan p pada X dangan p(x)=4rFI iIxl
HMaks Jjelas p adalah fungsionsl sublinesr padz X
sebab |

(8) p(xy 2 0, sebab WAl 2 0, ixit = 0

A loaxd

13

(b)) plax)

il

BAH Joc|lixh

1]

[cl i FE
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= ap(x), o20
(e} plxty) = EFI Bx + vl
S HAL (x4 gyl
= BFY Hxl + KFF kv
= p(x) + p(y>
sedemikian sehingga Ff(x)Sp(x) untuk senua x¢Y, sebab
Fx)=1f(x)] = Bf8 #xt = p(x).Menurut Teorema 5.1.1 (Lemma

Hahn-Banach), maks terdapat sustu fungsional linear g
vang merupakan perlussan dari f sedenikisn sehinggs
g(x) = p{x), untuk semus x < X .

lg(x>i = BA Bxl, untuk semus x € X, oleh karens

itu fgl=siFflil, sebaliknya

Bk = gup {I£(x)] @ xeY, Ixh £ 1}
= sup {|&a(xy] : x&Y, lIxil = 1}
< sup {lg(x)| @ xsX, lIxl = 1}
= gl

sehingga #gl = 111 -

Teorema B.2.2 ¢

Jika N sdalah ruang linear bernorms dan X, adalah

vektor dalam N dengan xG#O, maka terdapst fungsional
beN* sedemikian sehingga £ (x )=#x_I dan "fé":l.
Bukti :

Andaikan M={ox }, «<R adalah subruang linear dari N
vangd dihasilkan oleh (spanned by} X dan didefinisikan £
prade M dengan f(axo) = aﬂxoﬂ_

Aksn ditunjukksan bahws f sdalsh fungsional linesr pada

H.Misslkan x,yved, maka X=ax y={ix0 dengan o, 3R dan

S,yelR. Haka F(Sx+yy) = F(Sax  + ¥Ax )
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= F((Sa + ¥)x)
= (Sa + yﬁ}ﬂxoﬁ
= Sadx I + yAlx i
= S(alx Iy + r(Bix 1)
= Sf(ex ) + v(Bx )
= SF(x) + vI(y).
Jadi f merupskan fungsional linear padza H.
f(x,) = f(L.x ) = 1.8x k= bx ¥ dan #F£H = 1.
Dengan menggunakan Teorema 5.2.1, maks f dapat diperluas
menjadi suaty fungsional fﬁ dalam N* sedemikian sehinggs
£lx 3 = Ix b dan #£0 = 1. =
Himpunsan L.yang terdiri atas fungsi bernilai rezal
vang didefinisikan pada himpunan X dikatakan memisahkan
titik { separates point)}) dasri X, Jjika untuk s=setisp
pasang titik x,¥y € X dengan x # y, terdapat fungsi f e L
sedemikian sehingga f{(x)*f{y).

Berdasarkan Teorema 5.2.2, nampsk bahwa w* memisshkan
titik-titik pads N , sebab andaiksan x,y € N dengan x®y,
menurut bukti Teorema &5.2.2, terdapat suatuy féﬁ*
sedemikian sehinggs £(x)~-f(y} = flx-y) = ix - gyl = Q,

oleh karens itu f(x) # f(y).

Teorema 5.1.1 juga berakibat bahwa jika p{x) adalah
fungsional linear pads X sehinggs

(1) pdx+y) = p(x) + p(y), Y,y € X

(ii) pleax) = ep{x), Yx=X , oax0

Haka terdapat fungsional linear f pada X
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sehingga

1A

~p{-x) £ Ff(x)
Bukti :
Ambil sebarang X, € X

M= { x{x =

C’.XD,

Dan didefinisikan

folxy = f(ex )

13

Misalksn x,vy € H dan &6,y «
Maka

Fo (8% + ¥y) =

78

PCxy.

dan didefinigikan

acsk 3}

ap(x,).

R , dan x=ox dan yEAX, o, 3R,

f(Sax + ¥Px )

F (S + ¥fx )

(S + ¥Eip(x)}
Sopl(x ) + ¥Brlx)
S(oap(x, 3> + r{fp(x ))
Sf (ex ) + ¥S (Bx)

87 (xy + vf (%} , Y%,y € Y.

Jadi fo merupakan fungsional linear psda M.

Karena untuk o 2 {0 berlsku

Mp(x,)

Dan dari O=p(0) =

—p(-x,0) S plx,7

ap(x 3 = -ap(-X,

= p(ax_

p(x ) + p(—xo} maka

. Jadi bils o<l berlaku

) = plax

Mska dari (1) dan (2) dsn dari definisi fo diperoleh

fo(x) = p(x) , Vx e if

Rerdassrkan Tecremnz 5.1.1,

pada N sehinggs

terdapat fungsional linear f

flx) = f(x) , Vx e H

dan
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F(x) = p{x) , ¥x e N,
Jadi dari ~Ff(x)=7/{~xysp(-x), kita perocleh -~p(-X)=f(x) ,

sehingga -p(-x) = f{x) = p{x}

Teorema 5.2.3 @

Andaikan Y adalah subrusng linear dari ruang linear
bernorma X, dsn andasikan x & Y . Haka terdspat feX
sedemikisn sehinggs f(x)=0 untuk semus x<Y dan f(x_)~1.

Boukti :

Rarena X & Y, terdapat suasty >0 sedemikian
sehingdga Hx—xoﬂ>r, urituk sSemus, xeY ., Andaikan
Z:{x+ax0:xeY dan aeR} adalsh subrusng linear vang
dihasilkan (generated) oleh Y dan x .

Didefinisikan f:Z -—— K dengan f(x+ox )=o. Mska £ adalah
fungsional linear dan
rif(x+ax Yizriel S |ajtaxsx I = fix + ox
untuk semnz x<Y dan o<k, Sehingga £ sadalah fungsional
linear pada Z dengan norms yang tidak melebihi r
£f{x) = fiix + 0.x,> = 0, ¥xeY dan

£(x )y = (0 + 1.x» = L.

Teorema S5.2.4 ¢

Andaikan N adalsh rusng linear kompleks dan p adalah
fungsionsl sublinear pada N. Andaikan pula M adalah
subruang linear kowpleks dari N dan f  adalah fungsional
linesr kompleks vang didefinisikan pada M sedemikisan
sehingga |

/o (x21 = p(x) , Vx X
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Maks terdspat fungsional linear kompleks f pada N
sehinggs.
)y = f(x) , Yx el ... (5.5.1)
dan
JA(x] S pdx)y , Yx el ... .. (5.5.2)
yaitu f sdalah perluassan dari f  pada N
Bukti
Misalkan f (x)=g,(x) + ik (x), dimana masing-masing
&, dar ho merupakan bagian real dan bagian imsiiner dari

F.

o Akan ditunjukkan g merupaksn fungsional linear pada

M. Mizalkan x,y € H den ¢,f3 € K,

maka

g, (ox + By) = Re [f (ex + By)]
= Re {af (2} + 7 _(v)]

aRef (x3 + BRef (v)

ag (x) + 88 (y).
Maka £, merupakan fungsional linear real pada M, dan
dengan langkah yang sama ho duga merupakan fungsional
linear real pada M . Jadi
g, (x31 = 1F (x)] = p(x) , ¥x e N
dan
Ph(x3t = 1F (x31 = p(x) , Vx & Y

Seglanjotnys untuk ¥Yx € M, berlsku

g,(ixy + ih (ix) = f (Ix)
= if (%)

= (g, (x) + Ih (%))
= ~h (x) + ig (x}

Jadi h (x} = -£,(ix} , YVx e M ..., (5.5.3)
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Berdassrkan Teorems 5.1.1, terdapat fungsional
linear real g pada N vang merupakan perluasan dari 8y
dengan sifat g(x)sp(x}, ¥x = N dan g(x}=gb(x), ¥x € M,
Karena -g(x)=g(-x) = p(-x)=p(x), maks |g(x)! = p(x}

_ Selsnjutnys didefinigikan
Flx) = g(x)~ig(ix) untuk ¥Yx « N.
Akan ditunjukkan bahwa f(x) merupakan fungsional linear
kompleks pads N. Ambil sebsrang x,y € N
Haks :

Sf(x + v

H

glx + vy - iglix + iy)

il

glx) + glyy - ifglix) + g(iv)]

1!

{g(x) - 1g(ix)} + {g(y) - igl(iy)}
F(xx + f(yJ.

1%

Selanjutnys skan diperlihatkan bahws f(ax)=af(x), Ya € €

Pertama-tama, andsikan o<, mska

{i

flox) = glax) - ig(aix)
= ag(x) - Iog(ix)
= afg(x) - 1g(ix)}
=y pouf o W%, Vx.e N

Bntuk o« = 7 dipercleh

131

FIxs gCixy ~ ig(-x)

4]

gCix) + ig(x)

(g(xy + g(ix))

1]

i{g(x) - 1ig(3ix))

If(xy , ¥Yx & N.
Selsnjutnys smbil sebarsng x € N dsn o€, dengan o=f3+ipy

dimana 7,r< R, maka
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flax) = f(Bx + drx)
= fOBx) + f{Irx)
= BA(xy + ri(ix}
= BAR) + irf(x)
@ (B+Iryfix)
= of(x) , ¥x « N,
Hel ini berarti bahws f adaslah fungsional  linear
kompleks pada N. Selanjutava skan diperlihatkan
F(xy = F(xy , Yxed oL, (5.5.4
dan
Fxy S pdx) , ¥xeN .. (5.5.5)
Ambil sebarang xeM . Karena g merupakan perluasazn dari
maka dari (5.5.3) diperoleh :

F{x)

£ .

8

g(xy ~ 1g(ix)

1]

8, (x2 ~ 1g (%)

g,(x) + ih (x)

fa(X) , Yx e H
Untuk menunjukkan £(x) memenuhi keadazan (5.5.5), pandang

fungsi berikut

ie

g 7 5 1=
F{xy = r e , dimana e’"= cos® + § sine

Maka
1£(xy 1 = e2%7¢xy = 7(ei%)
Yang adalah merupakan bilangsn real positif, akibatnya

17601 = 1g(e™® x)
76

1A

p(e X2

31

2] p(x)

pix) » Yx € N

ti
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BAB VI

TEOREMA PEMETAAN TERBUKA

Pembuktian Teorems Pemetzman Terbuka (Open Happing
Theorem), diswali dengan pembahasan Teorema Baire.
Selanjutnya Teorema Pemetsan Terbuka ini digunakan untuk

membuktikan Teorema Graph Tertutup.

&.1. Teorema Baire

Definisi 6.1.1 3

Andaikan ¥ adalah ruang metrik dengan metrik d dan
jika A adslah himpunsn bagilan dari X. Jika x sdalsh suatu
titik dalam X, maka Jarak dari x ke & didefinisikan
sebagai :

dix,A) = inf{d(x,8) : aehA}
yaitu batas bawsh terbesar Jjarsk dari x ke titik~titik
dalam A.

Diameter da:; himpunan A didefinisikan sebagail

d{A}Y = sup{d(sl,az}:ai, azeA}.
Jadi diameter himpunan A adalah batas atas terkecil dari
jarak antara pasangan dus titik dari A. A dikatakan
berdiameter berhingga Jjika d{A)eR dan A dikatakan
berdiameter tak berhingga jika d(A) = *w |

d(B) = - sebab ,

z adalsh bstas atas dari E bila dan hanya bila xsfF = x==z

untuk ¥ x ¢« E. Jadi z batas atas dari © bila dan hanva

81
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hbila ¥Yx €« © » x < z, untuk setiap z € R,
Jadi, jiks z € R, maka z batas atas O,
Jadi d(®) = inf {z : z € R}z ~w,

Suatu himpunan tidak kosong dan terbatas adalah
himpunan vang mempunyal diameter berhinggsa.
Suaty pemetsan £ dari himpunan tidak kosong X ke suatu
ruang metrik dikatakan pemetzan terbatas Jjika daersah
hasil (range) dsri f =adalah himpunan terbatas, vysaitu
d{f(x)) « R | Hal ini berskibat bahwsa

Jika X adalszh himpunan tidak kosong dan Jjika £
adalah fungsi real yang didefinisikan pada X, maks
Fungsi £ adslsh terbatas > IR » | Ax)|SK, VxeX .

Definisi 6.1.¢2 @

Diberikan ruang metrik X. Dibentuk <An> .yaitu
barisan himpunan bagian-himpunsan bagiad dari X. <an>
dikstskan barisan turun (decreasing} jiksa

ARAZAZ (...

Selanjutnya akan dibuktikan teorema yang menjamin

hahwa &lﬁazhA;ﬁ ...., tidak kosong.

Teorema 6.1.1 : (Teorema Irisan Cantor)

Diberikan (X,p) adalah ruang metrik lengkap dan <An>
sdalsh barisan himpunan bsgisn tertutup dari X sedemikian

sehingga An_P & An untuk tiap n dasn diketszhui lim d(An)zG

i
Haks inan memzat tepat satu titik.
Bukti @

Ambil x, ¥ &hgf Ah , maka x, vy & Ah untuk tiap n.

Oleh karensa itu p{x,y) = d(Ah} untuk tiap n. Karena lim

d(An):G, maks p(x,y)=0, sehingga x = y. Hal ini Dberarti
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bahwa gﬁlAh memuat paliﬁg banyak satu titik,

Selanjutnya ditunjukkan bahwa gﬁl&n # @, ‘lUntuk
menunjukkan bahwa inAn # @, untuk tiap n, pilih X € An.
Haka p(xw¢”xh} = d(A,) untuk tiap n dan p dan dari hal
ini kita daéatkan bahwsa <x > adalah barisan Cauchy dalam
X, Jadi terdapat x<eX sedemikian sehinggs 1lim

Selanjutnys harus ditunjukksan bahwa x e 0 A .
Karena x_ € A untuk m Z n, kits peroleh x <€ A  untuk
tiap n. Tetapi, Karena tiap An adalsh tertutupr maka

K: = A, oleh karena itu x e 4 untuk tisp n.

-]
Contoh 6.1.1 3

Jika <In> barisan interval tertutup dalam [[R dengan

N o o]
sifat In > 1 mahka Q=iIn = O,

n+d?
Bukti =

Misalkan In= [aﬁ,bn} dan E = {an:nem}. Maka £ tidak
kosong dsn terbatas ke stas, untuk semua n bilangan anﬁ
b, Karena & mempunyai sifat batas atas terkecil maka
terdapat x di dalam R sehingga x = sup E. Mengingat 1>
I,,,untok semia n, maka untuk sebarangd p dan q € N,
berliaku

a_ % a = = b

Jadi untuk sebarang p € N dan sebarang g e N  berlsku
apﬁbqsehingga bq merupakan batas atas untuk E. Dengan
- demikian maka sup E = x = b, untuk semua n e N,
Ksrens x = sup E Jjelas bahwa a_ = x untuk semus n € N,
Jadi untuk semuz n berlaku & _ = x = bn, sehingga

[>e]

®x en I
n=ion

Terbukti bahws ﬁglln * g a
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Suatu himpunan bagian A dari rusng metrik (X,d)
disebut dense dalam X jika A = X.

Andaikan A adalah suatu himpunan bagian dari suatu ruang
metrik. A dikatakan nowhwere dense jika penutup A menmuat
interiof vang kosong. Jadi A nowhere dense <> A tidsk
nemuat sebarang himpunan terbuka yang tidak kosong

< tiap himpunan terbuks yang tidak kosong memuat suatu
subset terbuka vang tidak kosong saling asing dengan A e
tiaﬁ himpunan terbuka yang tidsk kosong memust suatu bola
terbuka yang saling asing dengan A.-

Sypatu himpunsasn bagisn Y dari ruang metrik (X,
disebut kategori pertama jika terdapst suatu <Ah> barisan
himpunan bagisn yang nowhere dense sedemikian sehinggs
v=gla

Suatn ruang metrik disebut ruvang Baire jika setiap
himpunan terbuka vsng tidak kosong bukan himpunan
kategori pertama.

Lemma 6.1.2 @

Suatu ruang metrik adalah ruang Baire jika dan hanya
Jiks setiap irisan terbilang himpunan terbuks vang dense
adalah dense.

Bukti :

Misalkan ruang wmetrik tersebut adalah (X,d),
Andaikan bahwa (X,d) adslsh ruang Baire. Andaikan pula
bahwa <An> adalah barisan himpunan bagian terbuka vang
dense dari X.

Harus ditunjukkan bshwa A = gfiAn dense dalam X. Untuk

menunjukkan bahwsa AzgfiAn adalah dense dalam X, kits
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harus menunjukkan bahwa AnY = © antuk tiap  himpunan
terbuka tidak kosong ¥ dsri X. Kita sandsiksn, jika
mungkin bahwa ANY = © untuk suatu himpunan terbuka tidak
kosong 7.

Maka X = (AnY)° = A° U ¥°, sehingga

Y= X0 = AT = (D AN v = UP (8 S,

Hal ini berarti bahwa ¥ adalah himpunan kategori pertama
karena (X,d} adalah ruang Baire,berarti % adalah kosong.
Hal ini bertentangan (kontradiksi} dengan pemnilihan ¥
vang tidak kosong. Jadi A dense dalsm X.

Untuk sebaliknys, andaikan bahwa tiap irisan
terbilang himpunan terbuka vang dense Juga dense.
Misalkan % adalah himpunan terbuka kategori pertama dari
X. Untuk melengkspi bukti, kita harus menunjukksn bahws
¥ =0, Kita pilih <A > barisan himpunan yang nowhere dense

s ¢]

sedemikian sehingga ¥ = U’ A . Maka <(E)°> membentuk

barisan himpunan bagian terbuka yang dense dari X, jadi

menurut pengandaian A = Q adalah dense dalsam X.

Hal ini berskibsat

E:@Q?i(g—)CIAQWﬁmX:EEWE:‘VC

v « U®
n=1 ™

2,
=

hal ini menunjukkan bahwa ¥

Teorema 6.1.2 ¢ (Teoremg Baire)

Setiap ruang metrik lengksp sdalah ruang Baire.
Bukti :
Andaikan <An> barisan himpunan bagian terbuka dan

dense dari X. Menurut Lemma 6.1.2, kita harus menunjukkan
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bahwas A = inﬁn sdalsh dense dalam X. Jadi, jika x€X dan
r>0, kita perlihatkan bahwsa B(x,r)={yeX :d(x,y)<rinA = 9O,
Andaikan C(a,r)={xeX : d{(x,s3) = r}.

Karena A open dan dense dalam X, terdapst X, €L dan
O<r =1 sedemikian sehingga C{x,,r,) = B(x,r)mAi. Rarens
A2 ocpen dan dense dalam X, terdspat xzex dan D<r2£1/2
sedemikian sehingga C(x,,r ) € B(x,,r )MA,. Jiks cara ini

diteruskan kita dspat menentukan X.os X5 iy xndan r

1’

r r . Sehingga kits dapat memilih xwuex dan

2_1 4+ 1 o3

0 « r_ % 1/(n+1) sedemikian sehinggs C(xwu,r pi=

+1 fatt 3

B{x_,r YA . Jadi, terdapat <x > barisan titik dalam X
™ T i+4 ™
dan <r > barisan bilangsn real sedemikian sehinggs

D<rn£1/n, dan C(xﬁ samih = B(xn,rh)ﬂﬁh+ untuk tiap n.

+1 ke s 1

Hisalkan C =C(x_,r ) untuk tiap n. Maka tiap €~ tidak
kosong dan tertutup, dan CMi p Ch > untukt tiap n.
Selanjutnya, d(C ) < 2r_ = 2/n, hal ini berskibat bahwa
lim d(C ) = 0. Menurut Teorems 6.1.1., terdspst yegfich,

sehingga y & B(x,r)NA, jadi B(x,r}A = 9, -

Tecrema 6.1.2 tersebut di atas membawa akibat vyang
akan dinyatakan dalam Teorema beriknt

Teorema 65.1.3

Jika (X,d) adalah ruang wmetrik vyang lengksp dan

ng?IAn, maka Int(ﬁz) » @, untuk snatu n.

Selanjutnys akan dibahas Teorema Pemetsan Terbuka,

vang diawali dengan sustu lemma.
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ILemma 6.1.3 ¢

Andaikan X dan Y adalah ruang Banach dan andsikan T,
T:X -~ ¥ adalah transformasi linear kontinu. Jika nol
adalah titik interior dari himpunan bagisn A dari X, maks
nol jugs titik interior dari T{(A).

Bukti :

Dibentuk V={x€X :@ #xl=1} dan ditinjsz r¥={rx : xeV}
adalah bols tertutup dengan pusat nol dan radius =r.
Karena nol diandaikan adalah titik interior dari A,
terdapat sustu r>0 dengan rV £ A. Karena T adalah linear,
naka berlaku

T(xrV) = rT(V) = T(A).

Selanjutnya ditunjukkan bahwa nol adalah titik dnterior
dari T{V).

Jelas bahwa X ﬁgf%V, dan karena T adalah transformasi
linear dari X kepada Y, maka Y dapat dinyatakan sebagai

Y = VSTV,

Menurut Teorema 6.1.3., terdapat k sedemikian sehinggs
kT(Vy memuat suatu titik interior. Karena KT(V) = kT(V),
maka T(V) memuat titik interior. Yaitu terdapsat V& TV
dan r>0 sedemikian sehinggs B(y_.,2r) € TVY . Jiks

diambil y&Y yang memenuhi Hy# < 2r, maka y-v, € T(V).

QOleh karena itu, y:(y—yo)+y0 e T(VY+T(V = 2T(V), dimana

V+V=2V. Sehingga {veY : #yl# <z} € T(V}. RKarena T 1linesr,

maka

™

{yeY : fylt < r2773 € 277F(V)y = T(27V)
berlaku untuk tisp n.

Selanjutnya, andasikan vyeY tertentu, sedemikian
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sehingga ly#i<r2™ . EKarena y e T(27'v)}, maka terdapat

x €2V sedemikian sehingga Hy-T(x, )} < r2", sehingga

™
kits dapat memilih x_ < 27V dan By - ET(xO0 < w2
i=1
" -
Jelas bahwa v - & T(x) € T(27'V), sehingga terdapat
M o
X dengan lly - %Li T(xi}ﬁ < r2 . Jadi <x > dipilih
sedemikian sehingga fx I < 277 dan
1 ™
Iy - & TGf = |y - TE x3f < 227
=41 L=
herlaku untuk semua n.
Selanjutnyva didefinisikan S5 TR AXE . X untuk tiap f
‘dan kita perhatikan bahwa
| Tx |<%
fis ;i - T x. < T ollx#d =277
nte n t=n+1L Le=n+ 4 v

untuk semua n dan p menunjukkan bahwa <s > adalah
barisan Cauchy. Misalkan 1lim s_ = x, dengan x<X.

oG
Maka Ixl = ¥, Hxhﬂ % 1, ini berarti x«¥. Karena T linear
n=1

dan kontinu, maka

T{x)

H

lim T(s ) = lim £ T(x) = ¥

i=41

vaitu v € T(V), maka {y&¥ : lyl < r/2} € T(V). g

8.2, Teorema Pemetaan Terbuka

Teorema 6.2.1 ¢ (Teorema FPemetaan Terbuks)

Jika B dan B’ adalsh rusng Banach dan jika T adalah
transformasi linesr kontinu dari B  kepada B°. MMaka T
adalsh pemetgan terbuks.

Bukti :
Kita harus menunjukksan bshwa jiks G sdalah hiﬁpunan

terbuka di dalsm B maka T(G) adalsh juga himpunan terbuksa
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di dalam B°. Andaikan y adalah susatu titik di dalam T(G),
maka terdapat suatu bola terbuks yang berpusat di v dan
termust di dalam T(G)>. Selanjutnya, andaiksn x adalah
titik di dalam G sedemikian sehingga T(x)=y. Karena G
adalah terbuka, maks x adalah puzat dari bols terbuks
vang dapat ditulis dalam bentuk x+Sr vang termuat di
dalsm G. Menurut Lemma 6.1.3. diatas, berakibat bahwa
T(Sr) memnat suatu 8;1‘ Selanjutnys Jjelss bsahwa y+S;1
adalah suatu bola terbuka yang berpusat di dalam T(G),

karena
y+8 € y+T(S ) = T(xX+T(S ) = T(x+8_) € T(&)
r r r o “
Hal yang penting dari penerapan Teorema Pemetasn
Terbuka, dinvataksn dalsm teorems berikut

Teorema B.2.2 3

Suatu transformasil linear kontinu bijektif dari
suatu ruang Banach kepsda ruang Bansch yvang lain adalah
suatu homeomorphisme. Khususnys,jika T transformasi
linear bijektif dari ruang Banach kepada dirinys sendiri
adalah kontinu, maks invers dari T yaitu T ° otomatis

kontinu.

£.3. Teorema Graph Tertutup.

Selanjutnya sksn dibahas Teorema Graph Tertutup
(Closed-Graph Theorem).

Andsikan T adalah transformasi linear yang bijektif
dari ruang vektor X ke ruang vektor Y. Invers dari T yang

ditulis dengan T ' didefinisikan sebagai
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T (y) = x jiks T(x) = v.

Teorema 6.3.1 :

Diberikan ruang Banach X dan Y dan T adalah
transformasi linsar terbatas yang bijektif dari X kepadsa
Y. Maka T ' adalah pemetaan yang terbatas.

Bukti

Karens T =~ adalah transformasi  linesr, kita
tunjukksn bahwa T 'adalah kontinu. Menurut Teoremz 6§.2.1
(Teorems Pemetsan Terbuks) (T ) ™=T memetakan himpunan
terbuka di X kepada himpunan terbuks di Y. Jadi 7
mempunyai sifst sebagai berikut :inverse bsayangan dari
himpunan terbuks adslah himpunan terbuka . ©Oleh karena
itu, menurut definisi dari pemetsan kontinu, T * adalah
kontinu. g

Corollary :

Andaikan X adalah ruang Banach dengan sebarang satuy
daril duas norma #.% , I.# . Andsikan bahwa terdapat suatu
konstanta K sedemikian sehingga

Hxﬁié Kﬂxﬁz , untuk semus xeX  ........ (13
Maka dua norma adalah ekuivalen, vaitu terdapat sustu
konstanta K~ sedemikian sehinggda
Hxﬁzﬁ Kifxli1 » untuk semua x=X .......... (2%,
Bukti :

Kita nyatakan X1 adalaﬁ ruang Banach dengsn normsa
I.W dan X, adalah ruang Banach dengan norma #.14_. Kita
tinjau pemetaan T{(x)=x dari X2 kepada Xi. Menurut (1), T
adalah terbatas. Oleh karena itu, menurut Teorems 6.3.1,

maka T ' juga terbatas. Jadi (2) terbukti. m
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Definisi 6.3.1 3

Diberikan T suatu transformasi linear dari ruang
linear X ke ruang linear Y, dengan dasrah asal (domain)
DT. Graph dari T vang ditunlis sebagai GT adalah himpunan
gemus titlk (X,T(xJ)) dalam XxY, dimana xEDT. Jika GT
adalah himpnnan bagian tertutup dalam produk Cartesisan
XxY maka hita katakan bahwa T adslah operator tertutup.

Kita perhatikan bhahwa GT adslah subrusng linesar
dalam XxY. Jadi T adalah tertutup jiks dan hanya jiksa GT
sdalah subruang linesar fertutup. Kita perhatikan Jjugs
bahwa T adslah tertutup Jika dan hanya Jjiks iﬁQDT, X b
o3 T(xh}~m» v berakibat bahwa xEDT dan T(x)=v.

Sustu rusng topologi disebut ruang Hausdorff Jjika
setisp dua titik vang berbeda termuat dalam himpunan
terbuka yang saling asing.

femma 6.3.1

Jika X adalah ruang topologi dan Y adalah ruang
Hausdorff dan T:X-— Y adalah kontinu, maka graph GT dari
T adslah tertutup.

Bukti :

Andaikan & =adalah komplemen dari GT dalam XxY.
Ditentukan (xo,yo}ES. Maka yoﬁT(xo). Jadi  d dan T(xo)
masing-masing mempunysal kitar vang saling asing, kita
namakan V dan ¥ dalam Y. Karena T kontinu, maka X
mempunyail kitar U sedemikian sehingga T{U)<W. Kits
perhatikan bahwa UxY adalah kitar dari (xo,yo), berada di

dalam S. Hal ini berarti bahwa S terbuksa.

Jadi GT tertutup.
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Teorema 6.3.2 3 (Teorema Graph Tertutup)

Diberikan ruang Banach X dan Y dan T adalah
transformasi linear dari X ke Y. Jika T tertutup, maka T
kontinu.

Bukti :
Graph dari T yaitu GT adalah subruang linear tertutup
dalam produk Cartesian XxY {(dengan H{x,y)fi=lixii+tyil), Qleh
karena 1itu GT sendiri adalah rvang Banach. Kita tindisu
transformasi linear terbsitas J dari GT kepada X dengan
J{x,T{(x))zx. Karena J adalah bijektif, menurut Teorems
6.3.1, maka J adalsh transformssi linear terbatas dari
X ke Y.

Sehinggsa

Hex,T(x)ON = 1o 'l s Klixfi, wuantuk semua xeX
untunk sustuy konstanta K. Akibatnva, lx#+IT(x)F = EKixl ,

dan oleh karena itu T terbatas. g
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BAB VII

TEOREMA KETERBATASAN SERAGAM

Dalam bab ini akan dibshas Teorema Keterbatasan
seragam {(Unifom Boundedness Theorem?l. Teorens
Keterbatasan seragsm Sering disebut sebagéi Teorema
Bansch-~Steinhaus atau sering jugs disebut sebégai Pringip
Keterbatasan Seragam (FPrinciple of uniform boundedness).
Akan dibahss terlebih dahulu pengertian keterbatasan
(boundedness) dalam barisan fungsi-~fungsi.

Dalam pembshasan barisan fungsi <f;> untuk n € N dan
%X € himpunan E, kita berhadapan dengan dus variabel n dan
%, Selanjutnya aksn dibahas pengertian keterbatsan

(boundedness) dalam barisan fungsi-fungsi ini.

7.1. Barisan Terbatas Seragam

Jika untuk setiap n € N, fungsi £~ adalsh fungsi
terbatas pada E, maka <F > disebut barisan dari
fungsiéfungsi vang terbsaitsas pada E, Jiks untuk setiap
titik p di dalam E vyang diberikan, barisan bilangan
<f;(p}> merupaksn barisan vyang terbatas, maksa <£f >
dinamskan terbatas titik demi titik pads E, Jjadi dalam
hal ini terdapat fungsi H vang bernilai berhinggs pada E
sedemikian sehingga

F£ (x> = H(x), untuk x€E, n=1, 2,

Jika dapat ditemukan sustuy bilangan M sedemikian

93
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sehinggs If;(x}i = M, untuk x<E dan n=1, 2,
maksa barisan <f > disebut terbatas seragam pada E.
Contoh 7.,1.1
Barisan <f>» dengan £ (%)= ——  untuk  0<x<i,
n=1,2,... adsalah terbatas titik demi titik pada (0,1)

tetapi tidak terbatas seragam pada (0,1). Sebab terdapsat
H(x}z-%— sehingga berlaku ff;(x)l = é— untuk  0O<x<1,
n=1,2,..., tetapl tidak dapat ditemukan bilangan M
sehingga ketidasksamasan dalam definisi di atas dipenuhi,
karena masing-masing f_merupskan fungsi tsk terbatas.
Tetapi barisan <g > dengan g%(x):-é;(xzmx} adalah
terbatas seragam pada [0,1] sebab 0=)g (x)i=1, n=1.2.....
Barisan fungsi vang terbatas seragam tentu terbatas titik

demi titik.

Teorema 7.1.1 ¢ (Proses Diagonal Cantor)

Diherikan barisan fungsi <t;> dengan f% (n=1,2,...3
adalsh fungsi dari rusng metrik X ke dalam ruang metrik
kowmpak Y. Jiks Ez{xi,xz, ...} =adalah susatu subhimpunan
terbilang di dalasm X, maka terdapsatlsh sustu subbarisan
<g > dari «<f >, sedemikian sehingga <& > konvergen di
setisp titik snggota E.

Bukti @

Karena Y adalsh ruang metrik vang kompak, maka
menurut Teorema-3.2.2.8, setiap barisan titik di dalam Y
memnat subbarissn yvang konvergen ke suatu titik di dalam

Y. Ditinjan barisan titik <f (x )> di dalam Y. Barissan
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ini memuat subbsrisan titik <f; (x1)> {dengan n <n,< N
k

vang konvergen ke susatu titik, misalkan Y, di dsalam Y.

Untuk k=1.2, ... agar mudah ﬁw kita tulis =ebagsai
"

tlk(xi}, jadi f;k(xi}:f;k(xi} dengan 1 berkaitan dengan

indeks pada x, dan k berkaitan dengan nomor urut pada n,.
Kalau k diganti dengan n, maks kits mempunyai barissan
titik <1;n(x1)> vang konvergen ke ¥, sebagal subbsrisan
dari basrisan titik <f (x 3>. Dengan demikian barisan
fungsi <f, > adalah subbarisan dari barisan <f > vang
diberikan

Kita tinjau barisan titik di dslam ruang metrik
kompak ¥, vyakni <12h(x2)>. Barisan titik ini memuatl
subbarisan, kita sebut <I;n(x2}> vang konvergen ke 7 di
dalam Y. Barisan fungsi <f, > ini adalah subbarisan dari
«ﬁm> vang Jjugs suatu subbarissn dari fungsi <f;>.
{2n buksn berarti 2 ksli n, melainkan n dikaitkan dengan
indeks x, dan n nomor urut sehingga indeks 2n pada £,
adalah bilangan asli p_  dengan sifat P AR <P <. L
Selaniutinya <f;h(x3)> memuat. snatu subbarisan <1;n(x3)>
vang konvergen ke suatu titik v, di dalam Y. Jiks proses
ini diterusksan, kita akan mempunyai barisan-barisan

fungsi: barisan Bi, barisan B barisasn B, ,

2, R 3 D]

sebagai berikut

B + Ff , F untukbx1 konvergen ke Y, s

1 14 12’ 2a’ 14°

Bz. osr Lo Taar Iogs nntuk X, konvergen ke y,
B3 fs:’ f;z, 55’ lgg> o untuk Xg honvergen ke Vy
84 f;i, f;z, f;a, f;4, untuk X, konvergen ke Y,
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--------------------------

--------------------------

F ... untuk X, konvergen ke Yy

Untuk setiap bilangan asli s berlaka B, subbarisan dari
Br untuk semus r<s, dan untuk senus bilangan sasli k,
jelss bahwa barissn Bk merupakan subbarisan dari barisan
fungsi <f >. Belanjutnya kita 1lihat bsarisan B hssil
proses diagonal berikut

B : F bl

22’

£ F £

£1° ag? 4a’ T Ty

Barisan B ini adalah subbarisan dari barisan vang

diberikan <f;>. Untuk setiszsp k, mulai suku ke k, dadi f;k

dan seterusnya dalsm B adalah suku-suku dari Bk. Jadi

£ £

kk? k+s k+1? fk+2k+2’

adalah subbarisan dari B, -

Kita buktikan bahwa barisan fungsi B ini konvergen
di setiap titik anggota E. Diambil sebarang titik X,
anggots E. Kita tinjau subbarisan dari B

ep’ fp+1p+1 2 fp+2p+2 o

(1>
vang merupakan subbarisan dari barisan fungsi Bp. Rarens
barisan Bp untuk xp konvergen ke y# maka barisan (1)
antuk xp Juga konvergen ke yp. Karena B hanyalah barisan
vang dapat diperoleh dari (1) dengan mienaruhkan
berhingge banyak fungsi-fungsi

F

£ Logsvvvs L

14 "2z’ “as p-ip-1*

di depannya, maks B untuk X, Juga konvergen ke titik Yo
Jadi B konvergen untuk sebarang +titik X anggota EH,

sehingga B konvergen di setiap titik snggota E.
n



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

87

Akibat dari Teorems di atas jika <f > suatu barisan
vang terbatss titik demi titik pada E dan E1 suatn
subhimpunan terbilang dari himpunan E, maka selalu
mungkindicari suatu subbarisan <f > vyang konvergen di
setiap titikh x « Ei, karena dalam hal ini untuk setisp x
vang diberikan dalam E , barisan bilangan <f (x3> vyang
terbatas ini memuat subbarisan yang konvergen. Hasil ini
ditulis dalam Teorems berikut

Teorema 7.1.2

Jika <f > suatu barissan fungsi ysng bernilai real
atau kompleks dan terbatas titik demi titik pada
himpunan E, dan E_ suatu subhimpunan terbilang dari E,
maks <f > memuat &ubbarisan <f_ > sedemikian sehingga

<f;k(x)> konvergen di setiap x « E:'

7. 4. Keluvargas Fungsi-fungsi Fkuikontinu

Selanjutnya didefinisikan konsep barisan fungsi
ekuikontinn

Suatu kelvargs ¥ dari fungsi-fungsi bernilai real
atau kompleks yang didefinisikan pada suatu himpunan E
subhimpunan dari ruang metrik (X,d) dikatakan ekuikontinu
pada E, Jika untuk setiap £>0 terdapat 4>0 sehingga untuk
semus X dan y dalam E dengan d(x,y)<é dan untunk semus
fungsi £ & F berisku

| £(x)~£(y)| < &

Jadl ekuikontinu adalah sifat suatu keluarga fungsi,

bukan sifat suatu fungsi. Setiap fungsi anggota keluargs

fungsi vyang ekuikontinu psds sustue himpunan, adalah
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kontinu seragam pads himpunan tersebut.
Definisi di atas ditulis dalam bentuk lambang
sebagail berikut
F ekuikontinu psds B
jika dan hsanva jikg |
(Ve>0)(3E>0) [(VxeE ,VyeE ,d(x,y)<8,VIeF) » [ F(x)-F(y)l<e].
Untuk barisan <£ > definisi diatas menjadi
<f > ekulkontinma pada E
Jika dan hanva Jika
(Vs)O}(35>O)[(VxEE,VyeE,d(x,y}<é,Vnem)¢lf;(x}—f;(y)i<s}.
Barisan <fl> tidak ekuikontinu pada E, Jiks

(Ye>03(3>0) [(VxeE, VyeE,d(x,y)<&, VnelN) ~ £ (x)-7 (v)]]2e,

Teorema 7.2.1 dan 7.2.2. berikﬁt ini menunjukkan
bahwa terdapat kaitsn vyang ssngat erat antara konsep
ekuikontinu dengan barissn fungsi kontinu yang konverden
seragam

Teorema 7.2.1 2

Jika K sustu rusng metrik kompsk, dan jiks f; fungsi
bernilai real atsu kompleks yang didefinisikan dan
kontinu pads K untuk n=1, 2, ..., dan Jika <f;> konvergen
sersgam pada K, maka <f;> ekuikonting pada K.

Bukti s

Diberikan £>0 . Karena <f > konvergen sersgam pada
- K, menurut kriteris Cauchy terdapat suatu P sedemikian
sehinggs

V£ O-F(x)) < 8/8 o (1)

untuk semus nZp dan semua xX<€K.
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Karens fungsi vang kontinu sadalah kentinu seragam
pada suatu himpunsn vyang kompak, maka untuk £, F£,,
...,f; dapat dicari suatu &>0 sehingga

£, GO-£9)] < 8/3 Lo 2y
untuk i=1, 2, ....p dan untuk semua % dan ¥y anggota K
dengan d(x,y) < &.

Selanjutnya akan ditunjukkan bsahwa untuk ¢ ini
Ef;(x)—f;(y)! < £ , berlaku untuk semusa n<iN dan semus x
dan y di atas,

Jika nzZp dan d(x,v) < & ,maka mengingat (1) dan (2)
berlaku

PE (x) = £ = 16 (x) ~ £ + 1E (xo-F (yrt +
| £ (y) ~ £ (V)]
< /3 + &/3 + /3 = &
Ketidaksamasn ini bersama-sama dengan (2) memperlihathksan
bahwa <f > ekuikentinu pada K.

Teorema 7.2.2 : (Teorema Arzels-Ascoli)

Jika K suatu ruang metrik kompak, dan jiks f; fungsi
real atau kompleks vang kontinu pads K, dan <f > barisan
terbatas titik demi titik dan ekuikontinu pads K, maka
(i) <f_> terbatas seragam pada K ;

(i1} <f > memuat suatu subbarisan yang konvergen seragam
Bukti 3
{i)Y Diberikan =£>8. EKarens <f;> ekuikonting pada K,
terdapat 6>0 sehingga untuk semus x dan vy di dalam K
dengan d{x,v} < é dan semus nelN berlaku |
[£(x3 -~ £yl <& Lol (1)

Karena X kompak, terdapstlah titik-titik vang cacahnva
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berhingga p,, P, .» P, anggota K sehingga
R < i.:i R(S(pt)
dengan Ng(p ) = {x @ d(p,,x) < &}, i=1, 2, ...,r. Karena

<f;> terbatas titik demi titik pada K, maks terdapatlsah
bilangan real M, sehinggs |f;(pa>i < M, untuk semua nelN,

Diambil ¥ = maks {Mi, M e Mr}. Untuk sebarang x € K,

o
terdapat suatu 1 dengan 1Si=r sehingga x & Ng(p. ). Jadi
menurut (1) berlaku [f (x)~f (p )l < & untuk semua n & N,
Dernigan demikisn untuk sebarang x € K dan sebarang n = IN
berlaku £ (x| < 1£(p)l + & <M + &,
Terbuktilah (i).
(ii) Diketahui bahwa K adalah kompak . ©Gleh karena K
kompak mska K memuat subhimpunan terbilaug E yang rapst
(dense) padsz K. ‘

Henurut Teorema 7.1.2. karena <f > terbatas titik
demi titik pasda K dan E subhimpunan terbilang di dalam K,
maka <f > memuat suatu subbarisan <f > sehingga <f  (x)>
konvergen di setiap x e E.

Dimisalkan £>0 dan ambil &30 seperti padsa awal bukti

ini. Karena E rapat dslam K, dan K kompak, maka terdapst

titik-titik anggota E vang cacahnya berhingga
X >Xys 00X sehingga
Ko UNAX) oo (2)

Untuk memndahkan penulisan kita nvatakan f;kzgk dan akan

dibuktikan bahws g > konverden =eragam pada K. Karena

<g> konvergen seragam di setizp titik anggotsa

masing-masing barisan bilangan
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<g (x>, <g(x,)>, ..., <g(x)> adalah konvergen.
Menurnt Cauchy, sesusi dengsn &>¢ diatas terdapat p
sehinggs untuk nZp dan mZp berlaku

ig;‘(xj}—gm(xj)i < ¢ , untuk j=1, 2, ..., s ce (3)
Untuk sebarang xeK, (2) menuninkksn bahwa terdapat susatu

a dengan 1<g=<s gehinggs xeNé(xq), dan mengingat (1)

berlaku
Igi(x)~§;(xq)l < & untuk semua kelN , . ...... (4)
sebab &, adalah sustu fungsi anggota barisan <f;>. Jika

nZzp dan mZp dengan memperhatikan (3) dan (4) diperoleh
igk(x)“g%(X)|Sig;(x)-£;(xq)i+i£;(xq)-§;(xq)l+
18,(x 0-g (x)] < 3&

‘Dengan demikian unfuk seiiap £ >0 vyang diberikan,
terdapat p sehinggsa untuk semus n 2 p dan semua m = p,
dan semua x<K berlaku g (x)-g (x)| < 3=, menurut
kriteria Cauchy <& > konvergen seragam pada K.
Jadi <f , > konvergen seragam pada K.w

7.3. Teorems Keterbatasan Seragam

Selanjutnya aksn dibuktikan Teorems Keterbatsasan
Seragam (Uniform Boundedness Theorem).

Teorema 7.3.1 1 (Teorema Keterbatasan Seragam)

Diberikan ruvang Banach X dan ruang linear  bernornma
Y. Andaikan {Ta} adalah keluargs dari transformasi linear
terbatas dsri X ke Y. Jika untnk setiap x € X, {Ta(x)}
adalah himpunan terbatas, maka {HTGH} adalah himpunan

terbatas.
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Bukti :

Jika terdapat suatu bola terbuka Bg(xo) dimans
{Ta(x}} adalah terbatass seragam vaitu, untuk suatu
konstanta K,

1T, (x )b < K Jjika Ix-x 1 < é ..... (7.3.1)
maka kita dapat dengsan mudah melengkapl bukti Tecrema
ini, Selanjutnys untuk y#0 didefinisikan

Z= TiTy’ + XO -

Karena lz-x # < =, menurnt (7.3.1) maka 0T (z)I < K

Sehinggsa
£ = N
Tyt Ty I-1T (x )% =< H'ﬂ;ﬁTa(Y>+Ta(xo>u = 47 (z)h = ¥
Kita dapstksn
E + NIT (x > .
& K+ K
HTayil = —= lyff = —5 Nyl

dengan K= sup IT _(x )#<w.
Kita simpulkan bahwa ﬂTaﬂ = (K+K"y/e.

Selanjutnvsa, ﬁn£uk melengkapi bukti Teorema ini kits
tunjukkan bahwa terdspst suatn bola terbuka dimans
{? (x>}adalah terbatas seragam. Kita andaikan bahwa
tidak terdapat . bola terbuka dengan sifat tersebut,
kemudian diturunkan suatu kontradiksi.

Bentuk bola terbuka B . Maka terdapat suatu titik

X, dalam Bo sedemikian sehinggs HTai(xi)H >4

untuk suaty indeks & . Dengan kontinuitas kita mempunvai

”Ta1(x>ﬁ > 1 dalam sustn belsa Bai(xi) berada dslan B

Kits ambil £1<1. Dalam bols vang barn ini, {Ta(x)} tidak
terbatas seragam., Oleh karena itu terdapat titik

xzeBg (xl) sedenikian sehingga
i
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0T, (x,08 > 2
untuk snastu indeks @z, o@z®od, Dengan kontinuitas,

ﬁTaz(x}H>2 dalam sustu bela terbuka B, (x,) berada dalam
2
B (xi}. Kits ambil £, < ;— Rita dapat melanjutkan cara

£
i

ini untuk mendefinisikan titik-titik x,, x_, S X s
dengan indeks Oy B s e B, L dzn bilangan positif
Eas gn wevs Ss e sedemikian sehingga

B£n<xﬁ) < BsnEfW*>’ £ <1/n, o ma, jika 15ji<n,

dsn qum(x)H > n, untuk semua xeﬁsgxn}.

m .
Menurut Teorema 6.1.1, terdapat titik =z e 0B (x).
™
Karens HTan(z)" z n, untuk semus nzl, kitas peroleh suatu
kontradiksi, vakni kontradiksi dengan asumsi bahwsa

{Ta(z)} sdalah himpunsan terbatas..

Suatu barissn <T > yang terdiri atas operator
linear terbatas dari ruang linear bernorma X ke ruang
linesr bernorma Y, dikatakan konvergen kuat (strongly
konvergenf) jika untuk sebarang x € X, lim T (x) ada.
Jika terdapat sustu operator linear terbatas T sedemikian
sehingga lim Tn(x)xT(x), maka kita katakan <T“> konvergen
kust ke T

Teorema 7.3.2 ¢

Diberikan ruang Banach X dan rusng linesr bernorma
Y. Jiks <T“> adslah barissn operstor linear terbatas dari
¥ ke ¥ adalsh konvergen, maks terdapat operstor linear

terbatas T sedemikian sehinggs <Tn> konvergen kuat ke T,
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Bukti :

Untuk sebarang x e X <T _(x)> adalah barisan
terbatas, ksrens konvergen. Menurut Teorema Reterbatasan
Iseragam berakibat bahwa HTnH = K, untuk semusz n=l, dengan
K adalah susatu konstanta. Sehingga

HTn(x}ﬂ < Kix# , untuk semuz x € X ....(7.3.2)
Selanjutnya didefinisikan T(x) = lim T (X). Jelss bahwa T
sdalsah operator linear. Dari (7.3.2) , #T(x># = RKlxi#
Jadi T adalah operator linesr terbatas.

Akhirnya, menurut definisi T, <Tn> konvergen kuat ke T.'
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BAB VIII

PENUTUP

Rarvs tulis tentang rusng Banach ini diskhiri dengsn

ikhrissr tentang hal-hal ysng dibshas didalamnys, yaitu

(33

(b}

(e)

Topik~topik pendunkung untuk mewmbshss ruang Banach

‘vang terdiri atas : fungsi, ruang metrik ., batas ates

dan bswah himpunan terurut, himpunasn terbuks dan

tertutup, barissn konvergen dan rusng metrik lengkep,
pemetsan Kontinu, ruang linear, rusng topologi, lemms

Zorn, penutup himpﬁnan‘

Konsep - konsep yvang berksitan langsung dalam pembs-

heszan ruang Bsnach, seperti bsrisan Csuchy yang hkon-

vergen, transformasi linesr kontinn dan terbatss,
fungsional linesy, kekonvergenan sersgam dan terbatss
sersgam

Contoh -conitoh ruang Bsasnsch yang terdiri atas

(i} Ruang Enclides Rk

{ii) Himpun;h semus fungsi bernilai real stan

| kompleks kontima dan terbatas C{X}.

(iii) Himpunsn semus transformssl linesr kontinu dan
terbstas dari ruang linear bernorma N ke raang
Bansch N’

(iv) Himpunsn semus fungsionsl linesr terbstss dari R
ke K ditulis dengan notssi B(N,K} stasu disinghkat

sebagsi N dan disebut ruang dual dari N.

182
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(d) Beberspa teorema yang berlaku dalam ruang Banach,
vaitu :
(1) Teorema Hahn-Banach
(ii) Teorema Pemetaan Terbuka

(iii) Teorema Keterbatasan Seragam
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