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ABSTRAK

TRANSFORMAST LINEAR DAN PENERAPANNYA PADA
PENYELESATI AN PERSAMAAN DIFERENSTAL LINEAR HOMOGEN
TINGKAT-n DENGAN KOEFISIEN KONSTAN

Maria Goretti Fitri Ana Mintarsih
Universitas Sanata Dharma

Yogyakarta

Himpunan =semua penyelesaian Persamaan Diferensial Linear
Homoger: {(PDLH) tingkat—n dengan koefisien konstan dapat
ditentukan dengan menggunakan aljabar linear, kEhusushyva
vang berkaitan dengan sistem persamaan linear, ruang wvek-
tor. dan transformasi linear. Transformasi linear adalah
transformasi dari suatu ruang vektor V ke dalam ruang vek-
tor W yang mengawetkan operasi dari ruang vektor tersebut.
Suatu transformasi linear dari ruang vektor ¥V ke dalam ru-—
ang vektor V disebut cperator linear pada V. Permasalahan
perentuan himpunan semua penyelesaian PDLH tingkat—n  de-—
ngan koefisien konstan dapat dirumuskan ke dalam per—
masalahan alijabar linear dengan menggunakan operator di-—-
ferensial tingkat-n,; vaitu menentukan suatu basis dari ru-
ang nol dari operator diferensial vang berkaitan dengan

peErsamaan diferensial tersebut.
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ABSTRACT

LINEAR TRANSFORMATIONS AND ITS APPLICATION TO THE
SOLUTION TO A HOMOGENEOUS LINEAR DIFFERENTIAL EQUATION
OF ORDER-n WITH CONSTANT COEFFICIENTS

Maria Goretti Fitri Ana Mintarsih
' Sanata Dharma University

Yogyakarta

The set of all soluticns toc a2 Homogeneous Linsar Differen—

H} of order—n with constant ceefficients
can bes determined by %Eing linear algebra, in particular
the syétem of linear esquations, vector spaces and linear

transformations. & linear transftormation is a transforma—

L1

tion from one vector space VY into another vector space

N

which preserves the coperations of both vector spaces.
linear transformation from vector space V into itself is

lled linear operator on VY. The problem of detsrmining
set of all soclutions to a PDLH of order-n with constant
coefficients can be formulated as a linear algebra probiem
by using differentisl operator of order-n, i.2. determi-
ning a basis of the null space of the differential opera—

tor associated with the differential eguation.

wvi
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BAB 1
PENDAHULUAN

1,1 Latar Belakang Masalah

Dalam matematika, cabang matematika yang satu dengan
cabang matematika yang lain saling berkaitan erat sebab
pemahaman cabang matematika yang satu dapat merupakan sya-—
rat untuk memahami cabang matematika vyang 1lain. Dalam
skripsi ini penulis ingin menunjukkan keterkaitan vyang
erat antara dua cabang matematika yang telah di dapat da-

lam perkuliahan.

Dalam matakuliah aljabar linear dibahas mengenai hu—

bungan antara aljabar linear dengan matriks dan geometri.
Sehingga timbul kesan seolah—olah aljabar linear hanyalah
berkaitan dengan matriks dan geometri. Namuﬁ sebenarnya
aljabar lineaf juga berkaitan dengan cabang—-cabang méﬁgmé;
tika yang lain seperti persamaan diferensial, pragram 1li-
near, statistika, dan lain-—lain.

Peﬁulis tertarik untuk membahas mengenai keterkaitan

antara aljabar linear dengan persamaan diferensial. Akan

ditentukan himpunan semua penyelesaian dari Persamaan
Diferensial Linear Homogen (PDLH) tingkat-n dengan koefi-
sien konstan dengan menggunakan aljabar linear, khususnya
yvang berkaitan dengan sistem persamaan linear, ruang vek-—

tor, dan transformasi linear.
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i.2 Perumusan Masalah
Pokok permasalahan yang akan di bahas dalam skripsi
ini dapat dirumuskan sebagai berikut :
a) Apakah yaﬁg dimaksud dengan transformasi linear 7
b) Apakah yang dimaksud dengan operator diferensial ting-
kat-n *?
c) Bagaimaﬁakah operator diferensial dapat digunakan untuk
menyelesaikan PDLH tingkat-n dengan koefisien konstan ?
d) Bagaimanakah mencari suatu basis dari ruang penyele—

saian PDLH tingkat-n dengan koefisien konstan 7

1.3 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah untuk memahami pe—
ngertian transformasi linear, yang kemudian digunakan untuk
mengembangkan. pengertian operator diferensial, yang dapat
digunakan untuk menentukan himpunan semua penyelesaian da-—

ri PDLH tingkat-n dengan koefisien konstan.

l. 4 Pembatasan Masalah

a) Ruang vektor yang dibahas adalah>ruang vektor atas bi-
langan kompleks.

b) Persamaan diferensial vyang dibahas adalah persamaan
diferensial linear homogen tingkat-n dengan koefisien
konstan.

c) Sifat-sifat transformasi linear yang di bahas adalah

sifat—sifat yang akan digunakan untuk menentukan him-
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punan semua penyelesaian PDLH tingkat—-n dengan koefisi-

en konstan.

1,5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah :

a) Pembaca dapat dengan jelas mengetahui keterkaitan anta-—

ra transformasi linear dengan penentuan himpunan semua

penyelesaian PDLH tingkat—-n dengan koefisien konstan.

b) Memberi motivasi kepada pembaca untuk melakukan peneli-

tian lebih lanjut , mengenai penerapan aljabar linear

pada cabang matematika yang lain.

1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian vyang digunakan adalah metode

penelitian kepustakaan.
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BAB II
SISTEM PERSAMAAN LINEAR

Dalam Bab II ini kita akan mengingat kembali beberapa si-
fat dari sistem persamaan linear yang akan kita gunakan
untuk memahami sifat—sifat dari ruang vektor vang dibahas

dalam Bab III.

Definisi 2.1

Persamaan Linear dengan n variabel adalah persamaan vyang

berbentuk
ax +ax + ...+ax =b (1)
171 2 2 nn

di mana a1_.a2_....,ah dan b adalah konstanta—konstanta

kompleks dan X os¥ meemaX adalah wvariabel-variabel. Bentuk
umum Sistem Persamaan Linear (SPL) mxn yang terdiri darim

persamaan dan n variabel adalah sebagai berikut :

Y S Y i — S~ iy W o)
11 1 12 2 in n 1
321.‘1 + azzxz + ... + az ¥ = t-z
n "N
(2)
5 o - 3 A
- - - - -
a +a x + ... +a x =b
mi 41 ma2 2 mn n m

di mana a .4 _.=-=--sa dan b adalah konstanta—kaonstanta
11 12 in 1

kompleks, dengan A R _seeasd tidak bersama—-sama sama

dengan nol untuk i = 1,.2,....m.
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Definisi 2.2

Penyelesaian SPL mxn adalah pasangan terurut bilangan-—

bilangan ()&,xz,...,xn) yang memenuhi semua persamaan 1i—
near dalam SPL. Himpunan semua penyelesaian dari SPL

disebut himpunan penyelesaian dari SPL. SPL yang mempunyai
peﬁyelesaian disebut konsisten, sedangkan SPL vang tidak
mempunyaifpenyelesaian disebut inkonsisten. SPL vyang in-
konsisten mempunyal himpunan penyelesaian yang'knsong. SPL

vang konsisten mempunyai himpunan penyelesaian tak kosong,

dengan tepat satu anggota atau tak hingga banyak anggota.

SPL. (2) di depan dapat ditulis dengan notasi

matriks
sebagai berikut :
[ a a mee a 176 =« 7 [ b ]
11 12 in 1 1
a a - | 4 b_
21 22 2n 2 = 2
a a S50 &) X b
| mi m2 mn J [ 1o A X m N
atau lebih singkat di tulis Ax = b, di mana A& = (au) untuk
. ' ) T
i = 1,2;00asm 3 3 = 1,2,000,n0 5§ x = (xi,xz,...,xn) dan
b =

(g}tg,...,bm)T. Matriks & disebut matriks koefisien.

Sedangkan matriks yang terdiri dari matriks & dan matriks

b = (E}tgﬂ"'!bm)T vang ditulis pada kolom terakhir di-—
sebut matriks yang diperbesar. Jadi matriks yang diperbe-
sar dari SPL (2) adalah
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[ a a ce. A b
11 12 in 1
a a P a b
21 22 2n 2
a a - a b
mi m2 mn m |

Definisi 2.3
Dua S5PL yang memuat variabel yang sama dikatakan ekuivalen
jika kedua SPL tersebut mempunyai himpunan penyelesaian

yang sama.

Teorema 2.1

Tiga operasi berikut yang dikerjakan pada suatu SPL akan

menghasilkan SPL lain yang ekuivalen

1. Menukar tempat dua ﬁersamaan dalam SFL tersebut.

2. Mengalikan suatu persamaan dengan konstanta kompleks
yvang tidak sama dengan nol.

3. Menambahkan kelipatan dari satu persamaan pada persama—
an yang lain.

Bukti :

1. Jelas bahwa menukar tempat dua persamaan dalam suatu
SPL tidak berpengaruh apapun terhadap himpunan penvyele-—
saian SPL tersebut.

2. Akan dibuktikan bahwa » = (C1’C2""’En) adalah penye—

lesaian dari persamaan

a x + a
L

¥ + ... + a w =bhb
11 1 2

2 in n i
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7
bila hanya bhila x = (c1,c2,...,cn) penyelesaian dari
persamaan

afa # + a8 ® + ... + a ) = ab,
11 1 12 2 n n 1
di mana a e C, a # 0. x = (ci,cz,...,c ) penyelesaian
n
dari petrsamaan a x + a +...+ a x = b
11 1 12 2 N n L

bila hanya bila

a c +a c +...+a c =h
11 1 12 2 mn n 1
bila hanya bila

afa ¢ + a c +...+ a c ) = ab,
i1 1 iz 2 L in n i

bila hanya bila

X = (c1,ci,...,cn) adalah penyelesaian dari persamaan
afa ¥ +a ¥ + ... +a x) = ab,,
11 1 2 2 mn n L

Akan dibuktikan bahwa SPL (1) yang memuat

a ®x +a x + ... +a x =Db
1 1 12 2 in n L
a x +a x + ... +a x = b,
j1 1 12 2 In n J

ekuivalen dengan SPL (2) yang memuat

a, x +a x + ... +a x = b
-1 4 2 2 in n 1
&a X +a x 4+ ... + a x +
114 1 2 2 in n
afa, ¥ +a x + ... +a, x ) =hb + ab
Ji 1 12 2 In n 1 ]

di mana a € €, a # 0.

Andaikan himpunan penyelesaian SPL (1) adalah S8 dan

himpunan penvyelesaian SPL (2) adalah T.
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{=) Ambil sebarang x = (Ci,Cé,...,Cn) e S. Maka
a c +ac + ... +a c =b
11 1 12 2 in n L
dan a c + a c 4+ ... +a c = b .
j1 1 j2 2 in n J
Sehingga
afa, c +a c + ... + a c = ob, .
Ji 1 JZ 2 Jn n J
Jadi
il —t| ag it | .+ aee +
14 4 12 2 mn n
of(a, ¢ +a c + ... +a c)=~hb + ab .
- J1 1 12 2l nn 1 J
Berarti x = (ci,ci,...,cn) memenuhi SPL (2),
sehingga ®» € T. Jadi §c T.
(<) Ambil sebarang y = (d1ﬂ%,...,dn) e T. Maka
ad + a d +...4a d =bhb
11 1 12 2 in n 1
dan
ad +a d + ... + a d +
14 1 12 2 N N
afla.d +a d + ... +a_d)=~hb +ab .
. Jl 1 J2 2 n n 1 J
Sehingga
b + afa. d + a d + ... +a d) =b + ab,
i j1 1 iz 2 nn L J
+ 4+ N =
< a(aj1d1 ajzd2 + ajndn) abj
< a d +a.d+'---+a.d=b..
i 1 2 2 nn J
Berarti y adalah penyelesaian dari SPL (1), sehing—
ga ye S. Jadi T < S.
Karema S ¢« T dan T c S, maka § = T. Jadi &FL (1)

ekuivalen dengan SPL (2).]}
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Eafena baris dalam matriks vyang diperbesar berse-
suaian dengan persamaan dalam suatu SPL, maka ke tiga
operasi tersebut di atas dapat diterapkan pada matriks
yang diperbesar, yaitu :

1. Menukar tempat dua baris dalam matriks.

2. Mengalikan suatu baris dengan konstanta kompleks vyang
tidak séma dengan nol.

3. Menambahkan kelipatan dari satu baris pada baris lain.

Operasi—operasi pada matriks tersebut dinamakan operasi-

operasi baris elementer.

Definisi 2.4

Suatu matriks dikatakan berbentuk eselon baris jika.

1. Elemen tak nol yang pertama dalam tiap baris adalah
1 (disebut elemen 1 terdepan).

2. Jika baris ke-k tidak semuanya nol, maka banyaknya
elemen nol di depan baris ke—k+1 lebih besar daripada
ban*aknya elemen nol di depan dalam baris ke—k.

3. Baris—baris yang semua elemennya nol diletakkan di

bawah baris—baris yang tidak semua elemennya nol.

Proses untuk mengqubah suatu matriks ke bentuk eselaon
baris dengan menggunakan operasi baris elementer disebut

Eliminasi Gauss.
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Definigi 2.5

Suatu matriks dikatakan berbentuk eselon baris tereduksi
Jika

1. Matriks itu dalam bentuk eselon baris.

2. Elemen tak nol pertama (elemen 1 terdepan) pada setiap

baris adalah satu-satunya elemen tak nol dalam kolomnya.

Proses untuk mengubah suatu matriks ke bentuk eselon

baris tereduksi dengan menggunakan operasi baris elementer
disebut Reduksi Gauss-Jordan. Variabel-variabel dalam SPL
vang bersesuaian dengan elemen 1 terdepan dalam matriks
koefisiennya yang diperbesar, yang sudah diubah ke bentuk
eselon baris, disebut variabel tak bebas, sedangkan varia—
bel lainnya disebut variabel bebas.

Suatu SPL dikatakan homogen jika semua konstanta - q
di ruas kanan sama dengan nol. SPL vyang homogen selalu
konsisten, sebab (0,0,...,0) merupakan penyelesaian dari
SPL te?sebut. Penyelesaian (0,0,....0) tersebut dinamakan
penyelesaian trivial; jika ada penyelesaian 1lain maka

penyelesaian tersebut dinamakan penyelesaian tak trivial.

Contoh 2.1
Gunakan reduksi Gauss—Jdordan untuk menyelesaikan SPL
homagen
2% + ¥ = % + Fx =0
1 2 E: 4
2% + Zxw + . + =0
1 2 3 4
4 - u = 3x + 2Zx =0



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

11

Penyelesaian :
Matriks koefisien diperbesar dari SFL tersebut dan reduksi

Bauss—Jordannya adalah sebagai berikut :

F -2 1 ~1 = 0 ] [ -2 i -1 3 O

2 = i i ¥ — O & O 4 C —_—
| 4 -1 . -3 2 0 | | ¢ 1 -5 8 ©
[ -2 1 -1 3 0 7 i 9.5 0.5 -~1.5 2]

s} 4 Q 4 —s | O i Q i O | —
o o -5 7 o | | o 0 1 -1.4 0O |
[ 1 —-0.5 0 -0.8 O 1 0 ¢ 0.3 o

O i o 1 14 —| O h 1) 1 a .

I Q O i -i.4 ¢© Q 0 i -1i.4 o |

Variabel %, adalah variabel bebas. Dengan mengambil R,T Os
dipercleh X 3 Q.30 4 ¥, = T0 4 dan %27 1.4a. Jadi sSemua

pasangan terurut {(0.30;a.l.da.a) adalah penyvelesaian dari

SFL. ter=sebut.

Teogrema 2.2

Suatu SPL homogen mxn dengan m < n, pasti mempunyai pe-—

nyele=aian tak trivial.

Bukti :
Suatu SFL homogen selalu konsisten. Misalkan bentuk eseion
baris dari matriks kosfisien SPL tersebut memuat r slemen

1 terdepan, di mana r = m. PFaka ada r variabel tak beshas,
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sehingga ada (n—r) variabel bebas. Karena r £ m» , maka -r
z -m, sehingga n—r Z n-m. Karenam < n, maka n—-m > 0, se-
hingga n-r > 0, yang berarti SPL tersebut memuat variabel
bebas. Jadi SPL tersebut mempunyai tak hingga banyak pe-—
nyelesaian, yang berarti mempunyai penyelesaian tak tri-

vial. l
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BAB III
RUANG VEKTOR

Dalam Bab III ini kita akan membahas pengertian ruang vek-—
tor beserta sifat-sifatnya. Di antaranya kita membahas be—
berapa sifat yang berkaitan dengan subruang, kebebasan 1li-

near, basis dan dimensi.
3.1 Ruang Vektor

Definisi 3.1.1 '

Andaikan V adalah suatu himpunan tidak kosong dan pada V
didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian dengan
skalar, yaitu setiap pasang elemen x dan y dalam V dika-—
wankan dengan tepat satu elemen x + ¥ yang juga dalam V,
kemudian setiap x dalam V dan setiap bilangan kompleks o
dikawankan dengan tepat satu elemen ax dalam V. Himpunan V
bersama—sama déngan operasi penjumlahan dan perkalian de-—
ngan skalar disebut ruang vektor jika hanya jika memenuhi

aksioma—aksioma berikut :

M. ¥ + v = v + x untuk semua x,v e V.
fe. (x + ¥) + =z = x + (y + z) untuk semua x,¥.z V.
fa. Ada elemen ¢ dalam V sedemikian sehingga » + 0 = x

untuk semua x V.
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Ae. Untuk setiap ¥ € V, ada elemen —-x « V sedemikian se—
hingga ~ + —x = 0.

fs. ailx + yv) = oax + oy untuk sebarang bilangan kompleks o
dan untuk semua x,.¥v € V.

As. (a0 + BYx = ax + Bx untuk sebarang bilangan kompleks o
dan 3 dan untuk semua »x e V.

. (of3)x = al{f3x) untuk sebarang bilangan kompleks o dan 3
dan untuk semua x € VY.,

M. 1. x = » untuk semua ¥ € VY.

Elemen—elemen dalam V disebut wvektor dan bilangan-—
bilangan kompleks o, {3 dan seterusnya disebut skalar. FRu-
ang vektor yang didefinisikan di atas sering disebut ruang
vektnf atas bilangan kompleks atau ruang vektaor kompleks
sebab skalar yang digunakan adalah bilangan-bilangan kom—
pleks. Untuk selanjutnya ruang vektor kompleks kita sebut
ruang vektor séja. Vektor ¢ dalam @ disebut wvektor nol
dan vek¥nr ~x dalam A4 disebut invers aditif dari x.

Sebelum kita membahas mengenai contoh ruang vektor
yang mempunyal vektor-—-vektor berupa fungsi bernilai kom—
pleks dari variabel real, kita perlu mengingat kembali de-—
finisi fungsi tersebut. Diberikan suatu fungsi f bernilai
kompleks dari variabel real t, maka ada secara tunggal
fungsi bernilai real f; dan fé dari variabel teal t:. sede-—

mikian sehingga fFf(t) = ﬂjt) + ifé(t) untuk semua t e R,
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di mana i adalah bilangan imajiner sedemikian sehingga i
= —-1. Kita menyebut f1 bagian real dan fz bagian imaji-—

ner dari f.

Contoh 3.1.1

Andaikan F(R,C) adalah himpunén semua fungsi bernilai kom—
pleks dari variabel real. Jika f(t) = f1(t) + ifz(t) dan
g{t) = %(t) + igz(t) sebarang anggota F(R,C) dan k seba-—
rang bilangan kompleks, maka kita definisikan jumlahan

f + g dan perkalian dengan skalar #f sebagai berikut

(f + gY(t) = (f1(t) + 91(t)) + i(fz(t) + gz(t))
dan

(k) (L) = kfi(t) + ikfz(t) untuk semua t « R .

Andaikan # = a + Ib, di mana a,b € R dan i? = -1, maka

(kr)(t) = (a + ib)ﬂ(t) + ila + ib)fz(t)

= (afI(t) = bfz(t)) + 1 (bfl(t) + afz(t}) untuk
semua t € R. Jadi &¥ € F(R.C).
Dari definisi jumlahan ¥ + g di atas, jelas bahwa f + g €
F(R.C). Jadi operasi penjumlahan dan perkalian dengan ska-
lar yang didefinisikan di atas bersifat tertutup dalam
FRL). Andaikan F(t) = fi(t) + ifz(t), g(t) = 91(t) + 1
g&(t) dan Hh{t) = h1(t) + ihz(t) sebarang fungsi anggota
FR.LC).

. Ambil dua fungsi sebarang f,g € F(R,;C). Maka

(F + g)(t) (fi(t) + g ()) + i(fé(t) + qz(t))

it

(g (£) + £(t)) + i(g, (t) + F_(t))

(g + ){(t) untuk semua t € R.
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Jadi F + g = g + f untuk semua f,g e F{R,C}.

Ffz. Ambil tiga fungsi sebarang f,g.h €« F{R,C}). Maka

((rf + g) + h)(t)

=((f1(t) + g (t)) + h (t)) + 1((Ff (t) + gz(t)) + hz(t))
=(f1(t) + (g (t) + h1(t”) + 1(f, (t) + (g, (t) + hz(t)))

= (f + (g + h)}(t) untuk semua t & R.

Jadi (f + g+ h=f + (g + h) untuk semua f.g.,h =
F(R,C).

Aa. Perhatikan fungsi 1‘o sk R ———— > € dengan aturan

f(t) =0 + 1.0
o

= 0 untuk semua t € R. Jadi fo e F(R.C), dan

(FfF + F)Y(t)y = (F () + 0) + i(Ff (t) + O)
o] 1 2

f (t) + IFr (t)
1 2
= f(t) untuk semua t € R.

Jadi Ff + fo = f untuk semua f € F(R.C).

A4s. Ambil sebarang fungsi f ¢ F(R,C), dan perhatikan fung-—
6i —f : R ———— > € dengan aturan

(=F)(t)

- (t) - ir_(t)
1 2

-—(fi(t) + ifz(t)) untuk semua t € R.
Tampak bahwa -f juga fungsi bernilai kompleks dari va-—

riabel real. Jadi —-f € F(R.C). dan

(f + (—-71))(t) (rf () — F (t)) + £ (F_(t) — F (1))
1 1 2 2

0O+ 1.0
= 0
= fo(t) untuk semua t  R.

Jadi F + (—F) = fo untuk semua f € F(R,.C).
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fAs. Ambil sebarang fungsi f,g € F(R,L) dan sebarang skalar

kaompleks £. Maka

(k(Ff + g)i(t) = k(f1(t) + gi(t)) + ik(fz(t) + gz(t))

(kF (E) + kg (t)) + i(kT (L) + kg (L))
i 1 2 2

(Af + kg)(t) untuk semua t € R.

Jadi £(Ff + g} kf + kg untuk sebarang skalar £ e C

dan untuk semua f,g e F(R.C).

As. Ambil sebarang skalar kompleks &£ dan m dan sebarang

fungsi f € F(R,C). Maka

((AF + m)Fr)(t) = ((& + m)fi(t)) + i((k + m)fz(t))

(kF () + mF (t)) + i(kF (Y + mFf (t))
1 1 2 2
= (kf + mr)(t) untuk =emua t € R.

Jadi (kK + m)¥r

kf + mf untuk sebarang skalar A.me C

dan untuk semua f,g e F(R,C).

7. Ambil sebarang skalar #,m € C dan sebarang fungsi ¥ <

F(R,LC). Maka

((Em)F)(t) (km)F () + ilkm)f (%)

k{mf (L)) + ik(mfé(t))

(k(mf))(t) untuk semua t « R.

Jadi (km)f

E{mT)} untuk sebarang skalar k,m e C dan

untuk semua fungsi F e F{IR,C).

Ae. Ambil sebarang fungsi F € F(R.C). Maka

{(1L.F){t) = 1(f1(t)) + i.l.f;(t)

= fitt) + 1T2(t)

= Ff{t) untuk semua t e R.
Jadi 1.F =

f untuk semua fungsi F € FIR.LC).
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Dapat kita simpulkan bahwa F(R,C) bersama dengan operasi
penjumlahan dan perkalian dengan skalar tersebut di atas

merupakan ruang vektor.l

Teorema 3.1.1

Jika V¥ adalah suatu ruang vektor dan »x,v sebarang vektor
dalam V, maka

i) Ox = 0@

ii) Jika x + y = O, maka y = —x (yaitu, invers aditif da-

ri »x adalah tunggal )

iii) (—1)»x = —-»x

Bukti =

i) Qu = Qx + @ (M)
= 0Ox + (x + (—x)) (Ae)
= (Ox + x) + (—2) (Az)

= (Ox + 1.x ) + (—x) (fs)

= (0 + 1)x + (—x) (Ac)

= 1.x + (—x)

= x + —x (fs)

= 0 {(Ae)
Jadi Ox = 0 untuk semua » e V.

ii) Andaikan ¥ + vy = @

¥ = v + 0 (M)
= ¥ + (x + (—x)) (Ae)
= (¥ + x) + (—x) (fz)
= (x + y) + (—») (Au)

= &+ (—x { pengandaian)
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= —p {(f3)
Jadi » + v = ¢ =3 v = —» untuk semua », ¥y € V.

1idi) » + (—1)x = 1.x + (—1)xn {Ae)

(1 + (-1))x (As)

= Ox

= @ (Teorema 3.1.1 (i))
Jadi # + (=1)» = O untuk semua » € V.
Menurut bagian ii) di atas haruslah (-1)x = —x.|}

Definisi 3.1.2 :

Operasi pengurangan pada ruang vektor V kita definisikan
sebagai berikut :
¥ — v =+ (—y)

untuk semua x dan v € V.

3.2 Subruang

Pada sub bab ini kita akan membahas suatu himpunan bagian
dari ruang vektor yang juga merupakan ruang vektor dengan

operasi—operasi yang sama.

Definisi 3.2.1

Andaikan V adalah ruang vektor. Himpunan bagian S # 9 dari
V disebut subruang dari V jika S juga merupakan ruang vek-—
tor terhadap operasi penjumlahan dan perkalian dengan ska-—

lar dari V.
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Syarat yvang lebih ringkas untuk menunjukkan babhwa

himpunan bagian § adalah subruang dari V diberikan dalam

Teorema F.Z2.i berikut ini.

Tegrema 3.2.1

Andaikan ¥ adalah ruang vektor, S ¢ V, dan § =% @. § meru—

pakan subruang dari V bila hanva bila

i)

ox € 5 untuk semua » € 5 dan untuk sebarang o € C.

ii) » + v € §5 untuk semua x,y € 5.

Bukti = )

{=2) Diketahui S5 subruang dari V, berarti 5 merupakan ruang

(<)

vektor terhadap operasi penjumlahan dan perkalian de-—
ngan skalar dari V. Jadi kedua operasi tersebut tertu-
tup pada 5. Sehingga kedua syarat pada teorema di atas
dipenuhi.

Diketahui i) dan ii). Akan dibuktikan 5 merupakan ru-—
ang vektor. Sifat tertutup operasi penjumlahan dan
peréalian dengan skalar pada 8§ dipenuhi oleh i) dan
ii). Kemudian akan dibuktikan bahwa § bersama dengan
kedua operasi dari V memenuhi A1 sampai As pada Defi-
nisi JF.1.1. Dengan sendirinva fu, A2, s, As, A dan
fa dipenuhi oleh setiap himpunan bagian dari V. terma-
suk 5. Sekarang akan dibuktikan bahwa A+« dipenuhbi.
Ambil sebarang vektor x € 5. Menurut i) dengan mengam—
bil a = -1, kita memperoleh {(-1)x € 5. Kemudian menu—
T

rut Teocrema 3JI.1.1 (1ii) {(-1)» = —x. Jadi —x € §G. Ter-

bukti ada —» € § sedemikian sehingga » + {(—x) = @& un-—
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tuk semua ¥ € 5. Jadi A« dipenuhi. Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa fe dipenuhi. Ambil sebarang vektor »
e 5. Di atas telah dibuktikan bahwa -y € 5. Sehingga
menurut ii) » + (—x) € 5. Karena ¥ + (—x) = ¢, maka @
e 5. Jadi ada ¢ € S sedemikian sehingga ¢ + ¥ = ¥ un-
tuk semua x € 5. Jadi fs dipenuhi. Jadi S merupakan
ruang Qektnr terhadap operasi penjumlahan dan perkali-

an dengan skalar dari V.|J}

Definisi 3.2.2 !

Diberikan suatu fungsi f € F(R.C) dengan bagian real ﬂ

dan bagian imajiner g. Kita katakan bahwa ¥ diferensiabel

Jika ﬂ dan fz diferensiabel. Jika ¥ diferensiabel, kita
mendefinisikan derivatif £’ dari ¥ dengan
f' =Ff' + if’.
1 2

Contoh 3.2.1

Andaikan C° adalah himpunan semua fungsi dalam F (R ,.C) vang

mempunyai derivatif pada semua tingkat. Akan kita tunjuk-

kan bahwa C° subruang dari F(R,.C).

i)

ii)

Jelas ° c F(IR.C).

Ferhatikan fungsi f; T R > € dengan aturan

t}x) = 0 untuk semua x € R. Karena fungsi fo mempu—
nvyai derivatif pada semua tingkat maka ﬁ) merupakan

anggota dari . Jadi & = 9.
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iii) Ambil sebarang fungsi f e c® dan sebarang a € C, maka
af merupakan fungsl yang mempunyal derivatif pada se-—
mua tingkat. Jadli af e C® untuk semua F e C° dan un-
tuk sebarang o € C.

iv) Ambil dua vektor sebarang dalam ﬁn, misalkan f dan g.
Maka ¥ + g merupakan fungsi yang mempunyai derivatif
pada éemua tingkat. Jadi ¥ + g c® untuk sebarang ¥
dan g EY .

-

Definisi 3.2.3 '

Andaikan V sVoseamaV adalah vektor—vektor dalam ruang

vektor V. Jumlahan berbentuk a1»; + a2\; ...+ O v
N N

« di
MANE O 50, 5 uvesl adalah skalar—-skalar, disebut kombinasi
linear dari ﬁ}\;,...,vg. Himpunan semua kombinasi 1linear
dari v ;v s...-.v disebut rentang dari v v .....v dan
i 2 n 1 2 n
dilambangkan dengan S(»;,vé,...,v%). Jika B adalah himpun—

an bagian tak kosong dari ruang vektor V, maka Rentang da-—

ri B dilambangkan dengan S(B).

Teorema 3.2.2

Jika EAATEEEL M adalah vektor—vektor dalam ruang vektor
V. maka S(t;,v;,...,v%) adalah subruang dari V.
Bukti :
i} Vektor e S(v ;v (cceaV ).
1 2 n
sehab O = 0.\1 + O.vé +ooa+ Qv

kel

Jadi S{v v auuecaVv } # O,
1 2 n



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

e

ii} Ambil sebarang vektor v e S(v;,'.fz,...,,v Y dan 3 e C.
n

Maka v = o v + o v +...+ a v di mana Io B> SN, |
i 41 2 2 n n 1" 2 TN

e €, sehingga

£o= i - r [ S ]
3v B\ai \1) + B(azxz) B(anvn)
= (Gt:ti)\.-'1 + (Gotz)vz +...+ (ﬁ’otn)vn
= s+ +...+
71 ‘1 ;VZVZ ann
di mana e i (?oci e C
bl = ﬁ‘az e C
y_ = Baﬁ e C .

dJadi v & Snfi,»;_.....,vn).
iii) Ambil sebarang vektor v dan w dalam rentang
SV sV xseeasv ). Maks
17 2 n

v = o v +o v Fo..t o v
1 1 2 2 n n

W = v+ v F...F %

ﬁ:l. 1 ﬁz 2 ﬁn n
di mana o, _.az,...,an_.fs’i ,(?z_.....,ﬁ’n e C,
sehingga

v + = (o0 v + o v Fooot o v} o+
i 1 2 2 n n

bt v e v, +F - BN

i

o + 3 v + {a + v ...+ {0+ v
(-1 'Gi 1 (z 32-'2 3 3 ﬁn)n

= v o+ A S Y
L Y22 A"

Il

di mana ¥y, = o, + Bi e C untuk i
T T

dJadi v + w &€ SV qV secas? }o.
17 2 n

Jdadi S(’visvz_.....,v } adalsh subruangc dar
n

-
“1
=
Iyl
e

[}
g,
M
e
s
|
5
an
L}

|
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Definisi 3.2.4

Himpunan vektor—-vektor {‘1’»35""V£} disebgt himpunan
perentang untuk ruang vektor V bila hanya bila setiap vek-
tor dalam V dapat ditulis sebagai kambinasi linear dari
VisVys-eesV . Jadi himpunan {»1,»;,...,vn} merupakan him—

punan perentang untuk ruang vektor V bila hanya bila S(»;,
\;,...,V;) = V. Dalam hal ini dikatakan bahwa vektor-

vektor Vi sVyreees Vo merentang ruang vektor V.
3.3 Kebebasan Linear

Definisi 3.3.1

Himpunan vektor—vektor {%}\E,...,V£} dalam ruang vektor V

dikatakan bebas linear bila hanya bila

oV + 0o Vv *...%+ av =0
114 2 2 . n n

hanya bila semua skalar O 5O sesesQ  SamMa dengan nol.
12

Definisi 3.3.2

Himpunan vektor—vektor {»}’»;""’Vﬁ} dalam ruang vektor V

1

dikatakan tak bebas linear bila hahya bila ada skalar-—

skalar O 5O se--s0  yang tidak semuanya nol sedemikian

sehingga

o v ¥ o v +e..t o v = 0O
i 1 2 2 n n
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Teorema 3.35.1

i} Bila vektor—-vektor \q,\;,...,v% merentang ruang vektor
V dan salah satu dari n vektor dalam himpunan peren—
tang tersebut dapat dinyatakan sebagai kombinasi line—
ar dari (n—1) vektor lainnya, maka {(n—1) vektor terse-—
but juga merentang V.

ii) Diberiﬁan n vektor n}\;,...,ﬂ\anggata ruang vektor
V. Jika vektot—vektor VsV seeaaV merupakan vektor—
vektor tak bebas linear, maka salah satu dari n vektor
tersebut dapat dimyatakan sebagai kombinasi linear da-—
ri (n—1) vektor lainnya.

Bukti :

i) Karena v;,v;,...,v merentang ruang vektor V., maka
n

S(%}\;,...,v%) = V. Andaikan v dapat dinyatakan se—

bagai kombinasi linear dari VisVpseeeaV s yaitu ¥ =
n-— n

o v + o v te..t a v . dengan o .0 _ya«aaa20 e C.
11 2 2 n-4 n-1° 1° 72 *h-
fAkan kita buktikan bahwa S(%}\%,...,v 1) = V. Jelas
.

bahwa S(‘Q"}""’Vw4) < V. Ambil sebarang vektor v e
V. Karena V = S(v .V su...Vv ¥}, maka
: g g 2 n 7
- b ”
= + 4+ .-t + e
v ﬁi. V1 'GZ VZ r31'\—1 vn-i r31'\ "n

il

v+ v o tao..t v +
ﬁi 1 BZ 2 ﬁn-i n-1

o v + o v ‘oot ot v )
n 1 4 2 2 n—-1 n-1

= (ﬁi * r:"ncxi.)vi. + (ﬁz * ﬁncxz)vz NEEE

+ o v di mana
(ﬁn—i BT\ n~-4 -1

0(1 .'IO(Z:I---.'1‘9(‘,_‘__1 ’ﬁi !ﬁzs-'-sﬁn e C.

Jadi ve S{v sV savayv Yo Jadi V € SV ¥V gcuaa,Vv Y.
1% 72 n 1" 2° !

n—4

Terbukti bahwa S{V sV gecaaV y = V.
17 2° -1
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ii) Vektor—vektor ﬂf‘;""’vﬁ merupakan vektor—-vektor
tak bebas linear. Maka terdapat skalar—skalar A O x

.=z vyvang tidak semuanya sama dengan nol sedemikian
N

sehingga o v + o v +...+ a v = 0. Misalkan a # G,
1 1 2 2 nn n
maka
a v = (—a v) + (o v) +...+ —(a v )
nn . 1 1 2 2 n—-1 n-1

v (—t /oo v + (a0 /a0 ) v +...+ (—a o dv
n 1 n 1 2 n 2 n—1 n n

Jadi U; dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari

(n—1) vektor lainnya.]]

3.4 Basis dan Dimensi

Dari Definisi 3.2.4 kita mengetahui bahwa ruang vektor V
direntang oleh himpunan vektof—vektor {%}\;,...,vn} bila
hanya bila setiap vektor dalam V dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linear dari »1,\2,...,v;. Sifat tersebut akan
lebih menarik jika setiap vektor dalam V dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linear dari »1,\;,...,v5 secara tunggal.
Sehingga sifat dari ruang vektor VYV cukup dilibat dari him—
punan vektor ini. Himpunan vektor-vektor dengan sifat ter-—
sebut kifé namakan basis. Pada sub bab ini kita akan mem—

bahas mengenai basis beserta sifat—-sifat pentingnya.

Definisi Z.4.1

Vektor—vek tor v;,v%,...,v% disebut basis untuk ruang vek—
tor V bila hanya bila
i)} ¥ aV aeeaaV bebas linear

17 2 n

11) V oV saeeaV merentang V.
17 27 T n .
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Berikut ini merupakan sifat yvang sangat penting dari

basis.

Teorema 3.4.1

Himpunan vektor-vektor {v;,\%,...,va} membentuk basis Lr—
tuk V¥ bila hanya bila setiap vektor dalam V dapat di-
nyatakan secara tunggal sebagai kombinasi linear dari

V gV ynemaegV o«
A ZRE

Bukti :

(=) Karena himpunan vektor—-vektor {v;,x;,...;v;} memben tuk

basis untuk ¥, maka untuk sebarang vektor » € V dapat

dinyatakan sebagai kombinasi linear

X =a v +av ft...+ a0 v (1)
1 1 2 2 n n

di mana A sO gecesl € C. Andaikan » juga dapat dinya—

takan sebagai kombinasi linear

» = v o+ v t..at v 2)
81 1 BE 2 ﬁn n (23

di mana 31’32""’ﬁn e C.

Dari (1) dan (2) dipercleh
(01— 31)V; 3 (az_ ﬁz)‘; =% (an— Bn)v; =0 3)

Karena himpunan vektor—-vektor {ﬂ}\;,...,v 7 bebas 1i-
N

near, maka semua koefisien dari (3) sama dengan nol.

Rerarti o = ﬁt untuk i = 1,...,n. Jadi setiap vektor
dalam ¥ dapat dinvatakan secara tunggoal sebagai kombi-

nasi linear dari ¥ o xecx«sV
1 2° I o}

(<) Karena setiap vektor dalam V dapat dinvatakan secara

tunggal sebagai kombinasi linear dari v sV seeaaV
ial
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maka vektor nol juga dapat dinyatakan secara tunggal

sebagai kombinasi linear dari v;,v;,...,v yaitu
la)

O = GCG.v + QO.v +...+ 0O_v
1 2 n

Sehingga {\;,Vé,...,v ¥ bebas linear. Jdadi {%}\;,...,
™

-«

v ¥ merupakan basis untuk ruang vektor V.§
n

Teorema 3.4.2

Bila ruang vektor ¥V mempunyali basis B = {vi,v,.-.,v H

maka setiap himpunan vektor dalam V dengan m elemen, di

mana m > n, pasti tak bebhas linear.

Bukti =

Andaikan U stgaue, il adalah m vektor dalam ¥ di mana m >
m

n. Karena ‘}\;,...,v merentang V, maka kita memper—
n

oleh ¢ = a v + a v +...+ a v,di mana i = 1.,....Mm.

L 1 1 2 2 wn N ° °
Kombinasi linear ciqt-kcita +...+ ¢ ¢ dapat ditulis da-—
m m

lam bentuk

N
c La.v +cC a v 4+ ... 4+ cC a v
1.1 1j 2z, 2j m, mj j
i= i=

Sekarang perhatikan SPL
‘Ea“ c. = ¢ untuk 3 = 1,2,....4n.

SPL tersebwut adalah SPL homogen dengan lebih banyak vari-
abel daripada persamaan—persamaan. Sehingga, menurut Teo-—

rema 2.2, SPL tersebut mempunvai penvelesaian tak trivial,

VA
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misalkan (71’72’ cenx ym), di mana tidak semua y, sama de-—

ngan nal untuk i = 1,2,...,.m. Jdadi

™
o+ [ 3 S R i = O.v = 0.
Y% V2% 7 0 .E J

Sehingga terbukti bahwa U sl geooatd tak bebas linear.l

Akibat 3.4.3

Bila {V sV gecaysVv T dan {U st 4.t 7 keduanya adalah ba—
{2 n 1772 ™

sis untuk ruang vektor V., maka n = m.

Bukti =

Karena VsV seeeaV adalah basis untuk V dan vektor—-vektor

™
Usll genesll bebas linear (karena merupakan basis), maka
m

menurut Teorema 3.4.2 (kontraposisinya) haruslah m =< n.

Demikian pula karena U st neweall adalah basis untuk V dan
m

v.\;.....v bebas linear (karena merupakan basics), maka
17 z Tn N
haruslah n £ m. Jadi n = m.J}

befinisi 3.4.2

Andaikan V adalah suatu ruang vektor. Bila V mempunyai ba-—
=is yang terdiri dari n vektor, kita katakan V berdimensi
n. Subruang {¢} dari V dikatakan berdimensi 0. V dikatakan
berdimensi berhingga jika ada himpunan berhingga vektor-—
vektor yvang merentang Vi jika tidak., kita katakan bahwa V
berdimensi takhingga. Jdika ruang vektor V berdimensi n,

maka kita tulis dim(V}) = n.
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Teorema 3-.4.4

Andaikan ruang vektor V berdimensi n > 0, maka

i} Setiap himpunan n vektor bebaz linear pasti merentang
V.

ii} Setiap n vektor yang merentang V pasti bebas linear.

Bukti =

i) Andaikén Vi sV seenaV bebas linear dan v seharang
vektar € V. fMenurut Teorema 3.4.2 ViysVoseenaV 5V tak
bebas linear. Jadi ada skalar—skalar C,sC,sv-csC sC

n+1

yang tidak semuanya sama dengan nol sedemikian sehing—

gac v +cv + ...+c v + € v = . Skalar c
1 1 2 2 n n n+1 n+4
#= O, sebab jika c = 0 maka akibatnya V sV geunalV
: n+e 1% 2 *'n

tak bebas linear. Jadi

c V=—CV —CV —a.—C V
N+l 1 1 2 2 nn
v = —-{c /c v — (c /c v, —...— (Cc C v
1 n+1 1 2 n+1’ 2 n n+1 n
V=

o v + o v + .. + o v
1 1 2 2 n n

di mana o, = —(c_ /c Y untuk 1 = 1,2, ...,.n.
1 1 n+1
Karena v sebarang vektor dalam V, maka terbukti
V .V ..V merentang V.
17 2° n
ii) Andaikan v Vv .--.xVv merentang V. Andaikan v .V c..-4
1% 2 n 17 2
ﬂ‘tak bebas linear. Maka menurut Teorema 3.3.1 (113}
salah satu dari n vektor tersebut dapat dinyatakan se—
bagai kombinasi linear dari (n—1)} vektor lainnva. Me—
nurut Teorema 3.3.1 (i}, (n—1}) vektor yvang lain itu

juga merentang V.
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-
—

1) Bila (n—1}) vektor tersebut bebas linear, maka (n—1}
vektor tersebut merupakan basis dari V.
Jadi dimensi V = (n—1}).

FKontradiksi sebab dimensi V = n (= (n—i)t.
Jadi ﬂf‘;""’vh bebas linear.

2) Bila.(n—l) vektor tersebut tak bebas linear, proses
di atas kita ulangi :

1) Rila (n-2) vektor tersebut bebas linear, maka
(n—2) vektor tersebut merupakan basis dari V.
Jadi dimensi' ¥V = (n—2). Kontradiksi sebab dimen-—
si V=n (# (n—2)).

2 Bila (n—2) vektaor  tersebut tak bebas linear,

! proses di atas kita ulangi lagi sampai akhirnya

diperoleh ¥ { < n } vektor yang bebas linear dan

merentang V. Sehingga dimensi V = k£ < n . Kon-

tradiksi. Terbukti v ,v s...,v bebas linear.|}
1% 2 n
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BAB 1V
TRANSFORMASI LINEAR

Setelah kita membahas ruang vektor beserta sifat-sifatnya
dalam Bab I1I, maka dalam bab ini kita akan membahas me-—
ngenai transformasi dari ruang vektor V ke dalam ruang
vektor W yang mengawetkan operasi pada ruang vektor terse-—
but. Transformasi yang mempunyai sifat demikian kita sebut

transformasi linear.

4.1 Transformasi Linear

Andaikan diketahui himpunan y dan ﬂ. Transformasi atau pe-—
metaan atau fungsi T dari V ke dalam W adalah aturan yang
mengawankan setiap elemen x» di V denganrsatu dan hanya sa-—
tu elemen di W. Untuk selanjutnya, transformasi ini di-

tulis

Himpunan V disebut daerah definisi dari T. Transfor-—
masi T mengawankan elemen »x € V dengan elemen T(x} di W,

yang disebut disebut bayangan atau peta dari x. Himpunan
TV ={ye W | yv=T(x), x € V)

disebut daerah nilai dari T. Pada umumnya T(V) # W. Dalam
hal T(V) = W, transformasi tersebut disebut transformasi

dari V pada W.

i
J
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ted
"l’ '(

Setelah kita mengingat kembali mengenai pengertian

transformasi, berikut ini kita definisikan mengenai trans—

formasi linear.

Definisi 4.1.1

Andaikan V¥ dan W adalah ruang vektor. Transformasi

T = ¥V ——— > W disebut Transformasi Linear jika

i)} Untuk sebarang vektor » dan vy di V berlaku
Tl + y) = Ti(x) + T(y)

ii) Untuk sebarang bilangan kompleks o dan vektor » di ¥

herlaku

Tlax) = aT({x).

Kedua syarat dalam Definisi 4.1.1 dapat disederhana-—

kan menjadi satu syarat. Hal ini dinyatakan dalam tecrema

berikut.

Teorema 4.1.1

Andaikan VY dan W adalah ruang wvektor. Transformasi
T =2 ¥ — > W merupakan transformasi linear bila hanya

bila untuk setiap .,y di WV dan bilangan kompleks o83

herlaku

Bukti :

{=2) biketahui T merupakan transforma=si linesr, maka dengan

menggunakan syarat 1) dan  kemudian ii} diperoleh
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Tlax + 3y} = Tlax) + T{By}

aT€x) + 3T{w).

{}) Diketahui Tfax + f3v} = aT{x) + 3T(wvw).
Untuk o = 3 = 1 didapat T{x + »i = T{x} + T{yv).
Jadi svyvarat i) dipenuhi.
Untuk 3 = O didapat T{ax) = aTi{x}.

Jadi syarat ii) dipenuhi.]]

Suatu transformasi lipear dari ¥ ke YV kita sesebut

1

operator linear dalam V.

Contoh 4.1.1

Andaikan V adalah ruang vektor. Transformasi I : ¥ ——— >N
dengan aturan I{v) = v untuk semua v € V merupakan trans-—

formasi linear sebab
s = r
I(av; + B\z) = av + B\z
=) { s PR
aI\\i) + BI{\Z,

untuk semua Vv, € ¥ dan sebarang skalar a,R3 € C.
Transformasi linear I di atas kita sebut transformasi

identitas.

Teogrema 4.1.2

Andaikan VY dan W dua ruang vektor., Jika T

merupakan transformasi linear, maka untuk x . x X e ¥
1772 :
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e
)

dan I C berlaku
n

n n
T.(Z ai'\:t) = .}: ()(_LTv.J».'_L Y.
T=1 1=1
Bukti :
Diketahui T merupakan transformasi linear. akan dibuktikan
menggunakan induksi matematika.
i) HUntuk n = 1, maka

T(aixi) = a1T(ﬁ} benar sebab T merupakan transforma-—

si linear.

: ii) Andaikan teorema benar untuk n = k, yaitu
k K
1 4 = £
T,(Zat>'t) ,ZaiT(ht)'
i=1 i=4
Untuk n = ¥ + 1, maka
| k+1 k
T .(}: at}"t) = TF}: o X X s Fres
i=1 i=1
k
- T.(z di.}:i.) * T(ak+1xk+1)
i=1
k
o ,ZO('LT(XL) A O(k+1T(xk+1)
i=1
k+1
= .}:aiT(,\:‘L) ‘K
i=1

Teorema 4.1.3

fndaikan V dan W dua ruang vektor. Jika T 3 V ————~ > W me—

rupakan transformasi linear, maka T(0} .= @
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Bukti =
Karena T merupakan transformasi linear, maka

T(&)

i

T(Q.x»)

aT ()

= @ untuk semua x € V.l

Definisi 4.1.2
Andaikan V dan W dua ruang vektor dan T = ¥V ——— > W me—
rupakan transformasi linear. Ruang Nol atau Kernel dari T

adalah
N(T) = {x € V| T(x) = 03,

yaitu himpunan dari semua vektor di V yang dipetakan ke

vektor nol di W.

Teorema 4.1.4
Andaikan V daﬁ W dua ruang vektor dan T =z V ———— > W me-
rupakan éransfarmasi linear. Ruang nal dan daerah nilai
dari T masing—masing metrupakan subruang dari V dan W.
Bukti :
fkan diperlihatkan bahwa N(T) merupakan subruang dari V.
i) Jelas bahwa N(T)} < V.
ii) vektor ¢ e N(T) sebab T{(2) = oO.
Jadi N(T) = & .
iii} Ambil sebarang dua vektor x,v e N(T} dan sebarang
skalar a € C. Maka T(x) = & dan T(¥) = 0.

Sehingga Tlax) = aT({x)}
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dJadi ox € N(T)

Kemudian, T(x + y) = T(x») + T(w¥)

T{x) + T(y)
= 0 4+ 0O
= (.

Jadi » + yv € N(T).

Jadi M(T) merupakan subruang dari V.

Sekarang akan diperlihatkan bahwa T{(V) merupakan

dari W.
i) delas bahwa T(V) c W
ii) Vekfnr 0 e T(V) sebab 0 = T{(&).
Jadi T(V) = @.
iii) Ambil sebarang dua vektor x,¥v € T(V) dan

skalar o« € €. HMaka ada R 2y, € V sedemikian

» = TT;&) dan y = T(y;). Sehingga

ox = aT(xi) = T(axi) di mana ax € V. Jadi ax

kemudian » + Y o= T(ﬂ) + T(yi)

It

TEx + di mana x + e
1 ¥} 1 ¥y

Jadi ~» + v e T(V).

Jadi T(V) merupakan subruang dari N.l

4.2 Aljabar Transformasi Linear

o
~J

subruang

sebarang

sehingga

e T(V).

Transformasi Linear dari ruang Vektor V ke ruang vektor ©

dapat dijumlahkan dan dikalikan dengan skalar seperti pen-—

jumlahan dan perkalian dengan skalar pada fungsi dari R ke
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R. Ternyata fungsi yang dihasilkan juga merupakan trans—
formasi linear. Dalam bab ini kita juga akan mendefinisi-—
kan perkalian dari transformasi linear dengan transformasi

linear.

Definisi 4.2.1

Andaikan T1 dan T2 adalah transformasi linear dari ruang
vektor V ke ruang vektor W. Jumlahan dari T1 dan Tz, yaitu

T; + Té « adalah pemetaan dari V ke W vyang didefinisikan

sebagai berikut :

(T; + Té)(x) = Ti(x) + Tz(x)
untuk setiap » € V.
Untuk sebarang skalar o, perkalian dengan skalar aT; ada—
lah pemetaan dari V ke W yang didefinisikan sebagai beri—
kut =

(aT Y{xY = aT ()}
1 1

untuk setiap ¥ € V.

Akan kita'perlihatkan bahwa T1 + Té merupakan trans—
formasi linear. Ambil sebarang vektor » dan v di V dan se-

barang skalar 3 dan y € €C. Maka

(T + TR + py) =T (B + py) + T (Bx + py)

GT1(>:) + :vTi(y) + BTZ(A') + :vTZ(}r')

BTG + T G) + (T, G0 + T ()

1l

G[(T1 + TIGa) o+ y((T1+ T 1))
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Kemudian akan kita perlihatkan bahw=a aT; Juga merupakan
transformasi linear. Ambil sebarang vektor x,y di 'V dan se-

barang skalar 3 dan » € €. Maka

(dT;)(Bx + yy) = aT1(Bx + )

'E(aﬁx + oyv)

'E(aﬁx) + Tl(ayy)

BT (x))) + ¥ (adT ()]

Definisi 4.2.2

Himpunan semua transformasi linear T : V ———r > W o di-—

nyatakan dengan L{(V.W). .~

Teorema 4.2.1

Jika V dan W adalah ruang wvektor, maka Z£(V,W), dengan pen-
jumlahan dap perkalian dengan skalar seperti pada Definisi
4.2.1 jﬁga merupakan ruang vektor.

Bukti :

Telah dibuktikan bahwa untuk sebarang transformasi linear
T1 dan Té dari V ke W dan sebarang skalar a € €, T1 + '2
dan aT; juga merupakan transformasi linear dari V ke W.

Jadi operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar pa—

da Definisi 4.2.1 bersifat tertutup dalam Z(V.W).
fa. Ambil sebarang T1 dan T2 anggota (V. W). Maka
(T + T ¥ (x) =T (x) + T_(x)
1 2 1 2

=T (x) + T ()
2 1
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= (Té + T;)(x) untuk semua » e V.

Jadi T + T =T + T untuk semua T ,T € L{(V. W).
1 2 2 1 1% 2

2. Ambil sebarang Ti,Té,Té e L{V.,W). Maka

((T; +_T¥) + Ta)(x) = (T1 + Té)(x) + Ta(x)

(T (x)y + T_()) + T_(x)
1 2 3

= 1;(x) + (TZ(x) + Ta(x))

7;(x) + (T2 + Té)(x)
= (T + (T + T ))(x) untuk semua
1 2 3
eV, Jdadi (T + T) + T =T + (T + T ) untuk semua
1 2 3 1 2 3

T ,T .T. € £(V.UW).
17 2% '3

fa. Perhatikan transformasi linear To B Y === > W dengan
aturan T;(x) = @ untuk semua ¥» € V. Akan kita per—-
lihatkan bahwa T0 merupakan transformasi linear. Ambil
sebarang x,y € V dan sebarang skalar a.B € C. Maka
TO(Q.\' + 3y} = 0@

i

aTé(x) + ﬁTé(y).
Jadi T; & L(V. W), dan

(T + T Y(x) = T{x} + T (x)
(=] (=]

i

T(x) + O

T(x) untuk semua x € V.

Il

Jadi T + T; = T untuk semua T e (V. W).

fu. Smbil sebarang fungsi T € Z{(V, W) dan perhatikan fungsi
=T ¢ ¥ ———2>W dengan aturan (-T)(x}) = —(T{x)) untui
semua ¥ € VY. Menurut Teorema 3.1.1 (iiid, —(T(x)) =

{(—1)T{x}. Karena T merupakan transformasi linear dan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

41
-1 merupakan skalar maka —-T = (—-1)}T merupakan trans-—
formasi linear. Jadi -T € £(V. W), dan
(T + (~-TY){x) = T(x) + (~T)(x)
= T(x) + (—(T(x))
= 0 (—T(x) invers aditif da-—

ri T(x})
= T;(x) untuk semua x € V.
Jadi T + (—-T}) = T; untuk semua T € L(V W),
fis. Ambil sebarang T1,T; e 2(V.W) dan sebarang skalar kom—

pleks a. Maka

(T, + TI(x) = a((T + T )(x)]

a(T;(x) + Tz(x))

aT;(x) + aTz(x))

I

(aT;)(x) + (aTz)(x))

(aT; + aT;)(x) untuk semua »x e V.
Jadi a(T; + T;) = aT1 + aT; untuk sebarang skalar o €

€ dan untuk semua T1;2 e L(V,W).

fis. Ambil sebarang skalar kompleks o dan [ dan sebarang

fungsi linear T € £(V,W). Maka

((a + BITH(x) = (¢ + B)(T(x)])

aT(x) + AT(x)

(aT)(x) + (BT)(x)

it

{aT + ATY{x} untuk semua ¥~ € V.

Jadi {a + 3)T aT + 3T untuk sebarang skalar o, <

C dan untuk semua T € L(V, W),
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7. Ambil sebarang skalar kompleks o dan 3 dan sebzarang

fungsi linear T e £L{V. . W). HMaka

(e3)T)(x) = (o3) (T(x))
a(fiT(.\:))

a{{3TY(x))

(o {3TY){(») untuk semua x V.
dJadi (o3)T = a{(3T) untuk sebarang skalar ao.3 € € dan

untuk semua T € LV W).

fs. Ambil sebarang fungsi T € L(V . W). Maka

(1.TY(x)

]

l(T(.\')J

Il

T{(x) untuk semua »x V.

Jadi 1.7 T untuk semua T f(V,N).%

Befinisi 4.2.3

Patuk T1 € E2(V.HW) dan T2 e 2(W,7). Pemetaan R 2 V ——> ra
yang didefinisikan dengan R{{x)} = Tz(Tx(x” untulk semua

r e V disebut hasilkali dari T2 dan Tz" dan ditulis R =

iFY .
7 s

Akan kita perlihatkan bahwa T2T1 merupakan trans—
formasi linear. Ambil sebarang NV & dan sebarang

skalar o.3 € C. Maka
BT (o + )y = M o+ .
ii’ti(cx 3y} T (Ti(a IES D)

2
=T (T {ax) + T (B%)1
z 4 1

I

LT (ax)y + T_(T _(By))

i

T (aT {(x)Y)Y + T (BT (+))
2 It z 1
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= a(T (T (x))) + BT (T _(y¥)))
=a(T.TY(x) + (T T YY)
2 1 z 1
untuk semua X,y € V. Jadi T%T; merupakan transformasi

linear.

Ferhatikan bahwa biasanvya TiTé tidak didefinisikan
karena Té(x) di Z dan T;Té(x) tidak didefinisikan kecuali
I <€ V. Jiké V=W= 2, maka T;Té dan TQT;, keduanya dide-—

finisikan. Namun biasanya V. W,Z tidak sama.

Teorema 4.2.2

Jika T e £(V V), U e (VY V) dan V € £(V_,V ), maka
17 2 2 FS 3’ e
(VUXT = V(UT).

Bukti gz
Amhil sebarang vektor x di V1’ dari Definisi 4.2.3,
(VUTYY(x) = VOUT)I(x)) = VU(T(x) )= (VUY(T(x)) =

((VU)T)(x). Jadi V(UT) = (VU)T.E

Teorema 4.2.3

T Jika T e B(V WV ). U, Ve Z(V. V) dan W e 2(V V), maka
17 2 27 '3 : 3% 4
(U + V)T = UT + VT dan WU + V) = WU + WV .

Bukti =

Ambil sebarang e'k;, maka

((U + VIT)(x) = (U + VXI(T(x)) = W(T(x)) + V(T(x))
= (UTY(x) + (VMTY(x) = (UT + VT)(x).

Jadi (U + V)T = UT + VT.
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Dengan cara yang serupa, ambil sebharang v e v;, maka
(MU + V1I)X(w) = Wi{U + V) (w2} = W{U(y) + V(w¥)).

Karena W merupakan transformasi linear, maka

i

(WU + V)}) (2 WU(w}) + WV} = (WU + WV)(y¥).

Jadi W{U + V)

wu + Wy

Tegrema 4.2.4

Jdika T,U € £({V¥.¥), maka T{ol}) = af{TU}) untuk sebarang ska-
lar oo € C.

Bukti =

Ambil sebarang z € V. maka

{T(aU)) ()

Tl{a ()} = Tla(U(z))) = aT(U{z))

= a(TW) ().

Jadi T(al) = o(TU).J

Teorema 4.2.5

Andaikary {Ui,Lg,...,Uh} adalah himpunan dari operator-—

operator linear yang mempunyai sifat komutatif dalam ruang
vektor V (yaitu operator—operator yang mempunyai s=sifat
uu = UJ{ untuk semua i.j). Maka untuk sebarang i (1 £ i
1 J

< n}) berlaku
MUY s M(UU ... U ).
i 1 2 n
Bukti :
Ambil sebarano v e N{ng maka U (v} = ¢, dan
1
1 1 TN

= (uu ... U Uy
g} T
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sehab transftormasi linear selalu memetakan vektor
vektor nol. Karena (I_liu2 —— Un)(y) = &, maka

¥ e N(L&U; .- Un). Jadi N(Ut) < N(L&Lg “e Un).l

nol

ke
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BAB V
PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR HOMOGEN TINGKAT - n

DENGAN KOEFISIEN KONSTAN

Suatu Persamaan Diferensial (PD) dengan fungsi v = v{x}
adalah suatu persamaan yang memuat wvariabel v, ® dan
derivatif—-derivatif dari ». Suatu Persamaan Diferensial
Linear adalah persamaan yang berbentuk

(n> (n—-1) 1>
P ¥ + .

.
pld

di mana a .& ,...,ai,ao,f adalah fungsi—fungsi dari
n

dan fb adalah derivatif ke—% dari y. Fungsi—fungsi &
disebut koefisien dari persamaan diferensial. Jika 7 = O,
persamaan diferensial linear (1) disebut Persamaan Di-
ferensial Linear Homogen (PDLH).

Tingkat {(orde) dari suatu PD adalah tingkat deriva-
tif tertinggi yang terdapat pada FD tersebut. Jika a 7z O,
FD (1) kita sebut sebagai PD tingkat-n. Jika kita membagi
kedua ruas PDLH (1) dengan an, kita mendapat PDLH baru

vang ekuivalen dengan PD (1), yaitu

> (n—1> 1>
+ b T+ L.+ by + h yY=20
¥ n—1 17 o’
di mana b = aa untuk 1 = 0,1,.....n—1.
L L N

Fenyelesaian PD (1} adalah fungsi-—fungsi vang jika

disubstitusikan pada y menjadikan FD (1) suatu identitas.
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Pada Bab V ini kita akan menggunakan aljabar linear
vang telah kita bahas pada bab-bab sebelumnya untuk menye-—
lesaikan PDLH tingkat—n dengan koefisien konstan.

Dalam mempelajari PD sangat perlu untuk memperhati-
kan penyelesaian—penyelesaian PD yvang berupa fungsi berni-
lai kompleks dari variabel real, walaupun dalam Tfisika
penyelesalan—penyelesaian yang mempunyai arti  adalah ﬁe-
nyelesaian bernilai real. FPernyataan tersebut akan kita
jelaskan kemudian. Jadi kita akan bekerja dengan ruang
vektor F(R ,C} (telah dibahas dalam Contch 3.1.1). Teorema
berikut menunjukkan bahwa kita dapat membatasi pembahasan
kita pada ruang vektor vyang jauh lebih kecil daripada

FAR,C) -

Teorema a.l1

Setiap penyelesaian PDLH tingkat—-n dengan kaefisien kons-—

tan mempunyai derivatif dari semua tingkat. Jdadi, Jjika v

adalah suatu penyvelesaian dari PDLH tingkat-n dengan ko—

efisien konstan, maka Qb ada untuk setiap bilangan bulat

positif k.

Bukti :

fikan kita buktikan dengan induksi matematika.

i} Untuk k& = 1 maka f“ ada sebab v mempunyai derivatif
ke—1.

ii) Untuk sebarang bilangan bulat k > 1, andaikan Teorema
5.1 berlaku untuk sebarang derivatif vang lebih kecil

ataun sama dengan k.
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.. (k+1> P ¢ SN E tk>
1ii) {v 1} ada, sehab v ada .
. - (k+1> Lo [T R | - b
Jadi ¥ ada untuk sebarang bilangan bulat & > 1.

= — - - —_ — 3 J— J— i 3 = - -
Jadi ¥y ada untuk sebarang bilangan bulat positif k.
Dalam Contoh J.2.1 telah

f?

merupakan subruang dari FI{R,

vektor atas bilangan kompleks. Herdasarbkan Teoresma 2.1 di
. —~00 L _ el iy 58
atas, T merupakan ruang vektor vang penting dalam pem—

. . ; oo} . . .
bahasan Bab ¥ ini. sebab untuk v & €, derivat

fots

T kKe—k,

g 0 F % A0 A
vaitu v . Juga terletak di dalam €. Derngan Tegrema 2.1

pae

tersebut memungkinkan kita untuk mendefinisikan suatu

transformacsi pada contoh berikut imi.

Contoh 5.1

: . : R o}
Diketahui transformasi b : C ———— * £ dengan aturan

DEFEx))Y = F 7 (u)

!

‘

di mana 7T merupakan turunan dari f dan x € R. D merupa—

kan operator linear, sehbab

Dlar(x} + polx}} af{x} + Fglx)} ’

il

af *{x) + g (]}

aﬁ(f(x)] + ﬁD(g(x)) untuk semnva a. e C

. . o0
gdan untuk semus F.g e & .

Contoh 5.2
. .. - LN w I I
Dikeahul transformasi D @ C ————> €7 dengan aturan
N _ . {n> . N
B{F{=)y F B -
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o ; T .
0 merupakan operator linear. sebab
— - ~ Ly
D' ({aF + pBgi(x}] = (af + pBgy ()
L 4 i . N
= o7 1 4+ Sg i}

Jika D dan I masing—masing adalah operator iinear

vang didefinisikan pada Conteh 5.1 dan Contoh 5.2, maka
D (Fay) = 2 (x)

=7 (7 0n)

= D(D(f(')] untuk semua x e R.
Tampak hahwa [ adalah hasilkali DD. Demikian juga. 57 =
p’ = igﬁ, p* = 'pp’ = [FD, dan seterusnya. Kita mendeti-—
nisikan D° = I dan D' = D.
bBefinisi 5.1 .
Andaikan P = ax” +a A4 L.+ an +a suatu

polinomial dengan koefisien kompleks. Jdika T adalah

operator linear pada

p(Ty = a T

Ferhatikan suatu

o
ju]
[la]
s
fi
-
i
m
3
r.'n
o
x
e
~
St
1]

ruang wvektor ¥V, kita mendefinisikan

N1
+ & i T atl + a I.
n—1 1

poclinomial dengan koeficsien komplsk

n n—1
A

me

suatu
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a I. Akan kKita tunjukkan bahwa pib) ssrupskan operator
o}

- I . . . 00
linear pads . Ambil sebarang f dan g anggota C dan
seharang skalar kompleks o.f3. Faka

p{DX{af{x) + Bgix}}

. n r—1 o _ - .
={aD 4+ a D + ... + abD+ a Il(af({=) + fBgixi:
il rn—1 1 o -

8] -, 7 n—1 - . £
= z DA{afiz) + Boixl) + a D {af{x) + PBol=)y + ... +
lal - n—-1 -
ap{af(x‘ + fPoi=)) + aoI(af(x) + fBPgi{=)}
18l . a \al " n—1 N
= a Di{af{xl) + a D (Bg{=Y) + a b (ot} +
n n n—1
ri—1 N - - 5
a D {pg(=)) + ... + aD{laf(x)) + a D(palx)i +
-1 i 1 E
a I(af{xx1} + a I{3g(=x)}
[} o -
, \a I N n-1 - P o
= af{a D {F{x}) + & D "(Ffl=x)) + ... + aD{F{x1) +
n n-1 1
= R i n—1
a T{F{=Y))Y + ... + 3{(a D(gix}) + = D T{gf{x)y v+ .. +
o} n n-1 =
aD(g{x)) + aOI(g(x)))
. a] r—1 -~ .
= afa D + & D + ... + ab + a IY(Fr{x))y +
2 n—1 1 o
n n—1
Ba D + a D + ... + abD + a Iy(g(x))
2 n—1 1 o}

= ap(D){Ffix)) + Lp(D)(gix)) untuk semua % € R.

. ) o0
Jadi p(D) merupakan operator linear pada C© .

Definisi 2.2

o

Urntulk sebarang peoliinomial p(A) atas € yvang berderaiat  po—

sitif, p{D} disebut operator diferensial vang berkaitan

dengan polinomial piA}. Tingkat dari cperator diferensial
piD}Y adzliah derajat dari pelinomial pid}.
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5.2
Grdaikan p(Al dan gi(X} adalah sebarang pelinomial  dan

Fd 3= fF 3 % —_— i = ¥ =t i . ' 3 = i- —_ 1 = = 3 R N — - - P —
cixiagin} adalah ha=silkalil kedua polinomial tersebut. Haks
cperator diferensial vyang bkerkaitan dengan polinomisi-—

nitinily = oiBYn{D:}

[l R S b SRS o &= 7 e

Bukti =

P’ o -1 - - — L — T — = — 1
Liperator drferensial Yy ang berkaitan ieEngal polinomial

persifat komutatif, maka sN)lgixn) = gl )ypin} untuk semua
A. Hal ipi berarti operator p{bkig(D} dan g{(Dip{h) ber—
taitan dengan polincmial yang sama dan bkerarti operator-—

cp=rator tersebut harus sama. Jadi pi{Digi{D) = gi{D)p{D}.

Operator difersnsial sangat berguna karena dapat me—
rumuskan permasalahan persamaan diferensial ke dalam  per—
masalahan aljiabar linear. Sebarang PDILH  tingkat-n  dengan

kosefisien konstan

ro (m-1> (1> - .
Al g, o, Al S y = 0 {22
n—1 1° :

dapat ditulis dengan menggunakan operator diferensial se—

A
flu]

o

(%
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Definisi 5.3
Diberikan FD {(Z}: polinomial kompleks
. n n—1
g =X 4+ a X + .. a3+ =2
n—1 1 o
disebut polinomial pembantuw yang berksitan dengan FD  ter-—

Jadi seharang FDLH dengan koeTisien konstan dapat di-—

- s

piDY (v} = C {3

di mana pii} adalah polinomial pembantu vang berkaitan de—

ngan FPD tersebut.

Teorema .3

Himpunan semua penyelesaian PDLH tingkat—n dengan koefisi-
en konstan sama dengan ruang nol darirp(D), di mana pii)
adalah polinomial pembantu yang berkaitan dengan FD ter-
sebut.

Bukti =

Sebarang FPDLH dengan koefisien konstan dapat di tulis se—
bagai PD (3}. Faka himpunan penyelesaian PD  tersebut
adalah himpunan { ¥ & le p{Di(y) = O ;. Jadi himpunan

penvelesaian PDLH tingkat-n dengan koefisien konstan tidak

lain adalah ruang nol dari p(D).J}
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=4
Akibast 5.4
Himpunan semua penvelesaian FDLH tingkat-—n dengan koetisie

. , : . , . o
konstan adslahn subruang dari .

Menurut Teorema 5.3 himpunan penvyveleszian FPDLH tingkat—r

dengan koeficsien konstan

n
il
3
it}

dengan ruang ncl dari pi{D).
di mana piAl merupakan polinomial pembantu vang herkaitan
dengan: FD. Femudian menurut Tecrema 4.1.4 ruang nol dari

.0
pg(D}) merupakan subruang dari C .

Himpunan semua penyelssaian FDLH  tingkat-nn dengan

koefisien konstan kKita sebut ruang penyelesaian dari  PDLH

tersebut. Cara vang praktis untuk menvatakan ruang penyve-—

[
n
Tk

scaian tersebut zda

[
Il

dengan menggunzkan kEonsep basis.
Manti kita akan menyelidiki fungsi—fungsi tertentu yvang
berguna dalam menentukan basis untuk  ruang penyelesaian
dari FDLH tingkat—n dengan keoefisien konstan.

tintuk suatu bkilangan real # dapat ditentukan bilangan

[ )
(o)
n

'-J .

real e, di mana & ad=zalah bilangan tunggal vang n

=

logaritma naturalnya adalah 1 {yaitu, In e = 1. Sifat—

sifat eksponen berikut ini telah kita kenal

untuk sebarang bilangan real £ dan m. Kita sekarang akan

memper luas definisi pangkat dari = denganr bilangan kom—

et

eke sedemikian sehingga sifat-=sifat tersebut diawetkan.

B
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e = cos b + I sin b
vang disebut rumus Euler.
Jika c adalah bilangan real {yaitu b =

o = D), maka s =

e . Dengan menggunakan identitas trigonometri dapat ditun-—

jukbtan bahwua

e = g & dan e =
C

=]
uvntuk sebarang bilangan kompleks c dan d.
Andaikan ¢ = a + ib dan d = a + 1ib ., di mana a_ .b < R

1 1 2 2° 1o
untuk i1 = 1,2, Maka
a + 1ibh) + {a + ib

c + d ' 1 ¢ 2 z)
e = e

1 2 e .
= e e [cus(bi)cog(bz) ~ gin{b ¥sin(hk ) +
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1 . N 2 . A
= = (c:s!b i+ i sin(b ;)E (CES{D I + i =ini{b ;)
1 1 2 2
o o
= g =
- c + 0 [l , ,
Jadi e = 5 g wuntuk semuas c.d e C.
fSndaikan © = a3 + ib di mana a B e R. Haka
1 1 1771
—C —{za + ib )}
= = g 1 1
—= + i{—-b )
1 1
= B
_ai
= & (EEE{*E Yy + 1 sin(—b ))
1 1
—=
1 , .
= = (:ngb Yy — i =ini{b ))
1 1
cos{b !} — 1 sin(h } cos{b } + 1 sinp{h }
iy 1 1 - 1 1
i cos{b @ + I =in{b )
=3 1 1
i
=y
e (cost(b ) + i sin(b )]
_ i
c
e
. & = i
Jadi e = — untuk semua c € C .
=3
Definisi 5.5
Suatu fungsi f 5 R ———» € wyang didefinisikan dengan
e ¥ .y 5 : . . ;
Fix} = e untuk bilangan kompleks © yvang tertentu disebut

fungsi eksponensial.
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J—
: . . P . CH
lintuk sebharang fungsi eksponensizl 7ix) = 2

-

Bukti

P PR

i g - = B - - - — - i =
fndaikan c = a2 + ib di mana a.b e K. Haks
Y v
Finy = &

& [ =34
= = cos{bx) + 1 = sin{b®}.

i
]
m

u

s

~

Il
]
n
o
+
P

y s, 2 .
=in( x)) + bhe (1 sin{bx) +

. aM | .
= {(a + ibie (CC\S\D;-:) + i s:xn{b}:.‘a)

Cx
= ce . l

Jadi derivatif suatu fungsi eksponensial merupakan
telipatan konstanta yvang tertentu itu dengan dirinya sen—

diri, yaitu untuk sebarang fungsi eksponensial Fix) = e =

_ cx
maka ¥ ' {xg}y = ce




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

i = kati 3 i —  __ 1 I — — Lz
v FDiH ftingkat—1 dengan oerbentuk
- ’ - sy
1 + a v = O f45%
T - - = 2
EnreEns g4
-
o = a - (o] -
- _ . F . e . b _ -
Ruang penvelssaian dari FD {4} mempunysl bha=sics {s B
Bukti =
E. -
T ] P 13 = RIS + P . SRS, ©
delas 141 meEmpuiny=s1l =Sua3Tll pEnveleEsSsligi: E =
B - o o e e | _ _ . - .
fix} adalah sesbharang penvelesaian dar: FLD (4}, maka
ag f 4 x p— -— = 3. i
a ix} = —x 7F{x}) untuk semua » e R.
o
Didefinicikan
& H
~{wy = © FETR
Fixy = g Tixl,

a8

Derivatif

t
—
p
Semet
It
lenEman
® fu
of
b4
| —
‘h
—
“
+
m
o]
0o
~h
e

2]

Karena =z '= O, adalah fungsi konstan. Jadi ada bilangan

kompieks € sedemikian sehingga =ix) = e i} = c untuk

- X

o]
ul]
[N
|~
-
"
i
m
n
™
]
T
o
=
ol]
i
or
ol]
)
m
n
m
T
i
i
m
o
i}
kel
m
|
m
frorel
m
n
ol
l. d
m
bl
oL
hi]
]
Jod
t
r
L)
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T
= H
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R
13t &3 1%
Pl s
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e S
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Dari Teorema Fundamental Aljzbar kita ketanuwi bahwa
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&1
piAY = a (X — v ¥ (X — v 3j..oiXh — 1 Y.
n 1 2 n

T - i~ — — i 1 : — - £ - -1 — ~— < = - — — o 3o
Tampak hbahwa piX) dapat difakitorkan menjadi satu akior

— — — - - — — e P o PR i- RO S
bLonstan a dan n Taktor linesar yYang mempunyai bLoefisien
terdepan 1. B
Teorema o.9
o ) = 7 % PU S — - — i 7 — = a — eyt H
frdaikan piinl acalah polincmial  pembantu antuk o H

dari FPD.
Rukti
Diberikan FDOLH tingkat-n dengan koeficien konstan

(n» (ri—1> (1> -
) 7 14 ; \
n-1" 17 o’

dengan pelinomial pembantu

piXx} = AT+ a A" e L+ an +oa
n—1 1 o]

difaktorkan menjadi hasilkali polinomial-polinomial ber-—

derajat 1

pery SFE SRR 3. O = )

1 n
di mana ciﬁ%,...,c {tidak harus berbedadl merupakan
m
bilangan—bilangan kompleks (menurut Teorems 2.8 di atzssd.
dadi
i} = (b — c I(D — c 1}...(D - c I}.
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&2
Menurut Teorems 4.2.20 didapst bahwa
- M{pi{D}}
uetuk 1= 1. 2., ...1
£ x
n e = =T o (-
Memuaunt Skibhst 5.7, MDD — C 1) mempunyai basis {e ;. oun—
1
k1 = 1,.F:c-.:0. Karsna Hip{D}} merupakan ruang penye-—
igsaian untuk FD fdibperikan, dapat disimpulkan bahwa
. X ] X ; ; .

Jika ¢ membust ol dari pii ¥, maka & adalat penyelie—
saian dari PD.J
Conteh 5.4
Dikerikan FD

}_, o0 __ —-:", I + 2y = 's)
derngan poelinomial pembantu

p3 - - . . e

piXx) = A7 — 3N + 2 = (X — 1¥ (N - Zi.

o b4 _ 2x - - .

Menurut Teorema S.9. £ dan e adalah penyelesaian—

penvelesaian dari FD di atas, sehab A = 1 dan AN = 2 meru—

pakan pembuat mol dari p{A}. Karena ruang penvyelesaian da-—

0

. : \ AP 2x
ri FD di atas adalah =subruang dari C

g S‘(ex_..e } terletak

dalam ruang penvelesaian. Mudabh uwvuntuk dibuktikan bahwa

X ZX . . B pad 2x .
{e ;2 } bebas linear. Jdadi {e ,e } merupakan basis dar

s

b

ruang penyelesaian, sehingga kita simpulkan  bahwa ruang

penyelesaian PO di atas berdimensi dusa.
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Hentuk wumum dari Contoh S.4 akan dibahas dalam

o

%72
=2 2

Teorem

i

- Dua izmma berikut  ini mserupakan persiapan

untuk mesbuktikan Tegrema S.12.

, . . : . - ~00 . : ‘5
Operator diferensial linear b — cl @ & ———> C bersitat

suryektif¥ untuk setiap bilangan kompisks c.

m
[
==
ﬂ-
[
A

ambil ssharang v e L . fkan ditentukan =

: 2 289 o0 an . ~x .
sshingga (D — ci}{z}) = v. Andaikan wixn} = yixle untuk =

i

K

e R. Jelas bahwa, w € C sebal

Ly
“
L
!
o
e
1]
i
frud
i
o
n
s
Lk
W
o
i
)

C7. Andaikan W dan " bagian real dan bagian imajiner

dari . Maka Hi dan & kRontinu sehab merska difsrensiahbel

masing adalah &i dan ét,

Andaikan # : R ———> € didefinisikan dengan

fi{xd = ﬁi{ﬁ} + 3 M {x») untuk x < R.

. oX
— o e} =
= = HIS

Jadi diperoleh (D - cI}{z} = y. |}
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Lemma 2.11

Andaikan V suatu ruang vektor, dan andaikan T dan U adalah
operator linear dalam V sedemikian sehingga U  bersifat
suryektif dan ruang nel dari T dan U berdimen=si hingga.

Maka ruang nal dari TU berdimensi hingga dan
dim(N(TU)) = dim(N(T)) + dim(N(U)}).

Bukti :

Andaikan p = dim(N(T}}, g = dim(N(U)}, dan {uiﬂé,-.., up}
dan {\1,»;,...,va} masing—masing merupakan basis untuk

N(T) dan N(U). Karena U suryektif maka untuk setiap i (1 =<

i =< p) dapat dipilih suatu elemen w € V sedemikian
L

sehingga U(ﬂ) = u. Jadi dipercoleh suatu himpunan i

elemen {ﬂ}'é""’”p}' FPerhatikan bahwa untuk semua 1 dan

J. W = \3, karena kalau tidak maka u = U(w )} = U(v ) = Q
L L L J

yaitu suatu kontradiksi. Oleh karena itu

$ = {ﬂ}bg,...,h;,\a,»;,...,va}

memuat p + g elemen—elemen yang berbeda. Untuk membuktikan
lemma ini, cﬂkup ditunjukkan bahwa 3 merupakan suatu basis
untuk N(TU).

Pertama—tama akan ditunjukkan bahwa g merentang

N(TU) . Ambil sebarang " dan \3 anggota . maka
TU(%) = T(ug = ¢ dan TU(VR = T(¢) = C.

Jadi 1 N(TU?.

Sekarang andaikan v € N(TU}. Maka

¢ o= TY

o~

v = TU(w).
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&3
Jadi U({v) € N(T}. Jadi ada skalar—skalar A 3R 5xs-aB se—
P
demikian sehingga
Hiv) = au + au + ... + a u
11 2 z PP
=Ulaw + aw + ... + a3 w}.
1 1 4 P P
Sehingga
Ulw — (aw + awm + ... + a wliy = 0.
1 2 2 P b
Akibatnya v — {aw + a w + ... + a w )} berada dalam
1 1 z 2 P p
M{U)Y. Jadi ada skalar—-skalar E}EE,...,b sedemikian
q
sehingga
v — (am + awm + ... + am) =5byv 4+ byv 4+ ... + b v«
i 1 2 2 P P 1 1 2 2 q q
vang berarti bahwa
v = amw + awuw + ... +taw + hbv +bwv 4+ .. 4+ Db v,
1 1 2 2 PP 1 1 z 2 q g

Terbukti 3 merentang N(TU).
Untuk membuktikan bahwa 3 bebas linear, andaikan a

A xsengd b 4B ....b sebarang skalar—skalar sedemikian
2° T p 1 2 q

sehingga

am 4+ am + ... +aw + bv + bv + ... 4+ h v = O (5}
1 1 2 2 P p 1 1 z 2 [« B §

Dengan mengoperasikan U pada ke dua ruas persamaan (3)

kita dapathkan

au + au + ..+ au = 0,
1 1 2 2 P P
Karena {ﬁ}‘éf"°!“ 7 bebas linear, maka a = O untuk i =
o) i

1

1.....p- Sshinggs persamaan (3} menjadi

13
T

Bv + b v 4+ ... 4+ b v =
11 2 2 q q

-,
by
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o

Menurut Lemma 5.10 gperator (D — cl} bersifat suryektif

dan dimi{N(D ~ clI}) = 1 {(menurut Akibat 5.7}. Menurut peng-

ardaian, dim{M{g{(D}}) = n — 1. Jadi dengan lemma S5.11

dapat disimpulkan bahwa

dim{(MN{p{(D})}} dim{N{g(D})) + dim(N(D — cI}}

= {n — 1) + 1

ol

!

Akibat 5.13

Ruang penyelesaian unituk sebarang PDLH tingkat-n  adalah

. 00 . .
suatu subruang dari € yang berdimensi n.

Bukti :
Karena ruang penyelesaian dari FDLH tingkat—n dengan
koefisien konstan sama dengan ruang nol dari p{(D). di mana

p{D) adalah operator diferensial tingkat-n, maka menurut

Teorema 5.12 ruang penyelesaian untuk sebarang PDLH  ting-

kat-n adalah suatu subruang dari Cm vang berdimensi n. .

fkibat 5.13 mengubah masalah penentuan semua penvele—
saian suatu PDLH tingkat—n dengan koefisien konstan menja-—

di masalah penentuan suatu himpunan n penyelesaian bebas

linegar dari PDLH tersebut. Menurut Teorema 3.4.4 himpunan
demikian adalah basis untuk ruang penyelesaian dari  FPDLH.
Teorema berikut memunghkinkan kita untui

— 3 , o—_ S — -
menentukan Gasis

dengan lebih cepat vntuk PDLH tingkat—n dengan koefisien
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Teogrema S5.14

Jika ci,cz,...,ch adalah n buah bilangan kompleks vang

berbeda, maka himpunan fungsi-fungsi eksponensial {91

Cc X C X
2

n -
2 s.eeqE 7 bebas linear.

Bukti :

Akan dibuktikan menggunakan induksi matematika.

C X C X
i) Untuk n = 1 diperocleh {e' }. Andaikan b191 = O

untuk sebarang skalar 27 Dengan membagi persamaan

Cc X Cc X

tersebut dengan el didapat b1 = 0. Sehingga {e ¢ ¥

bebas linear. Jadi teorema benar untuk n = 1.
ii) Untuk n > 1, andaikan teorema benar untuk n — 1 buah

bilangan kompleks vang berbeda, vaitu himpunan

Cc X c X =] X

. . . 1 2 n-1
fungsi—fungsi eksponensial {e Y R 7 be-—

bas linear.

iii} Akan dibuktikan teorema benar untuk n  buah bilangan

C X C X
kaompleks vang berbeda. Andailkan t&e1 + pzez +n
c X
+ qqen = 0O untuk sebarang skalar-skalar b ﬂ%,...,
b . Kenakan operator (D - cnI) pada ke dua ruas pada
n
persamaan di atas, maka diperoleh
01)( CZX c X
(D-c 1) (be” +be” +...+be” ) =(D - cI)O)
n 1 2 ) n
c X c X < X
2 n-1
& (D—-—c I) (be + b e +...+ b e Y o+
n 2 n—1
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\ 1 2 n-1 R
s (b —c 1) (b e + b e +...+ b e I+ GO = 0
n 2 n—1
cix CZX C X
n-1
e (b —c Iy (be + be +...+ b = p = O
N 2 Nn—-1
Cc X C X (S, W C X
1
XS bc e - bce + b ce — bce + +
i 1 m n
* C X C x
! n-1 n—-1 -
‘ C 1= - b cC B = 0
n-14 n—1 Nn-—-1 n
c X c X
: 1 AL 2
: e b {(c —~ ce + b (c. — c e + ... +
. L n 2 2 n
|
; c 1x
i - . n- -
h {C - € e =00,
i n-1 n-1 n
i
i
| c x c X c x
| . 1 2 n-1" . ] .
; Karena {e ] P - E y diandaikan bebas linear,
maka (c, — c }b, = 0O, yang berarti
L n L
{c. —c)y=0atau b =0 uwuntuk 1 = 1,2,...,n—1.
T n L

Karena C sC,s ==-aC adalah n buah bilangan kompleks

2 n
vang berbeda maka ((:,L — Chl #Z 0 untuk 1 = 1, Z2,.....n—1.
Sehingga dipernléh q = O untuk 1 = 1,2:.c-.,0"1.

l C X c X Cc X
Jadi persamaan bie s bze S ‘r_\ne "= G

ekuivalen dengan
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T

c X
O +be” =20
n
Cc X
n
< b e = G
n
© b = 0
n
Sehingga didapat b = b = ... = b = 0,
1 2 n
cix sz Cc X
. o n e,
Jadi terbukti {e” . e’ . ... . E 7 bebas linear.f

Akipat S.105

Untuk sebarang PDLH tingkat-n dengan koefisien konstan,

jika pelinomial pembantunya mempunyai n pembuat nol <

5

c X C X c X
n

1 2 o .
€ = «==sC y maka {e e, AArtze ¥ adalah suatuy basis
n

untuk ruang penvyelesaian dari PD tersebut.

Bukti

Cc X C X C ¥
1 2 n
Menurut Teorema 5.%9. e B - .a-aB merupakan penys—

lesaian dari PD yang diberikan. Kemudian menurut Akibat

5.13, ruang penvyelesaian dari PD ini berdimensi n. Karena

Cc X Cc X C X

1 n :
{e SEML .. e 7 bebas linesar, maka menurut Teorema

cix CZX Cc X
- - n .
JF.8.4 {B B  seoaxB 7 merupakan basis untuk  ruang

penvyelesaian dari PD yang diberikan. l

Cantah 5.9

fBlkan ditentukan semua penvelesaian dari FD
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ii) Andaikan lemma benar untuk n = k, yaitu
k., ex cx . k . s
(D + aIY (e " w(x)) = e (D + (a+c}I) {wix}]
iii) Untuk n = k + 1, diperoleh

(D + ab)"™ (e™y(x))

= (D + aIX(D + aD)*(e™y(x))

= (D + aD)*((D + aD)* (v

= (D . aD)* (7D + (a + XD (¥ ))

= ™D + (a+)DH (D + (a2 + )Y (¥(x)) (pengandai-
an)

[

(D + (a+c) D) (yv(x))

Jadi lemma benar untuk n = k£ + 1.
Dapat disimpulkan bahwa lemma benar untuk setiap bilangan

bulat positif n. I

Lemma .17

Jika F(x) = x untuk suatu bilangan bulat positif n yang
tertenfu, maka D" (x') = a—?%ﬁ—xn—m urn tuk sebarang bi-
langan bulat positif m dengan m < n dan n ! {baca '"n
faktorial")r= AN e h)iE (i & B Yottt | SR REaE

Puktisz

Akan dibuktikan menggunakan induksi matematika.

i} thntukk m = 1, dipereoleh
1, n. ™, n-1 n!t n-1
DFix '} = O(x '}y = n = = —— ¥ -
-1
Jdadi lemma benar untuk m = 1.
ii} Andaikan lemma benar untuk m = k., vaiiu
k n nt n
B i{x ) = untuk kK < n.
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iii) Untuk m = k + 1 dengan k + f = n, diperoleh
k+1 k. 4
D™y = DD (™)
- Dk nt xn—1
(n—-41)!
1 =
= n! Dk ( xh 1 )
(-1
Fs n! (n-1>! v(h—.i)—k
(n—1)! (n—1>-k>!
il n! n—(k+1)
(n—(k+1»?
Jadi lemma benaruntuk m = k + 1 dengan k + i £ n-

Dapat disimpulkan bahwa lemma benar untuk setiap bilangan

bulat positif m. |

Contoh 5.6

Tentukan nilai dari Dp(xk) untuk k < n, di mana k dan n
adalah bilangan bulat positif.

Jawab :

Karena k < n, maka ada bilangan bulat positif m sedemikian
sehingga k + m = n. Maka

D" (%) = D™ ()

= l:)m+l< (xk )

= p"DF ()

_ [ K k=X
= D Ef—:ff'h ] {(Lemma 5.17)

= Dk ') (0 = 1)
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4 N,
.k ex, . N (D =
- a2} = + (—Ciy} oix e }

Il
m
e
+

|
rt

+
n
1:-1

St

g

Lonts

it
™M 3
~
boed

! n n! 3 B
di mans = — menvatakan kombinasi Fooounsur
r (n—rir! :

vang diambil dari n unsu

5
~l
]
a3
[In}
r+
m
s
n
M
o,
e
m

Contcoh .8

Farndang PD
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PD ini dibutuhkan penvyelesaian yang bebas linear dengan

—X s . . - . . .
. Dapat ditunijukkan bahwa =e juga penvyelecssia dari

m

FD yang diberikan. Tecrema berikut merupakan peruvmuman da-—

dika ¢ adalah suatu bilangan kompleks, n adalah suatu

bilangan bulat positif n, dan (A — c)”  adalah polinomial
pembantu dari PDLH tingkat—-n dengan koefisien konstan,

maka himpunan

X CcX n—1 cx
B3 = {e . x Dooogth e

o

adalah suatu basis uwuntuk ruang penyelesaian dari  PD
tersebut.

Bukti =

Karena ruang penyelesaian dari PD vyang diberikan beir-—
dimensi n, kita cukup menunjukkan bahwa 3 adalah himpunan
bagian dari ruang penyelesaian bebas linear. FHenurut

Contoh 3.7
(D ~cl} (e} =0

untuk sebarang bilangan bulat positif k

dadi 3 adalah himpunan bagian dari ruang penvelesaian.
Berikutnya akan kita tunjukkan bahbwa /3 bebas lIinear.
Fandang sebarang kombinasi linear dari 3 sedemikian

sehingga
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=
untuk skalar—-skalar b b ,....0 - Dengan membagi (5) de—
o” 1° n-1
cX PO
ngan e . didapat
n-1 - .
b + b % +...+ b H = & . {73
=} n-1
Ruas kiri dari (7} harus sama dengan polinomial nel. Kits
simpulkan bahwa b .b ...:b , SEmuanys nzl. Jadi 3 hebas
o n-—
linear . Behinggs 8 merupakan basis dsri  ruang penvele—
saian. f
Contoh 5.9
Kita tentukan semua penyvelessian PD
4> (3 . @ . (1) 3
¥ — Iy + &y — 4y 4y = O
Py P P, ra
Farena polinomial pembantunya adalah
4 3 p , 4
A= BT+ 0 - 4+ 1 = (N - 1)
o . = 52 X 2 %
menurut Teorema 5.18 dapat disimpulkan bahwa {e #€ ,x & ,
3 x . ; . .
¥ & 37 adalah suatu basis dari ruang penvyelesaian FPD Yang

diberikan. Jadi suatu penyelesaian dari FD  tersebut ber-

=

bentuk

- x X 2 X 3 x
¥vi{x) = b e 4+ b e + b xw e + b x e
i 2 3 4

untuk skalar—skalar tunggal b ,b .b .b .
17 27 3% 4

.....[
m
]
5
0
]
|
[In}
et
m

Eibh umum dari tecrema—tecrema ssbelum—

HH

nya tentang ruang penyeliessian PDLH tingkat-—n  dencan
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—
’;
= oz
Teorems =219
i i g 3. — — - g —— [ pe— e e e e e s . —
P H tingkat—-n dengan keoefisien konsitan messpunyal
poiinomisl pEmo3nty
1al m hk
1 2 .
(A — o 1 T — c 1} P - N i
1 2 k
—_3 = f - - = —_ ey o — & "
gi mana n N .-...n adaiabh bilangan—bilangarn bulat posi-

5 _ r . L - e o - _ s
hilangsn kEompieks vang berbeda, maka himpunan o= {e s
c X n -1 c X C. X c X no-1 ¢ X
1 J k < 5 P,
Hne 2= e« x> = = =258 A NE 5= = = 5 5 e E; Sdzian
suatu basis dari ruang penyelesaian FD o tersebut.

Karena ruang penyelgsssian dari FD yang diberikan berdimen—

!
o

n, kita cukup membuktikan bahwa (¢ merupakan himpunan

o

hagian dari ruang penvelesaian yang bsbas linear. FPertama-—

ama akan kita buktikan bahwa 3 merupakan himpunan bagian

dari ruanag penyelesaian FD yang diberikan. Pandang opera-—
n,
e . S i ) 3 A g . -
tor diferensial (B — c 1} untuk 1 £ 1 £ k. HMenurut feo—
1

rema S.18 ruang nol dari ocperator diferensial tersebut

(o34 @R n -1 c X
PR © [ N o £ & e L a0 L 13 A, . £ T —
mehplunyal o=l = s ME acen g & ¥ = entruc rea—

3

rema 4.2.5,  N((D-c 1) ') € N((D-c I) .. (D, 1) k se—

yountuk 1 £ 1 =

]
b4
i
X
]

"
n

.
m
ol
3
il
™5
[

T
ol

f

karr himpunan bagian dari ruang penvelesaian FD vamg  di—
bagian dari
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)
i

Kemudian akan kita tunjukkan bahwa (3 bebas linear

dengan menggunakan induksi matematika.

Cc X C X
. 3 - - -1 1
i} Untuk k = 1, dipercleh 3 = {8~ .#8  +...s
n -1 c x Cc X Cc X
o e ¥ Menurut Teorema 5.18 {= sHE T g aany
h—1C1X
N e} bebas linear. Jadi teorema benar untuk
k= 1.
i1} Andaikan teorema benar untuk k-1 bilangan kompleks
Cc X Cc X n -1 ¢ x
v 1 1 1 1
vang berbeda, wvaitu {e 2ME s amaa¥ (SR P
C X C X n -1 ¢ X
k-1 k-1 k-1 k-1 .
e - Ne nooog e ¥ bebas linear.

iii} Andaikan b ,b _.....b
11 ° 1z

o i)
1n > k-1~ (k-2

= L] A" e b
(k—i)(hk—i) 2 bki . ka' [

adalah sebarang
k(nk) =

skalar—skalar kompleks sedemikian sehingga

C X cix {n -1 ¢ %X
b e + b xe L I b e
11 1z 1(n >
C X [} X
k-1 k-1
L i b P L R,
(k—11 k-1>2
n -1) ¢C X c, X
k-1 k-1
e +b e +
k-1, k1
C X n. 1) ¢ x
b xxe +...+hb ¥ e = { a
k2 kin > (8)
k
"
Kenakan operator (O — ckI) pada ke duas ruas dari

persamaan {(B).
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~l
£

hk Cc X C X (n —-1) ¢ X%
(D —cI) (b e + b xe +...+hb H e
k 1 1
C X C X
k-1 k-1
o e {= + ...+
(k—-131 (k—-12
in, -1 c x
. k-1 - k- ckx ckx
tk—13(n ) +hb + e o ...+
L k- k1 k2
-1} c X R,
- e } = (D - c I) {0).
k) k
k
hk c1x c1x n -1) ¢ x
e (D —c IY (b e + b Me  +...+ X e
k 11 12 1 )
C X c X
o e k1 we ¥y L4
tk—1>4 tk-1>2
., -1 e x
k-1 = - nk ckx
tk—-1X(n. } + (D — = I} (b e
k- k1
c X nh -1 ¢ X%
+ b vek + + X ek Yy = 0O
o rr=tb ”
‘ 'hk Cc X C X n —-1) ¢ x
e (D -c I (b e + b xe” +...+b X e
k 11 12 1(n >
[ X (=1 X
k-1 k-1
+...+b b He + ...+
(k—1>1 tk-1)2
N 1—1) ck 1x
e Y + O =0
k—1Xn_
N C X n Cc X
.k 1 +. k 1
& (D - c I}y "(b 2" ¥+{D — c I} {b xe Y ...+
k 11 k 12
hk nh -1 ¢ X%
(D — c I} X e l+...+
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n [ X

k k-1
(b — c I b +
' DER S S }

1Al C

, k-1
(B — c I} 5 (b » P
k (k-1)2

n M 1) < X

k k-1 k-1
{D — ckI) (b ¥ e )

k—1xn.
k

80

Dengan menggunakan Lemma 9.16 didapat

C X n Cc X

n

bﬂei (D+(c —c, )) ke1) + b1zei (D+(c,—c, )) < W

(N —1>

n
k 1
+...+b e (D+(c_—c )) (}4 )+...+

c _ X hk
{ —
e T (D+le, —c 1) (1) +

—_ b nk
b e (D+(c,_ —c ) “(x) +. .+

i "o, Me-a?t
e + = %
(k—1)(hk 1) (D (C k-1 Ck ) ) ( )

Dengan menggunakan rumus penjabaran

c % k hk r nk—r
b e > {c —c ) D° (1) +
r=0
n
cix k hk r n -r
E e {c —C D ¥} +
12 EO r ! 1 k) {
r=

binomial didapat
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cix k hk r nk—r hi—a
e  —c > +
1(n -2) ( 1 k ) D (\ J
r=o
n
c x k hk r nk—r n1—2
e c —C D ™ +
in —41) ( 1 k ) ( J
1 r=0
nk o k
Cc X N r -1 n -
1 k k 1
(2 b b + ...t
1(n ) [ r ] ( 1 k) ( J
1 r=o
n
) x k n r n_-r
. k-1 k k
- +
(k—1)1 [ ] (Ck—:L Ck I (1)
r=o
(:k 1x nk N h r nk—r
b e (c -c ) D {x) +
(k-1>2 r k-1 k
r=0
n Bt
c X k n r n, -r
k-1 k k 2
b e c_ —c ] ) o+ ...+
k-1)3 z [ r ¢ ks ! D (%)
r=0 T
X hk n 3
< r n -r n -
k-1 k k k-1
b e C = +
(k—-1¥(n -2) [ T ] ( k-1 Ck ) — (}’ )
k-1 r=0
"k
c x n rnn-r n -
k-1 k ek k-1
e C —C 3} +
tk-1)n, -1} [ r] ¢ k-1  k° ( J
k-1 r=oQ
nk .
< n r n -r n -
k-1 k| . - k k-1
i i > =i},
k-Dn, > r_o[ r] el (¢ )=

i
e
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(C SCEIPErE VIS S-Fhe LR
1 k
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Cc X n -2-n_»
1 n o (n =21 1 k
b e k 4 A
1n =1) {(c —c ) —_— +
1 o 1 Xk n =2-n_ !
1 k
{n —-4-n_)
n : 1 (n —-2)! 1 k
k , . 1 ®
(c ¢} ——— Eo el ST
1 1k mn —-4i-n !
a - T k
n ~4>
n n -2 n -2>! 1
k k i ¥
{(c —c ) == = +
n -2 1k n -4
k 1

nk hk—i (ni—s)
{c — ) {(n —2¥x +
n 1
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: Y (N ~1-n
1 n O (n —-1>1 1 k
b e k 1 b
1(n > {fc cCc ) ———— +
1 o 1k (ni—i-—nk)!

(n -n 3
n ' 1 -13! 1k
k 1 A
(c ¢} —— NG S b
1 1 Tk

n -n 1
1 k

,
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n n -2 (n -1>1
k k 1 b4
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L hk 2 J 1 (n1 31
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{c — )} (n —1)x +
L " et § 8 k  §
k o

n n (n—i)
[ k](ci—ck)kx 1 + ... +

"k
c X
k-1
‘b e [...+
(k—1X(n >
k-1
n n {n, -1}
k )3 k-1
(Ck 1-—Ck} 2 = {i_
n -
k
[ nk ] hk S tn -1
ic —c 1} e ¥ +
1(n > n 1 k
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jurl
AN

k-1 ket

N
[k] # O di mana n, e bhilangan bulat pnsitif dan r =

D,l,...,nk dan juga (ci—ck) # 0 cebab c. berbeda

untuk 1 = 1,2,....ks maka dari suku pertama pada

persamaan terakhir di atas di dapat
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ua]
\:rn

"k "k
b {c —c )} = {0
1(n1) n 1 k

1(n >
1

Dari. suku ke dua didapat
n n, -1
b [ kj(c—c)k(n—1)+
1(h1) nk—i 1 k 1

ial N

k k

bu 1)[ (Ci 5 } =
"y "k 7

- "k
<& O+ b {c —c ) Q
1(h1—1) hk 1 )3

1N ~1)
1

Cara tersebut diulang pada suku ke tiga dan seterus—

nya sehingga didapat hasil bahwa b =

3

1i{n ) I:'1(n —1)=
1 1

1(n1—2)=- ' '=b12=b11=' - '=h(k—1>n 3

b . =,
k-1 {n -1} (k—-1>1
k-1

Sehingga persamaan (8} dapat disederhanakan menjadi
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Bukti :

o — s S P e Y — £ . — R I Pe — L — —
Farena {x:%; adalanh suatuy pasis dari M s Mar S W DEFroIimEr:
— £ s gy s e il —— — - H H : £ — - 1.8 — [ o,
=i dusa. Fenurut 1EGrehfas S LintTids menuniuKeEan R
1 . . 1 . R st o FE— = =5 1
ol SV S — {x — v Iuca meErupakan Dasis=s  dari 44
2 2r
HEEE — [ -— [ e = 1 £ - <} 1 & % gy S
cukup CA TG Ean DA — (¥ + ¥l, — X — ¥} hetiacs
2 21
. o ~ < - ~ e, EPR
linesar. A&mbil sebarang o. $ € €. andaikan

+3 = 0. Dari ke dus persamazsn terakhir ini kita

apatkan o = 0 dan {3 =

Teorema .21 bherikut

o P, | ir 4 - | A~ i- —
inl perlu kits bahes untuk smema—
. . L o= s
hami Contch S.ii.
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dal bgyadrat}.
‘ / 7994
LI 0
Gambar s. 1
Skan dari PD
ci limeayr dari gdua penvelesaian bernilizl real. Folinomial

nembanty dar

-
+
gn/
il
/™
>
!
0
T
b,
—
™
>
+
Q
o)
[

- ~

Menurut Teorems S.21 CDS(Jg7p t},Eiﬂ{Jg?p £} merupakan

in

oy
=)
o
(2
T
rt

untuk skalar—-skalar tunggal o.f3.

Tidak semua polinomial pembantu dari suatu  persamaan
giferensial mempunyal akar—akar bilangan real. Sehingag=s
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BAB VI
PENUTUP

Transformasi linear adalah transftormasi dari  ruang
vektor Y ke dalam ruang vektor W vang mengawetkan operasi
dari ruang. vektor tersebut. Suatu transformasi linear dari

ruang vektor V ke ruang vektor V disebut operator linear

dalam V.
Transformasi D = Cm ————— B g dengan aturan D(f(x)) =
f ' (x) di mana f ' merupakan turunan dari f dan x € R,

merupakan operator linear. Andaikan

n n-1
Y = a + a N + ... + a 2
P nk n-1 1k o

suatu polinomial dengan koefisien kompleks, maka

p(Dy =a D" +a D'+ ... +abD+ a I
n n—1 1 o

merupakan operator linear pada . Operator p(D) disebut
operator diferensial tingkat-n yvang berkaitanm dengan po-—
linomial p(x).

Dperatof diferensial sangat berguna karena dapat me—
rumuskan permasalahan persamaan diferensial ke dalam per-—
masalahan aljabar linear. Suatu Persamaan Diferensial Li-

near Homogen (PDLH) dengan keefisien konstan

L

(e (n-1) {1
Y + a ¥ + ... + avy
; 1 )

™S
o)

dapat ditulis dengan menggunakan cperator diferensizsl,

a3
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a4

Jika diberikan FDLH (1)}, polincmial kompleks
piay = X" +a AT+ L.+ ax+oa

disebut polinomial pembantu yang berkaitan dengan persama—
an diferensial vang diberikan. Jadi sebarang FDLH tingkat-—

n dengan koefisien konstan dapat ditulis kembali sebagai
p(D)y = 0 (2)

di mana p(\) adalah polinomial pembantu vyang berkaitan
dengan persamaan diferensial yang diberikan.
Dari PDLH (2) tampak bahwa himpunan penyelesaian FDLH

tersebut adalah himpunan {y e ¥ | p(DY)y = 0}. Jadi him—

punan semua penyelesaian dari FDLH tingkat—n dengan ko-
.efisien konstan adalah ruang nol dari p(D), di mana p(A)
adalah polinomial pembantu yang berkaitan dengan persamaan
diferensial yang diberikan. Himpunan semua penyelesaian
FBLH tingkat—n dengan koefisien konstan disebut ruarg pe-

nyelesaian dari PDLH tersebut. Ruang penyelesaian untuk

i

sebarang PDLH tingkat—n adalah suatu subruang dari c® vang

herdimensi n.
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