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ABSTRAK

Fraktal digunakan untuk memberi nama suatu struktur bangun atau himpunan yang
mempunyai dimensi tidak utuh. Pendekatan untuk mendefinisikan fraktal ada beberapa
macam menurvt segi vang paling diutamakan, yaitu segi dimensi , segi topologi dan segi
transformasi. Pada tulisan ini akan dibahas fraktal dari segi topologi dan segi
transformasi.

Suatu ruang metrik (F{X), k) yang anggota-anggotanya mernpakan keluarga himpunan
bagian tak kosong yang kompak dari ruang metrik lengkap (X d) adalah ruang fraktal
dengan /2 metrik Hausdorff yang ditimbulkan dari metrik &.

Konstruksi firaktal didasarkan pada Sistem Fungsi Iterasi (SFI). SFI yaitu himpunan
berhingga pemetaan kontraksi yang bekerja pada ruang fraktal. Himpunan berhingga
pemetaan ini dapat berupa transformasi similar, transformasi afin, atan pemetaan
konformal.

Sifat bangun fraktal antara lain : afin diri atau hampir afin atan similar diri, bentuk
umum gambar tidak berubah pada tiap tingkat pembesaran, kekasaran gambar terlihat
Jjelas pads setiap tingkat pembesaran

Pola fraktal lebih mudah dilikat pendekatan gambarnya dengan bantuan program
komputer. Dengan adanya program komputer inilah terapan fraktal makin berkembang

o

X -
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ABSTRACT

Fractal is used to name the structure of a figure or sef that has firactional dimension.
There are several ways to define fractal based on the aspect that is considered most
important. The aspects are dimensional aspect, topological aspect, and tranformational

aspect. In this thesis the fractal discussed is the one based on the topological aspect
and transformational aspect.

A metric space (H(X),4) whose members are the family of an unempty and compact

subset of a complete metric space (X,d) iy a fractal space, with » is Hausdorff' metric
which is constructed from metric 4. ‘

Construction of fractals ig based on Iterated Function System (IFS). IFS is a finite set
of contraction mappings which acts in a fractal space. These mappings can be
similarity trasformaticns, affine transformations, or conformal mappings.

Fractal’s characters are : gself affine or almost affine or self similar, general form of the

picture does not change in every enlargement level, and the coarse of the picture is
clearly seen in every enlargement level.

The fractal’s pattern is easier to be seen with the help of a computer program. The
computer program canses fractal application develops more rapidly
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BAB1

PENDAHULUAN

Alasan Pemilihan Judul

Geometri fraktal merupakan salah satu bidang matematika yang merupakan hal
baru dan selama kurang lebih dua puluh tahun terakhir telah berkembang menjadi salah
satu cabang yang peﬁting untuk penelitian ilmiah. Geometri fraktal mempunya: banyak
kelebihian dibandingkan geometri Euclides, salah satu kelebiharmjfa adalah kemampuan
dalam menyajikan fenomena alam. Keterkaitan geometri fraktal dengan objek alam yang
sering dijumpé.i dalam kehidupan sehari-hari inilah yang menarik perhatian penulis.
Selain itu penulis ingin mempelajari lebih jauh keterkaitan mater1 yang pernah didapat

dalam kuliah dengan konsep-konsep yang melandasi fraktal.

Latar Belakang

Istilah fraktal pertama kali digunakan oleh seorang matematikawan yang
bernama Bemoit Mandelbrot pada tahun 1975 untuk membéri nama pada temuan-temuan
dari ahli-ahlt matematika sebelumnya juga hosil penemuannya, seperti Waclaw
Sierpinski yang terkenal dengan gasket Sierpinski, George Cantor dengan himpunan
Cantor, Helge Von Koch dengan kurva Koch, Gaston Julia dengan himpunan Julia, dan

lainnya, yang mempunyai kesamaan struktur dan lepas dari geometri Euclides.

2USTARA
¥a Ié n_“'i‘
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Fraktal ini digunakan untuk memberi nama suatn struktur bangun yang
mempunyai dimensi tidak utuh. Sifat fraktal secara umum yaitu similar diri atau afin
diri atau hampir afin, yang bangunnya mempunyai segi topologi tertentu.

Di dalam mendefinisikan fraktal ada beberapa cara pandangan berdasarkan

* hal yang paling diutamakan yaitu : dari segi topologi , dari segi dimensi bangun

fraktal dan dari segi transformasi yang digunakan untuk membentuk bangun fraktal.
Dalam tulisan ini, pembahasan yang digunakan adalah segi topologi dan segi

transformasi .

Ruang Lingkup

Seperti diungkapkan di atas, segi yang digunakan dalem mendefinisikan
frakta! dalam tulisan ini adalak segi topologi dan segi transformast. Hal ini
dimaksudkan uatuk melihat keterkaiian antara msteii yeng sudah diperoleh di
béngku kulizgh dengan konsep fraktal. Selanjutnya di bawah ini akan dijelaskan
sedikit mengenai isi dari vab-bab yang akan dibicarakan.

Bab I akan memuat sedikit tentang perbandingan geometri fraktal sebagai
geometri yang baru dengan geometri Euclides dalam menyajikan objek alam. Bab
ini memperlihatkan hasil dari geometri fraktal.

Bab III yang merupakén isi utama dari karya tulis ini akan membahas segi

topologi yang mendasari dan yang ada pada fraktal, dimulai konstruksinya dari

ruang vektor real yang kemudian dibawa ke ruang metrik yang selanjutnya untuk
menjelaskan ruang fraktal. Selain itu dibahas pula transformasi yang digunakan

untuk membangun frakial. Di akhir bab ini akan diberikan beberapa contoh
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mengenai konstruksi bangun fraktal, baik pada bidang real maupun pada bidang
kompleks. |
Untuk melihat kegunaan fraktal, pada bab IV akan dibahas beberapa terapan

fraktal secara teoreitis.

Materi Prasyarat
Materi-materi yang perlu dikuasai dalam membicarakan geometri fraktal di
sini adalah :
- aljabar linear : ruang vektor, ruang vektor perkalian dalam , ruaug vektor
bernorma, ruang vektor bernorma Euclides , ruang metrik.
- fungsi variabel kompleks : bilangan kompleks, fungsi kompleks, fungsi
analitik, pemetaan elementer, pemetaan konformal
- beberapa konsep topologi dari bilangan real : himpunan tertutup, himpunan
terbuka, titik limit, titik dalam, himpunan !engkap, himpunan kompak.
- transformasi geometri : isometri, similaritas, afinitas
Sedangkan program komputer tidek dijadika; gyarat karena dalam tulisan

ini fraktal hanya dilihat dari segi matematikanya

Metode Penelitian

Tulisan ini didasarkan pada metode penelitian studi pustaka.
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BAB I

LATAR BELAKANG FRAKTAL

Pada bab ini ada dua bagian yang akan dikemukakan, yaitu geometri klasik atau
geometri Euclides dalam peranannya menyajikan objek alam serta adanya sebuah geo-

metri bar yang dalam menyajikan objek alam lebih luwes.

2.1. Peranan Geometri Euclides dalam Menyajikan Objek Alam

Geometri Euclides atan juga sering dikenal sebagai geometri klasik, masih saja
dipelajari orang sampai sekarang. Di pelbagai bidang, g;ometri ini masih tetap digu-
nakan sebagai dasar yang penting, misalnya di bidang rancang bangun seperti mesin,
meja kursi, gedung-gedung dan lain sebagainya.

Geometri 'ni didasari oleh anggapan tentang keteraturan garis-garis geometris.
Mungkin hal inilah yang mengakibatkan munculnya tanggapan dari orang-orang yang
menyatekan bahwa gepme(ri adalah gesuztu yang kaku, bahkan geometri dianggap seba-
gai sesuatu yaﬁg kering, kurang berandil besar dalam menciptakan seni yang indah. Se-
lain itu, karena adanya keteraturan garis maka jelaslah bahwa geometri klasik menun-
jukkan ketidakmampuannya dalam menggambarkan objek alam secara batk. -

Dalam geometri ini kita mengenal garis, segitiga, segi empat, lingkaran, ellips,
bola, kerucut, silinder, prisma, limas, dan lain sebagainya. Maka akan ada sebuah
pertanyaan yang muncail “Sejauh manakah benda-benda alam dapat digambarkan oleh

bangun-bangun geometri di atas 7. Kita perhatikan gambar berikut ini.
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Garmbar 2.1

Alangkah baiknya jika untuk menjawab pertanyaau di atas kita mendasarkan diri
pada pengamatan langsung ke aiam sekifar kita Tentu kita akan dapat langsung men- -
jawab, gunung tentu saja tidak dapat dt sambarkan begitu saia dengan sebuah kerucut,
garis pentai fenfu tidak sekedar sebuah garis lurus, awan pun tidak dapat kita gambar-
kan sebagai garis lengkung, dan lain sebagainya.

Dari kenyataan tersebut di atas kita dapat melihat keterbatasan geometri klasik
dalam menyajikan objek alam , namun kita tidak dapat memungkiri kenyataan bahwa
geomefri inipun mempunyai peranan dalam menyajikan objek alam meskipun boleh di-

katakan tidak baik.
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Alam sangatlah jauh dari garis-garis geometris yang terawr. Kita menjadi terje-
bak dalam mempelajari alam justru karena sering menjauhi alam dengan jalan hanya
merumuskan teori-teori yang sebenamya tidak berkaitan langsung dengan alam. Tidak-
kah kita sekarang menginginkan sebush geometri yang benar-benar lebih dapat

mendekati alam ?

2. 2. Pengenalan Geometii Baru

Pada tahun 1975 seorang matematikawan kelahiran Perancis Benoit Mandelbrot
mencetuskan istilah fraktal. Kata itu ada dalam makalahnya yang berjudul “4 Theory of
Fractal Sets” Istilah fraktal di sini dimaksudkan untuk menyatukan karya-karya ilmu-
wan-ilmuwan sebelumnya, seperti Gasket Sierpinski, Garis Pantai Koch (Kurva Ven
Koch), Debu Cantor, dan lainnya. Asal kata fraktal berasal dari kata latin frangere
yang berarti teibelah menjadi fragmen-fragmen yang tidak teratur. Mandelbrot dj sini
memberikan catatan bertanda kurung * karena aljabar yang berasal dari kata Arab
Jabara yang berarti terikat menjadi satu, maka dilihat dari sudut etimglogi, fraktal dan
aljaber adalah dua hal yvang saling bertentangan”.

Pada awalnya Sierpingki, Koch, dan matematikawan yang lain tidak mengira
‘bahwa temuan mereka yang seakan jauh dari bentuk-bentuk yang tidak alamiah, akan
kembali ke geometri alam yang sejati. Mandelbrot dengan gigihnya mempublikasikan
penemuan-penemuan tergebut, vang telah membuat era baru dalam bidang geometri.

Dalam bukunya yang berjudul “The Fractal Geometry of Nature  1a mengungkapkan
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“..Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles, and
bark is not smooth, nor does lightning travel in a straight line. More generaly, 1
claim that ma}?y patterns of nature are so irregular and fragmented, that, compared
with....standard geometry, Nature exhibits not simply a higher degree but arn alto-
gether different level of complexity.” Di sini Mandelbrot bermaksud mengatakan
bahwa dengan hanya mengandalkan pengetahuan geometri klasik kita tidak akan dapat
menyajikan alam dengan baik.

Berikut ini disajikan contoh-contoh dari preses konstruksi dari gambar-gambur
yang bersifat fraktal (gambar 2.2 sampai dengan gambar 2.5) dan contoh-contoh ke-
mampuan geometri fraktal dalam menyajikan benda-benda alam (gambar 2.6 sampai

dengan gambar 2.8).

Garnbar 2.2
Proses konstruksi Gasket Sierpinski
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Garnbar 2.3
Proses konstruksi himpunan Cantor

Start Step 1 Step 2 Step 2
A ;_/ N? §iz§
Perimeter =3 Perimeter = % -3 Perimeter = % 3 Perimeter = JT -3
Gernbar 2.4
- Proses konstruksi kurva Koch
£,

Gambar 2.5
Proses konstruksi kurva Koch acak
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Gambar 2.6
Contoh pendekatan geometri fraktal untuk menyajikan alam pegunungan
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Gernbar 2.8
Contoh pendekatan geometri fraktal untuk menyajikan alemn




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BABIN

FRAKTAIL

Pada bab ini, akan dibahas hai-hal yang berkaitan dengan teori-teori yang men-
dasari geometri fraktal, seperti ruang metrik dan ruang fraktal, transformasi similar dan
transformasi afin, sistem fungsi iterasi, dan kemudian proses konstruksi geometri firak-

tal sendiri. Akan dikemukaken pula pentingnya bantuaun program komputer untuk mem-

bantu menampilkan gambar geometri fraktal.

3.1. Beberapa KonsepTopelogi
Topologl merupakan salah satu dari tiga hal yang penting dalam membicarakan
geometri fraktal, di samping transformasi dan program komputer. Segi fopologi vang

akan dibshas hanya yang berkaitan dengan ruang metrik yang nantinya berkaitan dengan

ruang fraktal.

3.1.1. Ruang Metrik

Untuk membahas ruang metrik dalam proses ’membahas ruang fraktal maka
diperlukan teori-teori yaﬁg mendasarinya. Teori-teori tersebut ditampilkan dalam
bentuk definisi-definisi dan beberapa teorema Dalam membshas ruang metrik

tersendiri diperiukan pengertian-pengertian awal di bawah ini.

12
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13

Definisi 3.1.1 : Diberikan V suafu himpunan tak kosong, dan pada V didefinisikan
operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar bilangan real, yaitu aturan yang

mengawankan setiap pasang elemen x dan y anggota V dan setiap skalar « € R

dengan tepat satu elemen X +v € V dan tepat gatu elemen o. x € V. Himpunan V
bersama dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar bilangan real

itu disebut ruang vektor atas field JR dan diberi lambang V() jika memenuhi

" aksioma-aksioma berikut :

Al g+g=y_+)_( ,untuk ¥ x, vy e ¥

A2 gty tez=x+(ytz), kv, y,zeV

A.3. Adaelemen 0 ¢ V sedemikian hinggax+0=x ,untuk ¥xe V
A4, Untuk ¥ x <V, ada elemen -x € V sedemikian hinggax + (-x) = 0

AS. o x +y)=ox + ay, untuk sebarang skalar ¢ € R dan untuk

V5yeV’

g

A6 (e + P = aux + Bx , untuk sebarang skalar &, B € R dan untuk

YxeV

A7 {aP)x = o(Bx) , untuk sebarang skalar & ,p € R danuntuk v xe V

AB Ix=x whk¥xecV

Elemen-clemen dalam V disebut vektor.
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Definisi 3.1.2 : Suatu perkaliau-dalam pada ruang vektor V adalah suatu operasi
yang mengawankan setiap pasang vektor x dan y dalam V dengan suatu bilangan
real <x,y> sedemikian hingga syarat-syarat berikut dipenuhi :

1. <x x> > 0 dan <x x>= 0 bilahanya bilax =0

2.<xyr=<yx-untuk Vx,yeV

otz y-=<gy>-t<zy-untlkVx,y,zeV

4, <ox + By,g‘) = o<gz> + B<yz> untk ¥ x v, z € V dan sebarang

gkalar o. dan 3.

Ruang vektor yang dilengkapi dengan suatu perkalian-dalam disebut riang vektor

perkalian-dalam, sering disingkat ruang perkalian-dalam.

Definisi  3.1.3 : Jika V adalah suatu ruang perkalian-dalam, maka nerma

Enchides dari suatu vektor x € V adalah || x|[ = (<xx>)".

Ruang perkalian-datam yang dilengkapi dengan norma Euclides disebut ruang
bernorma FEuclides atau sering juga disebut ruang Euclides.

Beberapa sifat yvang diperiukan dalam ruang Euclides :
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1. Jika x dan y elemen ruang vektor bernorma Euclides V, a € R (skalar) maka

dipenuhi sifat-sifat dibawah ini :
allxll=z0
b.||x||=0bilahanya bilax=0
c.llax||= lal [[x]

d | <xy> < x| |yl

el lxtyll< xll+![ygll

2. Sifat ketaksamaan segitiga
Jika %, y dan z elemen ruang vektor bernorma Euclides maka

Wx-yll<llx-zll+llz-yll

Definisi 3.1.4 : Diberikan x dan y sebarang dua vektor dalam suatu ruang ber-

noraa Euclides, jarak Euclides antara vektor x dany didefinisikan sebagai

S

= 12 : .
dxy)=lyv-xll =(<v - x,<y - ©)'"”, merupakan bilangan real non negatif

Definisi 3.1.5 : Diberikan sebarang himpunan tak kosong X. Didefinisikan ¢ :

XxX — R sebagai suatu fingsi bernilai real dari X x X, jika d memenuhi :

a) d(xy)=d(yx),Vxye X
b)0<d;(x,y)<oo;_‘v’x,yeX,x 2y

¢)dxx)=0,Vxe X
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d) d(xy) <d(xz) +d(zy) .V x,¥,2€X
maka ¢ disebut metrik atan fingsi jarak di dalam X, dan X yang dilengkapi dengan

fungsi jarak d tersebut disebut ruarg metrik yang ditulis (X,¢)

Ruang Euclides yang dilengkapi dengan jarak Euclides di atas memenuhi syarat-
syarat sebagai ruang mefrik dan disebut ruang metrik Euclides. Setelah dikenal

definisi-definisi secara umum untuk ruang Euclides di atas, pembahasan dilanjut-

kan pada penafsiran ruang Euclides dalam himpunan khusus yaitu himpunan R* .

Penafsiran ruang Euclides untuk himpunan R* .
Definisi 3.1.6 : Untuk suatu bilangan bulat positif k, himpunan JR* adalah himpu-

nan semua kelompok k buah bilangan real berurutan, x = (x,%,...,X), dengon
X1,%2,...,%c anggota himpunan bilangan real yang dinamakan koordinat x. Untuk

membodakan dengar bilangan real, elemen- elemen R* dinyatakan dengan huruf

bergaris bawah.

Definisi 3.1.7 : Dua buzh elemen R* | x dan y dikatakan sama bila hanya bila

koordinat-koordinat yang bersesuaian sama, artinya jika x = (%;,%,....%) dan y =
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Definisi 3.1.8 : Di dalam R* didefinisikan operasi-operasi sebagai berikut :
1. Penjumlahan

jika x = (X1,%2,...,%) dan y = (y1,¥2,....s) elemen R* maka x + y didefinisikan

X+ y =0ty Xty Xt )

2. Perkalian dengan skalar

Jikaa € R maka untuk ¥V x € R¥  ax didefinisikan :

ax = (axl) axz:""axk)

x + y dan ax keduanya merupakan kelompok k bilangan real jadi keduanya
y
merupakan anggota R,

Dengan memperhatikan sifat-sifat komutatif, asosiatif dan distributif bilang--

an . real koordinat anggota R¥ | maka o;;erasi-operasi di atas memenuhi sifat-sifat

sebagai berikut :

lL.x+y=y+x,untuk Vx,ye R*
2. (x+y)+z=x+(y+z),untk Vx,y,z e R
3. a(x+y)=ax+ay, untuk V x,y € R*

(a+b)x=ax+bx, untuk V x ¢ R¥ dan untuk V a, be R
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Definisi 3.1.9 : Elemen R* yang semua koordinatnya nol dinamakan elemen nol

dan dilambangkan dengan 0, jadi 0 = (0, 0, ....,0) .

Untuk setiap x jika x = (X1,%,...,%) elemen R* terdapat dengan tunggal -x = (-xi,-
X,...,-%¢) elemen R sedemikian sehingga x + (-x) = 0.

Penjumlahen x + (-y) ditulis x - v, untuk setiap x, y elemen R*,

Untuk setiap x elemen R* dan a, b elemen R (skalar) berlaku (ab)x = a(bx).

Untuk setiap x elemen JR*, berlaku 1 x = x, dengan 1 elemen R..

Karena himpunan R* dengan operasi penjumlahan dau perkalian dengan skalar
meinenuhi syarat ruang vektor atas field R, maka himnpunan R* juga merupakan

suatu rueng vektor atas field R .

Definisi 3.1.10 : Untuk setiap x, v € IR* didefinisikan hasil kali skalar ( hasil kali
titik) x ey yang merupakan suatu bilangan real, jadi suatu skalar, yaitu

k
xey=3'xy,

iml
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k

i=1

, suatu bilangan real non negatif’

Temyata ruang vektor R¥ yang dilengkapi hasil kali skalar seperti yang dide-
finisikan di atas memenuhi sifat-gifat ruang vektor perkalian-dalam.
Karena memenuhi syarat ruang perkalian-dalam maka ruang vektor R* yang

dilengkapi perkalian-skalar yeng didefinisikan di atas juga merupakan ruang
perkalian-dalam.

Definisi 3.1.11 : Norma suafu voktor x elemen R  yang dilambangkan || x || dide-
k

finisikan sebagai || x||= fo
P

Ternyata ruang vektor R yang dilengkapi norma seperti di atas memenuhi syarai-

syarat ruang vektor bernorma Euclides, maka ruang vektor tersebut juga disebut

ruang Euclides R | juga sering disebut ruang Euclides berdimensi k.

Definisi 3.1.12 : Untuk setiap x , y € R¥, didefinisikan jarak antara kedua vek-

tor tersebut, yang dilambangkan ¢(x.y), sebagai :
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d()_(aY)‘_‘l | E'l(l |= \[(SH - Xl)z +(Y2 - x2)2+~-(3't; - Xk)z

Ternyata ruang vektor Euclides R* yang dilengkapi dengan jarak seperti yang

didefinigikan di atas memenuhi syarat ruang metrik , karena finggsi jaraknya adalah

fimgsi jarak Euclides maka ruangnya disebut ruang metrik Euclides.

Hubungan Ruang Vektor Euclides R* dengan Ruang Titik
Setelah didapatkan pengertian tentang ruang Euclides berdimensi k (RX),

sekarang akan disusun korespondensi satu-satu antara ruang Euclides dengan ruang

titik berdimensi k (E*) , yang diberi koordinat.

Ruang vektor Euclides anggota-anggotanyanya acalah vektor, sedangkan ruang ti-

tik Euclides anggota-anggotanya titik.

Ruang Vektor Euclides R¥ Ruang Titik B
x,ye RF X dan Y € ruang titik EX

X=X, Xp,, %) X%, XXy )5 X, %,000X

koordinat-koordinat titik X.
X+ Y= (X +¥,,% + Yy Xy + Vy) XBY merupakan titik yang koor-

dinat-koordinatnya adalah
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X +¥.X ¥, X Ty

ceR
cx = [0X,,0X,,...,CX, ) ¢X merupakan titik yang koor-
dinat-koordinatnya adalah
OX{,0X; 5.0, CX,,
0 e RY O, merupakan titik asal.

| xll= Jx2 +x2+. +x2 OX panjang ruas garis dari titik

asal ke titik X (%,,%,,...,X; )

Berdasarkan korespondensi yang disusun di atas maka dapat disimpulkan bahwa

ruang vektor Euclides berdimensi k isomorfis dengan ruang titik berdimensi k
(E").
Topologi dalam Ruang Metrik

Setelah di atas dijelaskan bahwa setiap elemen ruang vektor mempunyai
kawan tepat satu dengan ruang titik, maka untuk pembahuasan seierusnya istilah titik
dengan istilah vektor dapat saling dipertukarkan.
Definisi 3.1.13 : Diberikan ruang X yang merupakan bimpunan, dengan titik-titik
sebagai anggota-anggotanya, jika p fitik sebarang di dalam ruang metrik (X.4), dan.
r > 0, maka himpunan N; (p) = {x € X : d(p.x) <r}, dinamékan daerah sekitar titik p |

dengan radiusr.
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Definisi 3.1.14 : Titik p € (X,d) disebut titik limit himpunan E subhimpunan X,
bila setiap sekitar titik p memuat paling sedikit satu titik q € E dan q = p.

Titik anggota E yang bukan titik limit E digebut titik terasing.

Definisi 3.1.15 : Diberikan ruang metrik (X,d) Titik p € (X,d) disebut suatu titik
dalam lnmpunan E subset (Xd) jika terdapat suatu sekitar dari p yang merupakan

subset dari E.

Definist 3.1.16 : Diberikan ruang metrik (X,<). Himpunan E subset (X,d) disebut

kimpunan terbuka jika setiap anggotanya merupakan titik interior himpunan E.

Definisi 3.1.17 : Diberikan ruang metrik (X,d). Himpunan E subset (X,d) digebut

himpunan tertutup jika semua titik limitnya termuat dalam E.

Himpunan E terbuka bila hanya bila E° (E komplemen) terfutup.

Definisi 3.1.18 : Himpunan E subset ruang metrik (X,d) disebut terbatas jika ter-

dapat titik p € X dan bilangan real M > 0 schingga untuk setiap x € E maka d(px)

<M.
Definisi 3.1.19 : Himpunan Esub;et ruang mefrik(X,d) disebut himpunan sem-

purna (perfect set) jika E tertutup dan setiap anggota E merupakan titik limit E.
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Deﬁnisi 3.1.20 : Barisan {X,}, X, € (X,d) disebut barisan Caunchy jika untuk
setiap £ > 0 yang diberikan, terdapat sebuah bilangan bulat N > 0 , sehingga d(X,

X)) <8, untuk Vmn>N

Definisi 3.1.21 : Barisan {X,}, X, € (X.d), konvergen ke x ¢ X, jika untuk

getiap s >0 vyang diberikan, terdapat bilangan bulat N > 0 sehingga, d(X, ,x) <,

untuk Vn > N.

Definisi 3.1.22 : Ruang metrik (X,d) disebut lengkap jika mempunyai sifat setiap

barisan Cauchy {X,} dalam X mempunyai sebuah limitx € X.

Dapat dibuktikan bahwa jika S — X, merupakan himpunan bagian ruang metrik
(X,d), x € X disebut titik limit dari S jika terdapat sebuah barisan {X,}, X, € S

sedemikian sehingga lim X, = x, untuk n mendekati tak berhingga.

Definisi 3.1.23 : S ¢ X', merupakan himpunan bagian dari ruang metrik (X,<), penutup
{closure) dari S (5), didefinisikan S = S U T, dengan T merupakan himpunan semua
titik limit dari S.

S tertutup jika S memuat semma titik limitnya, berarti S = 5 s lengkap jika sama

dengan himpunan semua titik limitnya.
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Definisi 3.1.24 : S ¢ X, merupakan himpunan bagian dari ruang metrik (X,d). S
dikatakan kempak jika setiap barisan tak berhingga {X,}, dalam S, memuat se-

bush-barisan bagian yang mempunyai titik limit dalam S.

3.1.2. Ruang Fraktal

Definisi 3.1.25 : Diberikan (X,d) sebuah ruang metrik lengkap. Ruang yang ang-
gotanya merupakan keluarga semua himpunan bagian kompak yang tak kosong dari
X ditulis dengan H(X). Anggota H(X) dinamakan himpunan fraktal, dan H(X)

dinamakan keluarga fraktal.

Definisi 3.1.26 : Diberikan (X,d) ruang metrik lengkap, elemen-elemen H(X)
merupakan himpunan bagian kompak yang tak kosong X, maka jarak tiilk x € X

ke himpanan B c H(X) didefinisikan sebagai

Gambar 3.1
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Definisi 3.1.27 : Diberikan (X,d) ruang metrik lengkap, elemen-elemen H(X)
merupakan himpunan bagian kompak yang tak kosong X, maka jarak himpunan A

c H(X) ke himpunan B  H(X) didefinisikan sebagai

d(A,B) = supf d(x,B):x e\A} .

&
- Perpu sty
Yogya¥

Gambar 3.2

Definisi 3.1.28 : Diberikan (X,d) ruang metrik lengkap, elemen-elemen H(X)

merupakan himpunan bagian kompak yang tak kosong X, didefinnisikan jarak

Hausdorff sebagai :
#(AB) = maks{ d(A,B),d(B,A)} = 4(A,B) vd(B,A),

untuk A € H(X) dan B € H(X).

Teorema 3.1.1 : Keluarga fraktal H(X) yang didefinisikan di atas merupakan ru-
ang metrik jika dilengkapi dengan metrik Hausdroff /
bukti :

Dibuktikan bahwa k merupakan metrik pada H(X).
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Diberikan A, B, dan C di dalam H(X)

a #(AB) = maks{ d(A,B),d(B,A)} = maks{ d(B,A),d(A,B)} = #(B,A).
b. Untuk A # B, maka Jac Adana ¢ B.
Jadi d(a,B) > 0. Karena d(A,B) = sup{d(x,B). x € A}, maka d(A,B) > 0 se-
hingga #(AB} > 0 untuk A # B.
¢. #(A,A) = maks{d(A,A),d(A,A)}, d(A,A) = sup{d(x,A):. x € A}=0,
d. Untuk membuktikan bahwa #(A,B) < #(A,C) + %(C,B), terlebih dahulu perlu
dibuktikan bahwa d(A,B) < d(A,C) + d(C,B),
Bukti : Untuk sebarang ac A diperoleh :
d(a,B) = inf{d(a,b) : b € B}
< inf{d(a,c) + d(e,b) : b € Bluntuk Ve e €
=d(a,c) + inf{d(c,b) : b € B} untuk ¥c¢ € C.
Jadi d(a,B) < d(a,c) +d(c,B),Vc e C
< inf{d{a,c):c € C} + sup{d(c,B):c € C}
< d(a,C)+d(C,B)
< sup{d(a,Claec A} +d(C,B) = d(A,C)+ d(C,B).
Jadi d(A,B) < d(A,C) +d(C.B)
Dengan cara yang sama diperoleh d(B,A) < d(B,C)+ d(C,A)

Jadi #(A,B) = d(A,B) v/ d(B,A)
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< d(B,C) v d(C,B) + d(A,C) v d(C,A) = h(B,C) + #(A,C)

Jadi terbukti bahwa (H(X),%) suatu ruang metrik. |

Ruang metrik (/4(X),%) di atas dinamakan ruang fraktal, dengan metrik Hausdorff

h yang ditimbulkan oleh metrik d.

Teoarema 3.1.2 : (HX),%) adalah ruang metrik lengkap.
bukti : Dibuktikan bahwa jika {A, € H(X)} adalah barisar Cauchy maka

A=lmA, ,Ac HX).

Untuk membuktikan hal tersebut maka bukti dibagi dalam bagian-bagian berikut ini

aAz0

b. A tertutup dan iengkap karena X lengkap.

¢. Untuk setiap € > 0 yang diberikan, terdapat N sedemikian sehingga untuk
n>N,AcA,+t¢s

d. A terbatas.

e. A= limA,

n—co

bukti a) A = ¢
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Dibuktikan dengan memperlihatkan bahwa terdapat barisan Cauchy {a, € A;} di
dalam X.

Untuk itu dicart sebuah urutan dari bilangan bulat positif N, <N, <..<N_ <...

. 1 -
sehingga h(A, A, ) < B untuk m,n > N; . Sekarang pilih x,; € Ay , karena

1 : . 1
h(ANl >AN,) < é maka dapat ditemukan X, €A, sehingga d(le Xy, ) < >
Kita klaim bamwa unfuk Xy, € Ay, , 1 = 1,2,k maka d(XNi_l ,xNi) < 5T ke-

. . 1 )
mudian karena h(AN),ANM)S? dan xy €Ay maka dapat ditemvkan

! L X C
Xy,, €Ay, sehingga d(xN) ,XNM) ST Jika diambil xy €Ay =~ meru-

3+l

pazan titik paling dekat dengan x,, maka dapat diterwkan barisan {XN‘ € ANj}

1 , .
sehinggad(xNi,me)g 2 Untuk memperlihatkan bahwa {xNi}adalah barisan

B - ) 1 .
Cauchy, maka diberikan & > 0 dan pilih N; sehingga z 5 < g . Kemudian untuk

N,

m > n >N kita peroleh

. ' 21
(X, ) S A0y Xy Y F Xy Xy MRy WXy )< D <E.
i,

Jadi terdapat barisan Cauchy 8 € A;}.dengan a,, = x,, , yang konvergen di A.

Jadi Az ¢
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bukti b} A fertutup

untuk membuktikan A tertutup, akan ditunjukkan bahwa jika { a; € A; } adalah ba-
risan yang konvergen ke a maka a € A

Untuk setiap bilangan bulat positip i, ada barisan {x, € A} schingga

limx, = a;.Terlihat bahwa terdapat barisan naik dari bilangan bulat positip {N;}

-

1 ) : )
, sehingga d(ay ,a) < -. Selanjutnya untuk setiap N; , ada bilangan bulat m; se-
’ 1

""]l\)

1 )
hingga d(xy ., ,ay ) < - , akibamya d(xy . .a) <
i 1 h Samad }

Jika yy =Xy ., , . kita dapat simpulkan yy €A, dan limy, =a . Barisan

{yﬂi} dapat diperluas menjadi barisap konvergen {z; € A; }, danae A.

Jadi, A tertutup.

bukti ¢) untuk £ > 0 terdapat N redeniikian sehingga unfukn >N, A A +s.
Diberikan g = 0, terdanat N secemikian hingga untuk rﬁ,n =N, h{Ag ,AL) < 5.
Sekarang diberikan n > N. maka untuk m > n, A, © A, + . Untuk a € A, terdapat
barisan {a; € A;} vang konvergen ke a. Kita asumsikan N cukup besar sedemikian
hingga. untukm > N ber!aku d(an .a) <& , maka a, € A, + ¢ karena A, C A, + &
Karena A, kompak maka dapat ditunjukkan bahwa A, + & adalah tertutup. Maka
karena a, € A, + & untuk setiép m >N, maka a harus berada dalam A, + &.

Jadi A c A + g, untuk n cukup besar.
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bukti d) A terbatas

Andatkan A tidak terbatas, maka untuk beberapa & > 0 tidak terdapat sejumlah
vang berhingga. Kemudian kita akan menemukan barisan {x; } di dalam A
sedemikian hingga d(x; ,x; ) untuk i = j , Berdasarkan bagian (c) terdapat n yang
cukup besar sedemikian hingga A ¢ A + ¢/3. Untuk setiap x; terdapat korespon-

densi dengan y; € A, dengan d(x; ,yi ) < &/3. Karena A, kompak maka sub barisan

{ynildari {yi} konvergen, maka kita dapat menemukan titik dalam barisan {ynl}

yang berdekatan, yaitu y, dan it sedemikian hingga d(yn‘ »Yn,.) < %

3 E & €
Tetapt d(x, >an) < d(x, .y, 2+ d(y,, e Y+ d(yn) ,xnj) < E + : + e g

Terdapat kontradiksi
Jadi, A terbatas.
Dengan menggunakan U dan ¢ maka A adalah kompak.

bukti ¢) imA_= A

Karena A kompak maka A € H (X). Untuk £ > 0, terdapat N sedemikian hingga
untuk n > N berlaku h(A,.,A) <&, sedangkan h(A, ,A)g s<::>,t5sn CA+g dan A
c A, +s. Untuk A = A, + & padabagian (c) sudah dibuktikan, jadi tinggal mem-
buktikan A, ¢ A + s. Untuk memperlihatkan ini, maka jika diberikan s > 0 dan
ditentukan N sedemikian hingga untuk m,n > N, h(A,,A,) < £/2 maka untuk m,n >

N, Anc A, + /2. Sekarang ambil n > N, akan diperlihakan bahwa A, c A + &
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- Ambil y € A, , maka terdapat barisan naik {N;} dari bilangan bulat sedemikian

]

hinggan <Ny < N <..<0 Ni <... dan unfuk setiap mk > N;, A, c A, + NCR

Catatan bahwa A, c Ay +§. Karenay € A,, maka terdapat x, €Ay . ,

sedemikian hinggad(y,xy } < Karena xy €Ay ., maka terdapat

&
3 3

Xy, €Ay, sedemikian hingga d(xy ,xy ) < 502— . Dan geterusnya sehingga didapat

5
2j+1

barisan Xy ,Xy, ... sedemikian hingga x, €A, dan d(xNJ,xNM )<
mengeunakan ketaksamaan segitiga diperoleh d(y,xﬂj) < g untuk setiap j dan juga
{xNj} adalah barisan Chaucy. {xNj} konvergen ke x € A, akibatnya juga karena

d(y,xNj) < ¢ maka d(y,x) < ¢ akibatnya A, c A+ & unfukn >N.

Dari a, b, ¢, d , e maka ((X),h) adalah ruang metrik lengkap.®
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3.2. Transformasi

Hal kedua yang terpenting dalam membahas fraktal adalah transformasi dan
transformasi yang dibahas di sini dibatasi pada transformasi yang berlaku pada
bidang. Dalam bagian ini akan ditampilkan beberapa konsep tranformasi yang penting

dan nantinya digunakan dalam pembahasan mengenai fraktal. Transformasi geometri

" adalah suatu fungsi bijektif dari himpunan semua titik pada suatu bidang ke himpunan

semua titik pada bidang itu sendiri, dengan kata lain, jika diberikan suatu transformasi
o, berlaku bahwa untuk setiap titik P terdapat dengan tunggal tittk Q sedemikian
hingga (P) = Q, dan sebaliknya untuk setiap titik K terdapat dengan tunggal titik S
sedemikian hingga «(S) = R. Dalam hal im yang dimaksud adalah bidang Euclides,
dengan demikian semua definisi, teorema dan aturan-aturan yang ada pada geometri
Euclides juga berlaku.

Dalam membahas transtformasi perlu diketahui dahulu unsur-unsur yang
invarian (bertahan/ tetap) {erhadap transformasi tersebut. Suatu titik P yang terhadap
tranformasi & Illelglellulli P=a(P) disebut titik invarian terhadap « | s—uﬂu'garis g
yang terhadap transformasi & memenuhi g = a(g} disebut garis invarian terhadap g
Sebaliknya o dikatakan mempertahankan titik P bila hanya bila «(P) = P.
Transformasi o mempertahankankan garis ¢ bila hanya bila a(g) = g, dan
transformasi o mempertahankan himpunan titik S bila hanya bila a(S) = S.

Transformasi yang berkaitan erat dengan. fraktal adalab similaritas dan
atinitas. Sebagai alat untuk bagian terapan maka di sini aksn dibahas juga pemetaan

konformal, yaitu pemetaan pada bidang kompleks
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Untuk membahas transformasi - transformasi tersebut, diperlukan konsep-
konsep awal yang mendasarinya. Konsep-konsep yang dibicarakan di sini dilandaskan
pada transformasi yang terjadi pada bidang Euclides.

Sebelum membahas konsep-konsep tersebut, di bawah ini disajikan daftar
lambang yang digunakan yaitu :

(K_Bb = garis

Xg = ginar garis dengan pangkal A

E = ruas garis

AB = panjang ruas garis

AB = vektor geometris atau ruas garis berarah dengan pangkal A

Definisi 3.2.1 : Transformast identitas I adalah transformasi yang memenuhi I{(P) = P

untuk setiap titik P pada bidang.

Definisi 3.2.2 : Suatu transformasi ¥ mervupakan invelusi bila ¥ = I dan ¥* = L Ini

berarti y=v".

Definisi 3.2.3 : Suatu transformasi disebut kolineasi bila bayangan sebuah garis

(lurus) cleh transformasi itu akan berupa garis lagi. Jadi jika g garis lurus, maka o

adalah suatu kolineasi bila hanya bila at(g) = g’, dengan g’ garis lurus.
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3.2.1. Isometri

Definisi 3.2.4 : Transformasi & merupakan suatu isometri bila untuk setiap

~ pasang titik P dan Q dipenuhi P’Q’ = PQ dengan P” = a(P) dan Q’= at{Q).

Hasil kali (komposisi) dua isomewri merupakan isometri lagi, jadi bila
a; dan O merupakan isometri maka Oy merupakan isometri lagi. Isometri
mempunyai sifat mempertahankan keantaraan, rvas garis, sinar garis, sudut,
besar sudut, ketegaklurusan, dan kesejajaran.

A

/ \ s

Gambar 3.3

Beherapa contoh isometri :

a. Translasi (geseran)
Definisi 3.2.5 : Suatu transformasi T merupakan translasi bila terdapat ruas
garis berarah AB sedemikian sehingga untuk setiap titik P pada bidang dengan

T(P) =P’ dipenuhi PP’ = AB. Translasi ini ditulis Tag.
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Hasil kali duz buah translasi adalah suatu translasi. Pada translasi

(geseran) Tap = I tidak terdapat titik invarian sedangkan semua garis yang

. = - H a - .
sejajar garis AB adalah garis invarian.

b. Rotasi (putaran)
Definisi 3.2.6 : Rotasi terhadap titik C dengan sudut © ialah transformasi p.e
yang memenuhi :

1. p.o(C)=C.
2. peo(A)=A’, dengan CA’ =CA dan mZACA’ =40.

Satu-satunya titik invarian pada putaran p.e = I adalah titik C. Juga

terdapat kejadian khusus dari rotasi yaitu rotasi setengah putaran atan 6 = 180°

Rotasi setengah putaran ini memiliki 2aris yang invarian

c. Refleksi (pencerminan)

Definisi 3.2.7 : Releksi 6. pada garis 5 adalah suat transformasi yang

memenuhi :

o, (@) = {Djiks P pada s
s Q. tha P diluer s dengan s adalah sumbu PQ

Hasil kali dua pencerminan dengan sumbu yang sama adalah identitas.

Hasil kali dua pencerminan dengan sumbu saling tegak lurus adalah setengah
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putaran . Hasil kali dua pencerminun dengan sumbu saling berpotongan
merupakan rotasi dengan pusat titik potong kedua sumbu tersebut. Hasil kali dua
pencerminan dengan sumbu saling sejajar merupakan geseran pada arah tegak
lurus garis-garis tadi dengan jarak dua kali jarak kedua garis tersebut. Pada
pencerminan, titik invarian adalah titik-titik pada sumbu, dan garis tetap adalah

sunubu itu gendiri serta semua garis yang tegak lurus pada sumbu.
d. Refleksi Geser

Definisi 3.2.7 : Transformasi v disebut refleksi geser bila terdapat garis s dan

AB dengan s sejajar AB sehingga V = GTsp dengan kata lain refleksi geser
adalah geseran yang bukan I disusul oleh pencerminan terhadap sumbu yang
gejajar dergan arch geseran.

Refleksi geser tidak mempunyai titik invarian, sedangkan satu-satunya

garis invarian adalah sumbunya sendiri.

Translasi T dan rotasi p dapat dinyatakan sebagai hasil kali dua refleksi.

Dengan demikian refleksi geser v merupakan hasil kali translasi dan refleksi

yang berarti hasil kali tiga refleksi. Jadi semua isometri yang telah dibahas di
atas dapat dinyatakan sebagai hasil kali beberapa refleksi. Isometri yang tidak
mengubah arah sudut disebut isometri searah dan yang termasuk di dalamnya

adalah franslasi, rotasi dan hasil kali keduanya, sedangkan isomefri vang
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mengubah arah sudut disebut isometri berlawanan arah dan yang termasuk di

dalamnya adalah refleksi dan juga refleksi geser.

Rumus-rumus Isomefri

Sekarang setelah konsep-konsep transformasi khususnya isometri
dibahas , perlu pula jika rumus-rumus dari transformssi-transformasi di atas
ditampilkan.

a. Persamaan Translasi

m
Andaikan diketahui vektor posisi AB = (n]' Andaikan P(xy) sebarang titik

pada bidang, Top(P) =P’(x’,¥’) dengan PP* = AB,

.. |x'=x4+m
maka rumus franslasi y‘all].l{

(y=y+n

b. Persamaan Rotasi

Jika P(x,y) dan P’(x’,y’) maka rumus rotasi dengan titik pusat 0(0,0) dan sudut

. . |X'=xcose—ysma
rotasi o yaitu o, :
y'= xsina +y co8Q

Jika pusat rotasi O’(hk) sebarang titik dan o sudut rotasi, P’(x*,y") bayangan

P’( | i ',m x'~h = (x - h) coser— (y — K)sin o,
, MaKa rumus ro mva yval . N
Y vay '~k =(x-h)sina+(y - k)cosc
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c. Persamasn Refleksi
Andaikan persamaan sumbu s adalah s : px+ gy +r=0, P(x,y), P di luar s
dan o4(P) = Q(x*,¥’) maka rumus refleksinya yaitu
O 2p(p)§,+q3;+r)
p +gq 1)
L 2qpregy o)
/5 T

y

Jika s dinyatakan dengan bentuk persamaan normal yaitu s

'xcos8+ysin8—n=0, maka diperoleh bentuk lain persamaan refleksi

t X'= —xc0828- ysin 26+ 2n cos@
iy .
" yv'= —xsin 26+ ycos28+ 2ngin 6

Rumus refleksi 1) di atas dapat pula diubah bentuknya menjadi

{x’: ax — by + m

, dengan a®+ b’ =1 danam+ba+m=90
y'=-bx—ay+n ]

d. Persamasn Reflekst Geser

Persamaan trangformasi untuk refleksi geser adalah

{X’: ax— by +m

, dengan a®+b*=1 dan am+bn+m= 0
y'=-bx—ay+n e T ST
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Dari pembahasan mengenai rumus-rumus isometri di atas maka dapat ditarik

kesimpulan bahwa semua isometri mempunyai bentuk persamaan sebagai berikut

X'zax+by+m
{ g , dengan a®+ b%=1.

y'= (-bx+ay)+n

Catatan : tanda + untik isometri searah, tanda - untuk isometri berlawanan arah.

Dilatasi Sentral
Definisi 3.2.8 : Untuk suaty titik P dan bilangan positif k, trasformasi &,y
disebut dilatasi sentral terhadap P dengan faktor k bila :

1. §,,(P)=P.

2. Untuk Q = P, 8,(Q) = Q’ dengan PQ’ =k.PQ

Bilangan k disebut faktor dilatasi sentral, dan P disebut pusat dilatasi seatral.

T11.2.2. Similaritas

Definisi 3.2.9 : Transformasi @ : R? — R? merupakan suatu similaritas bila

hanya bila terdapat bilangan positif k (k > 0) sehingga untuk setiap pasangan

titik P dan Q di dalam R dipenuhi -
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P’Q'= kPQ dengan P’ =a (P) dan Q° = a (Q)

k disebut faktor similaritas.

Untuk kejadian khusus k = 1, similaritas tersebut akan berupa isometri.

Similaritus juga merupakan suatu kolineasi.

1

& 8
| Garnbar 3.4
Hasil kali isometri dan dilatasi sentral dengan urutan sebarang adalah suatu

similaritas.

Rumus Similaritas

Di atas telah dikatakan bahwa hasil kali isometri dengan dilatasi sentral
dengan urutan sebarang adalah suatu similaritas, maka dari pengertian tersebut

kita mendapatkan rumus persamaan unfuk similaritas.
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) . x'= ax+by +m 3. 43
Rumus 1sometr1 , dengan a*+b* =1,
y'=t(-bx+ay)+n
. - x'= kx e
rumus dilatasi sentral dengan pusat fitik O § o k > 0, maka hasil kalinya
Yy =Ky

x'= k{ax + by + m)

didapat a2+ b2 =1damk>0 k akan fakt
1qapa {y,: K((~bx + ay) + n) a an | merupagan or

similaritas, rumus ini sudah mewakili pula untuk dilatasi sentral dengan pusat
sebarang.
Sekarang misalkan ka = A, kb = B, km = M, kn = N, maka setiap similaritas

X'=Ax+By+M

mempunyai persamaan sebagai berikut: - ,
y'=2(-Bx+Ay)+ N

dengan A%+ B? =1 dan k faktor similaritas
4

3.2.3. Afinitas

Sebelum: memasuki pembahasan transformasi afin, terlebih dulu akan
dibahas konsep-konsep yang mendahului selain yang telah dibahas dalam bagian

sebelumnya.

Definisi 3.2.10 : Dipilih sebarang garis s dalam bidang dan sebuah arah vang
ditunjukkan oleh sudut ., yang diapitnya dengan s. Dipilih pula suatu bilangan
real i # 0. Didefinisikan suatu pemetaan dengan hukum korespondensi sebagai

berikut :
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a Garig-garis yang menghubungkan pasangan dua tittk P dan P’ yang
berkorespondensi, sejajar dengan arah yang diketahui.
b. Untuk setiap pasangan titik P dan P’ diperoleh :

P'P*

— = p , dengan P* titik potongYP)’ dengan s.

c. Untuk titik P pada s maka P =P> = P*
Transformasi int disebut afinitas perspektif, s sebagai sumbu afinitas, p fakfor

skala, dan @ sudut afinitas. Transformasi ini dilambangkan : ¢s,a ).

A

Gambar 3.5
Definisi 3.2.11: Pelingsiran (shear) adalah afinitas perspekﬁf yang tidak

sebenarnya , dengan o =0 danp=1.

Definisi 3.2.12 : Setiap hasil kali beberapa afinitas perspektif yang berhingea

menyusun transforimasi afin atau disebut juga afinitas.
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Rumus Afinitas
Rumus afinitas perspektif ¢(s o) vaitu :

e (x'=x+(—Dycotga
=y

Pelingsiran telum dapat dinyatakan dengan rumus ini, sebab p = 1 dan o = 0°
jadi letak A’(x’,y’) belum dapat ditentukan karena cotg o tidak terdefinisikan.
Rumug afinitag perspektif vang dapat juga untuk pelingsiran adalah

. [x'=x—{uy)tgp
gk 1y'=py

Rumus afinitas dapat diperoleh dari hasil kali beberapa afinitas perspektif.

Rumus afinitas yang didapat adaiah

. [x'=x—pyligh
% Ly'=ny

Definisi 3.2.13 : Jika untuk sebarang bilangan k # 0, transformasi ot dan

x'=x x'= kx
dengan rumus o :{ dan $ {

: R, , maka O digebut peregangan
y'=ky y'=vy , :

dengan rasio k terhadap sumbu-x dan B disebut peregangan dengan rasio k

terhadap sumbu-y.
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x=x+k
Pelingsiran terhadap sumbu-x mempunyai rumus{ , 4 , pada pelingstran
¥y=Y

ini sumbu-x dipertahankan, titik demi titik dikawankan dengan titik-titik pada

sumbu-x.

Rumus afinitas dapat juga didapat dari hasil kali peiingsiran, peregangan, dan
similaritas.

a bl

x'=ax+by+m
0,
c d\

Rumus afinitas tersebut adalah : { , dengan

y'=cx+dy+n

i . .l X'=ax—cy+m 2. 9 N .
merupaian hasil kali similaritas : , dengan a® +¢” = 0, diikuati
y'=cx+tay+n

X'=x

peregangan dengan rumus {y'— ad - be g dilanjutkan dengan pelingsiran yang

3 2
a <+cC

0 ab + cd
> X'=x+—_—¥y
Mempunyai rumus K
" v'=y

Rumus afinitas dalam JR? dapat ditulis secara lain yaitu sebagai berikut

w(xy) = (ax + by +e, cx +dy+f) dengan ab,c.defe R

3.2.4 Pemetaan Pada Bidang Kompleks

Bagian ini merupakan alat dalam membahas fraktal yang terbentuk dari

iterasi pada bidang kompleks.
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Bilangan Kompléks dan Fungsi Kompleks
Dalam sistem bilangan kompleks didefinisikan nilai mutlak atau modulus suatu

z|= a+bi=va® +b?,

bilangan komplelts sebagai berikut : untuk z = a + by,

sering dilambangkan sebagai r, r = Ja® +b® . Jarak antarz dua bilangan

kompleks didefinisikan sebagai :

2 ! 2 Zl :X1+y1i
l2,~ 2,] = (%, — %,)* +(¥,~ ¥2)° , dengan ,
Z, =X, +yl

yang bersesuaian dengan jarak antara dua titik pada bidang Euclides , antara titik

(x1,y1) dengan (x;,3). Cara lain menulis bilangan kompleks yaitu :

jika x=rcos Odany=rsin 6 dengan r= m

maka z =x + yi = (r cos 8) + i(r sin 8), 6 = arg z. Jika dilubungkan deigan
fungsi elementer kita mendapatkan ¢® = cos6 + isin©. Atan secara umum untuk

z=x +yi didapatkan hasil :

e* =™ = ¢"e¥ = ¢* (cosy +isiny).

Definisi 3.2.14 : Jika diberikan sembarang 2 himpunan bilangan kompleks yang
tidak kosong A dax; B. Maka fungsi { dari himpunan A ke himpunan B
didefinisikan sebagai suatu aturan yang mengawankan secara funggal setiap
elemen z dalam himpunan.A dengan tepat satu elemen w di dalam himpunan B.
Elemen w € B yang berkawankan elemen z € A dinyatakan dengan w = f{z),

sehingga sering ditulis w=1f{z) ,ze A
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Elemen w disebut dengan nilai fimgsi £ di z atau bayangan z oleh fingsi f

Himpunan A disebut daerah asal yang merupakan domain sedangkan semua nilai
" fimgsi f dinamakan daerah hasil (range) fingsi £ Fungsi fini sering juga disebut
pemetaan.

Memurut definisi di atas, hmgm selalu dimaksudkan mempunyai nilai
tunggal, tapi dalam teori fungsi kémpleks dikenal juga fiungsi bernilai banyak.
Fungsi bernilai banyal” ini memiliki cabang-cabang yang masing-masing bernilai
tunggal. Akibatuya jika ditemui suatu fingsi bernilai banyak kita hanya bekerja

pada cabangnya saja. Oleh sebab itu definisi fingsi di atas tetap digunakan.

Definisi 3.2.15 : Diberikan fingsi f yang didetinisikan pada suatu domain D.
Fungsi f dikatakan analitik di titik z, € D jika terdapat h > 0 sedemikian hingga
f < (z) ada di setiap titik z yang ada dalam kitar N(z,h),

dengan N(zp,h)=(z e D] | z- ] <h)

Definisi 3.2.16 : Cabang F suatu fungsi bernilai banyak f adalah fungsi bernilai
tunggal yang analitik dalam suatu domain D dan di setiap titik di dalam doma-

in D, F(z) adalah salah satu dari nilai f{z).

Fungsi f dikatakan analitik pada domain D jika fingsi f analitik di setiap
‘titik di dalam D. Jika f terdiferensial pada suatu titik maka f analitik pada titik

fersebut. 4
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Definisi 3.2.17 : f ' dinamakan fungsi invers yang berkaitan dengan f jika untuk

w=1f{z) makaz=1" (w)

Pemetaan Konformal

Jika w= u +1v (u, v real) adalah suatu fingsi bernilai tunggal dari
z= x+iy,makau+iv="%x+ iy) dengan u dan v merupakan fungsi dari x dan y
inilah yang disebut pemetaan pada bidang kompleks.

Jadi untuk suatu titik (x,y) yang diberikan pada bidang z terdapat kaitan
dengan suatu titik pada bidang w. Demikian juga untuk suatu kurva di bidang z
akan dipetakan titik demi titik ke bidang w sehingga menghasilkan suatu kurva

dalam bidang w.

Definisi 2.2.18 : Jika diketahui di bawah pemetaan pada bidang komgleks, titik
{x0,¥0), di bidang z, dipetakan ke dalam titik (u,v) di bidang w (lihat gambar
3.6}, sedangkan kurva C; dan C; (berpotongan di (xa,yp)) dipetakan berturut-turut
titik demi titik ke dalam kurva C’; dan C’; {berpotongan di {u,v)). Kemudian
jika pemetaan tersebut bersifat bahwa sudut di (%.y0) antara C; dan C; sama
dengan sudut di {up,vo) antara C’; dan C’; dalam besar dan arahnya, maka

pemetaan tersebut disebut pemetaan konformal di (xp,v;)
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Cy
6=
X U
Gambar 3.6

Pemetaan yang didefinisikan oleh fimgsi analitik f{z) bersifat konformal
kecuali di titik kritis yang meayebabkan £~ (z) = 0. Safu-satunya pemetaan
konformal dari suatu domain di bidang = ke dalam domain di bidang w adalah

berbentuk w = f{z) dengan f suafu fungsi analitik.

Beberapa Pemetaan Khusus pada Bidang Kompleks
Di dalam pemetaan pada bidang kompleks terdapat pemetaan khusus

seperti di bawah ini:

1. w=z+8, { konstanta kompleks , yang merupakan translasi terhadap vektor

B.

A B'

Gambar 3.7
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2. w =8z , 5 konstanta kompleks, yang merupakan rotasi dengan sudut rotasi

gebesar arg & dan regangan dengan faktor regangan sebesar |3 | .

A B

Gambar 3.8

3. w = az, a konstanta real dengan a > 0, yang merupakan dilatasi dengan faktor

dilatasi sebesar a.

w
>

A % A.' Bl

Gamabar 3.9
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4. w = 1/z, yang merupakan inversi terhadap lingkaran satuan dan konjugat.

T

Garnbar 3.10

Pemetaan pada bidang kompleks ada yeng bersifat afin ada yang tidak.

Selain pemetaan di afas ifu terdapat juga pemetaan lain yaitu.

Definisi 3.2.19 : Pemeiaan yang berbentuk

az+b

w=w(z)= , ad - bc 2 0, a,b,c dan d konstanta
cz+d

kompleks disebut transformasi pecahan linear.

: . . . z+b
Teorema 3.2.1 : Transformasi yang didefinisikan sebagai w = w(z) = Tt k
cz.+

ad ~ be = 0, ab,c dan d konstanta kompleks, dapat dipandang sebagai kombinasi

dari translasi, rotasi, regangan, dan inverst.
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Yukti :
w:w(z):?—z—tg, ad-be 20
cz+d

Diandaikan ¢ = 0,
“a® b { A
maka w(z) = (%/Jz + (—&) , jadi bila wi(z) = [\%) z dan wo(z) = (—3— z+ (EJ \

N

akan diperoleh w(z) = w; o wy.

Sedangkan untuk ¢ = 0, bila

1 _
wi(z)=z+— ,waz) =~ ,w_z(z):bc 23d , wa(z) = z+E
c z ¢

maka diperoleh w(z) = w; 0 w2 0 W3 0 wa.

& Zenpy st M‘;@A’
OGya%
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3.2.5. Pemetaan Kontraksi
Pemetaan Kontraksi pada Ruang Metrik

Pada bagian ini akan dibahas pemetaan pada ruang metrik (X,d) vyang
nantinya akan mendasari pemetaan kontraksi pada ruang fraktal. Pemetaan ini

diperlukan sebagai fungsi untuk membangun fraktal.

Definisi 3.2.20 : Misalkan /' : X — X merupakan pemetaan pada ruang metrik.
F(x) didefinisikan sebagai :
f®=x
FE= e

FOE = fr®

Definisi 3.2.21 : Misalkan f: X — X merupakan pemetaan pada ruang metrik.

Titik x¢ € X yang memenuhi f {X¢) = Xr disebut titik tetap terhadap /.

Definisi 3.2.22 : Pemetaan [ : X —» X pada ruang metrik (X d) diéebut pemetaan
kontraksi (contraction mapping), jika terdapat konstanta 0 < s < 1 sedemikian
sehingga :

A x).f(¥) <sdx, y)

Selanjutnya s disebut dengan faktor kentraksi untuk f.
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Teorema 3.2.2 : Misalkan /1 X - X merupakan pemetaan kontraksi pada ruang

metrik lengkap (X,d), maka /" mempunyai titik tetap tunggal x r € X dan untuk

setiapx € X
lim /" (x) = x+
n— ©
Bukti :  Dhberikan sebarang x € X dan 0 <5 < 1 yang merupakan faktor

kontraksi untuk £ maka @(f "(x) , /")) <5 ™ @V ¢ (x, f o ](g))
uatukn, m=9, 1, 2,

Untukk=10,1,2, ...

A, /) S d &, SR, @)t

d (F¢° (x), /)
<(Uts+s .+ s N, £

<(1-9)"d (xS ()
A0 S U0) <5 d (5, f ()

Dengan demikian { £°(x)} merupakan barisan Cauchy.

Karena (X} merupakan ruang metrik lengkap maka barisan ini mempunyai se-

buah limit xre X

Tim /™ () = x5
N— o
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Akan diperlihatkan bahwa X ¢ adalah titik tetap
F@Ee)= fllimf™(x) ]

n— o

= lim £ (x)
n—w

il
I'_::ﬁ

Sxe)= K¢
Jadi terbukti bahwa xr adalah titik tetap terhadap f pada ruang metrik lengkap
(X,d). Sekarang dibukiikan ketunggalan titik tetap tersebut.

Andaikan z ; dan y  adalah dua titik tetap
Hfze) SN <5 d2rY ) oo (1)
karena f{(xs) = X smaka
D D LT T (2)
Dari (1) dan (2) diperoleh
d(ze, ¥ <sd(Ze Y9
Hze, ¥ -sd(zey g <0
(1-8)d(zs. ¥y <0

Padahal 0 <s <1, berarti d(zr, vy =0, atauzr=vyy. =
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Lema 3.2.1 : Andatkan w: X — X adalah pemetaan kontraksi pada mang metrik
(X,d), maka w kontinu.

bukti : Diberikan g > 0, andaikan s > 0 adalah faktor kontraksi untuk w.

dengan méngambil 8 =& /s, maka karena d{xy) < & x dan yeX akibatnya

d(w(x),w(¥)) <s d(xy) < ¢ . Jadi w kontinu. =

Pemetaan Kontraksi pada Ruang Fraktal
Setelah pembahasan pemetaan kontraksi pada ruang metrik maka selanjui-
nya secara khusug dibahag pemetaan konfraksi pada ruang fraktal H(X) dengan

metrik 4.

Lema 3.2.2 : Jika diketahui w : X — X adalah pemetaan kontraksi pada ruang
metrik (X,d} maka w memetakan H{X) ke dirinya gendiri.

bulcti : Jika diberikan S subset tak kosong dari X yang kompak, maka w(S) =
{w(x) : x £ S} bukan himpunan kosong. Selanjutnya diperiihatkan bahwa w(S3)
kompak.

Andaikan {Y, = w(X.,)} adalah barisan tak hingga dari titik-titik di dalam S,

karena S kompak maka terdapat subbartsan { XN.} yang konvergen ke fitik x> € S.

Karena w kontinu maka {YNn = w(Xy )} adalah subbarisan dari {Y,}, vang
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konvérgeu ke ¥y & w(S), jadi w(S) kompak. Ini berarti w(S) anggota H(X).

Jadi w memetakan H(X) ke H(X). .

Definisi 3.2.23 : Pemetaan w : H(X) — H(X) didefinisikan sebagai

w(B) = { w(x):x € B} , uniuk setiap B anggota H(X)

Lema 3.2.3 : Jika diketahut w : X’ — X adalah pemetaan kontraksi pada ruang
metrik (X&) dengan taktor kontraksi s, maka w merupakan pemetaan kontraksi
pada (H(X), /1) dengan faktor kontraksi .
bulcti © Dari lema 3.2.1 diketahui bahwa w kontinu, dan dari lema 3.2.2 diketahui
w memetakan H(X) ke dirinya sendiri.
Diambil sebarang B, C ¢ H(X) maka
d(w(B),w(C)) = maks{min{d(w(x),w(y)): ye Cixe B}
<maks{min{s d(xy) :y € Cjx € B} = d(B,C).
Demikian pula untuk d(w(C),w(B)) dengan cara yang sama didapat
d(w(C),w(B)) <s dC,B).
Akibatnya #(w(B),w(C)) = d(w(B),w(C) v d(w(C),w(B))

<8 d(B,C) vs dCB) <s2(B,C) n
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Lema 3.2.4 : Untuk setiap B,C,D,dan E di dalam H(X), berlaku sifat berikut im
yaitu :

HBUC.DUE) < #(B,D) v #(C.E)
bukti :
d(BuC,D) =sup{ d{x,.Djx e Bu C} = sup{d(x,D):x e Bvx e C}

= makt}{sup{d(X;D}:XVE B} ,sup{ d(x,D}x € C}}

=maks{ d(B,D),d(C,D)]
Maka d(Bu C,D) = d(B,D}vd{C,Dj <h(B,D)vh(C,Dj.
Jikad(Buw C,D} = d{D,Bw C) maka
d(B Q C,D)=h(Bu C,Dj < h(B,D)vh(C,D}.
| ' Karenah(B C,D) = h{D,Bu C}. maka h{D,Bus C) < h(R,Djvh(C,D].
h(Bu C,DUE)<h(B,DUE]vh(C,DUE).

<h(B,D) vh(R,E} vh(C,Djvh(C,E]
Jadi h(BL C,DUE] <h(B,Djvh(C,D]. sebab jika tidak seperti ini maka
h(Bu C,DU E] >h({B,Djvh(C,D}. yang berarti

h(Bu C,DUE] > h(B,D} vh(B,E] vh{C,D} vh{C,E}

Terdapat kontradiksi.

Jadi #(BUC,DUE) < 4(B.D) v #(C.E) =
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Definisi 3.2.24 : Didefinisikan W : H{X) — H(X) sebagai

W(B)=w,(B)u w,(B)u...ow, (B)

N
= an (B}, untuk setiap B € H(X),
n=]

Lema 3.2.5 : Jika diberikan. ruang mefrik (X,d), dan diketahui {w, : n =
1,2,...,N}adalah pemetaan koniraksi pada (H(X),h), dengan faktor kontraksi untuk
w, adalah g, , maka W adalah pemetaan kontraksi dengan faktor kontraksi
s =maks{g, :n=12,... N}

bukii : bukti dengan induksi
mtuk n=1
maka A(W(B),W(C)) = A(w; B),w; (C)) <s % (B,C)
untuk n = 1, memenuhi.
Sekarang diandaikan benar untuk n =k,

jadi A(W(B),W(CH) =
Alw, (BYuw, (Blo.ow, B),w, (C)u w,(Chru..uw, (C))

<& A(B,C)

&* =maks{s,;n=1,2,.. k}
Dibuktikan benar untukn =k + 1

AW(B),W(C)) = A(w,(Blu..ow, ,(B),w (Cru...ow, (C)
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<8’ h(B,C) v sy A(B,C) <8 h(B,C) o

Akibat 3.2.1 : Jika f suatu pemetaan kontraksi pada ruang fraktal (H(X),A)

maka terdapat suatu elemen A € H(X) yang memenuhi f{A) = A, dan untuk sem-

barang E € H(X) berlakn
limf"(E)=A
n— <

Bukti : (H (X),h) ruang metrik lengkap.

Karena (H (X),h) ruang metrik lengkap muka terdapat A € H(X) yang memenuli

fTA) = A, sedemikian sehingga untuk sembarang E € H(X) berlaku

limf*(E)=A (Teorema 3.2.2) -
n—
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3.3. Sistém Fungsi Iterasi

Pada pembahasan bagian terdahulu sudah dikenalkan tentang pemetaan kontraksi
baik yang ada pada ruang metrik lengkap (X,d) manpun yang ada dalam ruang fiaktal
(H{X),#). Pada bagian ini akan dibahas Sistem Fungsi Iterasi yang merupakan kelanjutan
dari bagian pemetaan kontraksi tersebut. Bagian inilah yang nantinya digunakan untuk

membentuk fraktal.

Definisi 3.3.1 : Sistem Fungsi Iterasi adalah sistem yang terdiri atas sebuah ruang metrik
yang lengkap (X,d) dengan himpunan berhingga pemetaan kontraksi

wy, X — X, dengan faktor kontraksi s, ,n=1, 2, .. N.
Atan : Sistem Fungsi Tterasi adalah bimpunan berhingga pemetaan kontraksi yang bekerja

pada ruang mefrik yang lengkap.

* Sistem Fungsi Iterasi disingkat SFI, dinotasikan sebagai
{X,w,,n=12_.N}

Faltor kontraksi dari SFI ini adalak s = maks{s, :n=1,2,...N}.

Definisi 3.3.2 : Jika diberikan ruang metrik (X,d) dan C € H(X). Didefinisikan sebuah
pemetaan w, : H(X) — H(Xj dengan wy(B) = C untuk setiap B € H(X).
wy disebut pemetaan kendensasi (condensation transformation) dan C disebut himpunan
kendensasi (condensation set) dari kelompok.

Pemetaan kondensasi 1ni juga merupakan pemetaan kontraksi yang mempunyai

faktor kontraksi sama dengan 0 sehingga menyebabkan wy(B) = C untuk setiap B € H(X).
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Definisi 3.3.3 : Jika diberikan {X, w,,w,,...,w;;} vang merupakan SFI dengan faktor
kontraksi 0 <s< 1, dan wp : H(X) — H(X) yang merupakan pemetaan kondensasi, maka

SFI dengan kondensasi yang mempunyai faktor kontraksi s didefinisikan sebagai {X,

W, W, W, Wy L

Definisi 3.3.4 : Pemetaan W : H(X) — H({X) didefinisikan sebagai

ki
W(B) = | Jw, (B}, untuk setiap Be H(X),
' n=l

Teorema 3.3.1 : Jika diketahui {X, w,,w,,...,w, } adalah SFI dengan faktor kontraksi s,
maka W merupakan pemetaan kontraksi dengan faktor kontraksi s. Sehingga untuk setiap B,
C e H(X) berlaku

R(W(B),W(C)) <s A(B,C).

Dan karena W merupakan pemetasn kontraksi maka terdapat-titik tetap tunggal A ¢ E(X)

H
dengan gifat A = W(A) = Uw,1 {A)dan A= |3y w" (B)untuk setiap B € H(X)

n=1 f—m

bukti : berdasarkan pada lema 3.2.4 dan akibat 3.2.1.
Titik tetap A ¢ H(X) yang dimaksud dalam teorema 3.3.1 dinamakan atrakter dari SFIL

Teorema 3.3.2 : Jika diberikan ruang metrik lengkap (X.4). Lalu diberikan L € H(X)
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dan & > 0. Pilih SFI (atan SFI dengan penyingkat) {X; (w;),w,,w,...,wy }dengan faktor
kontraksi 0 < < 1 gemikian sehingga

N
kL, Uwﬂ (L)| <=, dengan /1 adalah metrik Hausdorfl, diberikan juga A yang

n=|
N\ (=0}

merupakan atraktor dari SFI

£
(I-%)

maka untuk setiap L berlaku b (L,A) <

Dengan kata lain

.
. N

LAY (-9 L, [ Jw, (L)
1

(“;'0)
Untuk membuktikan teorema di atag, cukup dengan membuktikan pernyataan berikut ini.
Andaikap (X,¢) adalah rusng mefrik yang lengkap. Andaikan £: X' — X adalah pemetaan
kontraksi dengan faktor koﬁtraksi 0 < s < 1, dan andaikan x; € X adalah titilz tetap maka
d(xxe) < (1 - 8)? d(x,f(x)) untuk setiap x € X
bukti : Fungsi jarak d{ab) untuk titik tetap a € X ade'ah kontinu di datam X
Akibatnya :

d(x,x) = d(x, im " (x)) = lim d(x,F"(x))
N30 _ N3

< fimy 3 (™ 60,5 )

m=l

< Hm d(x, £ + s+ +877D)

< (- Y d(x,£() -
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3.4. Konstruksi Geometri Fraktal

3.4.1.Konstruksi Geometri Fraktal Pada Bidang Real R.?

Pada bagian ini akan dibahas mengenai penggunaan teori-teori yang telah
dibahas sebelumnya untuk mengkonstruksi suatu bangun fraktal. Konstruksi fraktal
yang disajikan dibatasi pada bidang.

Ruang metrik (R?, d) , dengan d metrik Euclides, merupakan ruang metrik -
vang lengkap. Setiap himpunan yang tertutup dan terbatas dalam R? adalah himpu-

nan yang kompak.

Untuk E yang tertutup dan terbatas dalam R?, jika § : E — E merupakan

\

similaritas yang memiliki faktor similaritas s, 0 < s < I, maka S tersebut meru-
pakan pemetaan kontraksi dengan faktor kontraksi sebssar s. Sedangkan untuk af-
initag A : E — E yang memiliki faktor pengganda s, 9 < s < 1, juga merupakan
pemetaan kontraksi dengan faktor kontraksi sebesar s. Faktor pengganda dalam
afinitas ini diperoleh dari akar positip perbandingan luas bangun hasil transfor-
masi dengan luas bangun yang ditransformasikan. Perbandingan tefsebut dapat
diperoleh nilainya dari harga mutlak determinan koefisien persamaan transformasi,
yaitu

| ad - be | untuk persamaan yang berbentuk

¥’ =ax+byte

v =cx+dy+f
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Jadi luas bangun hasil transformasi sama dengan s* dikalikan luas bangun yang
ditransformasikan.

Selanjutnya untuk membahas bagian ini, akan diperkenalkan algoritma SFI
vntuk menggambarkan fraktal. Algoritma yang dikenalkan ada dua yaitu Algoritma
Deterministik dan Algoritma Random Iterasi meskipun dalam tulisan ini algo-

ritma yang digunakan hanya yang deterministik.

1. Algoritma Deterministik :

- Tentukan {X;w,,w,,...,wy } sebagat SFI

- Pilih himpunan kompak Ay c R2.
W

- Hitung berturut-turut A, = w" (A) menurut A,y = ij(Au) ,N=12_..
j=1

- Konstruksikan barisan {A,;n=0,1,2,......} c H{X)

L3

Berdasarkan teorema 3.3.1 maka barisan {A,} konvergen ke atraktor dari SFI da-

lam metrik Hausdorff,
2. Algoritma Rand om Iterasi
- Tentukan {X;w,,w,,...,wy } sebagai SFI

N
probabilitas p; > 0 telah diberikan untuk w;, dengan > p; =1

i=1
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- Tentukan xy € X dan pilih secara acak w; berdasarkan probabilitas yang diberi-
kan untuk memperoleh x,, n=1,2,3,.....
x, =wi(x _;»1=12,. . Ndann=123,....
dengan probabilitas untuk x, = w;(x,_;} adalah p;
Kerjakan proses di atas secara berulang-ulang.

- Konstruksikan barisan {x,:n=0J,2,..} c X.

5 [a b [x] [e
w(x) = w, J = i = AXx+t,
4 ¢ d;|x; f;

. lajdj - bjcj’

p; ,j=12,.,N

N
Z‘aidi —bici‘

i=1

Contoh Similaritas Untuk Membangun Fraktal

Contoh SFI yang terbentuk dari similaritas beserta proses penggambarannya.

,Contoh 1
(. b
Untuk pembentukan Gasket Sierpinski yang dimulai dengan bentnk awal sebagai

modal {(x,y):(}{ﬁ +y = a\fg)/\(xﬁ— y = O)A(y > 0)] , kita gunakan transfor-

masi berikuf ;
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Jadi W =w; W Wy U ws dan faktor kontraksinya adalah s = 0,5.

Atraktornya adalah hasil akhir dari1 konsiruksi tersebut yaitu gasket Sierpingki

Gambar 3.11

66
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-Conteh 2

Untuk pembentukan Karpet Sierpinski yang dimulai dengan bentuk awal sebagai
modal {(x,y):(x<a)n{y<a)n(x20)A(y = 0)] . kita gunakan transformasi

berikut

Pl 1 ¢
Wi o LXJ = l( J(Xj S 1/3
v 3l0 1 y
® = = + 82 =1/3
Ay 30 L\y 0
N 1(1 0Yx) [(2a/3
w3 ! e + ,83=1/3
y/ 3\0 LAy, 0
Y 11 O0\(x 0
: = — + , 8= 1/3
Y/ 3.0 LAy a/3

Y 11 Ofx\ (0
Ws ! J = - s ,85=1/3
2730 ) a3
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(L Wa L Ws W L owy  wy dan faktor kontraksinya

3

‘,&.’2 ‘\..J‘ ".V

A

= “’l

Jadi W

adalah s = 1/3. Atraktornya adalah hasil akhir dari proses tersebut yaitu karpet

Sierpinski.

Gamnbar 3.12

Contoh 3

tuk awal sebagai
,1] ke R? seba-

X

rgan ber

g di

all

Koch y: raulai de
-ansformasi yang membawa [ 0

AR

, kita gunakan tr

W
|
11,

bent
._[O,

i
=

modal Eq
gai berikut

, 8= 1/3

X
¥y

(X,
Wi | ’):
Y
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Ls]

e _"_ ) 1_\ '1 3\ .
_1f 2 "3/'}[‘ +[/J 2= 173
W32 12 Ay \o -

" (x') RIgT: ﬁ/z](x}{ 12\ s
ly) TR ey ﬁ/é) 7

e (xl‘l 1 (’1 0]{x)+[7-,!'3\] L

Yo 3\ LAy 0.

Wy

N
o™
LT
| -

Jadt W = w; L wi U wz L w4 dan faktor kontraksinya adalah s = 1/3. Atraktornya

adalah hasil leugkap kurva Von Koch.

Gambar 3,13

Conteh Afinitas Untuk Membangun Fraktal

Contoh SFI yang terbentuk dar1 afinitas beserta proses penggambarannya.
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Contoh 1:

Untuk membuat bangun fi-aktal seperti karpet Sierpinski dengan modal

70

{'(x,y):(y 20n(x20n{x<a)n(y < a)} kita gunakan transformasi afin seba-

gai berikut

XP

{ 'x')

Wg:’ =

\y!/

X!
W3 . ( j = -
M

P4

W

Wy (x' = 1(2

I~
Wy . [ N
Y

o B 610

w]m‘
&,

<

3

=1
«®



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

71

Jadi W = wy Lowa Lows L Wy L W L W U Wy W wy dan faktor kontraksinya

adalah s = \[g . Atraktornya adalah hasil akhir dar1 proses tersebut.

Gambar 3.14

Contoh 2 :

Untuk membuat bangun fraktal seperti karpet Sierpinski yang Iain dengan modal

((y)(y 2On(xz0)n(x<a)a(y < a)} kita gunakan transformasi afin seba-

gal berikut
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4 0)[){) %a} :

+ . , 83 = \J55

| [ (0 Iy \la =

(x' 1(4 Oj(x) lga) 1

: = — + ,Sa= |

e Ky'] 12(0 3\y/ \iZa . J;
(4 0N(xy (0O

+ = JL

L 3.[ -a] 5= b

/ 1[4 Oj[x] [%a) |
,:- J + ,S6=\’—
¥y 1233 \y/ \2a 12

—

W6 .

Tadi W = w; U wy U ws U Wal Ws U Wg dan faktor kontraksinya adalah

s = \/112 . Atraktornya adalah hasil akhir dari proses tersebut.

%
% W
% W

R,

¢

%

Gambar 3.15

72
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Contoh 3 :

Untuk membuat fungsi yang bersifat fraktal dengan modal

{{x,y):(y 20)n(x = 0)n(x<a)n(y <a)} Kita gunakan transformasi afin seba-

gai berikut

z
TN
e
N

i
N
< Wil
Wi o

HOKD

X

W0 ud e W ¢

Gamnbar 3.16
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- 3.4.2 Konstruksi Geometri Fraktal pada Bidang Kompleks

Sebelum membahas contoh kontruksi tersebut, masih dipe‘rlukan pemba-
hasan hal-hal yang berkaitan yang belum dibahas pada bagian sebelumnya.
Diberikan keluarga persamaan dari fungsi kompleks Q(z), dan nilai awal
7o yang merupakan bilangan kompleks, maka yang didefinisikan sebagai orhit
adalah barisan dari titik-titik :
Zo,Zy = Q(2Zg),z, = Q°(2g)s--52, = Q" (2 )ye... . Orbit tersebut merupakan hasil
dari prozes yang iteratif yang disebut sistem dinamik.
Fungsi Q" merupakan komposisi fungsi dari fungsi Q, jadi Q" (z) adalah
iterasi dari fungsi Q terhadap z. Iika Q(z) = z, maka z disebut titik tetap dari Q.
Jika vntuk QF (z) = z, untuk bilangan bulat p > 1, maka z disebut titik periodik
dari Q, dan p terkecil yang mengakibatkan QF (z) = z disebut sebagai periode
dari z.
Jika diberikan w suatu titik periodik darim(gp dengan '(Q’)’(z) =3, Q tu-
runan kowpleks, maka titik w disebut :
superattractive jika d =0
attractive jikno<lal<1.
indifferent jika [al=1

repelling jika [a]>1
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Untuk suatu keluarga fungsi kompleks Q. (z) = ¥ + ¢, dengan ¢ suatu kon-
stanta kompleks, maka untuk setiap ¢ yang berbeda akan menghasilkan sistem di-
namik yang berbeda.
Sekarang kita melihat contoh proses konstruksi fraktal yvang dibangun pada
bidang kompleks. Sebagai contch diambil fingsi kompleks Q. (z) =2’ + c.
Langkah-langkahnya yaitu :
1. Diberikan nilai awal z

2. Ganti z dengan 7° + ¢

3. Ulangi langkah ke 2 demikian seterusnya.

Sekarang misalkan diberikan suatu nilai ¢ = 0,51 dan nilat awalnya 7 = 0,51
langkah 1 : z = zl+c¢

= .0,25+0,5i.
langkah2 : 2z =z tc¢

=.0,1875 + 0,25i.

langkah3 : =z =z5+c¢

B ba

=.0, 02734375 + 0,406251. -

langkah4 @ z4 =zi+c

=-0,16429138.... +(0,47783203..)1.
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Gambar hasil langkah di atas :

16

Z oo o ) 2, =050

Gambar 3.17

Fungsi Q. (z) = 2 + ¢ menghasilkan himpunan terkenal yaitu himpunan

Julia dan himpunan Mandelbrot.
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Pada pemetaan di bidang kompleks ini, ada pemetaan tidak dapat mem-
pertahankan bentuk, jadl sebetulnya sudah lepas dari sifat afin, akan tetapi hanya
mendekati sifat afin atau dalam tulisan ini disebut hampir afin.

Hasil dari proses di atas belumlah cukup untuk disebut sebagai fraktal
karena untuk membentuk suatu fraktal, proses tersebut dilakukan sampai tak ber-
hingga kali. Dari proses-proses pembentukan fraktal di atas kita dapat men-
gambil kesimpulan tentang pola-pola fraktal sebagai berikut : Pola fraktal adalah
himpunan bagian tak kosong yang kompak dari suatu ruang metiik yang lengkap,
dan yang mempunyai ciri-ciri

- afin dir1 atau hampir afin atau similar diri

- bentuk umum gambar tidak berubah pada tiap tingkat pembesaran

- kekasaran gambar terlihat jelas, pada setiap tingkat pembesaran.
Pola-pola yang bersifat fraktal inilah yang dikenal sebagai bangun-bangun dari
geometri frakial.

Pola fraktal banyak ditemukan dalam alam dan juga pada ekspresi feno-
mena matematis. Pola fraktal yang terdapat di alam contohnya yaitu struktur-
struktur yang mikroskopis, pola daerah hujan, disiribusi bintang, sungai, pulan,
kepundan bulan, pohon-pohon (hutan) dan lain-lain. Sedangkan pola fraktal yang
ditemukan dalam fenomena matematis contohnya antara lain : atraktor dari SFI,

himpunan Julia, himpunan Mandelbrot, himpunan Cantor, dan lain-lain.
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Geometr: fraktal bukan lagi geometri yang merupakan hasil dari ketera-
turan pola garis-garis geometris yang teratur, namun meskipun tampak tidak tera-
tur, untuk memperoleh polanya melalui proses yang ada aturannya, yaitu SFL
Penggabungan dari berbagai transformasi geometri terhadap suatu titik atan garis
ataupun himpunan, dengan suat: pola tertentu dapat menghasilkan pola yang indah,
yang jika hanya menggunakan cara penggambaran manual akan menjumpvaﬁliil_(esu-
litan dalam memperoleh gambar yang sesungguhnya, untuk itu diperlukan bantuan

program komputer untuk pendekatan yang lebih baik.
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BABIV

BEBERAPA TERAPAN GEOMETRI FRAKTAL

Dengan adanya bantuan program komputer, khususnya komputer grafik, geo-
metri fraktal menjadi bukén hanya sekedar teori abstrak matematika, tetapi juga dapat
dilihat, meskipun juga pendekatan, dan dinikmati keindahannya. Fraktal dalam pérkem—
bangmmya menjadi cabang ilmu matematika yang memiliki bidang terapan sangat luas.

Dalam bagian ini akan dibahas beberapa terapan dari geometri fi-aktal yang
dalam pembahasan dibagi dalam dua kelompok, yaitu yang disajikan pada bidang real

dan yang disajikan pada bidang kompleks
4.1. Terapan Geometri Fral:tal yang Disajikan pada Bidang Real

Terapan fraktel vang disajikan pada bidang real telah banyak ditemukan. Tera-
| pan-terapan itu seperti : terapan untuk gambar (pendekatan untuk gambar alam), inter-
polasi, kompresi citra, sistem penyandian, dan lain sebagainya. Dalam bagian ini akan
dibahas secara teoreitis dua dari terapan yang ada juga sedikit contoh untuk terapan

yang sederhana.
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4.1.1. Terapan Fraktal untuk Gambar
Terapan fraktal untuk gambar di sini yang dimaksudkan adalah gambar-

gambar dari bentuk-bentuk alam. Alam merupakan bentuk tidak teratur, akan tetapi

akan dapat dilihat bahwa dalam ketidakteraturannya, yang tampak oleh mata, alam

mempunyai suatu keteraturan. Keteraturan yang dimaksudkan di sini merupakan
keteraturan dalam pembeniukan objek alam tersebut yang dapat didekati oleh frak-
tal (s=cara matematis).

Prinsip dasar alam yang dapat didekati oleh fraktal adalah sifat similar diri
dan afin diri atan hampir afin, yang tampak pada setiap bagiannya. Berdasarkan
prinsip ini maka dapat disusﬁn suatu SFI yang terdiri dari transformasi afin atau

transformasi simalar.
Untuk bagian ini diberikan beberapa contoh untuk pemahaman.

Conteh frakial pohon

Untuk mendekati sebuah gambar pohon, ambil sebagai modal gebush garis dari ti-
tik (0,0) sampai (0,r).

SFI nya terdiri dari transformasi-transformasi berikut int :

1 o]x |
W, = 0,8{0 1{ } s1= 0,8
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143 1 [x 0
W, = *—“J + $2=0,5
4L—1 \@__y 0,8r

1 I—v@ —1_—3( 0
Wy = — + $3 7 0,5
401 A3]y| |08

Ketiga transformasi di atas merupakan transformasi similaritas.

W=wuw,Uws;dan s=9.8.

Atraktornya adalah gambar pohon (gambar 4.1).

\ /

Gambar 4.1

Contoh fraktal daun
Untuk mendekati sebuah gambar daun, ambil sebagai modal suatu bangun yang
mempunyai titik-titik sudut sebagai berikut :

(0>0) > (45)30) > (50760) > (22>40) > (0>100) > (-22)40) > (_50>6O) > ('45730)
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SFI nya terdiri dari transformasi-transformasi berikut ini :
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Atraktornyva adalah gambar daun (gambar 4.2).

Gambar 4.2
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Contoh fraktal gunung

83

Untuk mendekati gambar gunung, ambil sebagai modal suatu persegi panjang den-

gan titik-titik sudutuya sebagai berikut ;

(0,0) . (£,0), (th) , (0,h)

SFI nya terdiri atas transformasi-transformasi berikut ini :

W, = -
C-E iy L3h)

ESIES [it}
o) [
w, = +
= iyl |0
(L ofx] [3t
| 8 3
WaSlam 2|7y
L 8% 3_J..y__1 Qs

g

I
1
(ST -
%::mm;
] Ml

+
oolon 0-].!.‘-[
e T 2
[ e

L ofx] [t
6 6
W, = “t
e %L’_ Léh}

W=w U Wy U W3 U W4 U Ws U W dan s=,—-1§.‘\/3-

Atfraktornya adalah gambar gunung (gambar 4.3)

S22

Sg =

S¢ =

ol
=

L6

1
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Gambar 4.3

4.1.2. Interpolasi Fraktal

Di dalam suatu percobaan ataupun pengamatan, biasanya kita mengukur dan
mencatat nilai-nilai atay data dari suatu fimgsi real f{x) sebagai fungsi dari varia-
bel real x. Untuk memperoleh gamb;aran yang lebih jelas dari percobaan terscbut
biasanya pula kita terlebih dahulu memplot titik tersebut pada suaty kertas grafik,
lalu titik-titik tersebut dianalisis secara geometris yaitu didekaﬁ dengan suafu
kurva atanpun garis. Kurva yang sering kita gunakan merupakan suatu fungsi poli-
nomial, transendental, elementer, atau gabungan dari fungsi-fungsi tersebut.
Masalah yang dikemukakan di atas dikenal sebagai masalah interpolasi. |

Secara singkat masalah interpolasi tersebut dapat dirumuskan sebagai
berikut : masalah intexpolési/adalah masalah unfuk menentukan sebuah titik di

antara dua buah titik yang diketahui.
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Dalam bagian ini akan diperkenalkan suatu interpolasi yang disebut inter-
polasi fraktal sebagai salah satu metode interpolasi.

Telah diketahui bahwa setiap himpunan tertutup dan terbatas dalam JR?

adalah kompak. Atraktor dapat diperoleh dengan memetakan sebarang himpunan

kompak dalam JR? menggunakan SFI. Sekarang permasalahannya adalah akan di-
bangun suatu SFI pada JR? yang atraktornya merupakan kurva yang melalui himpu-

nan data {(xi,F

)i=012,.. ,N} . Himpunan data tersebut kita namakan titik kon-
trol dari interpolasi. SFI dari interpolasi fraktal adalah suatu himpunan transfor-
masi afin yang khusus yaitu transformasi afin yang mentransformasikan garis seja-

jar sumbu-y ke garis sejajar sumbu-y juga atau merupakan pelingsiran, jadi trans-

formasi-transformasi tersebut berbentuk ;

xy [a, o0Tfx] [e,
“'“(yJ - { dLHfJ’
dengan n = i, 2, ..., N dan N sama dengan jumlab data dikurang satu. Jadi jika
diberikan tiga titik kontrol maka hanye diperlukan dua buah transformasi.

Sifat objek fraktal adalah afin diri atau similar diri sifat ini mengakibatkan
kurva yang menghubungkan (x; , Fp ) hingga (xy , Fyy ) mempunyai pola yang sama
déngan kurva yang menghubungkan dua titik konfrol, dengan demikian setiap kurva
yang menghubungkan dua titikAkontrol dapat dianggap sebagai hasil pemetaan dari

kurva yang menghubungkan (%o , F ) hingga (ay , Fiy ).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Elemen-elemen transformasi, a,, ¢,, d,, e,, dan f;, dapat diperoleh menggu-
nakan fitik-titik data yang diberikan. Kita lihat pembahasan berikuf ini. Karena w,
digunakan untok membuat kurva yang menghubungkan {(x,,; , F.1 ) hingga (x, ,an )

maka w,, dapat dinyatakan dengan :

w()=()
() (3

T
maka diperoleh :
axX, te =X _,
8, Xy, dAl= X,
e x,+d E+f =F

gx, &t +f £ F

Jadi elemen-elemen a,, c,, e, dan £, dapat dinyatakan dalam x, | %, , Xy ,Fo ,Fu ,

F,; dand, yaitu:

a = _(‘Xn _Xn—l)
t %)
o — (XNXn—l — XX, )
n (xl.q_x(])
¢ = (Fn - Fn—l - dn(FN - FO))

n

(% — %)
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((x,Fs - %oE, )~ d, (%3 F = %,5))

f — n i R
Xy = %)

n

Transformasi w, memetakan garis yang sejajar sumbu-y ke garis yang sejajar
sumbu-y, namun dengan panjang yang berbeda. Besar | d, | menunjukkan perband-
ingan antara panjang garis sesudah dipetakan dengan panjang garis sebelum
dipetakan, itulah yang menyebablian mengapa d, digunakan sebagai parameter.
Contoh :

Misalkan diketahui 3 titik data sebagai titik kontrol A(0.0), B(6,5), dan C(12,0).
Untuk menyusnn SFI yang digunakan untuk mengkonstruksi grafik yang melaluvi
ketiga titik tersebut diﬁerlukan dua buah transformasi. Dimisalkan pula kita ambil
besar d sebagai parameter adalah 0,5.

Maka berdasarkan persamaai. di atas didapat :

=05, =0, ¢,=512 =0

=05 , =0, 3=-512 ,5=0

Jadi transforrasi yang digunakan unfuk menyusun SFI tersebut adalah :

~ L 0ix 0 N
s + 51—112
% 24y |0
L oTx] [6
wzz[ 2§ 1} :IJ{] s2= 1/2
~5 34yl LS )
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W =w, s w; dan faktor kontrakeinya adalah s=1/2.

Atraktornya adalah fungsi fraktal yang melalui ketiga titik kontrol tersebut (gambar

4.4)

|\ ! | | |
; /’ ) \ ,

/

[

%

(5) 2

Gambar 4.4

Untuk dua terapan lain yang disebutkan di etas yaitn kompresi citra dan sistem
penyandian tidak dibahas secera teoritis. Berikut ini hanya diberi sedikit penjelasan

tentang kedua hal tersebut yang termasuk di dalam terapan pada bidang real.

Fraktal untuk Penyimpanan Gambar pada Storage Komputer

Untuk penyimpanan suatu gambar pada storage komputer diperlukan alokasi
(memori) yang cukup besar. Teknik untuk mengurangi penggunaan alokasi tempat
penyimpanan dikenal sebagai teknik kompresi (conpression). Pada bagian ini akan di-

bahas teori dari kompresi tersebut menggunakan fraktal.
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Dalam pembahasan sebelumnya telah diketahui tentang penggunaan SFI untuk
menggambarkan struktur fiaktal ataupun gambar-gambar yang rumit berdasarkan suatu
modal awal yang sederhana. Dengan menggunakan kebalikan dari metode ini, maka
metode penggambaran fraktal dapat diterapkan untuk kompresi. Atau dapat pula di-
katakan bahwa untuk permasalahan kompresi, kita mencari suate SFI dan modal awal
berdasarkan gambar atanpun data yang diketahui, sehingga jika nanti dikembalikan akan
diperoleh suatu atraktor berupa gambar ataupun data yang semula diketahui. Modal
awal inilah yang disimpan dalam storage komputer.

Berikut ini akan disajikan langkah-langkah untuk teknik kompresi fraktal berdasarkan
teori yang diketahui :
1. Andaikankan diberikan suatu gambar yang akan disimpan dalam storage kom-
puter
2. Bagilah gambar tersebut menjadi beberapa bagian, jika gambar yang diberikan
terdiri atas berbagai sfruktur yang romit.

. Dari masing-masing bagian tersebut dicari SFI dan modal awal

led

4. Simpan masing-masing modal awal dari tiap bagian tersebut pada storage kom-

puter beserta SFI nya

Fraktal untuk Sistem Penyandian
Seseorang yang ingin mengirim suafu pesan tanpa diketahui ataupun terbaca pi-

hak lain (bukan pihak yang dituju), biasanya menggunakan suatu simbol-simbol untuk
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menuliskan pesan tersebut. Simbol-simbol ini dikenal sebagai sandi. Sandi yang paling
dikenal oleh banyak orang adalah sandi morse, sandi semapore, sandi ramput dan sandi
angka. Karena mempunyai tujuan tertentulah orang menggunakan sandi sehingga banyak
sekali muncul sistem penyandian, berdasarkan kesepakatan dua belah pihak yang ingin
berhubungan menggunskan sandi.

Pada bagian ini akan dilihat penggunaan fraktal untuk sistem penyandian, yang
mempunyai kemumgkinan pemecahan kode sandi oleh pihak lain termasuk paling sukar.
Prinsip dasar sistem penyandian fraktal mirip dengan yang digunakan untuk kompresi,
yaitu pesan yang akar disandikan dicari suatu SFI nya serta modal awal yang nantinya
jika dioperasikan akan diperoleh suatu atraktor berupa pesan yang kita inginkan. Modal

awal dan kode-kode SFI ini yang kita kirimkan pada yang dituju.

4.2. Terapan Geemetri Fraktal yang Disajikan pﬁda Bidang Kompleks

Terapan fraktal yang disaiikan pada bidang kompleks lebih banyak pada seni,
karena gambar yang dihasilkan adalah gambar-gambar yang indah. Gambar-gambar
yang lebih banyak dikenal adaiah gambar-gambar dart pemetaan dengan fimgsi kom-
pleks Q. (z) = Z + ¢, dengan variasi gambar sesuai nilai ¢ yang merupakan konstanta
kompleks, serta daerah penggambaran. Gambar-gambar ini dikenal sebagai himpunan

Julia dan himpunan Mandelbrot.
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Berikut ini akan ditampilkan kedua himpunan tersebut sebatas sebagai perke-

nalan beserta algoritma penggambarannya pada komputer dan juga contoh beberapa

gambar hasil penggambaran komputer.

Himpunan Julia
Diberikan Q. (z) =2 + ¢, ¢ konstanta kompleks. Orbit dari z dikatakan terbatas

jika terdapat bilangan poéitip M sedemikian sehingga

Q:‘(z)‘ <M untuk semua n.

Himpunan semua titik z yang orbitnya terhadap pemetaan Q. terbatas disebut him-
punan Julia penuh (fi!led Julia set) dari pemetaan Q. , dan batas dari himpunan juiia
penuh tersebut disebut himpunan Julia dari pemetaan Q. .
Contoh Algoritma untuk menggambar himpunan Julia pada komputer :
1. Tentukan banyaknya maksimum iterasi yang akan dikerjakan oleh komputer ,
misalkan sebesar N.
2. Untuk setiap z dalam suatu daerah pada bidang kompleks yang ditentukan, kom-
putasikan N titik yang pertama dari orbitnya.

3. Bila untuk suatu titik z diperoleh

Q:(z) > mak{|d,2} untuk n <N, iterasi di-
hentikan dan titik z diberi warna putih.

4. Bila untuk suatu z diperoleh

Q:‘(z)| < maks|d,2} , untuk semua n < N, maka z

diberi warna hitam.
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5. Dapat dibuktikan bahwa titik-titik yang berwarna hitam tersebut merupakan

gambar pendekatan untuk himpunan Julia penuh dari Q. .

Untuk memperoleh gambar yang lebih indah dapat digunakan cara mengganti
warna-wama tersebut dengan warna lain, yang dapat diambil secara acak dari kom-
puter. Berikut disajikan contoh gambar dari himpunan julia yang penggambaramnya

didekati dengan proses menggunakan komputer

Gambar 4.5
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Himpunan Mandelbrot

Himpunan Mandeklbrot merupakan himpunan semua titik ¢ dalam bidang kom-
pleks yang mempunyai sifat bahwa orbit dari titik kritis z = 0, terhadap pemetaan Q.
adalah terbatas. Karena jika| ¢ | > 2 orbit titik z= 0 menuju tak berhingga, maka hal ini
menyebabkan himpunan Mandelbrot hanya terletak dalam lingkaran dengan pusat 0 dan

Jari-jart 2.

Contohr algoritma untuk menggambar himpunan Mandelbrot pada komputer :
1. Tentukan jumlah maksimal iterasi yang akan dilakukan komputer, misalnya se-
besar N.
2. Untuk getiap titik ¢ dalam suatu daerah pada bidang kompleks yang ditentukan,
komputasikan N titik-titik yang pertama dari orbit titik kritis z = 0, terhadap

pemetaan Q. .

3. Jika iQ:(O){ > 2, untuk suata n <N, iterasi dihentikan dan diberi warna putih.

4. Jika !Q;‘(O)‘ < 2, untuk semua n < N, maka ¢ diberi warna hitam.

3. Titik-titik berwarna hitan: ini merupakan gambar pendekatan untuk himpunan

Mandelbrot.

Berikut ini contoh gambar himpunan Mandelbrot beserta contoh pembesaran-

pembesaran pada beberapa bagian
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Garnbar 4.6

Dua himpunan yang dibicarakan di atas beserta contoh gambarnya merupakan
contoh untuk fungsi kompleks yang berbentuk Q, (z) = z* + ¢, dengan ¢ konstanta kom-
pleks. Untuk memperoleh hagil-hasil lain yvang lebih bervariasi dapat digunakan ﬁmgsi-
fungsi yang melibatkan fungsi trigonometri, fungsi elementer, polinom berderajad lebin

dari dua, ataupun gabungannya.
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BABYV

KESIMPULAN

Ruang metrik H(X) yang dilengkapi dengan Hausdorff # yang ditimbulkan oleh

metOik ¢ dalam ruang metrik lengkap X, disebut sebagai ruang fraktal dan ditulis

(HX)R). (H(X),) adalah lengkap. Anggota-anggota dari (H(X),x) adalah
subhimpunan tak kosong yang kompak dari ruang metrik lengkap (X.d).

Himpunan berhingga pemetaan kontraksi digsebut sebagai SFI, menggunakan SFI
inilah suatn himpunan tak kosong yang kompak subhimpunan dari ruang meirik lengkap,
dibawa kesuatu atraktor yang mempakaﬁ fraktal. Pemetasn yang digunakan dalam
membentuk SFI untuk mengkonstruksi bangun fraktal dapat merupakan transformasi
similaritas atau transformasi afin aiau gabungan keduanya, atau pemetaan pada bidang
kompleks.

Bidang real R? merupakan ruang metrik yang lengkap jika dilengkapi dengan

metrik Euclideé. Karena tiap subhimpunan vang tertutup dan terbatas dalam bidang real
adalah kompak, maka jika terhadap sebarang subhimpunan tersebut dikenakan suatu SFI
maké akan menghasilkan suatu atraktor yang merupakan fraktal.

Sifat bangun fraktal yang paling umum adalah self similaritas dan self afin atan
mendekati afin, struktur bangun ¢enderung sama dalam tiap tingkat pembesaran, dan

kekasaran gambar terlihat dalam tiap tingkat pembesaran

95 -
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Dengan bantuan program komputer, gambar fraktal lebih dapat didekati

daripada menggunakan penggambaran manuul, menggunakan bantuan komputer pula

firaktal semakin dapat dirasakan kegunaannya.
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