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Amazing grace, how sweet the sound
That saved a wretch like me

1 once was lost, but now I'm found

Was blind, but now I see

Was grace that taught my heart to fear
And grace, my fears relieved
How precious did, that grace appear
The hour I first believed

(John Newton, 1779)
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INTISARI

Masalah skripsi ini adalah menyelesaikan sistem n persamaan diferensial linear
orde pertama simultan koefisien konstan.

Tujuan skripsi ini adalah menguraikan beberapa metode yang dapat digunakan
untuk menyelesaikan sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan
dengan koefisien konstan. Penulisan skripsi ini menggunakan metode kepustakaan,

Hasil skripsi ini diuraikan di bawah. Sistem n persamaan diferensial linear orde
pertama simultan dengan koefisien konstan yang mempunyai bentuk

X't =anX; tapxet b agX, + Fi(t),

X'2 = fapXy Xy + ..+ 82a%n T Falt),

X'u = amXp T apXet .+ AnnXp T Fn(t)
dapat diselesaikan dengan menggunakan metode eliminasi. Meskipun metode ini
diuratkan untuk menyelesaikan sistem dua persamaan diferensial linear orde pertama
simultan dengan koefisien konstan, tetapi juga dapat digeneralisasikan untuk
menyelesatkan sistem lebih dari dua persamaan diferensial linear orde pertama
stmultan dengan koefisien konstan. Akan tetapi metode ini kurang praktis dan
terlampau sulit untuk menyelesaikan sistem tiga atau lebih persamaan diferensial
linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan.

Sistem linear di atas dapat ditulis dalam notasi matriks x' = Ax + F(1). Sistem
linear disebut homogen, jika ¥(t) = 0 dan takhomogen, jika F(t) = 0. Metode nilai
eigen dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem linear homogen. Ada tiga langkah
dalam metode ini, pertama, menentukan persamaan karakteristik A - ol| = 0,
kedua, mendapatkan akar-akar persamaan karakteristik atau nilai-nilai eigen o, o,
..., O dan ketiga, menggunakan setiap nilai eigen o untuk menyelesaikan sistem
persamaan aljabar linear homogen (A — al)v = 0 untuk mendapatkan vektor-vektor
Slgen vy, Vo, ..., V.

Penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen mempunyai bentuk ¢(t) =
bo(t) + ¢g(t), dimana ¢.(t) merupakan penyelesaian umum dari sistem linear homogen
yang bersesuaian dan ¢,(t) merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear
takhomogen. Metode koefisien taktentu dan variasi parameter dapat digunakan untuk
mendapatkan penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen.

Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan koefisien
konstan mempunyai beberapa penerapan dalam fisika, misalnya, mekanika, rangkaian
listrik dan campuran.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

vii

ABSTRACT

The problem of this skripsi was to solve systems of n first order simultaneous
linear differential equations with constant coefficients,

The purpose of this skripsi was to explain some methods could be used to solve
systems of n first order simultanecous linear differential equations with constant
coefficients. The literature method used by writer,

The result of this skripsi was described below. A system of n first order
simultaneous linear differential equations with constant coefficients that have the
form

X'p=apX; +apxXat ...+ amx, + Fi(t),

X'y = anX) + anXpt ...+ ayXet+ Fa(t),

X'n = anXy + 82X+ . ¥ @ngXa + Fu(t)
could be solved by using elimination method. Although this method was described fo
solve a system of two first order simultancous linear differential equations with
constant coefficients, but it could be generalized also to solve systems of more than
two first order simultaneous linear differential equations with constant coefficients.
However, this method was impractical and too difficult to solve systems of three or
more first order simultaneous linear differential equations with constant coefficients.

The linear system above could be written in mairix notation x’ = Ax + F(t). The
linear system was called homogenous, if F(t) = 0 and nonhomogenous, if F(t) = 0.
The eigenvalue method could be used to solving of the homogenous linear system.
There were three step in this methods, first, was to make characteristic equation | A -
cd[ = (; second, was to find roots of characteristic equation or eigenvalues o, oo,
...» Oy and third, was 1o use every eigenvalue o to solve a system of homogenous
linear algebra equations (A — aI)v = 0 to get eigenvector vy, vy, ..., v,

A general solution of the nonhomogenous linear system that have the form d(t)
= go(t) + ¢p(t), where ¢o(t) was a general solution of the corresponding homogenous
linear system and ¢,(t) was a particular solution of the nonhomogenous linear system.
The methods of undetermined coefficients and variation of parameters could be used
to find a particular solution of the nonhomogenous linear system.

Systems of n first order simultaneous linear differential equations with constant
coefficients had several applications in physics, for example, in mechanics, electric
circuits and mixture.
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BABI

PENDAHULUAN

Latar Belakang Masalah

Masalah-masalah dalam kehidupan sehari-hari, apabila disusun dalam
model matematis, menghendaki ketetapan dari suatu fungsi yang memenuhi
suatu persamaan yang memuat derivatif-derivatif dari suatu fungsi yang
takdiketahui. Persamaan itu disebut persamaan diferensial,

Persamaan diferensial diklasifikasikan atas persamaan diferensial biasa
dan persamaan diferensial parsial. Jika fungsi yang takdiketahui dalam
persamaan diferensial bergantung pada satu variabel bebas, maka derivatif-
derivatifnya merupakan derivatif-derivatif biasa. Persamaan diferensial itu
disebut persamaan diferensial biasa. Jika fungsi yang takdiketahui dalam
persamaan diferensial bergantung pada dua atau lebih variabel bebas, maka
derivatif-derivatifnya merupakan  derivatif-derivatif parsial.  Persamaan
diferensial itu disebut persamaan diferensial parsial.

Persamaan diferensial biasa diklasifikasikan atas orde dan derajat. Orde
dari persamaan diferensial biasa adalah derivatif orde tertinggi yang muncul
dalam persamaan diferensial biasa tersebut. Derajat dari persamaan diferensial
biasa adalah pangkat derivatif orde tertinggi yang muncul dalam persamaan

diferensial biasa tersebut.
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Persamaan diferensial biasa yang selama ini sering kita jumpai adalah
persamaan diferensial biasa yang hanya melibatkan satu fungsi yang
takdiketahul. Akan tetapi, karena beberapa alasan, antara lain penerapan dan
generalisasi, tidak jarang pula kita dihadapkan pada persoalan sistem n
persamaan diferensial biasa simultan yang melibatkan n fungsi yang
takdiketahui, dimana n adalah bilangan bulat positif yang lebih besar dari atau
sama dengan dua. Oleh karena itu sistem n persamaan diferensial biasa
simultan merupakan sebuah obyek yang sangat penting dalam matematika.

Bentuk umum sistem n persamaan diferensial biasa simultan adalah

Gult, ¥k ¥k -5 YY) =0,
dimana k = 1, 2, ..., n; Gy menyatakan fungsi-fungsi yang diketahui dengan
argumen-argumen t, vi, Vi, ..., v t menyatakan variabel bebas dan v
menyatékan fungsi-fungst yang takdiketahui.

Tlustrasi pertama dalam bidang ekologi, vaitu masalah mangsa dan
pemangsa. Misalkan H(t) dan P(t) berturut-turut menyatakan populasi mangsa
dan pemangsa pada waktu t. Dalam ketiadaan pemangsa, mangsa akan tumbuh
tanpa batas, sehingga H' = oH, o > 0 dan P = 0. Dalam ketiadaan mangsa,
pemangsa akan mati lenyap, sehingga P' = 4P, v > 0 dan H = 0. Model
matematis yang diusulkan lebih kurang tahun 1925 oleh Lotka dan Volterra
menunjukkan bahwa suatu keseimbangan ekologi dapat dipertahankan apabila

kedua spesies ada. Jadi, kita dapat sistem
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H =oaH- BHP,

P’ = -4P + 8§HP,
dimana o, f3, y dan 8 menyatakan konstanta-konstanta yang bernilai positif, o
menyatakan laju pertumbuhan populasi mangsa, v menyatakan laju kematian
populasi pemangsa, 3 dan 8 menyatakan ukuran efek interaksi antara dua
spesies dan HP menyatakan suku efek interaksi antara dua spesies (negatif
untuk mangsa dan positif untuk pemangsa), adalah sistem dua persamaan
diferensial biasa orde pertama simultan.

llustrasi kedua dalam bidang fisika, yaitu masalah mekanika. Perhatikan
sistem yang terdiri dari dua massa dan tiga pegas linear disusun seperti yang
ditunjukkan dalam gambar 1.1. Dua massa m; dan m, bergerak pada suatu
permukaan dengan gaya geseran yang melekat (viscous frictional forces) B,
dan B, dan di bawah pengaruh gaya luar (external forces) fi(t) dan £(t) dan
mereka berturut-turut ditarik oleh tiga pegas linear ki, k, dan k;. Menurut
hukum Newton kedua mengenai gerak, m;y"'; sama dengan jumlah gaya yang
bekerja pada massa my;. Jadi, kita dapat sistem

myy"s =-kyy1 + kaly2 — yi) - Biy's + fi(t)

=~(ki + ko)) + kaya — Byy's + f1(t),
myy"'s = —Ka(y2 — y1) — kaya— Bay'a = £(1)

=kayr — (k2 + ka)ya — Bay'a— fi(1),
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dimana i = 1, 2; koordinat y; menyatakan pemindahan massa m; dari posis
statisnya (apabila sistem tidak bergerak, dalam keseimbangan dan fi(t) = 0)
dengan ukuran. pemindahan positif ke kanan dan ki, ks, ks, B, dan B,
menyatakan konstanta-konstanta, adalah sistem dua persamaan diferensial biasa

orde kedua simultan.

gambar 1.1

llustrasi ketiga dalam bidang ekonomi, yaitu masalah permintaan dan
persediaan. Misalkan laju perubahan persediaan satu barang dagangan
berbanding lurus dengan selisih antara permintaan (demand) D dan persediaan
(supply) S pada waktu t. Dalam kasus dua barang dagangan, kita dapat sistem

31 =h(D: - S1),

S’ =k(D; - Sy),
dimana h dan k menyatakan konstanta-konstanta yang bernilai positif. Kita
asumsikan bahwa setiap barang dagangan digunakan dalam pabrik lain, barang

dagangan pertama digunakan dalam pabrik sendiri dan tidak ada kontribusi lain
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yang berarti untuk permintaan kedua barang dagangan. Untuk modelnya kita

anggap
D; == aS1 -+ ng,
Dp_ = CS],

dimana a, b dan ¢ menyatakan konstanta-konstanta yang bernilai positif. Jfadi,
kita dapat sistem

S1=h(a - 1)S; + hbS,,

S’y =keS; ~ kS,
adalah sistem dua persamaan diferensial biasa orde pertama simuitan.

Adanya hubungan yang erat antara sistem n persamaan diferensial biasa
orde yang lebih tinggi dari satu simultan dan sistem n persamaan diferensial
biasa orde pertama simultan dapat dijelaskan dengan kenyataan bahwa sistem n
persamaan diferensial biasa orde yang lebih tinggi dari satu simultan dapat
dibangun ke dalam sistem n persamaan diferensial biasa orde pertama simultan.

Andaikan bahwa sistem

Gilt, i Yk s ¥R = 0 (1.1)
adalah sistem n persamaan diferensial biasa orde yang lebih tinggi dari satu
simultan. Sistem (1.1) dapat ditulis dalam bentuk

Y= gt Yo ¥ o, YT, (1.2)
Maka kita dapat membangun sistem n persamaan diferensial biasa orde pertama

simultan dengan mengganti fungsi-fungsi yang takdiketahui vy dan derivatif-
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derivatifnya dengan variabel-variabel baru, yaitu X, xa, ..., X(pt +p2+ ... + pol + p)
vang didefinisikan sebagai berikut.

_ - -]
X1 =YL X2 =Y, s Xen =y Y,

— . . vy — ]
Xpr+ ) 7Y, Xpi+2= Y2, .o, Xpr+pn ™ Y{I )z, cees
Xept+pat . +pni+1) = Yoo Xpt+p2+ oo +pnei 42 = Vi -0

Xpr+pr+ . +pnl+pn) = Y(Pnﬁ 1)u- (13)

Dengan mensubstitusikan (1.3) ke dalam sistem (1.2), kita dapat sistem

X1 =X,

X (p1=1) = Xip1s
o j—
X (p1y — g](ta X}: X2, teey X(p{); X(pl + 1) X(pl H 2 ey X(p] TP v
X(pl +p2+ . Fpnd+ 1) Xpl tp2t Ll 2y s X(pl +pi+.. tpal +pn)):

X'y +1) = X(p1 +2)

Xr(pl +p2-13 T X1 +p2)s
X’(pl +p2) T 2t X1, X2, 0y Xp)> X(p1 +1)s Xp1 +2), -5 X(p1+p2)s «- - »

Xprtpz+.. +pnl+ 1 X1 P2t el +2)s oo, Xl pat +pn-)+pn))>

b o=
Xprap+ ., +pmt+ 1= Xpr+mt +pnt + 20
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X'pr#p2t .. +pot 4pa= 1) = Xpl +p2+ .. +pat + pujs
X't +p2+ .. +pod +p) = B, X0 X2, -2, Xp1)s Xpt + 1)y Xp1+2) covs X(p1+p2)s «--»
Xpr+pz -+ +pni+ 1y Xpr+pa+. +pnt+2s o)
X(pi +p2+ ... +pne1+ pr)) (1.4)
adalah sistem n persamaan diferensial biasa orde pertama simultan.

Sistem (1.4) adalah bentuk khusus sistem n persamaan diferensial biasa
orde pertama simultan. Bentuk umum sistem n persamaan diferensial biasa orde
pertama simultan adalah

X' = gx(t, X1, X2, ... Xn), (1.5)
dimana k = 1, 2, ..., n; g menyatakan fungsi-fungsi yang diketahui dengan
argumen-argumen i, Xi, X, ..., Xp; t menyatakan variabel bebas dan x
menyatakan fungsi-fungsi yang takdiketahui. Sistem n persamaan diferensial
biasa orde pertama simultan diklasifikasikan atas linear dan taklinear. Sistem
(1.5) dikatakan linear, jika semua fungsi g adalah fungsi linear dari fungsi-
fungsi yang takdiketahui X;, X, ..., X, Sistem (1.5) dikatakan taklinear, jika
paling sedikit satu fungsi g adalah fungsi taklinear dari fungsi-fungsi yang
takdiketahwi x, X2, ..., Xn.

Bentuk umum sistem n persamaan diferensial linear orde pertama
stmultan adalah

x1=an()x) +ap(Hxe+ ..+ an()x,+ Fi(t),

X' = 321(t)X} + azz(t)Xz F a2n(t)xn + F2(t)>
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(1.6)

X'n = an (D% + ana(Oxa + ...+ anpa(t)x, + Fy(t),
dimanai; j= 1,2, ..., n; a;(t) dan Fi(t) menyatakan fungsi-fungsi yang diketahui
dan xj, Xz, ..., X, menyatakan fungsi-fungsi yang takdiketahui, Fungsi a;(t)
disebut koefisien dari sistem linear (1.6). Jika semua fungsi a;(1) adalah fungsi
konstan, maka sistem linear (1.6) dikatakan mempunyai koefisien konstan.
Sistem linear (1.6) dikatakan homogen, jika semua fungsi Fi(t) sama dengan
nol. Sistem linear (1.6) dikatakan takhomogen, jika paling sedikit satu fungsi

Fi(t) tidak sama dengan nol.

1.2 Perumusan Masalah
Permasalahan utama yang dibahas dalam penulisan ini, yaitu :
a.  Bagaimana metode-metode penyelesaian sistem n persamaan diferensial
linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan;
b.  Bagaimana penerapan sistem n persamaan diferensial linear orde pertama

simuitan dengan koefisien konstan.

1.3  Tujuan Penulisan
Penulisan ini berfujuan untuk :
a.  Memahami metode-metode penyelesaian sistem n persamaan diferensial

linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan;
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b.  Memahami penerapan sistem n persamaan diferensial linear orde pertama

simultan dengan koefisien konstan.

1.4 Pembatasan Masalah
Penulis membatasi permasalahan pada :

a.  Metode-metode penyelesaian sistem n persamaan diferensial linear orde
pertama simultan dengan koefisien konstan, yaitu
1 Metode eliminasi;

1. Metede nilai eigen;
iil.  Metode koetisien taktentu;
1v. Metode variasi parameter;

b.  Penerapan sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan
dengan koefisien konstan dalam bidang fisika. Misalnya mekanika,
rangkaian listrik dan campuran.

Hal-hal yang menyangkut persamaan diferensial linear orde lebih tinggi
dari atau sama dengan satu dengan koefisien konstan dan metode-metode

penyelesaiannya dianggap telah dikuasai.

1.5 Manfaat Penulisan
Manfaat yang diharapkan dalam penulisan ini adalah :

a.  Bagi penulis,
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Penulisan ini bermanfaat untuk mendalami materi tentang metode-metode
penyelesaian sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan
dengan koefisien konstan dan penerapan sistem n persamaan diferensial
linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan;
b.  Bagi bidang ilmu yang bersangkutan.

Hasil penulisan ini diharapkan dapat memperjelas kegunaan dan
penerapan ilmu tersebut dalam kehidupan sehari-hari, sehingga menarik
minat untuk mempelajari dan mengembangkan lebih lanjut. Dengan
demikian ilmu tersebut akan semakin besar manfaatnya bagi manusia
dalam membantu menyelesaikan berbagai permasalahan dalam

kehidupannya.

1.6 Metode Penalisan

Penulisan ini menggunakan metode kepustakaan.

1.7 Sistematika Penulisan
Bab I Pendahuluan
1.1 Latar Belakang Masalah
1.2 Perumusan Masalah
1.3 Tyjuan Penulisan
1.4 Pembatasan Masalah

1.5 Manfaat Penulisan
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Bab II

Bab il

11

1.6 Metode Penulisan

1.7  Sistematika Penulisan

Landasan Teori

2.1 Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde Pertama

2.2

2.3

2.1.1 Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde
Pertama

2.1.2 Teorema Eksistensi Ketunggalan dan Masalah Nilai
Awal

Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen Orde Pertama

2.2.1 Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear
Homogen Orde Pertama

Sistem Persamaan Diferensial Linear TakHomogen Orde

Pertama

2.3.1 Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear

TakHomogen Orde Pertama

Metode-Metode Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear

Orde Pertama dengan Koefisien Konstan

31

32

33

Metode Eliminasi

Metode Nilai Eigen

Metode Koefisien TakTentu dan Variasi Parameter
3.3.1 Metode Koefisien TakTentu

3.3.2 Metode Variasi Parameter
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BabIV  Penerapan Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde Pertama
dengan Koefisien Konstan dalam Bidang Fisika
4.1 Mekanika
4.2  Rangkaian Listrik
4.3 Campuran

Bab V Penutup
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BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde Pertama
Pembahasan mengenai sistem n persamaan diferensial linear orde pertama
simultan akan diawali dengan mendefinisikan pengertian dari sistem n
persamaan diferensial linear orde pertama simultan.
Definisi 2.1.1 :
Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dalam n
fungsi yang takdiketahui xi, X», ..., X, adalah suatu himpunan n
persamaan simultan yang berbentuk
X1 = an(tx; +ap(txa+ ... +an(t)x,+ Fi1),
X"y = ag{t)x) + an()xa+ ... + ag(t)x, + Fa(t),

2.1.1)

X' = an (%1 + an(thxo + ..+ aul()x, + Fy(t),
dimana 1; j = 1, 2, ..., n; a;(t) dan Fi(t) menyatakan fungsi-fungsi yang
diketahui. Fungsi a;(t) disebut koefisien dari sistem linear (2.1.1). Jika
semua fungsi a;(t) adalah fungsi konstan, maka sistem linear (2.1.1)
dikatakan mempunyai koefisien konstan. Sistem linear (2.1.1) dikatakan

homogen, jika semua fungst Fi(t) sama dengan nol. Sistem linear (2.1.1)
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dikatakan takhomogen, jika paling sedikit satu fungsi Fi(t) tidak sama

dengan nol.

Jika A{t) = {ay(t)]s x « menyatakan fungsi yang bernilai matriks bujur
sangkar berordo n dan x = [x;]s x 1 dan F(t) = [F(t)], x ; menyatakan fungsi-
fungsi yang bernilai vektor kolom berordo n x 1, maka sistem linear (2.1.1)
dapat ditulis dalam bentuk persamaan matriks yang tunggal

X' = A(D)x + F(t). (2.1.2)

2.1.1 Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde Pertama
Langkah selanjutnya dalam membahas sistem n persamaan diferensial
linear orde pertama simultan adalah tentang penvelesaiannya.
Definisi 2.1.2 :
Suatu penyelesaian dari sistem linear (2.1.2) yang didefinisikan dan
kontinu pada interval a < t < b adalah fungsi vektor
x = (1)
sedemikian hingga komponen-komponen dan fungsi vektor ¢(t) secara
identtk memenuhi semua persamaan dalam sistem linear (2.1.1) untuk

semua titik t dalam interval a <t <b,

¥
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2.1.2 Teorema Eksistensi Ketunggalan dan Masalah Nilai Awal

Sebelum sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan
diselesaikan, ada dua hal yang perlu diperhatikan. Pertama, sistem n persamaan
diferensial linear orde. pertama simultan yang akan diselesaikan ‘ada
penyelesaiannya. Kedua, hanya ada satu penyeles_a%iajn dari sistem n persamaan
diferensial linear orde pertama simultan tersebut. Untuk itu perlu diketahui
tentang teorema eksistensi dan ketunggalan. Di dalam skripsi ini kita tidak
membuktikan teorema eksistensi dan ketunggalan.
Teorema 2.1 :

Andaikan bahwa elemen-elemen dari fungsi matriks A(t) dan komponen-

komponen dari fungsi vektor F(t) yang didefinisikan dan kontinu pada

interval a =t < b, maka ada penyelesaian tunggal

x = ¢(t)
yang memenuhi sistem linear (2.1.2) pada seluruh interval a <t < b dan
memenuhi syarat awal
$(to) = do,

dimana to merupakan suatu titik dalam interval a <t < b dan ¢o = (¢o1, doa,

.., bon)’ merupakan svatu vektor dari bilangan-bilangan real ¢¢1, o3, ...,

on.

Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dan syarat

awal disebut masalah nilai awal.
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Contoh 2.1 :
Masalah nilai awal
X1 = 4% + 2%, 15te'2‘,
X'z = 3% ~ X3 ~ 4‘[6'2‘, (2.1.3)
$:(0) = 1 dan ¢5(0) =1
dapat ditulis dalam bentuk persamaan matriks yang tunggal
X i)
X = X+ (=15, —4)'e?, (2.1.4)
3 -1
¢(0)=(1,-1)".
Suatu penyelesaian dari sistem linear (2.1.4) vang didefinisikan dan
kontinu pada interval -0 < t < +c0 yang mengandung konstanta-konstanta
sebarang ¢, dan ¢, a.daIah fungsi vektor
o(t) = ci(1, -3)'e™ + 02, 1)'e™ = 172, 1)Te™
+ 14[(4 + 28t - 7)), (2 + 14t + 2189)] e, (2.1.5)
karena
0'(t) = ~2¢y(1, -3)'e™ + 5622, 1) ™~ 2172, 1)Te™ + 14](28 - 148),
(14 + 420 e ~ /7[(4 + 28t — 7)), (2 + 141 + 2115 e ™

dan
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O(t) + (=15, —4)te™ = ¢/(1).
3 -1

Jadi, suatu penyelesaian dari sistem linear (2.1.4) yang didefinisikan dan
kontinu pada interval -co < t < +o0 yang mengandung konstanta-konstanta
sebarang ¢, dan ¢, adalah fungsi vektor (2.1.5) sedemikian hingga
komponen-komponen dari fungsi vektor (2.1.5) secara identik memenuhi
semua persamaan dalam sistem linear (2.1.3) untuk semua titik t dalam
interval «oo <t < +eo, Dengan mensubstitusikan syarat awal

6(0) = (1, -1)"
ke dalam fungsi vektor (2.1.5), kita dapat

$(0) = ci(1, =3)" + ¢p(2, )"~ 172, 1)T + 114, 2)%e = (1, -1)¢
atau

o1+ 2¢c;=1,-3¢;+ ¢y =~1.
Dengan menyelesaikan sistem dua persamaan aljabar linear simultan ini,
kita dapat

¢; = /7 dan Cr = 2 G
Jadi, suatu penyelesaian dari masalah nilai awal (2.1.4), (2.1.5) vang
didefinisikan dan kontinu pada interval -co <t < +eo adalah fungsi vektor

o) = 7(2, 1)1+ 114[(10 + 28t — 7¢%), (~16 + 141 + 219?17
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2.2 Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen Orde Pertama
Kita sekarang akan membahas sistem n persamaan diferensial linear
homogen orde pertama simultan dan penyelesaiannya.
Definisi 2.2.1 :
Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dikatakan
homogen, jika semua fungsi Fi(t) dalam sistem linear (2.1.1) sama dengan
nol, yang berarti
x'1 = ap(x +an(hxy+ . +ap(Hx,,

X'y = azl(t)X] + azz(t)XQ ... agn(t)xn,

(2.2.1)
X'n = 8y (X + ana(tXe + ...+ apa(OXr.
Sistem linear homogen (2.2.1) dalam notasi matriks, yaitu
x' = A(t)x. (2.2.2)

Berkat teorema 2.1, kita dengan mudah membuktikan akibat berikut.
Akibat 2.2,1 :
Andaikan bahwa elemen-elemen dari fungsi matriks A(t) yang
didefinisikan dan kontinu pada interval a < t £ b, maka masalah nilai awal
yang terdiri atas sistem linear homogen (2.2.2) dan syarat awal
#(to) = 0,
dimana to merupakan suatu titik dalam interval a < t < b, mempunyai

penyelesaian tunggal
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o(t) =0,
untuk semua titik t dalam interval a <t <b.
Bukti :
Menurut teorema 2.1, ada penyelesaian tunggal
X = ¢(t)
yang memenuhi sistem linear (2.1.2) dan memenuhi syarat awal
6(to) = bo.
Jadi, jika masalah nilai awal yang terdiri atas sistem linear homogen
(2.2.2) dan syarat awal
b(to) = 0,
dimana t, merupakan suatu titik dalam interval a < t < b, maka masalah

nilai awal itu mempunyai penyelesaian tunggal

o(t) = 0,

untuk semua titik t dalam interval a <t <b. T

2.2.1 Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen Orde
Pertama
Andaikan bahwa penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen
(2.2.2) yang didefinisikan dan kontinu pada interval a < t < b adalah fungsi-
fungsi vektor

() = [ondt), d2(D), .., D), ., Pk,
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dimana 1; k = 1, 2, ..., n dan fungsi ¢y(t) menyatakan komponen ke-i dari
fungsi vektor ¢x(t). Teorema mengenai prinsip superposisi berikut
membuktikan bahwa setiap kombinasi linear dari penyelesaian-penyelesaian
dari sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a < t £ b merupakan suatu
penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a <t < b.
Teorema 2.2.2 :
Jika fungsi-fungsi vektor ¢1(t), ¢:2(t), ..., ¢.(t) merupakan penyelesaian-
penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a £t < b
dan ¢, ¢, ..., ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang, maka
kombinasi linear
C191(t) + Caa(t) + ... + Cabn(t) (2.2.3)
merupakan suatu penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2) pada
intervala <t <b.
Bukti :
Kita buktikan bahwa setiap kombinasi linear yang berbentuk (2.2.3)
merupakan suatu penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2) pada
interval a <t < b,
Jika derivatif dari kombinasi linear (2.2.3) adalah
[e101(t) + Cada(t) + ... + Cado(D)] = 10" (1) + Cap'a() + ... + oD
dan fungsi-fungsi vektor ¢x(t) memenuhi sistem linear homogen (.2.2.2)

pada interval a <t < b, kita dapat
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0"«(t) = A()gi(D),
dimanak=1, 2, ..., n. Jadi,
[C1(t) + oot + ... + Cau(D] = €10"1(1) + C205(8) + ... + Cud'n(t)
= OA(D(1) + AN + ...+ ALY
= A([c19:1(t) + cagpa(t) + ... + Cadi(t)].
Berarti,
9'(1) = A(D)S(1),
dimana
H(t) = 01 (1) + C2a2(t) + ... + Cau(D),
untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Dengan demikian terbukti
bahwa kombinasi linear
8(t) = c11(t) + cada(t) + ... + Cada(t)
merupakan suatu penyelesaian dari sistem linear homogen pada interval a
<t<hb. 3
Contoh 2.2.1:
Jika fungsi-fungsi vektor () = (1, -3)"e™ dan () = (2, D"

merupakan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen

x' = X (2.2.4)

pada interval -co <t <+, karena
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A1) = (1,-3)Te™ =21, 3)e™ = ¢\(v),

A()da(t) = (2, D'e*=2(5,1)"e = ¢'2(1)

3 -1
s s

dan ¢; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang, maka kombinasi

linear
101(t) + cada(t) = €11, -3) e + ¢5(2, 1)"e™
merupakan suatu penyelesaian dar sistem linear homogen (2.2.4) pada

interval -0 < t < +o0. L
Definisi-definisi berikut mengenai himpunan penyelesaian-penyelesaian dari
sistem linear homogen (2.2.2) yang takbebas linear dan bebas linear pada
interval a <t < b.
Definisi 2.2.2 :
Himpunan {:(t), 62(t), ..., ¢.(t)} dikatakan takbebas linear pada interval
a <t<b,jika ada konstanta-konstanta sebarang ¢, ¢, ..., ¢, yang tidak
semuanya sama dengan nol sedemikian hingga persamaan

C101(1) + Cathat) + ...+ cup(t) = 0,

untuk semua titik t dalam interval a <t < b.
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Definisi 2.2.3 :
Himpunan {¢:1(t), §2(1), ..., ¢n(t)} dikatakan bebas linear pada interval a <
t <b, jika persamaan
c1§i(t) + C202(t) + ...+ Cads(t) = O,
untuk semua titik t dalam interval a <t <b hanya dipenuhi oleh
c1=0,¢=0, ...,¢,=0.
Definisi 2.2.4 :
Determinan berordo n
on() () . di(t)
G21() G22(t) .. dan(t)

W(d)l? ¢'2= AR ¢ﬂ)(t) =

¢ni(t) ¢’n2(t) ¢nn(t)

disebut Wronskian dari fungsi-fungsi vektor ¢1(t), dx(t), ..., éa(1).
Determinan ini  berhubungan dengan teorema-teorema berikut yang
membuktikan bahwa himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear
homogen (2.2.2) adalah takbebas linear atau bebas linear pada interval a <t <b.
Teorema 2.2.3 :

Tika {$1(t), ¢o(t), ..., u(t)} merupakan suatu himpunan penyelesaian-

penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2} yang takbebas linear

pada interval a <t < b, maka Wronskian
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W1, 62, ..., ¢u)(1) =0,

untuk semua titik t dalam intervala <t <b.
Bukti :

Menurut definisi 2.2.2, himpunan {$:(t), ¢2(t), ..., ¢.(t)} dikatakan
takbebas linear pada interval a < t < b, jika ada konstanta-konstanta
sebarang ¢, €2, ..., C, yang tidak semuanya sama dengan nol, sedemikian
hingga persamaan

C10:(t) + Cafa(t) + ... + Cap(1) = 0, (2.2.5)
untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Persamaan (2.2.5) ekuivalen
dengan sistem

Cro1(t) + cadiat) + ...+ cudhin(t) = 0,

C1a:(t) + Cadaalt) + ... + Cudan(t) = 0,

Croni{t) + Cadralt) + ...+ Calpun(t) =0,
untuk semua titik t dalam interval a < t < b. Ambil suatu titik t; dalam
inferval a <t < b, kita dapat sistem n persamaan aljabar linear homogen
simultan

drito)er + duato)ez + ... + din(to)e, = 0,

da(to)er + dalto)er + ... + dan(tolc, =0,

(2.2.6)
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Omi(to)er + dua(to)Ca *+ ...+ dnnlto)cn = 0,
dalam vanabel-variabel ¢, ¢;, ..., ¢, Sistem (2.2.6) mempunyai
penyelesaian yang taktrivial jika dan hanya jika determinan métriks
koefisten sistem (2.2.6) sama dengan nol. Syarat ini dapat dinyatakan

sebagai
Onlto) ¢1ato) ... dialto)
d2:(to) daofte) ... Gan(to)

=W(é1, ¢2, ..., du)to) = 0.

énl(t{)) d)nz(t{)) d)nn(t{))

Jadi, jika t merupakan suatu titik dalam interval a <t < b, maka kita dapat
Wronskian

Wb, 02, .., Pu)(1) =0,
untuk semua titik t dalam interval a <t < b, [

Teorema 2.2.4 :

Jika Wronskian

W41, ¢2, ..., dn)(to) = 0,
untuk suatu titik ty dalam interval a <t < b, maka {$:1(t), d2(1), ..., da(1)}
merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear
homogen (2.2.2) yang takbebas linear pada interval a <t <b.

Bukti :

Perhatikan sistem n persamaan aljabar linear homogen simultan
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ci9ii(to} + Cadia(to) + ... + Cadin(to) =0,
ci921(to) T Caa(to) + ... + Cadon(to) = O,

(2.2.7)
C1dni(to) T Cafna(le) + ... + Cubua(te) = 0,

dalam variabel-variabel ¢y, ¢, ..., ¢,; dimana ty merupakan suatu titik

dalam interval a <t <b. Jika Wronskian

O1:(to) d2(to) ... into)
¢21(t0) @22(1{)) ¢2n(t{))

=W(bi, b2, ..., 0s)(t) = 0,

¢’ui(t0) %2(’50) ‘bm)(to)

untuk suatu titik t; dalam interval a < t £ b, maka sistem (2.2.7)
mempunyai penyelesaian yang taktrivial. Sistem (2.2.7) ekuivalen dengan
persamaan

c191(te) + Cada(ty) + ... + Cadu(to) = 0, (2.2.8)
dimana t, merupakan suatu titik dalam intervala <t <b.
Perhatikan persamaan

$(t) = c191(t) + Cadalt) + ... + Cau(1), (2.2.9)
untuk semua t dalam interval a < t < b. Jika fungsi-fungsi vektor é,(t),
d:(t), ..., 0.(t) merupakan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear

homogen (2.2.2) pada mterval a £ t < b, maka menurut teorema 2.2.2,
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kombinasi linear yang berbentuk (2.2.9) merupakan suatu penyelesaian
dari sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a <t < b.
Dari persamaan (2.2.8), kita dapat

¥ty = 0,
dimana t, merupakan suatu titik dalam interval a £t £ b, menurut akibat
2.2.1, kita dapat

o(t) = 0,
untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Berarti, persamaan (2.2.9)
menjadi

C101(1) + Codoft) + ... + Cya(t) = 0, (2.2.10)
untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Jadi, menurut definisi 2.2.2,
jika ada konstanta-konstanta sebarang ¢, €z, ..., ¢, dari persamaan
(2.2.10) yang tidak semuanya sama dengan nol, maka himpunan {¢;(t),
$2(t), ..., (1)} dikatakan takbebas linear pada infervala <t < b. ]

Teorema 2.2.5:

Himpunan {$:(t}, ¢2(t), ..., ¢s(t)} merupakan suatu himpunan
penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2) yang bebas
linear pada interval a <t <b jika dan hanya jika Wronskian

W1, ¢2, .., $)() # 0,

untuk semua titik t dalam intervala st <b.
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Bukti :

(=)
Kita buktikan dengan kontradiksi. Jika Wronskian
W(01, ¢z, ..., $n)t0) =0,
untuk suatu titik ty dalam interval a < t < b, maka {§1(t), ¢2(0), ..., onl(t)}
merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear
homogen (2.2.2) yang takbebas linear pada interval a < t < b (lihat bukti
teorema 2.2.4). Jadi, jika {61(t), ¢2(t), ..., &,(t)} merupakan suatu
himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2)
yang bebas linear pada interval a < t < b, maka terbukti bahwa Wronskian
W(o1, d2, ..., dn)(1) = 0,
untuk semua titik t dalam interval a <t <b.
(=)
Jika Wronskian
W1, b2, ..., dn)(te) # 0,
dimana {y merupakan suatu titik dalam interval a < t < b, maka kita
buktikan bahwa {$1(t), 92(t), ..., ¢(t)} merupakan suaty himpunan
penyelesalan-penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2) vang bebas
hinear pada interval a <t < b.
Menurut definisi 2.2.2, himpunan {¢;(t), ¢x(t), ..., d:(t)} dikatakan

takbebas linear pada interval a < { < b, jika ada konstanta-konstanta
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sebarang ¢y, ¢, ..., C: yang tidak semuanya sama dengan nol sedemikian

hingga persamaan

C1i(t) + c2ta(t) + ... +Cuhu(t) =0, (2.2.11)
untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Persamaan (2.2.11) ekuivalen
dengan sistem n persamaan aljabar linear homogen simultan

C1011(t) + C2012(t) + ... + Cad1n(t) = 0,

C1d23(t) + Cadhaa(t) + ... + Cadonlt) = 0,

(2.2.12)

C1ni(t) + Cobna(t) + ...+ Codnn(t) =0,
dalam variabel-variabel ¢y, ¢,, ..., ¢y, untuk semua titik t dalam interval a
£t < b Sistem (2.2.12) mempunyai penyelesaian yang taktrivial jika dan
hanya jika determinan matriks koefisien sistem (2.2,12) sama dengan nol.

Syarat ini dapat dinyatakan sebagai
$1:t) ¢2(t) .. G1a(t)
G2(t) ¢22t) ... dan(D)

=W(d1, ¢, ..., ¢ )(1) = 0.

¢xll(t) é’nZ(t) d}nn(t)

Tetapt, Wronskian

W(d)b ¢2a cees d)n)(t()) # O:
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untuk suatu titik fy dalam interval a <t < b, maka {¢1(t), 02(0), ..., 9a(t)}
merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear
homogen (2.2.2) yang tidak takbebas linear pada interval a <t < b. Jadi,
Jika Wronskian
W(ds, d2, ..., $)(t) # 0,

untuk suatu titik to dalam interval a <t < b, maka terbukti bahwa {¢:(1),
d2(t), ..., 04(t)} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian
dari sistem linear homogen (2.2.2) yang bebas linear pada interval a <t £

b. {3

Contoh 2.2.2 :

Lanjutan contoh 2.2.1. Jika Wronskian
e 2e™
W(o1, d2)(t) = = 7" £ 0,

_3 6-2! eSt

untuk semua titik t dalam interval -oo <t < 400, maka {¢:(t) = (1, -3)Te’*,
$a(t) = (2, 1)'e™} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian
dari sistem linear homogen (2.2.4) yang bebas linear pada interval -0 < t
< 400, L

Definisi berikut menyatakan bahwa himpunan penyelesaian-penyelesaian dari

sistem linear homogen (2.2.2) yang bebas linear pada inferval a <t £ b disebut
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himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen
(2.2.2)pada interval a< t<b.
Definisi 2.2.5 :
Himpunan {¢1(t), ¢a(t), ..., ¢u(t)} merupakan suvatu himpunan
penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen
(2.2.2) pada mterval a £ t < b, jika {¢1(t), d2(t), ..., da{t)} merupakan
suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen
(2.2.2) yang bebas linear pada interval a <t <b.
Contoh 2.2.3 ;
Lanjutan contoh 2.2.2. Himpunan {¢;(t) = (1, -3)'e™, ¢,(t) = (2, 1)'e™y
merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari
sistem linear homogen (2.2.4) pada interval -0 < t < +oo, jika {¢(t) = (1,
»3)Te'2‘, o) = (2, 1)'e’™) merupakan suatu himpunan penyelesaian—l
penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.4) yang bebas linear pada
interval -oo <t <+, &
Teorema berikut membuktikan bahwa setiap sistem linear homogen (2.2.2)
mempunyai  paling sedikit satu himpunan penyelesaian-penyelesaian
fundamental dari sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a <t < b.
Teorema 2.2.6 :
Jika fungsi-fungsi vekfor 61(t), ¢2), ..., 04(t) memenuhi sistem linear

homogen (2.2.2) pada interval a < t < b dan memenuhi syarat-syarat awal
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hito) = wi, do(lo) = ua, ..., ¢ulto) = u,,
dimana to merupakan suatu titik dalam interval a <t <b dan
w=(1,0,...,00, w,=(0,1,...,007, .., u,=(0,0,.. 1)
merupakan vektor-vektor satuan, maka {,(t), ¢(t), ..., ¢.(t)} merupakan
suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a <t < b.
Bukti ;
Jika fungsi-fungsi vektor ¢1(t), ¢2(t), ..., §,(t) memenuhi sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a < t < b dan memenuhi syarat-syarat awal
$1(to) = wy, 62(to) = s, ..., $ulte) = uy,
maka menurut teorema 2.1, penyelesaian-penyelesaian ini ada dan

tunggal. Jika Wronskian

W1, 92, ..., 9)(to) = Wluy, us, .., uy)

1 0 ... 90
0 1 0

=W : gl VLS,
0 0 1

untuk suatu titik tp dalam interval a < t £ b, maka Wronskian

W(d1, o, ..., du)(t) = 0,
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untuk semua titik t dalam interval a < t < b dan menurut teorema 2.2.5,
{01(t), &A1), ..., &q(t)} merupakan suatu himpunan penyelesaian-
penyelesaian dari sistem linear homogen (2.2.2) yang bebas linear pada
interval a <t < b, Jadi, menurut definisi 2.2.5, {¢:1(t), ¢2(t), ..., du(t)}
‘merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari
sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a <t < b. t
Teorema benkut membuktikan bahwa setiap penyelesaian sebarang dari sistem
linear homogen (2.2.2) pada interval a < t < b dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linear dari penyelesaian-penyelesaian fundamental sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a St < b,
Teorema 2.2.7 :
Jika {¢5(t), d2(t), ..., ¢o(t}} merupakan suatu himpunan penyelesaian-
penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (2.2.2) pada
interval a < t < b dan fungsi vektor ¢(t) merupakan suatu penyelesaian
sebarang dart sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a <t < b, maka
ada konstanta-konstanta sebarang ci, ca, ..., ¢, sedemikian hingga
O(t) = C191(t) + C202(1) + ...+ Cuu(t).
untuk semua titik t dalam interval a <t <b.
Bukti :
Andatkan bahwa

&(to) = wo,
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dimana to merupakan suatu titik dalam interval 2 <t < b dan ug = (ujq, Uz,
uno)T merupakan suatu vektor dari bilangan-bilangan real usq, ug, ...,
Uno.
Perhatikan sistem n persamaan aljabar linear simultan

1 d1ito) + €2 drate) + ... + Cn §1a(to) = uig,

1 921(fn) + C2§nalto) + ... + ¢y d2n(ta) = U,

(2.2.13)

1 §nito) + €2 Gua(to) + ... + Cn dualto) = Uno,
dalam variabel-variabel ¢i, ¢a, ..., ¢ Sistem (2.2.13) ekuivalen dengan
persamaan

C1d3(to) + Cadhalto) + ... + Codnlto) = uo = ¢(to). (2.2.14)
Menurut definisi 2.2.5, {¢:1(t), &2(t), ..., 0,(1)} merupakan suatu himpunan
penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen
(2.2.2) pada interval a <t < b, jika {$:(t), d2(t), ..., 6:(t)} merupakan
suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen
(2.2.2) yang bebas linear pada interval a £t £ b. Maka menurut teorema

2.2.5, Wronskian
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dnto) ¢rlto) ... d1lto)
dn(te) d2(te) ... ¢2n(to)

Wb, ¢z, ..., dn)(te) = : s 0,

Onilto) na(to) .. dun(to)
untuk suatu titik tp dalam interval a < t £ b. Jadi, sistem (2.2.13)
mempunyal penyelesaian yang tunggal.
Perhatikan persamaan

W) = Cif1(t) + C2do(t) + ...+ cun(t), (2.2.15)
untuk semua titik t dalam interval a £ t £ b. Menurut teorema 2.2.2,
persamaan {2.2.15) merupakan suatu penyelesaian dari sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a £ t < b. Ambil suatu titik ty dalam
interval a <t < b, sehingga

W(te) = €19:1(to) + Cadalto) + ... + Cabn(to). (2.2.16)
Dart persamaan (2.2.14) dan (2.2.16), kita dapat

wito) = 9(to),
untuk suatu titik ty dalam interval a < t £ b. Jadi, menurut teorema 2.1,
kita dapat

w(t) = (1),

untuk semua titik t dalam interval a £t < b, Berarti,

H(1) = c1gps(t) + Cadpa(t) + ...+ Cubu(t),
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untuk semua titik t dalam interval a £t £ b. Jadi, persamaan
O(t) = C191(t) + Cadp2() + ...+ Cou(D),

dimana ¢y, ¢y, ..., ¢y merupakan konstanta-konstanta sebarang, merupakan

suatu penyelesalan sebarang dari sistem linear homogen (2.2.2) pada

interval a St < b, ]
Contobh 2.2.4 :

Lanjutan contoh 2.2.3. Jika {¢:(t) = (1, -3)Te™, ¢,(t) = (2, D)™

merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari

sistem linear homogen (2.2.4) pada interval -0 < t < +eo dan §(%)

merupakan suatu penyelesaian sebarang dari sistem linear homogen

(2.2.4) pada interval -co < t < +o0, maka ada konstanta-konstanta sebarang

¢; dan ¢; sedemikian hingga

o) = 161(1) + cada() = (1, -3)' e + ¢5(2, D)™,

untuk semua titik t dalam interval -co <t < +ec, N
Definisi berikut menyatakan bahwa penyelesaian umum dari sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a < t < b merupakan kombinasi linear dan
penyelesaian-penyelesaian fundamental sistern linear homogen (2.2.2) pada
intervala<t<b.
Definisi 2.2.6 :

Suatu penyelesaian umum dar sistem linear homogen (2.2.2) pada

interval a <t <b adalah fungsi vektor
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O(t) = CLg(t) + Cada(t) + ...+ Cudu(t),
dimana ¢y, ¢y, ..., ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {¢(t),
¢2(1), ..., 04(t)} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian
fundamental dari sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a <t <b.
Contoh 2.2.5:
Lanjutan contoh 2.2.4. Suatu penyelesaian umum dari sistem linear
homogen (2.2.4) pada interval - < t < +o0 adalah fungsi vektor
(1) = c1d1(8) + capalt) = i1, -3)Te ™ + a2, 1)'e”,
dimana ¢, dan c; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {¢,(t) = (1,
3)e®, 4y(t) = (2, 1)’e”} merupakan suatu himpunan penyelesaian-
penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (2.2.4) pada
interval - <{{ < oo, (]
Definisi berikut menyatakan bahwa matriks bujur sangkar yang kolom-kolom
individualnya terdiri atas penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem

linear homogen (2.2.2) pada interval a < t < b disebut matriks fundamental dari

sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a <t < b,
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Definisi 2.2.7 ¢

Matriks bujur sangkar berordo n

@1(‘[) da(t) ... ¢’1n®

P2(t) daa(t) ... dan(t)

O = [¢:(1) ) ... (D] =

le(t) ¢uz(t) ‘bm@

merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear homogen (2.2.2)
pada interval a <t < b, jika {0:i(t), d2(t), ..., da(t)} merupakan suvatu
himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a <t < b.

Contoh 2.2.6 ¢
Lanjutan contoh 2.2.5. Matriks bujur sangkar berordo 2

6—2[ 2651.

merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear homogen (2.2.4)
pada interval -0 < t < +oo, jika {01(t) = (1, -3)'e™, da(t) = (2, 1)
merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari

‘sistem linear homogen (2.2.4) pada interval - < t <+, il
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Teorema 2.2.8 ;
Jika ®(t) merupakan suvatu matriks fundamental dari sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a < t < b dan fungsi vektor ¢(t) merupakan
suatu penyelesaian sebarang dari sistem linear homogen (2.2.2) pada
interval a <t < b, maka ada vektor konstan sebarang ¢ = (¢y, ¢y, ..., cn)T
sedemikian hingga
o(1) = ®(t)e,
untuk semua titik t dalam intervala <t < b.
Bukti :
Andaikan bahwa ®(t) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem
linear homogen (2.2.2) pada interval a < t < b, maka kolom-kolom
individualnya
ox(t),
dimana k = 1, 2, ., n; menyusun suatu himpunan penyelesaian-
penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (2.2.2) pada
interval a < t £ b. Jadi, menurut teorema 2.2.7, ada konstanta-konstanta
sebarang ¢y, ¢, ..., ¢, sedemikian hingga
O(t) = c1d1(t) + catpat) + ...+ cun(t), (2217
untuk semua titik t dalam interval 2 < t < b. Persamaan (2.2.17) ekuivalen

dengan sistem

¢:(1) = C1911(t) + cadra(t) + ...+ Cadyn(t),
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$2(8) = C1921(t) + Codaalt) + ...+ Codan(t),

On(t) = €10n1(8) + Cadna(t) + ...+ Cadon(t).

Perhatikan

G‘bn(t) + Cbya(t) + .+ Cn¢1n®

C192;{t) + Cadaa(t) + ...+ Cahon(t)

Qd)n](t) + CZ‘an(t) P gon Cn‘bnn(ty
(on® du® . onD)

b2:(t) da2(t) ... an(D)

. T
= : (Cia C‘Z) L 00 Cll)

i) $a®) . bun(t)

atau dalam notasi matriks

[e:91(t) + cafa(t) + ... + cudhu(t)]
=[O 42(t) . DI, 2, ) = DB = (1),
dimanac={(cy, ¢y, ..., cn)T merupakan suatu vektor konstan sebarang. [
Teorema ini membuktikan bahwa penyelesaian umum dari sistem linear

homogen (2.2.2) pada interval a <t <b dapat ditulis dalam bentuk

o(t) = D(t)c,
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dimana ®(t) merupakan suatu matriks fundamental dan sistem linear homogen
(2.2.2) pada interval a <t < b dan ¢ = (¢y, ¢3, ..., cn)T merupakan suatu vektor
konstan sebarang.
Contoh 2.2.7 :
Lanjutan contoh 2.2.6. Suatu penyelesaian umum dari sistem linear
homogen (2.2.4) pada interval -co <t < 400 dapat ditulis dalam bentuk
et et

o(t) = D(Hhe = (c1, c2)’,

dimana matriks bujur sangkar berordo 2
e-z: 2 651

(1) =

merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear homogen (2.2.4)

pada interval -0 < { < +c0 dan ¢ = (c¢;, ¢2)’ merupakan suatu vektor

konstan sebarang. [
Teorema berikut membuktikan bahwa penyelesaian dari masalah nilai awal

pada interval a < t < b dapat dinyatakan dengan matriks fundamental.
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Teorema 2.2.9 :

Jika @(tf) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear
homogen (2.2.2) pada interval a <t < b, maka masalah nilai awal yang
terdiri atas sistem linear homogen (2.2.2) dan syarat awal

o(to) = do,
dimana {; merupakan suatu titik dalam interval a <t <b dan ¢o = (¢o1, $o2,
oy bon)” merupakan suatu vektor dari bilangan-bilangan real ¢o1, o2, ...,
don; mempunyal penyelesaian tunggal

$(t) = PP (t6)po,
untuk semua titik t dalam interval a <t <b.

Bukti :

Menurut teorema 2.2.8, ada vektor konstan sebarang ¢ == (¢, ¢, ..., (:n)T
sedemikian hingga

o(t) = D(t)e,
untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Ambil suatu titik o dalam
interval a <t < b, sehingga

o(to) = D(t)e.
Dengan menggunakan syarat awal

¢(to) = o,
kita dapat

9o = DP{ty)e.
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Determinan

[ D)
adalah Wronskian dari penyelesaian-penyelesaian fundamental sistem
linear homogen (2.2.2) yang menyusun kolom-kolom individual dari
matriks fundamental, Jadi, menurut teorema 2.2.5, kita dapat

1Dt} # 0,
sehingga matriks fundamental ®(ty) taksingular dan inversnya &H(ty) ada.
Jadi, kita dapat

& (t)bo = D (o) D(to)e = Te =c.
Dengan menggunakan nifai ¢ ini, kita dapat

4(t) = @D (o),
untuk semua titik t dalam interval a St <b. [

Contoh 2.2.8 :

Lanjutan contoh 2.2.7. Jika

e—21 265{

merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear homogen (2.2.4)

pada interval -co <t < o0, Determinan
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| b(0)] = =7#0,

untuk suatu titik tp = 0 dalam interval -0 < t < +e0, sehingga matriks
fundamental ®(0) taksingular dan inversnya
Y7
@0y =
1
ada, maka masalah nilai awal yang terdiri atas sistem linear homogen
(2.2.4) dan syarat awal
6(0) = (1, -1)",
dimana e = 0 merupakan suatu fittk dalam interval -c0 <t < +ow0 dan ¢¢ =
(1, -I)T, mempunyal penyelesaian tunggal
$(t) = PP (0)¢o

e? 2e™ g 27

T Al Ny I
= /73 + 4¢™, 9e + 2™,
untuk semua titik t dalam interval -0 <t < +c0, {l
Misalkan kolom-kolom individual dari matriks fundamental ®(t) merupakan

penvelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (2.2.2) pada
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interval a <t < b, maka teorema berikut membuktikan bahwa ®(t) memenuhi
persamaan diferensial matriks
D'(t) = A)D(1), (2.2.18)
untuk semua fitik t dalam interval a St <b.
Teorema 2.2.10 :
Fungsi-fungsi vektor
hu(t),
dimana k = 1, 2, ..., n; memenuhi sistem linear homogen (2.2.2) pada
interval a <t < b jika dan hanya jika matriks fundamental
D(t)
memenuhi persamaan diferensial matriks
D) = A(DHD(t), (2.2.18)
untuk semua titik t dalam interval a <t <b.
Bukti :
=)
Andaikan bahwa fungsi-fungsi vektor
ox(t)
memenuhi sistem linear homogen (2.2.2) pada interval a < t < b, kita
dapat

9'(1) = A(D(t),
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dimana k = 1, 2, ..., n; untuk semua titik t dalam interval a <t < b.
Berarti,

(0" (1), 20, -, ¢a(®)]
fan(® an® o an®

an (t) azz(t) a;gn(t)

=] ; P [0, o), ., b

@(t) ant) ... am,(y

dan
n
¢'ix(t) = Z ai( (1),
=1

dimana j; k= 1, 2, ..., n; untuk semua titik t dalam interval a £t < b,
Perhatikan derivatif ¢";(t) adalah elemen dalam baris ke-j dan kolom ke-k
dari derivatif @'(t). Dengan kata lain, elemen dalam baris ke-j dan kolom
ke-k dart hasilkali

A{HD(t)

611(0 ap(t) .. ai@ ﬁ‘n(t) b2(t) . cbln(t)\

an(t)  an(t) ... axt) Gar() oot} .. dan(t)

Ql(t) ap(ty .. ann@ Qﬂ(t) daa(t) .. d)rm(t)j

adalah
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n
2. aii(Dud),
i=1

dimana j; k= 1, 2, ..., n; untuk semua titik t dalam interval a <t <b. Jadi,
kita dapat

(1) = A(DHD(Y),
untuk semua titik t dalam intervala <t <b.
(=)
Andaikan bahwa matriks fundamental

D(t)
memenuhi persamaan diferensial matriks

®'(1) = A(DD(),
untuk semua tittk t dalam interval a £ t £ b, maka dengan
mempersamakan kolom-kolom yang bersesuaian dari &'(t) dan A()D(t),
kita dapat

9'x(t) = A(D)i(D),
dimana k = 1, 2, ..., n; untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Jadi,
fungsi-fungsi vektor

(1),
dimana k = 1, 2, ..., n; memenuhi sistem linear homogen (2.2.2) pada

intervala<t<b,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI %

2.3 Sistem Persamaan Diferensial Linear TakHomogen Orde Pertama
Kita selanjutnya akan membahas sistem n persamaan diferensial linear
-takhomogen orde pertama simultan dan penyelesatannya.
Definisi 2.3.1 :
Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dikatakan
takhomogen, jika paling sedikit satu fungsi Fi(t) dalam sistem linear
{2.1.1) tidak sama dengan nol, yang berarti
x'p=an(tx) +anp(t)xa+ ...+ an(tx.+ Fit),

X'y = ()X + an(t)xa+ ...+ an(tx, + Fa(t),

(2.3.1)
X'n 7 ani{th; + anp(OX2+ ...+ ag ()X + Fi(t).
Sistem linear takhomogen (2.3.1) dalam notasi matriks, yaitu
x' = A(t)x + F(t). (2.3.2)

2.3.1 Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear TakHomogen Orde

Pertama

Bagaimana menyelesaikan sistem linear takhomogen (2.3.2) pada interval
- a <1< b? Sebelum membahas metode-metodenya, marilah terlebih dahulu kita
mendalami masalah apakah yang diperlukan untuk beralih dari sistem linear

homogen
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X' = A(t)x (2.3.3)
ke sistem linear takhomogen (2.3.2). Kunci yang menghubungkan sistem linear
takhomogen (2.3.2) ke sistem linear homogen (2.3.3) dan yang memberikan
kita sebuah rencana untuk menyelesaikan sistem linear takhomogen (2.3.2)
pada interval a < t £ b akan dibuktikan oleh teorema berikut.

Teorema 2.3 :

Jika {4:1(t), d2(t), ..., ¢u{t)} merupakan suatu himpunan penyelesaian-

penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (2.3.3) pada

interval a <t < b, fungsi vektor ¢,(t} merupakan suatu penyelesaian dari
sistem linear takhomogen (2.3.2) pada interval a<t<bdanc, ¢a, ..., ¢,
merupakan konstanta-konstanta sebarang, maka

a.  persamaan

C19:1(1) + Cada(t) + ...+ Can(t) + byt (2.3.4)
merupakan suatu penyelesaian dari sistem linear takhomogen
(2.3.2) pada interval a < t < b untuk setiap pilithan dari ¢y, ca, ..., ¢}

b.  suatu penyelesaian sebarang dari sistem linear takhomogen (2.3.2)

pada interval a < t £ b adalah berbentuk (2.3.4) untuk pilihan yang

sesuai dari ¢, ¢, ..., Cp.
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Bukti ¢
Pertama, kita buktikan bahwa setiap persamaan yang berbentuk (2.3.4)
merupakan suatu penyelesaian dari sistem linear takhomogen (2.3.2) pada
interval a <t < b untuk setiap pilihan dari ¢, ¢, ..., Cp
Jika derivatif dari persamaan (2.3.4) adalah
[61$1(D) + cadaft) + ...+ Can(D) + (D))
= [C191(1) + Caa(t) + ...+ Cabn(D)] + ¢'5(1),
fungsi vektor ¢,(t) memenuhi sistem linear takhomogen (2.3.2) pada
interval a <t < b, kita dapat
() = A1) + F(1)
dan menurut teorema 2.2.2, kombinasi linear
C1di(t) + oot} + ... F Cadpr(t)
memenuhi sistem linear homogen (2.3.3) pada interval a £t < b, kita
dapat
[C101() + Cadha(t) + ... + ()]
= A(D)[c11(t) + C262(t) + ... + Cabn(t)].
Jadi,
fe19:(t) + c2pa() + ... + Caba() + Gp(D)]
= [C195(1) + Cadat) + ... + Can(D)]" + &R()
= A(t)[c::(t) + Cao(t) + ... + Cafn()] + A()Gp(1) + F(t)
= A(Dfc161(t) + Caha(t) + ...+ Cadal(t) + Gp(] + F(1).




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

51

Berarti,

W(t) = Aw(t) + F(1),
dimana

W(t) = c191(t) + Cadat) + ..+ Cudn(t) + 9p(1),
untuk semua titik t dalam interval a < t < b. Dengan demikian ferbukti
bahwa persamaan

W) = ¢1¢5(t) + cada(t) + ... + Cabn(t) + Gp(t)
merupakan suatu penyelesaian dari sistem linear takhomogen (2.3.2) pada
interval a <t < b untuk setiap pilihan dari ¢, ¢, ..., Cn.
Kedua, kita buktikan bahwa setiap penyelesaian sebarang dari sistem
linear takhomogen (2.3.2) pada interval a £ t < b adalah berbentuk (2.3.4)
untuk pilihan yang sesuai dari ¢4, C2, ..., Cn.
Andaikan bahwa fungsi vektor &(f) merupakan suatu penyelesaian
sebarang dari sistem linear takhomogen (2.3.2) pada interval a <t £ b,
kita dapat

o'(t) = A()o(t) + F(1),
fungsi vektor ¢,(t) memenuhi sistem linear takhomogen (2.3.2) pada
interval a £t £ b, kita dapat

(1) = A()p(1) + F(1)

dan derivatif dari ¢(t) — ¢,(t) adalah

[6(t) - dp()]' = ¢"(1) - ¢'5(D).
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Jadi,

[$(0) ~ 6p(D)]" = ¢°(8) - ¢'R(1) = [AOYD) + F(1)] — [A()g(1) + F(1)]
yang mereduksi menjadi

[6(0) = ¢p(D]" = ADO[H(1) — §p(V)}.
Jadi, §(t) — ¢(t) memenuhi sistem linear homogen (2.3.3) pada interval a
<t £ b. Menurut teorema 2.2.7, ada pilihan yang sesuai dari konstanta-
konstanta sebarang ¢, ¢, ..., ¢, sedemikian hingga

$(t) = ¢p(1) = Caa(t) + Cadpa(t) + ... + Cou(t)
atau

B(L) = )3 () + Cadha(t) + ... + (1) + $p(t).
Dengan demikian terbukti bahwa suatu penyelesaian sebarang dari sistem
linear takhomogen (2.3.2) pada interval a <t < b adalah berbentuk

0(t) = c1a(t) + Cohat) + ... + Cadu(t) + (1),
untuk pilihan yang sesuai darl ¢y, €2, ..., Cq. £

Keadaan ini memberikan konsep berikut.

Definisi 2.3.2 :

Suatu penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen (2.3.2) pada
interval a £t £ b adalah fungsi vektor
(1) = delt) + (1),
| dimana fungsi komplementer atau penyelesaian komplementer ¢.(t)

merupakan penyelesaian umum dari sistem linear homogen (2.3.3) pada
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interval a < t < b yang mengandung konstanta-konstanta sebarang dan
fungsi vektor ¢,(t) merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear
takhomogen (2.3.2) pada interval a < t £ b yang tidak mengandung

konstanta-konstanta sebarang,

Contoh 2.3 :

Suatu penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen
4 2
X = x + (=15, —4) e ™ (2.3.5)
3 -1
pada interval —o < t < +o0 adalah fungsi vektor
6(t) = de(t) + 9p(8) = e1(1,-3) ™ + 2, 1)'e™
— 72, 1Y + a4 + 28t~ 7Y, 2 + 14t + 2119 e,
dimana ¢; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang, menurut
contoh 2.2.5, fungst komplementer atau penyelesaian komplementer
o) = c1(1, -3) e + ex(2, 1)'e™
merupakan penyelesaian umum dari sistem linear homogen (2.3.5) yang
bersesuaian pada interval -co < t <-+co dan fungsi vektor
op(t) =—"/7(2, 1)'e™ + /14[(4 + 28t = 7)), (2 + 14t + 2119 e
merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear fakhomogen (2.3.5)

pada interval -co <t < 4o, [
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BAB 111
METODE-METODE PENYELESAIAN
SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDE PERTAMA

DENGAN KOEFISIEN KONSTAN

Pada bab ini kita akan membahas metode-metode yang dapat digunakan untuk

menyelesaikan sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan

koefisien konstan.

3.1

Metode Eliminasi
Metode eliminasi dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem dua

persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan

yang berbentuk
X'y = anx) +a;2x2+F1(t), (311&)
X'y = ap1X] + 8pXa T Fg(t). (3.1.1b)

Cara untuk mengeliminast salah satu fungsi yang takdiketahui dan
memperoleh persamaan diferensial linear dari sisa fungsi yang takdiketahui
adalah sebagai berikut. Selesaikan persamaan (3.1.1a) untuk x, dan subsitusikan
nilai x; ke dalam persamaan (3.1.1b) atau selesaikan persamaan (3.1.1b) untuk
x; dan substitusikan nilai x; ke dalam persamaan (3.1.1a). Kita menjelaskan

rinciannya dengan sebuah contoh yang khas.
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Contoh 3.1.1 :
Cari penyelesaian dart masalah nilai awal
X' = 4wy + 2x;, (3.1.2a)
X'y = 3% - x5+ &7, (3.1.2b)

x1(0) = 0 dan x(0) = 0

pada interval oo <t < +co,
Penyelesaian :

Langkah pertama. Menyelesaikan sistem dua persamaan diferensial linear
orde pertama simultan dengan koefisien konstan.
Dengan menggunakan persamaan (3.1.2a) kita menyatakan x, dan
derivatifnya dalam bentuk x; dan derivatifnya. Hasilnya kita substitusikan
ke dalam persamaan (3.1.2b) yang kemudian hanya terdiri atas x; dan
derivatifnya. Kita sclesaikan persamaan int. Akhimya kita kembali ke
persamaan (3.1.2a) dan menggunakannya untuk menyatakan x, dalam
bentuk penyelesaian yang baru diperoleh tersebut. Rinciannya adalah
sebagal benikut.
Dari persamaan (3.1.2a) kita dapat

X, = Yax'5 - 2x%3. (3.1.3)
Dengan diferensiasi

X"g: l/zx"l - 2X'1.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

56

Dengan mensubstitusi hasil ini dan persamaan (3.1.3) ke dalam
persamaan (3.1.2b) kita dapat

X'y = 4x'y + 2(3%; - Vax'y + 2% + 7).
Penyederhanaan menghasilkan persamaan diferensial linear takhomogen
orde kedua dengan koefisien konstan

X'y - 3% - 10x = il
Persamaan karakteristiknya adalah of-30-10=0 yang mempunyai akar-
akar yang real dan berbeda, yaitu -2 dan 5. Metode koefisien taktentu
menghasilkan penyelesaian khusus, yaitu —*/7te”®'. Penyelesaian umumnya
adalah

X = cre M+ gae” — Hrte ™. (3.1.4a)
Derivatifnya diberikan oleh

x| =—2cie 2+ Sce + e - Apre
Sekarang kita menghitung x, dari hasil ini dan persamaan (3.1.3) kita
dapat

Xy = 30182 + Vacse™ + Ot - ge (3.1.4b)
Langkah kedua. Menentukan penyelesaian khusus dari syarat-syarat awal.
Syarat-syarat awalnya adalah

x3(0) =0 dan x,(0} = 0,
sehingga menurut persamaan (3.1.4)

x1(0) = ¢1+ ¢z = 0, %(0) =3¢, + Vhey — /7= 0.
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Dengan menyelesaikan sistem dua persamaan aljabar linear simultan ini,
kita dapat
¢y =~2/49 dan ¢, = 2/49.
Dengan demikian penyelesaian dari masalah nilai awal ini pada interval
-0 <t < 400 adalah
xp = —a9e™ + Haoe™ - H7te ™,
xp = *fa0e™ + 406> + 7t — e, g
Gagasan pokok metode ini adalah pendiferensialan dari persamaan
diferensial linear orde kedua dengan koefisien konstan yang hanva terdiri atas
satu fungsi yang takdiketahui dan derivatifnya dan penyelesaian persamaan ini.
Melalui penyelesaian sistem linear (3.1.1) pada interval a <t < b dari sumbu-t,
kita artikan pasangan fungsi x;, x; dari t vyang didefinisikan dan dapat
didiferensiasikan pada interval a <t < b dan apabila disubstitusikan ke dalam
sistem linear (3.1.1) akan menyederhanakan atau mereduksi kedua persamaan
(3.1.1) i menjadi persamaan identitas. Perhatikan bahwa di dalam metode
yang disajikan kita harus menganggap eksistensi derivatif kedua dari x; atau x;.
Jika a;p = ay; = 0, maka sistem persamaan diferensial linear tersebut
terpecah menjadi dua persamaan diferensial linear yang terpisah dan dapat
diselesaikan. Jika salah satu dan kedua konstanta ini, katakanlah a,,, tidak sama
dengan nol, kita mendapatkan hasil sebagai berikut. Dari persamaan (3.1.1a)

mula-mula kita dapat



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
58

apxp=x'| —ap x; ~ Fi{t). (3.1.5)
Sekarang kita mendiferensiasi persamaan (3.1.1a). Pada persamaan yang
dihasilkan, kita subsitusikan x'» yang diberikan oleh persamaan (3.1.1b) dan
kemudian a;; X; yang diberikan oleh persamaan (3.1.5). Ini menghasilkan

X"y =ap X tanxt Fh) =an x’ + an(an x) + anxe+ Fa(t) + Fit)

=an X1+ a8y X; + an(x’| —an X1 - Fi(t)) + anIh(t)) + Fhi(t).
Dengan mengumpulkan suku-sukunya, kita dapat

X"y~ (an + an)x't + (a1 822 — a12821)%; = H(1),
dimana

H(t) = ajp Fa(t) — an Fi(t) + F'4(1).

Dengan menyelesaikan persamaan ini kita memperoleh x;. Kemudian x;
diperoleh dari persamaan (3.1.5).

Contoh 3.1.2 :

Cari penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen
x'1=4x;+ 2x, — 8t, (3.1.6a)
X'p= 3%y - Xp + 2t + 3, (3.1.6b)
pada interval -co <t < -+co.
Penyelesaian :
Dari persamaan (3.1.6a)

Xy = Vax'1 - 2%, + 4, (3.1.7)
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Dengan mendiferensiast persamaan (3.1.6a) dan mensubstitusi x'; dari
persamaan (3.1.6b) dan x, dari persamaan (3.1.7) kita dapat

X'y =Ax+ 203%x; — Yax' 1+ 2x -4t + 2t + 3) - 8,
Dengan mengumpulkan suku-suku kita mendapatkan persamaan
diferensial linear takhomogen orde kedua dengan koefisien konstan

X' = 3x" ~ 10x; = -4t - 2.
Persamaan karakteristiknya adalah o — 30 — 10 = 0 yang mempunyai
akar-akar yang real dan berbeda, vaitu -2 dan 5. Metode koefisien
taktentu menghasilkan penyelesaian khusus, yaitu /5t + 225
Penyelesaian umumnya adalah

X = oo+ coet + st + 425,
Menurut persamaan (3.1.7)

X3 = -3cie + Yacoe™ + 'S5t + 2s
Dengan demikian penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen
(3.1.6) pada interval -c0 <t < +o0 adalah

X1 = cre 2+ cpe” + st + 2as,

X2 = =318 2+ Vepe + /5t 4 s 0
Suatu penyelesaian umum dari sistem n persamaan diferensial linear orde

pertama simultan dengan koefisien konstan melibatkan n konstanta sebarang,
Akan tetapi, kadang-kadang metode ini menghasilkan konstanta asing.

Konstanta asing ini dapat dieliminasikan dengan melakukan substitusi
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penyelesaian-penyelesaian ke dalam sistern dua persamaan diferensial linear
orde pertama simultan dengan koefisien konstan dan menyamakan koefisien
yang serupa. Kita menjelaskan ini dengan sebuah contoh berikut.
Contoh 3.1.3 :
Carn penyelesaian umum dari sistem linear homogen
X' = -2+ X, (3.1.8a)
X' =%y - 2X%, (3.1.8b)
pada interval —oo <t < +o0.
Penyelesaian :
Dari persamaan (3.1.8a) kita dapat
X = X1+ 2x;. (3.1.9)
Kita mendiferensiasikan persamaan (3.1.8a). Di dalam persamaan yang
dihasilkan, pertama kita mensubstitusikan x'; seperti yang diberikan oleh
persamaan (3.1.8b) dan x; sepertt yang diberikan oleh persamaan (3.1.9).
Substitusi ini menghasilkan
X'y =2+ X = 2%+ Ry - 2% = -2X Xy - 2(x + 2%y).
Dengan mengurutkan dan menyederhanakan suku-sukunya kita
mendapatkan persamaan diferensial linear homogen orde kedua dengan
koefisien konstan

X”; + 4}(,] + 3X.] = ().
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Persamaan karakteristiknya adalah of + 400 + 3 = 0 yang mempunyai
akar-akar yang real dan berbeda, yaitu -1 dan -3. Penyelesaian umumnya
adalah

X = ¢ret+ e (3.1.10a)
Dengan mendiferensiasi

X' =-¢i¢" - 30,87
Sehingga dari persamaan (3.1.9)

Xy = ¢ 18"~ cre” (3.1.10b)
Dengan demikian penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen
(3.1.6) pada interval -oo < t < 400 adalah

X1 =cret+ et (3.1.10a)

Xy = et - e (3.1.10b)
Perhatian, Pemeriksaan dengan substitusi sangat penting, khususnya
dalam metode ini, sebab kita dapat memperkenalkan konstanta asing dan
substitusi dapat memperlihatkan bahwa kadang-kadang konstanta asing
ini tidak seluruhnya sebarang. Untuk melihat hal ini, substitusi persamaan
(3.1.10a) ke dalam persamaan (3.1.8b) menghasilkan

X'y + 2% = ¢ e + e,

Persamaan ini dapat diselesaikan. Penyelesaian umumnya adalah

-t -3t -2t
Xp=C1e - e
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Penyelesaian umum ini merupakan penyelesaian dari persamaan (3.1.8b)
untuk setiap ¢, tetapi pensubstitusian ke dalam persamaan (3.1.8a)
memperlihatkan bahwa haruslah ¢ = 0. Dengan demikian pemeriksaan
sangat penting. {

Akan tetapi metode ini kurang praktis dan terlampau sulit apabila

digunakan untuk menyelesaikan sistem tiga atau lebih persamaan diferensial

linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan.

Metode Nilai Eigen

Metode nilai eigen dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem n
persamaan diferensial linear homogen orde pertama simultan dengan koefisien
konstan dalam notasi matriks

x = Ax, (3.2.1)
dimana A suatu matriks bujur sangkar konstan real berordo n. Misalkan
penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a <
t < b adalah fungsi-fungsi vektor yang berbentuk

(1) = ve™, (3.2.2)
dimana o merupakan suatu skalar real dan v merupakan suatu vektor konstan
real taknol. Dengan mensubstitusikan (3.2.2) dan derivatifnya

o'(t) = ove™

ke dalam sistem linear homogen (3.2.1) menghasilkan
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ave™ = Ave™
Kemudian dengan menghapus faktor skalar taknol e dan kita mengenalnya
sebagai masalah nilai eigen

av = Av. (3.2.3)
Kita memerlukan sebuah cara yang sistematis untuk menentukan nilai-nilai
eigen dan vektor-vektor eigen dari snatu matriks bujur sangkar konstan real.
Pandang suatu matriks bujur sangkar konstan real A berordo n. Misalkan o
merupakan suatu nilai eigen dari A dan v merupakan suatu vektor eigen yang
bersesuaian dengan «, sehingga berlaku persamaan (3.2.3) yang dapat pula
dituliskan kembali menjadi

(A~-alv=20, (3.2.4)
dimana I suatu matriks identitas berordo n. Hubungan (3.2.4) ini berupa sistem
n persamaan aljabar linear homogen simultan dalam variabel-variabel vy, v, ...,
v, yang merupakan komponen-komponen bagi vektor eigen v yang dicarl
Sistem demikian mempunyai penyelesaian yang taktrivial jika dan hanya jika
determinan matriks koefisien sistem tersebut sama dengan nol. Syarat ini dapat
dinyatakan sebagal

|A -l =0 (3.2.5)
Akar-akar dari persamaan (3.2.5), yang disebut persamaan karakteristik dari A,
merupakan nilai-nilai eigen yang dicari. Jadi, jika diberikan suatu matriks bujur

sangkar konstan real A berordo n, maka kita dapat menentukan nilai-nilai eigen
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dan vektor-vektor eigen dart A dengan menyelesatkan mula-mula persamaan
(3.2.5), lalu kemudian sistem (3.2.4). Dengan demikian penyelesaian-
penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a < t < b adalah
fungsi-fungsi vektor yang berbentuk

(1) = ve™ (3.2.2)
asalkan o merupakan suatu nilai eigen dari matriks koefisien A dan v

merupakan suatu vektor eigen yang bersesuaian dengan o.

Kasus Pertama. Nilai-Nilai Eigen Real dan Berbeda

Misalkan A mempunyai nilai-nilai eigen oy, o, ..., o, vang real dan
berbeda. Jika {vi, vs, ..., vn} merupakan suatu himpunan vektor-vektor eigen
yang bebas linear yang berturut-turut bersesuaian dengan o, o, ..., &, maka
teorema berikut membuktikan bahwa {:1(t) = vie™", ¢s(t) = v2e™®, ..., da(t) =
vae™"} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari
sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a<t<b.

Teorema 3.1 :

Jika {vi, va, ..., v} merupakan suatu himpunan vektor-vektor eigen yang
bebas Hnear vang berturut-turut bersesuaian dengan nilai-nilai eigen o,
0y, ..., O, yang real dan berbeda, maka {,(t) = vie™", §o(t) = v, ...,
du(t) = ve™) merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian

fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1) pada intervala <t <b.
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Bukti :
Pertama, kita buktikan bahwa penyelesaran-penyelesaian dari sistem
linear homogen (3.2.1) pada interval a <t £ b adalah fungsi-fungsi vektor
() = vie®, &a(0) = vae™, ., da(t) = vie™.
Misalkan v; merupakan vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan
nilai-nilai eigen o, maka
(D] = [vie™] = avie™ = Avie™ = Adi(t),
dimana i = 1, 2, ..., n. Dengan demikian terbukti bahwa penyelesaian-
penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a St < b
adalah fungsi-fungsi vektor
di(t) = vie™,
dimanai=1,2,...,n
Selanjutnya, kita buktikan bahwa {¢(f) = vie™, do(t) = v, ..., ,(t) =
v,e™}  merupakan suatu  himpunan  penyelesaian-penyelesaian
fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1) pada intervala<t<b.
Misalkan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.1)
pada interval a < t < b adalah fungsi-fungsi vektor
o1(t) = vie™, §o(t) = vae™, ..., fu(t) = vue™
Menurut definisi 2.2.4, Wronskian

W(b1, 02, -, §a)(t) = W(v1e™, v2e™, ., vie™)
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t t t
\/’116OEE V1;1€0t2 V1nea"
{ t H
Va1 g™ sze‘” e vznea“
iyl ot {155l
Vni€ Vi€ cer Ve "
Vii V2 ... Vi
Var Va2 ... Vo

_ e(cu ot o)t

Vol Vi2 ... VY

Pertama, kita ketahui bahwa fungsi eksponensial

Fopt .+
e(cq ot a“}t;tO,

untuk semua titik t dalam interval a < t < b. Selanjutnya, jika {v;, v2, ...,

vy} merupakan suatu himpunan vektor-vektor eigen yang bebas linear,

maka determinan

Vit Viz ... Vg
Var V22 ... Vi

# 0.
Vai Vn2 ... Vin

Jadi, Wronskian

W(br1, ¢2, ..., oa)(1) # 0,
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untuk semua titik t dalam interval a <t < b. Maka menurut teorema 2.2.5,
(o) = vie™, (1) = ve®™, .., out) = vie™} merupakan suatu
himpunan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.1)
vang bebas linear pada mterval a < t < b, Dengan demikian menurut
definisi 2.2.5, terbukti bahwa {:(t) = vie™", ¢2(t) = v2e™¥, ..., du(t) =
v,e™}  merupakan  suatu  himpunan  penyelesaian-penyelesaian

fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a <t < b.[J

Suatu penyelesalan umum dart sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a < t

< b adalah fungst vektor

0o(t) = cyvie™ + cavae™ + L+ cuvee™,

dimana ¢, ¢z, ..., ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {¢,(t) =

vie™, 0t) = ve®, ., $(t) = ve™} merupakan suatu himpunan

penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1) pada

intervala<t<b,

Contoh 3.2.1 :

Cari penyelesalan umum dari sistem linear homogen

X' = X. (3.2.6)

pada interval -co <t <0 +oo,
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Penyelesaian :

Misalkan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.6)
pada interval -oo <t < 4o0 adalah fungsi-fungsi vektor

oi(t) = vie™,
dimanai =1, 2.

Jika matnks koefisien

4 2
3 -1
maka
4o 2
|A-all= =l 30 - 10.

Persamaan karakteristik dari A adalah o — 30— 10 =0 yang ekuivalen
dengan (¢ + 2)(ct — 5) = 0, sehingga diperoleh o = -2 atau vz = 5. Jadi, A
mempunyal dua nilai eigen yang real dan berbeda, yaitu -2 dan 5.

Misalkan v; = (v, vz)T merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen a; = -2, maka v; merupakan suatu

penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - a;I)vy = 0, yaitu
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(v1, v2) = (0, 0Y".

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah

yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear

3y vp= 10,
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Jika dipilih v; = m, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan

nilai eigen o = -2 adalah v, = (m, -3m)’, dimana m merupakan suatu

konstanta real sebarang dan m # 0. Vektor v; ini dapat ditulis sebagai v; =

m(1, -3)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear,

maka himpunan {(1, -3)"} bebas linear, sehingga himpunan {(1, -3)"}

merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai

eigen o = -2, Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.

Misatkan v, = (vi, v»)' merupakan suatu vektor eigen dari A vyang

bersesualan dengan nilai eigen op = 5, maka v, merupakan suaty

penyelesaian vang takirivial dari sistem (A - cob)v, = 0, yaity
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(vi, v2)! =(0,0)"
3 -6
Matriks lengkap dari sistem di atas adalah
-1 2 0
36 0]
Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah
-2 0
0 0 0
yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear

v+ 2vy =0,
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Jika dipilih v; = m, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan

nilai eigen oy = 5 adalah v, = (2m, m)'r, dimana m merupakan suatu

konstanta real sebarang dan m = 0. Vektor v, ini dapat ditulis sebagai vz =

m(2, 1)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear,

maka himpunan {(2, 1)} bebas linear, sehingga himpunan {(2, 1)T}

merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai

eigen o = 5. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.

Dengan demikian penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen

(3.2.6) pada interval ~o0 < t < +o0 adalah fungsi-fungsi vektor

01(t) = (1, -3)7e™ dan o(t) = (2, 1)'e™
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Jika Wronskian
e—Zl 265t
W(d1, d2)(1) = =7e™ %0,

_3 6-2[ eSf

untuk semua titik t dalam interval -0 << t < 400, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (3.2.6) pada interval -w < t < +o adalah
fungs: vektor

0s(t) = 0x(1, 3) e + 0x(2, )™,
dimana ¢; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {¢(t) =
(1, -3, 40) = (2, 1)"e™) merupakan suatu himpunan penyelesaian-
penyelesaian fundamental dart sistem linear homogen (3.2.6) pada

interval -oo <t < 40, [l

Kasus Kedua. Nilai-Nilai Eigen Kompleks

Misalkan A mempunyai sepasang nilai eigen sekawan kompleks o) = a +
ib dan o = a — ib, dimana a dan b merupakan bilangan-bilangan real dan b # 0
dan nilai-nilai eigen yang lain (jika ada) a3, ..., o, yang real dan berbeda. Jika
vy = A + ip dan vo = A — iu, dimana komponen-komponen dan vektor A dan p
merupakan bilangan-bilangan real dan p # 0, merupakan pasangan vektor eigen
sekawan kompleks yang berturut-turut bersesuaian dengan o; =a + ib dan ot =

a — ib dan v;, ..., v, merupakan vektor-vekfor eigen yang berturut-turut
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bersesuaian dengan 0, ..., 0, maka teorema berikut membuktikan bahwa {u(t)

= g"(A cos bt ~ y sin bt), w(t) = &"(A sin bt +

pocos bt), 0:(6) = vie™, .., ¢u(t) = v,e*} merupakan suaty himpunan

penyelesalan-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1)

yang bernilai real pada interval a<t <b.

Teorema 3.2 :

Jika vi = A + iu dan v; = A — ip merupakan pasangan vektor eigen
sekawan kompleks yang berturut-turut bersesuaian dengan sepasang nilai
eigen sekawan kompleks a; = a + ib dan oy = a — ib dan vy, ..., v,
merupakan vektor-vektor eigen yang berturut-turut bersesuaian dengan
nilai-nilal eigen yang lain (jika ada) as, ..., o, yang real dan berbeda,
maka {u(t) = e (A cos bt — p sin bt), w(t) = e*(A sin bt + p cos bt), ¢s(t) =
vie™ . du(t) = v,e™} merupakan suatu himpunan penyelesaian-
penyelesalan fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1) vang

bernilai real pada intervala <t <b.

Bukti :

Pertama, kita buktikan bahwa penyelesaian-penyelesaian dari sistem
linear homogen (3.2.1) vang bernilai real pada interval a <t < b adalah
fungsi-fungsi vektor

u(t) = e™(A cos bt - u sin bt), w(t) = & (A sin bt + p cos bt),

B3(t) = V3™, ., Ga(t) = vye™
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Misalkan v, = A + 1u dan vo = A — i merupakan pasangan vektor eigen
sekawan kompleks yang berturut-turut bersesuaian dengan sepasang nilai
eigen sekawan kompleks o; = a + ib dan ¢, = a — ib, maka penyelesaian-
penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.1) yang bernifai kompleks
pada interval a <t < b adalah fungsi-fungsi vektor

01(0) = vie™ = (& + iw)e® ™ = (& + ip)e™(cos bt + i sin bt) dan

0a(t) = voe™ = (& - ip)e® ™ = (& - in)e"(cos bt - i sin bt).
Dengan membagi ¢:(t) atau ¢,(t) menjadi bagian yang real dan imajiner,
kita dapat

(1) = e*'(A cos bt —  sin bt) + ie*(A sin bt + p cos bt) atau

a(t) = e™(A cos bt —  sin bt) — ie" (A sin bt + p cos bt).
Jika &y(t) = u(t) + iw(t) dan ¢o(t) = u(t) - iw(t), maka

u(t) = Re[v,e™"] = e*(A cos bt — pt sin bt) dan

w(t) = Im[v,e™'] = " (A sin bt + p cos bt).
Dengan demikian terbukti bahwa penyelesaian-penyelesaian dari sistem
linear homogen (3.2.1) yang bernilai real pada interval a <t < b adalah
fungsi-fungsi vektor

u(t) = ¢"(A cos bt — p sin bt), w(t) = *(A sin bt + p cos bt),

-¢3(f> = V3ea3[> - €bn(t) = Vnean{.
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Selanjutnya, kita buktikan bahwa {u(t) = e"(A cos bt ~ 1 sin bf), w(t) =
€™ (A sin bt + p cos bt), §3(t) = vse™, ..., ¢(t) = v,e*"} merupakan suatu
himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear
homogen (3.2.1) yang bernilai real pada interval a<t < b.
Misalkan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.1)
yang bernilai real pada interval a < t < b adalah fungsi-fungsi vektor

u(t) = ¢"(A cos bt ~ u sin bt), w(t) = e"(A sin bt + p cos bt),

b3(t) = vae™ ., dn(t) = ve™™.
Menurut definist 2.2.4, Wronskian

W, w, ¢3, ..., 9:)(8)

= W(e"(A cos bt — p sin bt), e"(A sin bt +  cos bt),

vie™ L vee™ # 0,

untuk semua titik t dalam interval a <t < b, maka menurut teorema 2.2.5,
{u(t) = e (A cos bt — p sin bt), w(t) = e (A sin bt + i cos bt), d3(t) = v3e*,
. Bu(t) = v,e™'} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian
dari sistem linear homogen (3.2.1) yang bebas linear yang bernilai real
pada interval a < t £ b. Dengan demikian, menurut definisi 2.2.5, terbukti
bahwa {u(t) = ¢™(A cos bt ~ p sin bt), w(t) = &"( sin bt + p cos bi), (1)

= v3¢™, ., du(t) = v,e™"} merupakan suatu himpunan penyelesaian-
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penyelesaian fundamental dari sistem lincar homogen (3.2.1) vang

bernilai real pada intervala <t <b. L
Suatu penyelesaian umum dari sistem linear homogen (3.2.1) yang bernilai real
pada interval a <t £ b adalah fungsi vektor

$(t) = cru(t) + caw(t) + C3da(t) + ... + Cadu(t)

= ¢1e"'(A cos bt — 1 sin bt} + c,e™(A sin bt + p cos bt)
+ cavie™ + L+ cavne™,

dimana ¢y, ¢, ..., ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {u(t) =
e"(A cos bt — 1 sin bt), w(t) = e"(A sin bt + 1 cos bt), da(t) = vse™, ..., du(t) =

Oyt

vae "} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari
sistem linear homogen (3.2.1) yang bernilai real pada interval a <t < b.

Contch 3.2.2 :

Cari penyelesaian umum dari sistem linear homogen

x = X (3.2.7)

pada interval -0 <t < +o0.

Penyelesaian :

Misalkan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.7)
yang bernilai kompleks pada interval -0 <t < +eo adalah fungsi-fungsi

vektor
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o) = vie™,
dimanai=1,2.

Jika matrks koefisien

4 3
A= ,
3 4
maka
4—a -3
(A -all= = (4 —a)+9.
3 4o

Persamaan karakteristik dari A adalah (4 — a)* + 9 = 0, schingga
diperoleh o = 4 — 3i atau oy = 4 + 31. Jadi, A mempunyai sepasang nilai
eigen sekawan kompleks, yaitu 4 — 31 dan 4 + 31.

1.  Misalkan v; = (vi, v2)" merupakan suatu vektor eigen dart A yang
bersesuaian dengan nilai eigen oy = 4 — 3i, maka v, merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A — o I)v, = 0, yaitu

3003
(v, v2) =(0, 0)".
3003

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah
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yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear
ivi— va=0.

Jika dipilih v; = m, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen o = 4 — 3i adalah v; = (m, im)’, dimana m merupakan suatu
konstanta real sebarang dan m = 0. Vektor v; ini dapat ditulis sebagai v, =
m(1, i)'r . Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear,
maka himpunan {(1, )"} bebas linear, sehingga himpunan {(1, i)° }
merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesualan dengan nilai
eigen o = 4 - 31. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.

2. Misalkan vy = (v, v;;)T merupakan swatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen o = 4 + 3i, maka v, merupakan suatu
penyelesalan yang taktrivial dan sistem (A — ap)v, = 0, yaitu

231 -3
vi,v)' = (0,0)
3 0-31

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah
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yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear

vt vp= 0,
Jika dipilih v; = m, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen o, = 4 + 3i adalah v, = (m, —im)T, dimana m merupakan suatu
konstanta real sebarang dan m # 0. Vektor v, ini dapat ditulis sebagai v, =
m(1, -i)". Karena himpunan scbush vektor taknol adalah bebas linear,
maka himpunan {(1, -i)'} bebas linear, sehingga himpunan {(1, -i)"}
merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai
eigen o = 4 + 3i. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.
Dengan demikian penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen
(3.2.7) yang bernilai kompleks pada interval -co < t < +o0 adalah fungsi-
fungsi vektor

o1(t) = (1, i)' e® ¥ dan o(t) = (1, -i) e T
Dengan membagi ¢;(t) atau ¢,(t) menjadi bagian real dan imajiner, kita
dapat

oi() = (1, D'e® " ¥'=(1 ) e"(cos 3t — i sin 3t)
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= e*(cos 3t -1 sin 3t, sin 3t + i cos 3t)' atau
&a(t) = (1, -)Te" "= (1, -)e™(cos 3t + 1 sin 3t)
= ¢*(cos 3t + i sin 3t, sin 3t - i cos 3t)".
Jika ¢1(t) = u(t) + w(t) dan ¢o{t) = u(t) — iw(t), maka penyelesaian-
penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.8) vang bernilai real pada
interval -co < t < 400 adalah fungsi-fungsi vektor
u(t) = ¢*(cos 3t, sin 3t)" dan w(t) = ¢*(-sin 3t, cos 3t)".
Jika Wronskian
cos 3t -sin 3t
Wu, w)t) =e" =e" %0,
sin 3t cos 3t
untuk semua titik t dalam interval -co <t < 40, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (3.2.8) yang bemnilai real pada interval -oo < t
< +oo adalah fungsi vektor
do(t) = €"(c1 cos 3t ~ ¢y sin 3t, ¢; sin 3t + ¢ cos 3t),
dimana ¢; dan ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {u(t) =
e*(cos 3t, sin 3t)", w(t) = e*(~sin 3t, cos 3t)'} merupakan suatu himpunan
penyelesaian-penyelesaian fundamental dant sistem linear homogen

-
I

(3.2.8) yang berntlat real pada interval -0 <t <+,
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Kasus Ketiga. Nilai-Nilai Eigen Berulang

Misalkan A mempunyai satu nilai eigen o, yang real dan berulang

kelipatan m, dimana 1 <m < n dan nilai-nilai eigen yang lain (jika ada) oy + 1,

Om +2, ..., O Yang real dan berbeda. Jika {vi, va, ..., Vo, V4 1, Vi + 25 .5 Vs

dimana 1 < p < m, merupakan suatu himpunan vektor-vektor eigen yang bebas

linear yang berturut-turut bersesuaian dengan o, oy + 1, Can + 2, ..., Oy, maka

perhatikan dua subkasus berikut.

a.

Untuk p=m.

Jika {vi, v2, ..., Vi, Vm + 1, Vm + 2, ..., Vnj merupakan suatu himpunan
vektor-vektor eigen yang bebas linear yang berfurut-turut bersesuaian
dengan satu nilal eigen «; yang real dan berulang kelipatan m dan nilai-
nilai eigen yang lain (jika ada) o, +1, Qun +2, ..., Oy yang real dan berbeda,
maka penyelesaian umum dari sistem linear homogen (3.2.1) pada
interval a <t < b adalah fungsi vektor

do(t) = Cavie™ + covae™ + . + cpv,e™

+21 oyl
+ Cm+2vm+2eum R CnVpe ™,

gy + 11
+Cm+1vm+]e e

dimana ¢i, €2, ..., Cm» Cm + 1, Cm + 2, ..., Cn Merupakan konstanta-konstanta

sebarang dan {(t) = vie™", §2(0) = voe™™, ., om(t) = ve™, b4 i() =

Om + 2l

Vi + 187" 0 o) = Vi 4 08 s s Oa(t) = voe™} merupakan suatu
himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear

homogen (3.2.1) pada interval a < t < b.
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Contoh 3.2.3 :

Cari penyelesaian umum dari sistem linear homogen

9 4 0
xX=1-6 -1 0 |x (3.2.8)
6 4 3

pada interval -0 <t < 400,
Penyelesaian ¢
Misalkan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (3.2.8)
pada interval -oo < t < +o0 adalah fungsi-fungsi vektor
Gift) = vie™,
dimanai=1, 2, 3.

Jika matriks koefisien

maka

[A-all=] 6  -1-0 0 |=@-a)15-8ax+ad)

Persamaan karakteristik dari A adalah (3 - a)(lS - 8o+ o) = 0 yang

ekuivalen dengan (5 - a)(3 - o) =0, sehingga diperoleh o; = 5 atau o, =
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3. Jadi, A mempunyai satu nilai eigen yang real dan berbeda, yaitu 5 dan
satu nilai eigen yang real dan berulang dua kali, yaitu 3.

1.  Misalkan v; = (v, vy, v3)T merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuatan dengan nilai eigen o; = 5, maka v; merupakan suatu

penyelesatan yang taktrivial dari sistem (A - o;I)v, = 0, yaitu

6 6 0 |(vi, v, va) =(0,0,0)".

4 4 0 0
6 ¢ 0 0
GF R &S0 LD

I 1 0 9
0 0 0 0
Mg MG S04 NI

yang bersesuaian dengan sistem dua persamaan aljabar linear simultan
vitve=0, vi-va=0.

Jika dipilth v; = m, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan

nilai eigen o; = 5 adalah vi = (m, -m, m)T, dimana m merupakan suatu

konstanta real sebarang dan m # 0. Vektor v, ini dapat ditulis sebagai v; =
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m(1, -1, 1)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear,
maka himpunan {(1, -1, I)T} bebas linear, sehingga himpunan {(1, -1,
1"} merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen o = 5. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.

2. Misalkan v, = (v, Vo, v3)' merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen op, = 3, maka v, merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - apI)vy = 0, yaitu

4 0

40 (v, va, va) = (0,0,0),

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah

6 4 0 0
6 -4 0 0
6 4 0 0O

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah

sy Pl il )
0 0 0 O
0 0 0 0

yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear

Ay + 2vy =0,
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Karena persamaan ini tidak melibatkan vs, maka v; sebarang. Jika dipilih
vi = 0 dan v3 = p, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai
eigen o, = 3 adalah v, = (0, 0, p)’, dimana p merupakan suatu konstanta
real sebarang dan p # 0. Vektor v, ini dapat ditulis sebagal v, = p(0, O,
1" Jika dipilih v; = m dan v; = 0, maka vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen o, = 3 adalah vs = (i, -/2m, O)T, dimana
m merupakan suatu konstanta real sebarang dan m # 0. Vektor v; ini
dapat ditulis sebagai va = m(], 212, O)T. Karena himpunan vektor-vektor
taknol adalah bebas linear, maka himpunan {(0, 0, })'r , (1, ~3/2, O)T } bebas
linear, sechingga himpunan {{0, 0, 1)", (1, /2, 0)"} merupakan basis
untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai eigen op = 3.
Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 2.

Dengan demikian penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen
(3.2.8) pada interval -oo <t < +c0 adalah fungsi-fungsi vektor

0x(0) = (1, -1, )e™, ¢a(t) = (0, 0, 1)"e™, ps(t) = ex(1, 12, 0)'e™

Jika Wronskian

Wb, 02, 03)) = | e 0 ret=-he¥ 20,




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

85

untuk semua titik t dalam interval -co <t < 400, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (3.2.8) pada interval -« < t < +oo adalah
fungsi vektor

0ot) = ci(1, -1, 1)'e™ + ¢(0, 0, D'e + &5(1, 12, 0)'e™,
dimana ¢, ¢; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {6:(t)
= (1, -1, DT, ¢2(t) = (0, 0, D)™, ds(t) = (1, -*/2, 0)"e’"} merupakan
suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear
homogen (3.2.8) pada interval -o0 <t < 40, i
Untuk p <m.
Jika ada p, dimana p kurang dari m vektor eigen yang bebas linear yang
bersesualan dengan satu nilai eigen o, yang real dan berulang kelipatan
m, maka ada p, dimana p kurang dari m penyelesalan dari sistem linear
homogen (3.2.1) yang bebas linear pada interval a < t < b yang berbentuk
ve™, Dengan demikian untuk membangun penyelesaian umum dari sistem
linear homogen (3.2.1) pada interval a < t < b, kita harus mencar
penyelesaian-penyelesaian yang lain dari sistem linear homogen (3.2.1)
yang bebas linear pada interval a £t £ b yang mempunyai bentuk vang
berbeda yang melibatkan hasilkali polinomial dan fungsi eksponensial.
Untuk p= 1.
Jika {vi, Vi + 1, ¥m + 2, ..., Vn} merupakan suatu himpunan vektor-vektfor

eigen yang bebas linear yang berturut-turut bersesuaian dengan satu nilai
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eigen o yang real dan berulang kelipatan m = 2 dan nilai-nilai eigen yang
lain (jika ada) Gm + 3, Om + 2, ..., Oy vang real dan berbeda, maka
penyelesaian umum dari sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a < t
< b adalah fungsi vektor

d)c(t) o= C[V[Galt +eaf{vit + Vg)eail

Gm + 2t ol

?

+ Cn+1Vim+ 16%“+ e Cin+72¥m+2€ R ol o9 T
dimana ¢i, €2, ¢m + 1, ¢m + 2, ..., Cn merupakan konstanta-konstanta
sebarang, vektor eigen vy = (vy, vy)' merupakan suatu penyelesaian vang
taktrivial dari sistem (A - o )vy = 0, vektor v, = (v, vg)T merupakan
suatu penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - o Dvy = vy dan {$:(t) =
V]e(111> 92(t) = (vit + VZ)eoma Gm + 1(1) ™ Vi + e il: O+ 2(t) = Y+ Zeam ’ ﬂ,
cres 0u(t) = v} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian

fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1) pada intervala <t < b,

Contoh 3.2.4 :

Cari penyelesaian umum dari sistem linear homogen

X' = X (3.2.9)

pada interval -0 <t < 400

Penyelesaian :
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Misalkan penyelesaian pertama dari sistem linear homogen (3.2.14) pada
interval ~oo < t < +o0 adalah fungsi vektor
é)l(t) = V1Ca]t.

Jika matriks koefisien

1 3
A= ,
3 7
maka
I-a -3
[A-all= = o’ -8a+ 16
3 7-a

Persamaan karakteristik dari A adalah o - 8a + 16 = 0 yang ekuivalen
dengan (o - 4Y* = 0, sehingga diperoieh o; = 4. Jadi, A mempunyai satu
nilai eigen yang real dan berulang dua kali, yaitu 4.

Misalkan v; = (v,, Vz)T merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen o, = 4, maka v, merupakan suatu

penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - o )vy = 0, yaitu

-3 3
(v1,v2)" =(0,0)".
3 3

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah
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Beniuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah
1 1 0
0 0 0

yang bersesualan dengan persamaan aljabar linear

vitvp=10,

Jika dipilih v; = p, maka vektor eigen dari A vang bersesuaian dengan
nilai eigen o = 4 adalah v; = (p, -p)’, dimana p merupakan suatu
konstanta real sebarang dan p # 0. Vektor v, in1 dapat ditulis sebagai vy =
p(1, -1)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear,
maka himpunan {(1, -1)'} bebas lincar, schingga himpunan {(1, -1)"}
merupakan basis untuk ruang eigen dar1 A yang bersesuaian dengan nilai
eigen o = 4. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.

Dengan demikian penyelesaian pertama dari sistem linear homogen
(3.2.9) pada interval -co < t < +o0 adalah fungsi vektor

hi()=(-3,3)¢"
Misalkan penyelesaian kedua dari sistem linear homogen (3.2.9) pada

interval -oo <t < +o0 adalah fungsi vektor

0a(t) = (vit + )™,
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dimana vektor eigen v, = (-3, B)T merupakan suatu penyelesaian yang
taktrivial dari sistem (A - 4D)v; = 0 dan vektor v; = (vy, Vz)T merupakan
suatu penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - 41)v, = v|, yaitu
3 -3
(vi, v2) = (-3,3)".
3 %

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah

yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear simultan

v+ vy 1.
Jika dipilih v, = m, maka vektor v, = (1 - m, m)T, dimana m merupakan
suatu konstanta real sebarang dan m # 0. Vektor v, ini dapat ditulis
sebagai v, = (1, ) + m(-1, 1)". Suku yang melibatkan m hanya
menghasilkan kelipatan dari penyelesaian pertama, sehingga dapat
dihilangkan. Dengan demikian penyelesaian kedua dari sistem linear

homogen (3.2.9) pada interval -0 < t < 400 adalah fungsi vektor

Bo(1) = [(-3, 3)Tt+ (1, 0)je™ = (31 + 1, 30)7e™.
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Jika Wronskian
S3e' (3t et

W(d1, $2)(1) = =3e™ =0,

3¢t 3t
untuk semua titik t dalam interval -co < t < +00, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (3.2.9) pada interval -co < t < +eo adalah
fungsi vektor

0o(t) = c1(-3, 3)e™ + ex(-3t + 1, 3t)e",
dimana ¢; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {¢,(t) =
(-3, 3Ye", d(t) = (3t + 1, Bt)Te'“} merupakan suatu himpunan
penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistern linear homogen
(3.2.9) pada interval ~oo <t < 400, L
Untuk p= 1.
Jika {v|, Vi + 1, Vm + 2, ..., ¥z} merupakan suatu himpunan vektor-vektor
eigen yang bebas linear yang berturut-turut bersesuaian dengan satu nilaj
eigen o) yang real dan berulang kelipatan m = 3 dan mlai-nilai eigen yang
lain (jika ada) Oy + 1, O + 2, ..., O vang real dan berbeda, maka
penyelesaian umum dari sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a < t
< b adalah fungsi vektor
it

Ge(t) = cyvye™ + co(vit + v)e™ + ca(Vavit? + vat + va)e

Oy + 11 G + 20 Ot
F O 1Vm+1€ T Cy b2V 426 T T v
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dimana ¢, €2, €3, Cm + 1, Cm + 2, ..., Cn merupakan konstanta-konstanta
sebarang, vektor eigen vy = (v, va, vs)! merupakan suatu penyelesaian
yang takfrivial dari sistem (A - oyb)v; = 0, vektor vo = (vi, vz, va)
merupakan suatu penyelesaian yang taktrivial dart sistem (A - ayI)vy = vy,
vektor vy = (vy, vz, v3)T merupakan suatu penyelesaian yang taktrivial dari
sistem (A - oyl)vs = vy dan {¢1(t) = vie™, §,(t) = (vit + vp)e™!', ¢5(t) =
(Favit + ot + va)e™, G+ 1() = Vi + 1€ Y, e o) T Vi e 26", L
da(t) = v,e™} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian
fundamental dari sistem linear homogen (3.2.1) pada interval a <t < b,

Contoh 3.2.5;

Cari penyelesaian umum dan sistem linear homogen

0 1 2
=15 -3 7|x (3.2.10)
1 0 O

pada interval -eo <t < +o0.
Penyelesaian :
Misalkan penyelesaian pertama dari sistem linear homogen (3.2.10) pada
interval -co < t < +c0 adalah fungsi vektor
$1(t) = v

Jika matriks koefisien
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I 6 0
maka
-0t I 2
|A-all= |5 3-a -7 |=-a®-3a-3a-L
1 0 QL

Persamaan karakteristik dari A adalah -o’ - 3 - 300 - 1 = 0 yang
ekuivalen dengan -(o + 1)° = 0, sehingga diperoleh oy = -1. Jadi, A
mempunyai satu nilai eigen yang real dan berulang tiga kali, yaitu -1.
Misalkan v = (vi, va, v3) merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen oy = -1, maka v; merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - o)vy = 0, yaitu

1 1 2

% B -7 (VB Vs, vs)i = COBO, OF;

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah

1 2 0
2 -7 0
0 1 0O

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah
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0 1 1 ©
0 0 0 O
1 0 1 0

yang bersesuaian dengan sistem dua persamaan aljabar Iinear simultan
Vot v3=0, vi+ vy=10.
Jika dipilih v; = m, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen a; = -1 adalah v; = (m, m, -m)’, dimana m merupakan suatu
konstanta real sebarang dan m = 0. Vektor v, ini dapat di tulis sebagai v,
= m(1, 1, -1)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas
linear, maka himpunan {(1, 1, -1)"} bebas linear, sehingga himpunan {(1,
i, -I)T} merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian
dengan nilai eigen o = -1. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.
Dengan demikian penyelesaian pertama dari sistem linear homogen
(3.2.10) pada interval -0 <t < o0 adalah fungsi vektor
i) = (-2, -2,2)'e"
Misalkan penyelesaian kedua dari sistem linear homogen (3.2.10) pada
interval -co < t < +o0 adalah fungsi vektor
d2(t) = (vit + va)e™,
dimana vektor eigen v; = (-2, -2, 2)’ merupakan suatu penyelesaian yang

taktrivial dari sistem (A - o)vy = 0 dan vektor vy = (v, vy, \/3)T
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merupakan suatu penyelesatan yang taktrivial dari sistem (A - o)vy = vy,

yaitu
11 2
52 T (v, v, va) =2, -2, 2)".
1 0 1

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah

i 1 2422
5 -2 7 -2
I 0 1 2

0 I 2
0 0 0 0
(0 S

yang bersesuaian dengan sistem dua persamaan aljabar linear simultan

vitvi=2 -vy-v3=4,

Jika dipilih v; = m, maka vektor v = (2 - m, -4 - m, m)T, dimana m

merupakan suatu konstanta real sebarang dan m # 0. Vektor v, ini dapat

di tulis sebagai v, = (2, -4, O)T + m{~1, -1, l)T. Suku yang melibatkan m

hanya menghasilkan kelipatan dari penyelesaian pertama, sehingga dapat

dihilangkan. Dengan demikian penyelesaian kedua dari sistem linear

homogen (3.2.10) pada interval -oo < t < 40 adalah fungsi vektor
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0a(1) = [(-2, -2, D't + (2, 4, 0) Je = (2t + 2, -2t - 4, 2t) e,
Misalkan penyelesaian ketiga dari sistem linear homogen (3.2.10) pada
interval -co <t < +4<0 adalah fungsi vektor

d3(t) = (Yavy + vat + vs)e™,
dimana vektor eigen v; = (-2, -2, 2)" merupakan suatu penyelesaian yang
taktrivial dari sistem (A + Dv; = 0, vektor v, = (2, -4, 0)' merupakan
suatu penyelesatan yang taktrivial dari sistem (A + Dv, = v; dan vektor v;

= (v1, va, v1)' merupakan suatu penyelesaian yang taktrivial dari sistem

(A + Ijvs = vy, yaitu

U 1
0 0 0
o -1 -1

yang bersesualan dengan sistem dua persamaan aljabar linear simultan
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vyt vy=0, «vy~vy=-2,
Jika dipilih v; = m, maka vektor vy = (-m, 2 - m, m)T, dimana m
merupakan suatu konstanta real sebarang dan m # 0. Vektor v3 im dapat
di tulis sebagai vi = (0, 2, O)T + m(-1, -1, l)T. Suku yang melibatkan m
hanya menghasilkan kelipatan dari penyelesaian pertama, sehingga dapat
dihilangkan. Dengan demikian penyelesaian ketiga dari sistem linear
homogen (3.2.10) pada interval -oo <t < +c0 adalah fungsi vektor

03(t) = [¥4(-2, -2, 2)'¢ + (2, 4, 0)'t + (0, 2, 0)']e"

= (% + 21, -t - 4t + 2, ) e,

Jika Wronskian
2et (2t+ et (A + 2)e
Wby, b2, d)(0) = | 2¢*  (2t—4)e’ (- 4t+2e'|=8e" =0,

Je'  Jte’ e’

untuk semua titik t dalam interval oo <t < +<0, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (3.2.10) pada interval -« < t < +o0 adalah
fungsi vektor
bo(t) = ¢1(-2, -2, 2) et + ca(-2t + 2, -2t - 4, 2)"e™
+oa(-tF + 21, - 4+ 2, )Te?,
dimana ¢;, ¢; dan c; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {4,(t)
(<2, 2, )T, Ga(t) = (26 + 2, 20 - 4, 20", da(t) = (- + 21, £ 41 + 2,

)"} merupakan suatu  himpunan  penyelesaian-penyelesaian
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fundamental dari sistem linear homogen (3.2.8) pada interval -co <t < 40,
0

Untuk p=2.

Jika {vi, V2, Vm + 1, Vs + 2, -.., Vo) merupakan suatu himpunan vektor-
vektor eigen yang bebas linear yang berturut-turut bersesuaian dengan
satu nifal eigen o, yang real dan berulang kelipatan m = 3 dan nilai-nilai
eigen yang lain (jika ada) Om + 1, Om + 2, ..., O yang real dan berbeda,
maka penyelesaian umum dari sistem linear homogen (3.2.1) pada
interval a £ t < b adalah fungsi vektor

Oo(t) = c1vie™ + Cavae™ + calvat + vy )™

it

Y
+Cm-%-2Vm-+-ZGOQTHL2 + ..ot Cpvne >

g+ 1L

+ Cm+1Vm+1€
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dimana ¢y, ¢, €3, Cm + 1, Cm + 2, ..., Cn merupakan konstanta-konstanta
sebarang, vektor eigen vi; = mv; + nv,, dimana m, n merupakan
konstanta-konstanta rcal sebarang dan m, n % 0, merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - o )vs = 0, vektor v4 = (vy,
V2, v;;)T merupakan suatu penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A -
ouDve = vadan {§1(t) = vie™, da(t) = v2e™, §a(t) = (vat + v4)e™", G 1(D)
= Vi 4 1€ Do+ 2(D) = Vin 428772 u(t) = vie™} merupakan suatu
himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear
homogen (3.2.1) pada intervala <t < b.

Contoh 3.2.6 :

Cari penyelesalan umum dari sistem linear homogen

4 3 1
=4 -4 2|k (3.2.11)
g8 12 6

pada interval -co <t < 400,
Penyelesaian :
Misalkan penyelesaian pertama dan keduva dari sistem linear homogen
(3.2.11) pada interval oo <t < +c0 adalah fungsi-fungsi vektor
di(t) = vie™,
dimanai=1, 2.

Jika matriks koefisien
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maka

3A~all= -4 -4-0, -2 =a’ -6’ + 120, - 8.

Persamaan karakteristik dari A adalah o’ - 60 + 120 - 8 = 0 yang
ekuivalen dengan (o - 2)° = 0, sehingga diperoleh o, = 2. Jadi, A
mentpunyai satu nilai eigen yang real dan berulang tiga kali, yaitu 2.
Misalkan vy = (vi, va, Vg)T merupakan suatu vektor eigen dart A yang
bersesuaian dengan nilai eigen o; = 2, maka v; merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - a;1)vs = 0, yaitu

2 32 -1

ed' S60 ) {(vilvo, va)a = (ORO.ON.

g8 12 4

Matriks lengkap dari sistem di atas adalah

4 - 1 0
4 6 -2 0
8§ 12 4 0O

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah
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2 3 1 0
6 0 0 ¢
0 0 0 O

yvang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear simulitan

2vi+ 3va+ vy =0,
Jika dipilih vi = m dan v, = n, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian
dengan nilai eigen o, = 2 adalah v3 = (m, n, -2m ~ 3n)’, dimana m, n
merupakan konstanta-konstanta real sebarang dan m, n # 0. Vektor v, ini
dapat ditulis sebagai v = m(1, 0, -2)" -+ n(0, 1, -3)". Karena himpunan
sebuah vektor taknol adalah bebas linear, maka himpunan {(1, 0, ~2)T, (0,
1, »3)T} bebas linear, sehingga himpunan {(1, 0, -2)), (0, 1, -3)"}
merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nila
eigen a; = 2. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 2.
Dengan demikian penyelesaian pertama dan kedua dari sistem linear
homogen (3.2.11) pada interval -co < t < +eo adalah fungsi-fungsi vektor

&1(t) = (1, 0, -2) e™ dan ¢(t) = (0, 1, -3)Te™.
Misalkan penyelesaian ketiga dari sistem linear homogen (3.2.11) pada
interval -co < t < +ow0 adalah fungsi vektor

(1) = (vt + va)e™,
dimana vektor eigen v3 = m(1, 0, -2)" + n(O., 1,-3) =(m, n, 2m - 3n)"

merupakan suatu penyelesalan vang taktrivial dan sistem (A - a;v; = 0
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dan vektor v; merupakan suatu penyelesaian yang takirivial dan sistem
(A - o Ivs = v3, yaitu
2 3 1
4 6 -2 |(vi,va, v3) =(m, n, -2m - 3n)".
g 12 4
Dengan mempersamakan koefisien-koefisien, kita dapat sistem tiga
persamaan aljabar linear simultan
2vi+3va+vi=1m, -4v) - 6vy - 2vy =1,
&vy + 12vy + 4vy =-2m — 3n. (3.2.12)
Karena dua persamaan pertama dalam sistem (3.2.12) konsisten, kita
dapat n = -2m. Jika dipilih m = 1, maka matriks lengkap dari sistem

(3.2.12) adalah

G- |
4 6 2
8 12 4

2 > W B
0 0 0 0
0 0 0 ¢

yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear

2vit 3vpt vy =1,
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Jika dipilih v; = 0 dan v, = 0, maka vektor v4 = (0, 0, p)', dimana p
merupakan suatu konstanta real sebarang dan p # 0. Vektor v4 ini dapat
ditulis sebagai v4 = p(0, 0, 1Y%, Dengan demikian penyelesaian ketiga dari
sistem linear homogen (3.2.9) pada interval - < t < +o0 adalah fungsi
vektor
05(6) = [(1, -2, D't + (0, 0, 1) e = [1, -2t, (4t + D)]'e?,

Jika Wronskian

e 0 te”
Wi, ¢2, 03)()=| O e -2te” =e% 0,

2t

28 3e™ (4t+ 1)

untuk semua titik t dalam interval -eo < t < 400, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (3.2.11) pada interval -0 < t < -+o0 adalah
fungsi vektor

de(t) = ci(1, 0, -2)%e™ + cx(0, 1, -3)"e™ + caft, -2t, (4t + 1)]e?,
dimana ¢, ¢; dan c¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {¢;(t)
= (1, 0, -2, o) = (0, 1, 3T, hat) = [t, 21, (4t + 1)]"e’}
merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari

sistem linear homogen (3.2.11) pada interval -co < t < +00.
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3.3 Metode Koefisien TakTentu dan Variasi Parameter
Metode-metode yang dapat digunakan untuk mendapatkan penyelesaian
khusus dari sistem n persamaan diferensial linear takhomogen orde pertama
simultan dengan koefisien konstan dalam notasi matriks adalah metode

koefistien taktentu dan variasi parameter.

3.3.1 Metode Koefisien TakTentu

Sistem n persamaan diferensial linear takhomogen orde pertama simultan
dengan koefisien konstan dalam notasi matriks

x' = Ax + F(t), (3.3.1)
dimana A merupakan suatu matriks bujur sangkar konstan real berordo n dan
komponen-komponen dan fungs: vektor F(t) merupakan fungsi eksponensial,
polinomial, fungsi sinusoida ataupun berupa penjumlahan fungsi-fungsi vektor
semacam 1tu.

Gagasan pokok dari metode ini adalah mengmisalkan fungsi vektor ¢,(t)
sebagal pernyataan yang serupa dengan fungsi vektor F(t) yang mengandung
koefisien yang takdiketahui yang harus kita tentukan melalui substitusi ¢,(t) ke

dalam sistem linear takhomogen tersebut.
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F(t) do(t)
F(t) =bgt + byt* + ... + byt™ TS(Bot + Bt + ...+ But™)
a cos kt + b sin kt T%(A cos kt + B sin kt)
e"(a cos kt + b sin kt) T*(A cos kt + B sin kt)e"
F(te" T Bt + Byt” + ...+ Bt™)e”
F(t)(a cos kt + b sin kt) T (Aot + Ajt? + ...+ Ant™)cos kt +
(Bot + Byt? + ...+ Bpt™sin kt]

Tabel 1.1

Aturan-aturan metode koefisien taktentu.

a.  Aturan dasar.
Jika ¥(t) dalam sistem linear takhomogen (3.3.1) merupakan salah satu
fungsi vektor yang terdapat pada kolom pertama dari tabel 1.1 di atas ini,
maka pilihlah ¢,(t) yang bersesuaian dari kolom kedua dan tentukan
koefisien taktentunya dengan cara substitusi ¢,(t) dan derivatifnya ke
dalam sistem linear takhomogen (3.3.1).

b.  Aturan modifikasi.
Jika salah satu bentuk dari F(t) adalah suatu penyelesaian terhadap sistem
linear homogen (3.3.1) yang bersesualan, maka kalikan ¢(t) yang dipilih

dengan t atau mungkin dengan suatu pangkat dari t yang febih tinggi.
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¢.  Aturan penjumlahan.
Jika salah satu bentuk dari F(t) adalah suatu penjumlahan fungsi-fungsi
vektor yang berasal dari beberapa baris dalam kolom pertama pada tabel
1.1, maka pilihlah ¢,(t) yang berupa penjumiahan fungsi-fungsi vektor
dart baris yang bersesuaian dalam kolom kedua.
Contoh 3.3.1 :
Can penyelesaian umum dari sistem Jinear takhomogen
4 2
X = x + (-8, 2t + 3)! (3.3.2)
3 -1
pada interval -co < f < +oo,
Penyelesaian :
Menurut contoh 3.2.1, penyelesaian umum dari sistem linear homogen
(3.3.2) yang bersesuaian pada interval -oo <t < -+eo adalah fungsi vektor
0t) =c)(1,-3) e + (2, 1)’
Karena tidak ada penduplikatan antara suku 9(t) dan suku takhomogen
dalam (3.3.2), kita misalkan penyelesaian percobaan berbentuk
Gp(t) =at+ b= (art + by, at + by)", (3.3.3)
dimana a dan b merupakan vektor-vektor yang harus ditentukan.
Substitusi persamaan (3.3.3) ke dalam sistem linear takhomogen (3.3.2),

kita dapat
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(a1, ) = (art+ by, agt + by)" + (=8¢, 2t + 3)7
30

= [(4a; + 2a; — 8)t + 4b + 2b,, (3a; - a2 + 2)t + 3b; — by + 31",
Ketika kita mempersamakan koefisien-koefisien t dan suku-suku konstan
(dalam kedua komponen x; dan x,), kita dapat sistem empat persamaan
aljabar linear simultan

da, + 2a,=28, 34, -2, =-2,

4by + 2by =a; dan 3a; - by = a,- 3, (3.3.4)
Kita menyelesaikan dua persamaan pertama dalam (3.3.4) untuk a; = /5
dan a, = '%5 dan menyelesaikan dua persamaan terakhir untuk b; = 225
dan by = '/25. Jadi, penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen
(3.3.2) pada interval -co <t < 400 adalah fungsi vekior

bo(t) = st + 22s, Crst+ 12s)"
dan penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen (3.3.2) pada
interval -oo <t < +o0 adalah fungsi vektor

o) = ci(1, -3) e + co(2, Dl + (M5t + 225, Cist + s,

dimana ¢; dan ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang, 1
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Contoh 3.3.2 :
Cari penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen
4 2
X = x + (0, ™) (3.3.5)
3 -1
pada interval -co </t < +00,
Penyelesaian :
Menurut contoh 3.2.1, penyelesalan wmum dari sistem linear homogen
(3.3.2) yang bersesuaian pada interval -oo < t < +o0 adalah fungsi vektor
ot} = ex(1, -3)'e + (2, D'e™ (33.6)
Karena penduplikatan suku e™ dalam sistem linear takhomogen di atas
dan dalam fungsi komplementer (3.3.6) didapatkan lebih dahulu, kita
misalkan penyelesaian percobaan berbentuk
0u(t) = ate™ + be™ = (a;t + by, ast + by)'e™ (3.3.7)
(lebih baik daripada ate™ sendirt), dimana a dan b merupakan vektor-
vektor yang harus ditentukan. Maka
o' 5(1) = (a~2b)e™ — 2ate™. (3.3.8)
Substitust (3.3.7) dan (3.3.8) ke dalam sistem linear takhomogen (3.3.5),
diikuti dengan penghapusan seluruh e menghasitkan

(a; —2by — 2at, a3 — 2b, — 2a,t)"
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= (ait + by, ast + by)" + (0, 1)’
3 -1

= [(4a, + 2a)t + 4b; + 2ba, (3a; - ag)t + 3b; ~ by + 171
Kita mempersamakan koefisien-koefisien t dan suku-suku konstan dan
diperoleh sistem empat persamaan aljabar linear simultan

6a) + 2a; =0, 3a, -a; =0,

6b; + 2by = a; dan 3b; + by =a;— 1. (3.3.9)
Dua persamaan pertama dalam (3.3.9) mengimplikasikan bahwa a, =
-3a;. Supaya dua persamaan terakhir konsisten, kita dapat

ap = 2(ay ~ 1) = 2(-3a;~ 1) = -6a; - 2.
Kesimpulannya adalah a; = R/ sehingga a, = °/7. Setiap dua persamaan
terakhir dalam (3.3.9) sekarang mereduksi menjadi 6b; + 2b, = -7,
sehingga b, = —3by — /7. Jadi, penyelesaian khusus dari sistem linear
takhomogen (3.3.5) pada interval -co < t < +o0 adalah fungsi vektor

op(t) = (=277, 5yt + b, (1, ~3)Te ™ + (0, -‘/7)%'2‘;
Suku tengah pada ruas kanan merupakan suvatu penyelesaian dari sistem
linear homogen (3.3.5) yang bersesuaian dan dapat terserap ke dalam
fungsi komplementer (3.3.6). Jadi, penyelesaian umum dari sistem linear

takhomogen (3.3.5) pada interval -o0 <t < +<o adalah fungsi vektor

o) = ei(1,-3) e ™ + &x(2, 1)'e™ + (217, /1) 'te™ + (0, - '17)e ™,
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dimana ¢ dan ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang. L]

Contoh 3.3.3

Cari penyelesaian uamum dari sistem linear takhomogen

x' = x+ (2¢", 3t)’ (3.3.10)

pada interval ~o0 <t < +co.
Penyelesaian :
Menurut contoh 3.1.3, penyelesaian umum dan sistem linear homogen
(3.3.10) yang bersesuaian pada interval -0 <t < 4o adalah fungsi vektor
d(0) = ci(1, -1)Te™ + eo(1, 1),
Misalkan suatu penyelesaian percobaan berbentuk
0p(t) = ate™ + be™ + et + d, (3.3.11)
dimana a, b, ¢ dan d merapakan vektor-vektor yang harus ditentukan.
Perhatikan bahwa ¢, = -1 merupakan suatu nilai eigen dari matriks
koefisien A dan kita harus melibatkan kedua ate™ dan be' dalam
penyelesaian yang diandaikan. Dengan mensubstitusikan persamaan
(3.3.11) ke dalam sistem linear takhomogen (3.3.10) dan menghapus
suku-suku, kita dapat persamaan-persamaan aljabar berikut untuk a, b, ¢
dan d.

Aa=-a, Ab=a—b-(2,0),
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Ac=-0,3) dan Ad =c. (3.3.12)
Dari persamaan (3.3.12) pertama kita lihat bahwa a merupakan suatu
vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai eigen o = -1. Jadi, a =
(1, 1)". Maka dari persamaan (3.3.12) kedua kita dapat b = k(1, 1)" - (0,
1)T untuk suatu konstanta k. Pilihan sederhana adalah k = 2 sehingga b=
(%, -4)'. Maka persamaan-persamaan (3.3.12) ketiga dan keempat
menghasilkan ¢ = (1, Z)T dand = (-4/3, -5/3)T. Akhimya, dari persamaan
(3.3.11), kita dapat penyelesaian khusus

o) = (1, Dlte™ + (1, -De + (1, 2)"t - '/3(4, 5)"
dan penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen (3.3.10) pada
interval -co <t < 4o adalah fungs: vektor

o(t) = ci1, -1)"e™ + ex(1, D'e”

+(1, Dte + (1, -Dlet+ (1, 2)'t- 1734, 5)',

dimana c; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang. L]

3.3.2 Metode Variasi Parameter
Sistem n persamaan diferensial linear takhomogen orde pertama simultan
dengan koefisien konstan dalam notasi matriks
x' = Ax + F(t), (3.3.1)
dimana A merupakan suatu matriks bujur sangkar konstan real berordo n dan

F(t) merupakan suatu fungsi bernilai vektor kolom tetapi tidak perlu konstan
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berordo n x 1. Kita akan memperoleh penyelesaian khusus dari sistem linear
takhomogen (3.3.1) pada interval a < t < b dengan menggunakan metode variasi
parameter sebagai berikut. Kita mengetahui bahwa fungsi vektor

O(t) = Cr1(D) + a2 + ...+ Cuu(t), (3.3.13)
dimana {¢:(t), $2(t), ..., ¢{t)} merupakan suatu himpunan penyelesaian-
penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (3.3.1) vang bersesuaian
pada interval a £ t £ b dan ¢, ¢;, ..., ¢, merupakan konstanta-konstanta
sebarang, merupakan penyelesatan umum dari sistem linear homogen (3.3.1)
yang bersesuaian pada interval a < t < b. Fungsi komplementer atau
penyelesaian komplementer (3.3.13) dapat ditulis dalam bentuk

oo(t) = D(D)e,
dimana D(t) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear homogen
(3.3.1) vang bersesuaian pada interval a <t < b dan ¢ = (¢, Ca, ..., Co)
merupakan suatu vektor konstan sebarang. Metode variasi parameter terdiri atas
penggantian vektor konstan “parameter” c oleh fungsi vektor yang takdiketahui
u(t) yang harus ditentukan sehingga fungsi vektor yang dihasilkan adalah

o) = D(tu(t) (3.3.14)
merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen (3.3.1) pada
interval a £t <b. Dengan mendiferensiasikan (3.3.14), kita dapat

9'(6) = D' (Du(t) + DH)u'(t) (3.3.15)
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dan dengan mensubstitustkan (3.3.14) dan (3.3.15) ke dalam sistem linear
takhomogen (3.3.1), kita dapat

D'(tha(t) + O(Hu'(t) = AD(tha(t) + F(t). (3.3.16)
Karena ®(t) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear homogen
(3.3.1) yang bersesuaian pada interval a < t < b, maka

(1) = AD(t).
Jadi,

®'(Hu(t) = AD(tu(t)
dan persamaan (3.3.16) mereduksi menjadi

D(thu'(t) = F(1). (3.3.17)
Karena ®(t) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear homogen
(3.3.1) yang bersesuaian pada interval a < t < b, maka

o] =0,
untuk semua titik t dalam interval a <t < b dan ®”'(t) ada dan tunggal pada
interval a £t <b. Jadi, persamaan (3.3.17) menjadi

w(t) = O (H)F(1), (3.3.18)
untuk semua titik titik t dalam interval a £ t £ b. Dengan mengintegralkan
fungsi vekior (3.3.18), kita dapat

i
u(t) = [ &(S)F(s)ds, - (3.3.19)
t
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dimana t dan t, merupakan titik-titik dalam interval a <t < b. Jadi, dengan
mensubstitusikan fungsi vektor (3.3.19) ke dalam fungsi vektor (3.3.14)
menghasilkan fungsi vektor
t
op(t) = D(1) [ D (s)F(s)ds (3.3.20)
fo
merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen (3.3.1) pada
interval a <t < b. Teorema tentang rumus variasi parameter untuk sistem linear
takhomogen (3.3.1) berikut membuktikan bahwa setiap fungsi vektor yang
berbentuk (3.3.20) merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear
takhomogen (3.3.1) pada interval a < t < b.
Teorema 3.3.1 :
Andaikan bahwa ®(t) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem
linear homogen (3.3.1) yang bersesuaian pada interval a <t < b, maka
fungsi vektor

t
ou(t) = D(t) f &7 (s)E(s) ds, (3.3.20)
tg

dimana t dan to merupakan titik-titik dalam interval a <t < b, merupakan
penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen (3.3.1) pada interval a
<t<h

Bukti :

Dengan mendiferensiasikan fungsi vektor (3.3.20), kita dapat
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t
O'(t) = D'(t) [ D (s)F(s)ds + DD (1F(E)
to
{
= @'(t) [ & ($)F(s)ds + F(t),
to

Karena ®(t) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear
homogen (3.3.1) yang bersesuaian pada interval a <t £ b, maka
D(t) = AD(t).
Jadi,
t

¢'u(t) = AD(t) [ &7(s)F(s) ds + F(1). (3.3.21)
t

Juga dari fungsi vektor (3.3.20), kita dapat
{

Ad (1) + F(ty = AD(t) [ @7 (s)F(s)ds + F(t). (3.3.22)
fo

Dengan membandingkan persamaan-persamaan (3.3.21) dan (3.3.22), kita
lihat bahwa fungsi vektor o¢4(t) yang didefinisikan oleh (3.3.20)
sedenukian hingga

¢'5(t) = Agp(t) + F(b).
Jadi terbukti bahwa setiap fungsi vektor ¢g(t) yang didefinisikan oleh
(3.3.20) merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen

(3.3.1) pada interval a < t < b. L]
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Suatu penyelesaian umum dari sistem linear takhomogen (3.3.1) pada interval a
<t < b adalah fungsi vektor

t

d(t) = D(t)e + D(1) [ D (s)F(s)ds, (3.3.23)
fo
dimana ¢ = (¢, C2, ..., cn)'r merupakan suatu vektor konstan sebarang; suku

pertama pada ruas kapan persamaan (3.3.23), yaitu @(t)c merupakan
penyelesaian umum dari sistem homogen (3.3.1) yang bersesuaian pada interval
a <t < b dan suku kedua atau suku integral pada ruas kanan persamaan (3.3.23)
merupakan penyelesaian khusus dari sistem takhomogen (3.3.1) pada interval a
<t<h.
Teorema 3.3.2 :
Jika @(t) merupakan suatu matriks fundamental dart sistem linear
homogen (3.3.1) yang bersesualan pada interval a < t £ b, maka masalah
nilai awal yang terdini atas sistem linear takhomogen (3.3.1) dan syarat
awal
b(to) = o,
dimana t, merupakan suatu titik dalam interval a <t < b dan ¢¢ = (do1, do2,
..., 0on)" merupakan suatu vektor konstan dari bilangan-bilangan real o,
doz, ..., Gon; mempunyai penyelesaian tunggal
1

(1) = DOD (to)po + D(1) [ ©(s)F(s)ds, (3.3.24)
to
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untuk semua titik t dalam interval a <t <b.

Bukti:

Menurut teorema 3.3.2, suatu penyelesaian sebarang dapat diekspresikan
dalam bentuk

Ot = c1ga(t) + Cada(t) + ...+ Cau(t) + Gp(1), (3.3.25)
dimana ¢, €3, ..., ¢y merupakan konstanta-konstanta sebarang, {¢,(t),
$2(t), ..., du{t)} merupakan suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian
fundamental dari sistem linear homogen (3.3.1) yang bersesuaian pada
interval a £t < b, fungs: vektor ¢,(t) merupakan penyelesaian khusus dari
sistem linear takhomogen (3.3.1) pada interval a £t £ b. Menurut teorema
2.2.8, kombinasi linear

C11(1) + C202(t) + ... + Cuds(t)
dalam persamaan (3.3.24) dapat ditulis sebagai

d(t)c,
dimana ®(t) merupakan suatu matriks fundamental dari sistem linear
homogen (3.3.1) yang bersesuaian pada interval a <t < b. Juga menurut
teorema 3.3.1, fungsi vektor

{

dp(t) = D(t) [ D7 (s)F(s)ds
to
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merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen (3.3.1)
pada interval a <t < b. Jadi, suatu penyelesaian yang diberikan oleh
(3.3.25) berbentuk

{
$(t) = D(t)e + D) [ O(s)F(s)ds. (3.3.26)
to

Selanjutnya, dengan menggunakan syarat awal

(to) = o,
maka fungst vektor (3.3.26) menjadi

o(to) = @(t)e + 0
(karena integral dari t, ke t sama dengan nol) dan dari sini penerapan
syarat awal menghasilkan

do=P(t)c.

Karena matriks fundamental ®(t) taksingular, maka

lo@)| =0
dan @7\(t) ada dan tunggal, kita dapat

O (10)do = O (1) D(te)e = Ie = c.
Jadi, dengan mensubstitusikan nilai ¢ ini kembali ke dalam fungsi vektor
(3.3.26), kita dapat penyelesaian tunggal dari sistem linear takhomogen
(3.3.1) pada interval a < t < b yang berbentuk

1
o(t) = DD (to)bo + O(t) | &7 (s)F(s)ds.
to
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Bukti selesai. ]
Contoh 3.3.6:

Cari penyelesaian dari masalah nilai awal

X' = x + (-15, -4)"te™, (3.3.27)

0y =(1,-1)'
pada interval -oo < { < oo,
Penyelesaian :
Menurut contoh 3.2.1, penyelesaian umum dari sistem linear homogen
(3.3.27) yang bersesuaian pada interval -0 <t < +c0 adalah fungst vektor
bolt) = ¢1(1, -3) e ™ + a2, 1)e™, (3.3.28)
dimana {0:(t) = (1, -3)'e™, ¢2(t) = (2, 1)"e’} merupakan suatu himpunan
penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen
(3.3.27) yang bersesualan pada inferval -0 < t < +oo. Fungsi
komplementer atau penyelesaian komplementer (3.3.28) dapat ditulis
dalam bentuk
e 2™
do(t) = ¢,
et

dimana
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e—2l 2651
B(1) =

-3 6-21 eSt

merupakan suatu matriks fundamental dari

sistem linear homogen

(3.3.27) yang bersesuaian pada interval -0 <t <+, Determinan dari O(t)

adalah
e-zl 265i
loc)| = =7e" %0,

-2t 5
-3e e

untuk semua titik t dalam interval -co <t < +oo, sehingga invers dari ®(t)

adalah

eSl _2651
1
@) ="M
7
36-21 e-2l

Rumus variasi parameter menghasilkan

t

op(t) = B(t) f D7'(s) F(s)ds
0
/‘ 6—21 2(;5‘1\ (eSS
t1
— .['”‘“ e 3s
07
A 2 51 ~2s

(15se™, 4se™) ds
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/_ 8-25 26_5\0
t1 _
= f— e™(-7se”, 49se™) ds
07
\_-3 e-zi 655
4 e 21 ) es:
t e
= [ (-s, -7s¢™)" ds
2 5 0
[¥at 1
R
( e Qe}
S
= [(-Vas7, se™ + 11771
_36-21 ejl 5T 0
o i
( et 26}
= (Ut te + e T - YTyT
-2 ki
a3 Frates® /

i

Va4 + 28t = 717, 2 + 14t + 218" - Y2, 1Y
merupakan penyelesaian khusus dari sistem linear takhomogen (3.3.27)
pada interval -co < t < +oo. Penyelesaian dari masalah nilai awal yang
terdiri atas sistem linear homogen (3.3.27) yang bersesuaian dan syarat
awal

o0 =(1,-1)"

pada inferval -0 < t < +o0 adalah fungsi vektor

9e(1t) = DD (t0)o
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e? 2e™ I -2
1 N
= — (1,-1)’
p
i 301
e-zl 285[-
1 "
> = 3,2)
7
_3e~2l eSl

=113 + 4¢™, -9 + 26
Suatu penyelesaian dari masalah nilai awal yang terdiri atas sistem linear
takhomogen (3.3.27) dan syarat awal
6(0)=(1,-1)"

pada interval -co < t < +o0 adalah fungst vektor

1
L

o(t) = "17(2, D™+ 114(10 + 28t — 712, =16 + 14t + 2119 e ™,
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BAB 1V
PENERAPAN
SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDE PERTAMA

DENGAN KOEFISIEN KONSTAN DALAM BIDANG FISIKA

Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan koefisien

konstan mempunyai beberapa penerapan dalam bidang fisika. Misalnya mekanika,

rangkaian listrik dan campuran.

4.1 Mekanika

Contoh 4.1 :

Pada bidang horisontal BC yang licin, obyek A; oleh pegas tanpa massa
S| yang panjang normalnya L, dihubungkan dengan titik tetap P dan
obyek A, oleh pegas tanpa massa S; vang panjang normalnya L,
dihubungkan dengan obyek A;, sechingga titik tetap P dan pusat-pusat

gravitasi kedua obyek A, dan A, semuanya terletak dalam garis lurus

(lihat gambar 4.1.1).

TS TSN

Ly

B

oot |l _J

QD —L-H ——u

gambar 4.1.1
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Kemudian obyek A; dipindahkan dengan jarak a, ke kanan atau ke kiri
dari posisi keseimbangannya O, obyek A, dipindahkan dengan jarak a,
ke kanan atau ke kiri dari posisi keseimbangannya O, dan kedua obyek
A dan A, dilepaskan pada waktu t sama dengan nol (lihat gambar 4.1.2).

Bagaimana posisi kedua obyek A, dan A, pada waktu t lebih besar dari

nol?
|
| A N Ay
P{ S, AYY
RO TR A LT T D LT DRI T T R
5 i i i ; C
| S [P
Py Voan
O} Oc
gambar 4.1.2
Penyelesaian :

Langkah pertama. Menyusun model matematis.

Pertama, asumsikan bahwa gaya-gaya geseran pada bidang horisontal BC
yang licin diabatkan dan tidak ada gaya-gaya luar yang bekerja pada
sistem. Selanjutnya, misalkan obyek A; mempunyal massa mj, obyek A,
mempunyal massa mp, pegas S; mempunyai konstanta pegas k; dan pegas
S; mempunyai konstanta pegas k.

Perhatikan y; menyatakan pemindahan obyek A; dari posisi
keseimbangannya O; pada waktu t lebih besar dari atau sama dengen nol.
Asumsikan bahwa y; positif apabila obyek A; ke kanan O,. Dengan cara

yang sama, perhatikan y, menyatakan pemindahan obyek A, dar posisi
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keseimbangannya O, pada waktu t lebih besar dari atau sama dengan nol.

Asumsikan bahwa y, positif apabila obyek A; ke kanan O, (lihat gambar

4.1.3).
| ) 52 ar
LI IR L R D D R I L i
B ; i : C

i 1 j t
| SR :---~b{
o =
o, Oy

gambar 4.1.3
Pandang gaya-gaya yang bekerja pada obyek A; pada waktu t lebih besar
dari nol. Ada dua gaya, vaita F; dan F,, dimana F; diusahakan oleh pegas
S; dan F; diusahakan oleh pegas S;. Menurut hukum Hooke, magnitudo
F adalah k; |y |. Karena gaya ini diusahakan arah ke kiri apabila obyek
Aj ke kanan O; dan arah ke kanan apabila obyek A; ke kiri Oy, kita dapat
Fir=-kiy:.

Menurut hukum Hooke, magnitudo F, adalah ks, dimana s adalah

pemanjangan pegas S; pada waktu t. Karena s = Iyg - y1 1, kita dapat
magnitudo F, adalah k; |y;;_ - v . Selanjutnya, karena gaya ini
drusahakan arah ke kiri apabila y, — y; < 0 dan arah ke kanan apabila y, -
y; > 0, kita dapat

Fy =Xy~ y1).

Menurut hukum Newton kedua, kita dapat persamaan
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myy"s = -kiyi + ka(y2 - 1)

< my'" +(kit kyy —ky, =0, (4.1.1a)
Pandang gaya-gaya yang bekerja pada obyek A, pada waktu t lebih besar
dari nol. Ada satu gaya, yaitu F;, dimana F; diusahakan oleh pegas S,.
Menurut hukum Hooke, magnitudo F; adalah kys = k; | V2 — Vi | Karena
gava ini diusahakan arah ke kiri apabila v, — y; > 0 dan arah ke kanan
apabila y; — v, <0, kita dapat

Fs =ka(y2—y1)-
Menurut hukum Newton kedua, kita dapat persamaan

may""2 = -ka(y2 — 1)

< mpy'a - kay + kayy =0 (4.1.1b)
Dengan demikian dalam menyusun model matematis untuk masalah di
atas terdiri dari sistem

my"y + (ki +kadyr —kay2 =0,

may''s = kayy + kay2 = 0, (4.1.2)
adalah sistem dua persamaan diferensial linear homogen orde kedua

simultan dengan koefisien konstan dan syarat-syarat awal

yi(0) = a5, y'1(0) = 0, y2(0) = a5, y'»(0) = 0. (4.1.3)
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Langkah kedua. Menyelesaikan masalah nilai awal.
Jika obyek A dan A; berturut-turut mempunyai massa satuan m, = 1 dan
m; = 1, pegas S; dan S; berturut-turut mempunyai konstanta pegas k| = 3
dan k; = 2 dan jarak a; = -1 dan a, = 2. Maka sistem (4.1.2) menjadi

y'1+5y:-2y2=0, (4.1.4a)

Y'2-2y1+ 2y, =0, (4.1.4b)
dan syarat-syarat awal (4.1.3) menjadi

yi(0) = -1, y'1(0) = 0, y2(0) = 2, y'2(0) = 0. (4.1.5)
Dari persamaan (4.1.4a), kita dapat

y2 = ~Yay"1 + *hoyy. (4.1.6)
Kita mendiferensiasikan (4.1.4a) dua kali. Di dalam persamaan vang
dihasilkan kita substitusikan y'‘; seperti yang diberikan oleh (4.1.4b) dan
y2 seperti yang diberikan oleh (4.1.6). Int menghasilkan

y®r= =5y 4+ 2y = =5y + 22y ~ 2v2)

=5y + dy; — 4(%y"" + hayy).

Dengan mengurutkan suku-sukunya, kita dapat persamaan

yO+ 7y + 6y =0 (4.1.7)
adalah persamaan diferensial linear orde keempat dengan koefisien
konstan.
Persamaan karakteristik dari persamaan (4.1.7) adalah o + 7o + 60, = 0

yang ckuivalen dengan (o + 1)(o” + 6) = 0, sehingga diperoleh o = i, o
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= —i, oy = \6i atau oy = -V6i. Jadi, persamaan karakteristik dari
persamaan (4.1.7) mempunyai dua pasang akar sekawan kompleks, vaitu
i, —i, V6i dan —V6i.
Penyelesaian umum dari persamaan (4.1.7) adalah

y1 = a1; Sin t + a5, c0s t + ay sin V6t + ay; cos Vét. (4.1.8a)
Dengan mendiferensiasi dua kali, kita dapat

y''1 = —ap; sin t — a1, €os t — 63y; sin V6t — 6as; oS V6L,
Dengan menggunakan hasil ini dan (4.1.8a), dari (4.1.6) kita dapat

y2 = 2811 8in t + 2215 08 t — Y42, sin Y6t — Yeay; cos V6t (4.1.8b)
Dari persamaan (4.1.8a), (4.1.8b) dan syarat-syarat awal

yi{0) =ap+ an=-1, yo(0) = 2a;; ~ Yy = 2,
maka

a1y = /5 dan ay, = -/5

y'1(0) = a1 + a1 V6 = 0, y'5(0) = 2ay, ~ YsaV6 = 0,
maka

a;; =0 dan a;; = 0.
Dengan demikian penyelesaian dari masalah nilai awal adalah

¥ = 3/5 cos t - 5/5 cos \/6t,

[

yo = %5 cos t + ¥/5 cos V6t.
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4,2 Rangkaian Listrik
Rangkaian listrik sederhana yang terdiri atas sumber tenaga elekiromotif,
resistor, induktor dan kapasitor. Permasalahan elektronika sederhana yang dapat
dijelaskan pada rangkaian listrik di atas adalah sumber tenaga elektromotif
menghasilkan aliran arus dalam rangkaian tertutup dan arus ini menghasilkan
perbedaan tegangan melalui resistor, induktor dan kapasitor. Tiga hukum fisika
yang berkaitan dengan perbedaan tegangan tersebut adalah
1.  Perbedaan tegangan melalus resistor diberikan dengan rumus
Er =Ri, (4.1.1)
dimana R adalah suatu konstanta perbandingan yang disebut resistansi
dan i adalah arus.
2. Perbedaan tegangan melalui induktor dibertkan dengan rumus
B0E iF (5 (4.1.2)
dimana L adalah suatu konstanta perbandingan yang disebut induktansi
dan 1 adalah arus.
3.  Perbedaan tegangan melalu kapasitor diberikan dengan rumus
Ec=Clq, (4.1.3)
dimana C adalah suafu konstanta perbandingan yang disebut kapasitansi
dan q adalah muatan pada kapasitor. Karena i(t) = q', maka

i
Ee = C'i(t) dt.
to
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Selain ketiga hukum fisika di atas, berlaku hukum tegangan Kirchhoff yang
berbunyi
“Jumlah aljabar dari semua perbedaan tegangan yang mengelilingi rangkaian
tertutup adalah nol atau tegangan pada rangkaian tertutup sama dengan jumiah
perbedaan tegangan yang tersisa dalam rangkaian tersebut.”
Contoh 4.2 :
Gambar 4.2 mengilustrasikan rangkaian listrik. Susunlah model
matematis dan selesaikan dengan mencari arus I;(t) dan I(t) dan
menganggap bahwa semua muatan dan arus sama dengan nol bila saklar
ditutup pada waktu t sama dengan nol.

L =1 henry C = (.25 farac

, H.
e Al % i

Skalar
t=0 R= 4 ohm
E=12volt ==
MV
Ry = 6 ohm

gambar 4.2

Penyelesaian :
Langkah pertama. Menyusun model matematis.
Model matematis rangkaian ini di dapat dari hukum tegangan Kirchhoff.
Lup sebelah kirt menghasilkan
LI+ Ryl —~ 1) = E(1)

oI+ 4, - L)=12,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI .,

dimana 1, adalah arus di lup sebelah kiri, 1, adalah arus di lup sebelah
kanan dan Ry(I; ~ ;) adalah penurunan tegangan yang melalui resistor,
karena I; dan I, mengalir melalui resistor dalam arah yang berlawanan.
Dengan cara yang sama, lup sebelah kanan menghasilkan

t

Ryl + Ry(L = 1) + C L()dt = 0
to

t
& 61+ 4(1 - 1;) + 4] L{tdt = 0.
to

Dengan menuliskan kembali persamaan pertama dan mendiferensiasikan
persamaan kedua, kita lihat bahwa arus 1, dan I, di dalam rangkaian listrik
tersebut ditentukan oleh sistem

Iy + 4L~ 1y =12, (4.2.1a)

41+ 101 + 4L, = 0. (4.2.1b)
Dengan menggunakan persamaan (4.2.1a), kita nyatakan [ dan
derivatifnya dalam bentuk I, dan derivatifiya. Hasilnya, kita substitusikan
ke dalam persamaan (4.2.1b), yang kemudian hanya terdiri dari I; dan
derivatifnya. Kita selesaikan persamaan ini. Akhirnya, kita kembali ke
persamaan (4.2.1a) dan menggunakannya untuk menyatakan L dalam
bentuk penyelesaian yang baru diperoleh tersebut. Rinciannya adalah
sebagai berikut.

Dari (4.2.1a), kita peroleh
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L="%l+1,-3. (4.2.2)
Dengan diferensiasi

I'p=tal"| + 1
Dengan mensubstitusi hasil ini dan (4.2.2) ke dalam (4.2.1b), kita peroleh

41 + 1000l + 1) + 4041 + 1) - 3) = 0.
Penyederhanaan menghasilkan persamaan

1)+ Y51y + 85t = 2 (4.2.3)
adalah persamaan diferensial linear orde kedua simultan dengan koefisien
konstan. Dengan mensubstitusikan x; = [; dan x, = x'; = I'; ke dalam
persamaan (4.2.3), diperoleh sistem

X1 = X,

X'y = -5y - Misxg + Vs, (4.2.4)
adalah sistem dua persamaan diferensial linear orde pertama simultan
dengan koefisien konstan.

Langkah kedua. Menyelesatkan masalah nilai awal.

Sistem (4.2.4) dalam notasi matriks, yaitu

X' = x + (0, ¥/s)", (4.2.5)
B M

Jika matriks koefisien
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0 1
A= . (4.2.6}
S5 s
Maka
-
|A - all= =50 + 14a + 8.

B Mg

Persamaan karakteristik dari A adalah Sa® + 14o + 8 = 0 yang ekuivalen
dengan (So. + 4) o« + 2) = 0, sehingga diperoleh oy = -2 atau o = As
Jadi, A mempunyai dua nilai eigen yang real dan berbeda, yaitu -2 dan
s,

1. Misalkan v; = (vi, va)' merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen o = -2, maka v; merupakan suatu

penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - o })v; = 0, yaitu

Vi vy = (0, O)F

$ 4 0

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah
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yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear
2vyt =10,

Jika dipilih v; = p, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen oy = -2 adalah v, = (p, -2p)T, dimana p merupakan suatu
konstanta real sebarang dan p = 0. Vektor v, ini dapat ditulis sebagai v; =
p(1, -2)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear,
maka himpunan {(1, -2)'} bebas linear, sehingga himpunan {(1, 2)h
merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai
eigen o = -2. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.
Misalkan vy = (vy, Vz)T merupakan suatu vekior eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilal eigen op = 45, maka v, merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - cpl)va = 0, yaitu

‘(Y 1

(vi, v2) = (0, 0)"

815 .y
Matriks lengkap dari sistem di atas adalah

4 5 0

8 -10 O

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah
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yang bersesuaian dengan persamaan aljabar linear

4y + Svy= (.
Jika dipilih v; = p, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen o = -5 adalah vy = (p, -‘Vsp)T, dimana p merupakan suatu
konstanta real sebarang dan p # 0. Vektor v, 1m dapat ditulis sebagai v, =
p(1, S5\ Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear,
maka himpunan {(1, -4/5)*} bebas linear, sehingga himpunan {(1, S50
merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai
eigen oy = -'/5. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.
Dengan demikian penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen
(4.2.6) pada interval - < t < 400 adalah fungsi-fungsi vektor

L = (1, -2)7e? dan (1) = (1, /57 ™,
Jika Wronskian
2 0,8t
W, L)1) = = Mo ¥ 2 )

2 4, 08
e Wse™

untuk semua titik t dalam interval -eo < { < +o0, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (4.2.6) pada interval -c0 < t < 4o adalah

fungsi vektor
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L(t) = ci(1, -2) e + ex(1, -Ys) e ¥,
dimana ¢; dan ¢, merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {(t) = (1,
2, L) = (1, -5)"e®™} merupakan suatu himpunan penyelesaian-
penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen (4.2.6) pada
interval -co </t < 400,
Kita misalkan penyelesaian percobaan berbentuk

L(t) = at + b = (ajt + by, ast + by)". (4.2.7)
Substitusi persamaan (4.2.7) ke dalam sistem linear (4.2.5), kita peroleh

0 1
(a1, a2) = (art + by, ast + by)' + (0, */s)".
S ——y

Ketika kita mempersamakan koefisien-koefisien t dan suku-suku konstan
(dalam kedua komponen x; dan x;), kita peroleh sistem empat persamaan
aljabar linear simultan

Sa; =0, -8a; - 14a, =0,

5b, = a;, -8b; - 14by =ay - 24, (4.2.8)
Kita selesatkan dua persamaan pertama dalam (4.2.8) untuk a; = 0 dan a;
= (} dan selesaikan dua persamaan terakhir untuk b, = 0 dan b; = 3. Jadi,
penyelesaian khusus dari sistem linear (4.2.5) adalah

L) =(3,0)

dan penyelesaian umum dari sistem linear (4.2.5) adalah
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1(1) = c1(1, -2) e + co(1, -/5)Te ™ + (3, 0, (4.2.9)
dimana ¢; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang.
Dengan mensubstitusikan syarat-syarat awal

L(0)=0dan K(0)=0
atau dalam notasi matriks

1(0)= (0, 0)" (4.2.10)
ke dalam fungsi vektor (4.2.9), diperoleh

10) =cy(1, 2)e? + oo(1, -¥15) e + (3, 0)

=ci(1,-2)" + o1, Y5y + (3, 00 = (0, 0)

atau

Oy ¢y =3, <20 - Hscom= 0
Dengan menyelesaikan sistem dua persamaan aljabar linear simultan ini,
diperoleh

¢c; =2 danc, = -5.
Karenanya penyelesaian dari masalah fisis kita adalah

10 =2(1, -2)'e™ - 500, H5) e + (3, 0)"
atau dalam notasi skalar

I, = 2e ™. 508 4 3 [, = —de + 4%
Kita lihat bahwa 1; mendekati nilai 3 ampere, sedangkan I, mendekati 0

bila t —» o0, : (]
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4.3 Campuran

Alr segar

|

r ¢ Tangki 1
- l’ ":_ Tangki 2
o v r_ Tangki 3
R

Gambar 4.3.1

Contoh 4.3.1 :

Gambar 4.3.1 mengilustrasikan sistem “terbuka” yang terdiri dari tiga

tangki air laut. Jika V; = 20 gal, V, = 40 gal, V3 = 50 gal, r = 10 gal/min

dan jumlah awal garam (dalam pounds) dalam tiga tangki air laut adalah
x1(0) = 15 dan x2(0) = x3(0) = 0,

maka susunlah model matematis dan selesaikan dengan mencari jumlah

garam dalam setiap tangki air laut pada waktu t lebih besar dari atau sama

dengan nol!

Penyelesaian :

Langkah pertama. Menyusun model matematis.
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Sistem “terbuka” terdiri dari tiga tangki air laut dengan volume berturut-
turut Vi, V; dan Vs galon air laut, Air segar mengalir ke dalam tangki 1,
campuran air segar dan air laut mengalir dari tangki 1 ke dalam tangki 2,
dari tangki 2 ke dalam tangki 3 dan ke luar tangki 3. Misalkan x;(t)
menyatakan jumiah garam (dalam pounds) dalam tangki i pada waktu t,
dimana 1 =1, 2, 3. Jika setiap kecepatan aliran adalah r galon per menit,
maka penghitungan sederhana konsentrasi garam, menghasilkan sistem
X'y =-kxy,

X'y = kaxy — koxa,

X'} = ngg - k3X3, (43 1)
dimana
ki=1/V;; (4.3.2)

i= 1, 2, 3; adalah sistem tiga persamaan diferensial linear homogen orde
pertama simultan dengan koefisien konstan.
Langkah kedua. Menyelesaikan masalah nilai awal.
Dengan mensubstitusikan nifai-nilai numeris yang diberikan dalam (4.3.1)
dan (4.3.2), kita peroleh masalah nilai awal

0,5 0 0

xi()=| 05 -025 0 |x, (4.3.3)

x(0) = (15,0, 0)".
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Jika matriks koefisien

maka
05-a 0 0
[A-all =1 0,5 025-a 0
0 0,25 0,2 -

#

(-0,5 - a)(-0,25 - o)(-0,2 - o).
Persamaan karakteristik dari A adalah (0,5 - @)(-0,25 - @)(-0,2 - o} = 0,
sehingga diperoleh oy = -0,5;, oy = -0,25 atau oz = -0,2. Jadi, A
mempunyai tiga nilai eigen yang real dan berbeda, yaitu -0,5; -0,25 dan
-0,2.
Misalkan v; = (v, vz, v3)' merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen o, = -0,5; maka v; merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - oDv; = 0, yaitu

0 0 0

025 0 |(vi,va,v3) =(0,0,0)".

Dua baris terakhir berturut-turut dibagi oleh 0,25 dan 0,05 yang

menghasilkan sistern dua persamaan aljabar linear simulitan
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2vi+ vy=0, Svp+ 6v; =0,

Jika dipilih v3 = 5m, maka vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen o = -0,5 adalah v; = (3m, -6m, 5m)’, dimana m merupakan
suatu konstanta real sebarang dan m = 0. Vektor v, ini dapat ditulis
sebagai vi = m(3, -6, 5)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah
bebas linear, maka himpunan {(3, -0, SHh } bebas linear, schingga
himpunan {(3, -6, 5)"Y merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen a; = -0,5. Jadi, dimensi ruang eigen ini
adalah 1.

2. Misalkan vy = (vy, va, v3)T merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen o, = -0,25; maka v, merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - cp)v, = 0, yaitu

-0,25 0 0
0,50 0 0 |1, v2, v3) = (0,0,0).
0 0,25 0,05
Dua baris pertama mengimplikasikan v; = O dan baris ketiga dibagi
dengan 0,05 yang menghasilkan persamaan aljabar linear
vy vy = ().
Jika dipilih v, = m, maka vektor eigen dari A yang bersesuatan dengan

nilai eigen o = -0,25 adalah v, = (0, m, —Sm)T, dimana m merupakan

suatu konstanta real sebarang dan m = 0. Vektor v, ini dapat ditulis
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sebagai v = m(0, 1, -5)". Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah
bebas linear, maka himpunan {(0, 1, -5)'} bebas linear, sehingga
himpunan {(0, I, -5)"Y merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen a, = -0,25. Jadi, dimensi ruang eigen ini
adalah 1.

3. Misalkan vy = (vi, va, v3)' merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen oz = -0,2; maka vi merupakan suatu
penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - az[)vs = 0, yaitu

03 0 0

05 -005 0 vy, va, va) =(0,0,0).

0 025 0
Baris pertama dan ketiga berturut-turut mengimplikasikan vi = 0 dan v, =
0, sedangkan kolom ketiga semuanya nol meninggalkan v; sebarang
(tetapi tidak sama dengan nol). Jika dipilih v3 = m, maka vektor eigen dari
A vang bersesuaian dengan nilai eigen oz = -0,2 adalah v; = (0, 0, m)’,
dimana m merupakan suatu konstanta real sebarang dan m = 0. Vektor v;
ini dapat ditulis sebagai v3 = m(0, 0, 1)". Karena himpunan sebuah vektor
taknol adalah bebas linear, maka himpunan {(0, 0, 1)'1'} bebas linear,
sehingga himpunan {(0, 0, ])T} merupakan basis untuk ruang eigen dari
A yang bersesuaian dengan nilai eigen o = -0,2. Jadi, dimensi ruang

eigen ini adalah 1.
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Dengan demikian penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen
(4.3.3) pada interval -0 <t < +oo adalah fungsi-fungsi vektor
Xi(t) = (3, -6, 57, x,() = (0, 1, -5) e dan x3(t) = (0, 0, 1)’ ™,

Jika Wronskian

3™ 0 0
() -0,23 -
WXy, X, X3)(1) = | 6™ 0P 502 | =300 g,
-0
56 St 0 e-{},?_t

untuk semua titik t dalam interval oo <t < 4<0, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (4.3.3) pada interval -0 < t < +o0 adalah
fungsi vektor
x() = 13, -6, 5) e + (0, 1, -5) e VP + ¢3(0, 0, 1)1,

dimana ¢,, ¢, dan c; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {x,(t) =
(3, -6, 5)'e™™, x,(0) = (0, 1, -5)e ™, x3(1) = (0, 0, 1)'e™'} merupakan
suatu himpunan penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear
homogen (4.3.3) pada interval -0 < t < +oo. Atau dalam notasi skalar,
vaitu

xi(1) = 3c,e™",

-0,5¢ 0,25

Xp{t) =-6c)e™7 + e,

. A5 .23
X3(t) = 5¢ie P 5cae T

+ cae (4.3.5)
Selanjutnya, dengan mensubstitusikan syarat-syarat awal

x1(0) = 15 dan x3(0) = x3(0) = 0,
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ke dalam fungsi-fungsi (4.3.5), diperoleh
3¢y=15,-6¢c,+ ¢, =0 dan 5¢; - 5¢y + €1 =0,
Dengan menyelesaikan sistem tiga persamaan aljabar linear simultan ini,
diperoleh
c; =15, co=30dan¢c; = 125,
Akhirnya, jumlah garam dalam tiga tangki air laut pada waktu t adalah
x,(t) = 15¢,
Xa(t) = -30e % + 3077,
x3(t) = 25677 - 1506 0% + 125¢%, 0

Contoh 4.3.2 :

tangki 1 tangki 2 tangki 3
r r
4__
r
Gambar 4.3.2

Gambar 4.3.2 mengilustrasikan sistem “tertutup”. Jika V; = 50 gal, V, =
25 gal, Vi = 50 gal dan r = 10 gal/min, maka susunlah model matematis
dan selesaikan dengan mencari jumlah garam dalam setiap tangki pada

waktu t.
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Penyelesaian :

Langkah pertama. Menyusun model matematis.

Sistern “tertutup” terdiri dari tiga tangki air laut dengan volume berturut-
turut Vi, V, dan Vs galon air laut. Campuran air laut mengalir darl tangki
3 ke dalam tangki 1, dari tangki 1 ke dalam tangki 2 dan dari tangki 2 ke
dalam tangki 3. Perhatikan x;(t} menyatakan jumlah garam (dalam
pounds) dalam tangki i pada waktu t, dimana i = 1, 2, 3. Jika setiap
kecepatan aliran adalah r galon per menit, maka suatu penghitungan
sederhana konsentrasi garam, menghasilkan sistem

X'y = —kx; + kaxs,

X'y = kix; = koxa,

x's = kX - K3xs, (4.3.6)
dimana
k;=1/V;; (4.3.7)

i= 1,2, 3; adalah sistem tiga persamaan diferensial linecar homogen orde
pertama simultan dengan koefisien konstan.

Langkah kedua. Menyelesaikan sistem tiga persamaan diferensial linear
homogen orde pertama simultan dengan koefisien konstan.

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai numeris yang diberikan dalam (4.3.6)

dan (4.3.7), kita peroleh sistem
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02 0 02
¥i()=| 02 04 0 |x (4.3.8)
0 04 -02

Jika matriks koefisien
- 0,2

A= 02 -04 O

0 04 -02
Maka
02-a O 0,2
|A-aT| =] 02 04-0 0 = .o’ - 0,80 - 0,20
0 04 0.2 -a

Persamaan karakteristik dari A adalah - - 0,80 - 020 = 0 yang
ekuivalen dengan -a{a + 0,4)* + (0,2)*] = 0, schingga diperoleh o = 0,
oy = -0,4 + (0,2)i atau oz = -0,4 — (0,2)i. Jadi, A mempunyai satu nilai
eigen yang real, yaitu 0 dan sepasang nilai eigen sekawan kompleks, yaitu
-0,4 +(0,2)i dan -0,4 — (0,2)1.

Misalkan v; = (vy, va, V3)T merupakan suatu vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan nilai eigen oy = 0, maka v, merupakan suatu

penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A ~ ODv, = 0, yaitu
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02 04 0 v, vava) =(0,0,0)
0 0,4 -02
Ketiga baris dibagi dengan 0,2 menghasilkan
it va=0, vi—2v;=0dan 2vy - v3= 0.

Dengan menyelesaikan sistem tiga persamaan aljabar linear simultan ini,
diperoleh v; = 2v, dan v3 = 2v,. Jika dipilith v, = m, maka vektor eigen
dari A vang bersesuaian dengan nilai eigen oy = 0 adalah v; = (2m, m,
2m)’, dimana m merupakan suatu konstanta real sebarang dan m # 0.
Vektor vy ini dapat ditulis sebagai vi = m(2, 1, 2)". Karena himpunan
sebuah vektor taknol adalah bebas linear, maka himpunan {(2, 1, 2)"}
bebas lincar, sehingga himpunan {(2, 1, 2)'} merupakan basis untuk
ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nidai eigen oy = 0. Jadi,
dimensi ruang eigen ini adalah 1.
Dengan demikian penyelesaian dari sistem linear homogen (4.3.8) yang
bernilai real pada interval -co < t < 4w0 adalah fungsi vektor x;(t) = (2, 1,
e

2. Misalkan v, = (vi, V3, v3)' merupakan suatu vekior eigen dari A vang

bersesuaian dengan nilai eigen ap = -0,4 — (0,2)1; maka v, merupakan

suatu penyelesaian yang taktrivial dari sistem (A - cpl)v, = 0, yaitu
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02+02i 0 0,2
0,2 02i 0 (v1, v2, va)' =(0,0, 0)",
0 04 02+0,2
Ketiga baris dibagi dengan 0,2 menghasilkan
(1+Dvy+v3=0,v;+iv,=0dan 2vy + (1 + i)va = 0.
Dengan menyelesaikan sistem tiga persamaan aljabar linear simultan ini,
diperoleh v| = -iv; dan vy = (-1 — 1)v,. Jika dipilih v, = im, maka vektor
eigen dari A yang bersesuaian dengan nilai eigen o = -0,4 -- (0,2)1 adalah
vy = (m, im, (-1 - i)m)T, dimana m merupakan suatu konstanta real
sebarang dan m # 0. Vektor v, ini dapat ditulis sebagai vo = m(1,1,-1
- i)T. Karena himpunan sebuah vektor taknol adalah bebas linear, maka
himpunan {(1,1, -1 - i)'} bebas linear, sehingga himpunan {(1, i, -1 - i
merupakan basis untuk ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan nilal
eigen o = -0,4 — (0,2)i. Jadi, dimensi ruang eigen ini adalah 1.
Dengan demikian penyelesaian dari sistem linear homogen (4.3.8) yang
bernilai kompleks pada interval -0 < t < +o0 adalah fungsi vektor
O i - I
= (1,1, -1 —1)Te™*(cos 0,2t i sin 0,2t)
= (cos 0,2t — i sin 0,2t; sin 0,2t + 1 cos 0,2t;

-c08 0.2t — sin 0,2t — 1 cos 0,2t + i sin 0,2¢) ™™
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Bagian real dan imajiner dari fungsi vektor xo(t) adalah fungsi-fungsi
vektor

xx(f) = %™ [cos 0,2t; sin 0,2¢; -cos 0,2t — sin 0,2t]",

x3(t) = o0 [~sin 0,2t; cos 0,2t; -cos 0,2t + sin 0,2t]"
merupakan penyelesaian-penyelesaian dari sistem linear homogen (4.3.8)
yang bernilai real pada interval -oo <t < 400,

Jika Wronskian

W(x, X2, X3)() =
3¢ cos 0,2t -sin 0,2t
= | .62 sin 02te™™ cos 0,2te %

509 (-cos 0,2t — sin 0,20e>*  (-cos 0,2t + sin 0,26)e™>"

# 0,
untuk semua titik t dalam interval - <t < 400, maka penyelesaian umum
dari sistem linear homogen (4.3.8) pada interval -cc < t < +w adalah
fungsi vektor

MO ScEsl 2)'5 + ¢oe Mcos 0,2t; sin 0,2t; -cos 0,2( - sin 0,2t]T +

cse M -sin 0,2t; cos 0,2t, ~cos 0,2t + sin 0,2t]",

dimana ¢;, ¢; dan ¢; merupakan konstanta-konstanta sebarang dan {x:(t) =
(3, -6, 5)Te™™, xy(t) = e [cos 0.2¢; sin 0,2t; -cos 0,2t - sin 0,21]", x3(t) =

e [-sin 0,2t; cos 0,2; -cos 0,2t -+ sin O,Zt]T} merupakan suatu himpunan
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penyelesaian-penyelesaian fundamental dari sistem linear homogen
(4.3.8) pada interval -0 <t < +c0. Atau dalam notasi skalar, yaitu

X)(t) =20+ 6_0"“

(c; c0s 0,2t — ¢; 5in 0,21),
x2(1) = ¢; + & “*(cy sin 0,2t + ¢3 cos 0,2t),
x3(6) = 2¢; + ¢ V(s — 1) cos 0,2t + (~c, + c3) sin 0,2t}

yang memberikan sejumlah garam dalam tiga tangki pada waktut. (]
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BABYV

PENUTUP

Berdasarkan hal-hal yang telah diuraikan dalam bab-bab sebelumnya, dapat
disimpulkan hal-hal sebagai berikut :
a.  Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan koefisien
konstan yang mempunyal bentuk
X'y =anx +apxet ..+ amkyt Fi(t),

X9 = ayXg + apXe t ...+ axXa T Fa(t),

X'n = yX) F ApXat ...+ ApeXy  Fo(t)

dapat diselesaikan dengan menggunakan metode eliminasi. Meskipun metode
ini diuraikan untuk menyelesaikan sistem dua persamaan diferensial linear orde
pertama simultan dengan koefisien konstan, tetapi juga dapat digeneralisasikan
untuk menyelesaikan sistem lebih dari dua persamaan diferensial linear orde
pertama simultan dengan koefisien konstan. Akan tetapi metode inl kurang
praktis dan terlampau sulit untuk menyelesaikan sistem tiga atau lebih
persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan;

b.  Sistem linear di atas dapat ditulis dalam notasi matriks x' = Ax + F(t). Sistem
linear disebut homogen, jika F(t) = 0 dan takhomogen, jika F(1) # 0. Metode

nilai eigen dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem linear homogen. Ada
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tiga langkah dalam metode ini, pertama, menentukan persamaan karakteristik
|A — aI| = 0; kedua, mendapatkan akar-akar persamaan karakteristik atau
nilai-nilai eigen o, o, ..., On; dan ketiga, menggunakan setiap nilai eigen o
untuk menyelesaikan sistem persamaan aljabar linear homogen (A — al)jv = 6
untuk mendapatkan vektor-vektor eigen vy, va, ..., Va)

Penyelesatan umum dari sistem linear takhomogen mempunyai bentuk ¢(t) =
bt} T ¢u(t), dimana ¢.(t) merupakan penyelesaian umum dari sistem linear
homogen yang bersesuaian dan ¢,(t) merupakan penyelesaian khusus dari
sistem linear takhomogen. Metode koefisien taktentu dan variasi parameter
dapat digunakan untuk mendapatkan penyelesaian khusus dari sistem linear
takhomogen.

Sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan koefisien
konstan mempunyai beberapa penerapan dalam bidang fisika, misalnya
mekanika, rangkaian listrik dan campuran.

Selain hal-hal di atas, benikut ini adalah saran-saran untuk pengembangan lebih

lanjut

a.

Metode lain yang dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem n persamaan
diferensial linear orde pertama simultan dengan koefisien konstan;
Penerapan sistem n persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan

koefisien konstan dalam bidang yang lain.
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