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ABSTRAK

Barisan subnormal dari suatu grup G adalah barisan berhingga subgrup-

subgrup dari G, yaitu H,, H,, H,, .., H  sedemikian hingga H.<H, , dan

i+i
H, adalah subgrup normal dari H, ,, dengan H,={e} dan H_=G. Barisan
normal dari suatu grup G adalah barisan berhingga subgrup-subgrup normal

dart G, yaitu H,, H,, H,, .., H, sedemikian hingga H. <H.  , H,={e} dan
H_ =G.

Barisan subnormal (normal) {K} merupakan penghalusan dari barisan
subnormal (normal) {H,}dalam grup G jika {H;} ¢ {K;} . Dua barisan sub-
normal (normal) {H;}dan {K .} dari grup G yang sama dikatakan isomorfik jika

keluarga grup-grup faktor {H;,/H;} dan {K, /K;} berkorespondensi satu-

it
satu dan grup faktor yang berkoresponden adalah isomorfik.

Suatu grup dengan elemen identitas e dikatakan sederhana jika grup ter-
sebut tidak mempunyai subgrup normal sejati selain {e}. Suatu barisan sub-

normal {H;} dari grup G disebut barisan komposisi jika semua grup faktor
H,,/H, adalak sederhana. Suatu barisan normal {H.}dari grup G disebut

barisan utama jika semua grup faktor H,

1

.1/ H; adalah sederhana.

Suatu subgrup normal M dart grup G dikatakan maksimal jika M= G
dan tidak ada subgrup normal sejati N dari G yang memuat M sebagal himpun-
an bagian sejatinya.

Suatu subgrup normal M dari grup G adalah maksimal bila dan hanya

bila G/M sederhana, dan dua barisan subnormal (normal) dari suatu grup G

vii
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mempunyal penghalusan yang isomorfik. Jadi setiap dua barisan komposisi
(utama) dari suatu grup G adalah isomorfik.

Himpunan Z(G) ={a € G/ax = xa,Vx € G}, vang disebut pusat dari
suatu grup G, merupakan subgrup normal dari G. Karena Z(G) adalah subgrup
normal dari G, maka dapat dibentuk grup faktor G/Z(G). Jika diberikan homo-
morfisma kanonik ¢:G — G/Z(G), maka ¢ NZ(G/ Z(G))) = Z,(G) adalah
subgrup normal dari G, sehingga kita dapat membentuk grup faktor
G/Z,(G). Selanjutnya kita dapat menentukan pusat dari G/Z,(G)dan me-
ngambil ¢, dari pusat tersebut untuk memperoleh Z,(G), dan seterusnya.
Akibatnya kita dapat membentuk barisan {e} < Z(G) < Z(G)<Z,(G) ...

yang disebut barisan pusat yang naik dari grup G.
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ABSTRACT

A subnormal series of a group G is a finite sequence H,, H,, H,, ..

H, of subgroups of G such that H,<H,,, and H, is a normal subgroup of H i
with H, = {e} and H, = G. A normal series of G is a finite sequence H,, H,,
H,. .., H, of normal subgroups of G such that H,<H.,, H,= {e} and
H =G.

A subnormal (normal) series {K;} is a refinement of a subnormal (nor-

mal) series { H, } ofa group Gif {H .} < (K ;1. Two subnormal (normal) series
{H;} and {K}of the same group G are isomorphic if there is a correspondence

between the collections of factor groups {H, ,/H.} and {K i /K }such that

corresponding factor groups are isomorphic,

A group with identity element e is simple if the group has no proper
normal subgroups except {e}. A subnormal series { H, Jof a group G is a com-
position series if all the factor groups {H, ,/H, }are simple. A normal serics

{H; }of a group G is a principal series if all the factor groups {H /H,}are

i+l
simple.

A normal subgroup M of a group G is maximal if M = G and there is no
proper normal subgroup N of G properly containing M.

A normal subgroup M of a group G is maximal if and only if G/M is
simple, and two subnormal (normal) series of a group G have isomorphic re-
finements. Hence every two composition (principal) series of a group G are

1somorphic.

ix
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The set Z(G)={a € G/ax = xa,Vx & G}, which is called center of a
group G, 1s a normal subgroup of G. Since Z(G) is a normal subgroup of G,
then we can form the factor group G / Z(G). If ¢: G —» G/ Z(G)is the canoni-
cal homomorphism, then ¢ (Z(G/Z(G))) = Z,(G)is a normal subgroup of G.
So we can form factor group G/Z,(G). Then we can find the center of
G/Z,(G) and take ¢, of the center to get Z,(G), and so on. Consequently,
we can form a series {e} < Z(G)< Z(G) < Z,(G)<..... which is called the as-

cending central series of the group G.
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BAB 1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Di dalam kalkulus kita mengenal teori barisan dengan segala sifatnya. Teori
barisan dalam kalkulus sudah diperkenalkan sejak Sekolah Menengah Umum
hingga tingkat perguruan tinggi, sehingga teori barisan ini bukanlah teori yang
asing lagl bagi mahasiswa jurusan pendidikan matematika khususnya. Maha-
siswa perlu mengembangkan pengetabuannya mengenai barisan dalam lingkup
yang berbeda. Ternyata teori barisan juga dapat dipelajari dalam teori grup.
Barisan dalam teor] grup ini dikenal sebagai Barisan Grup.

Himpunan G dengan suatu operasi biner yang terdefinisi padanya dan me-
miliki elemen identitas, memenuhi sifat asosiatif dan setiap anggotanya me-
miliki invers dalam G membentuk suatu grup. Himpunan bagian dari suatu grup
G yang membentuk grup dengan operasi biner yang sama dengan operasi pada
G disebut subgrup dari grup G. Subgrup-subgrup dan subgrup-subgrup normal
dari suatu grup dapat membangun suatu barisan dengan memenuhi beberapa
persyaratan. Kita dapat mempelajari sifat-sifat yang dimiliki oleh barisan terse-
but.

Barisan berhingga subgrup-subgrup dari G vyaitu H,, H,, H,, ... H

sedemikian hingga H. adalah subgrup normal sejati dari H, , dengan H,={¢}
dan H_ = G adalah barisan subnormal dari suatu grup G. Sedangkan barisan
berhingga subgrup-subgrup normal dari G, yatv H,, H,, H,, ... .H

n

1

sedemikian hingga H, adalah subgrup normal sejati dari H,,, dengan H ={e}

dan H = G merupakan barisan normal dari grup G.
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B. Perumusan Masalah

Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini dapat dirumuskan
sebagai berikut
1. Apa yang dimaksud dengan barisan subnormal dan barisan normal dari
suatu grup G 7
2. Sifat-sifat apa saja yang dimiliki oleh barisan subnormal dan barisan normal

dari suatu grup G 7
C. Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah untuk memahami pengertian barisan dari
suatu grup G dan mengetahui sifat-sifat yang berlaku dalam barisan grup.
D. Manfaat Penulisan

Manfaat dari mempelajari barisan grup adalah mengenal lebih jauh hubun-
gan antar subgrup-subgrup dari grap G maupun subgrup-subgreup normal dari
grup G.
E. Metode Penulisan

Metode yang digunakan dalam membahas topik tersebut adalah metode

studi pustaka sehingga dalam penulisan ini belum ditemukan hal-hal yang

baru.
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BAB II
LANDASAN TEORI

A. Operasi Biner

Sebelum memasuki definisi operasi biner, penulis ingin mengajak pem-
baca mengamati komunitas hewan di kebun binatang, Di sana hewan-hewan
dikelompokkan menurut speciesnya. Harimau akan dikumpulkan dalam satu
tempat, demikian juga dengan gajah dan species lainnya. Jika kita amati, seekor
harimau jantan yang dikawinkan dengan seekor harimau betina akan mengha-
silkan seekor anak harimau. Demikian juga dengan sepasang gajah vang di-
kawinkan akan menghasilkan seekor anak gajah. Begitu juga dengan species
yang lainnya.

Operasi biner yang akan dibicarakan di sini mempunyai karakter yang
mirip dengan kasus di atas. Secara umum operasi biner didefinisikan sebagai

berikut.

Definisi 2.1. Operasi biner # pada himpunan S adalah suatu aturan yang me-
ngawankan setiap pasangan terurut (a,b) dengan suatu elemen yang tunggal c,

di mana a,b dan ¢ adalah anggota dari S, dan ditulisa #b=c.

Jadi jika kita mengambil dua elemen sebarang dalam himpunan S dan pada
kedua elemen itu dikenakan operasi biner #, maka akan dihasilkan suatu elemen
dalam S. Sifat ini disebut sifat “tertutup” dari suatu operasi. Perhatikan juga

bahwa elemen dari hasil operasi tersebut adalah tunggal.
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Dalam kasus di atas, operasi biner # ini adalah “dikawinkan”, S adalah
himpunan harimau, a daa b adalah harimau jantan atau betina, a dan b mem-
punyai jenis kelamin yang berbeda, dan c adalah anak harimau. Ketiga-tiganya
ada dalam satu species.

Namun demikian, kasus di atas bukanlah contoh yang baik untuk melu-
kiskan operasi biner. Menurut definisi, a dan b adalah sebarang elemen dalam
S. Sedangkan dalam kasus di atas, a dan b di sini adalah anggota-anggota dalam
S yang sudah tertentu, yaitu harimau yang berjenis kelamin jantan atau betina,
dan keduanya berbeda kelamin, jadi sudah bukan elemen yang sebarang lagi.
Kelemahan yang lainnya adalah anak harimau maupun anak gajah dari hasil

perkawinan tersebut bisa lebih dari satu, jadi tidak tunggal.

Contoh 2.1 Operasi + (penjumlahan biasa) pada himpunan bilangan real meru-

pakan operasi biner.

Contoh 2.2 Operasi ¢ (perkalian biasa) pada himpunan bilangan bulat merupa-
kan operasi biner.
Contoh 2.3 Operasi penjumlahan pada himpunan matriks bukan merupakan

o . 23 _
operasi biner karena jika diambil matriks A = LO} dan matriks B = [46],
A + B tidak ada karena tidak didefinisikan,
Contoh 2.4 Diketahui R adalah himpunan semua bilangan real. Operasi pen-

jumlahan biasa (+) pada R* = R - {0} bukan merupakan operasi biner karena 2

dan -2 adalah anggota-anggota R* dan 2 + (-2) = 0 tidak ada dalam R*,
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Untuk pembicaraan selanjutnya kita tidak hanya membahas operasi +
atau e saja. Kita juga akan menggunakan beberapa operasi biner lain yang akan

didefinisikan secara khusus.

Contoh 2.5 Didefinisikan operasi biner # pada himpunan bilangan bulat positif,
vaitu a#b=ajikaa<b, atava#b=bjkab<a Jadi3#5=3, 7#4=4,

dan seterusnya.

Contoh 2.6 Didefinisikan operasi biner #* pada himpunan bilangan bulat posi-
tif, yaitua # b=a. Jadi9# 6 =9, 13# 25= 13, dan seterusnya,

Operasi biner # dan #° seperti didefinisikan pada contoh 2.5 dan 2.6 merupakan
dua operasi yang sering kita gunakan dalam kehidupan sehari-hari. Misalnya
untuk operasi biner #. Jika ﬁita membeli pasta gigi di supermarket dan ada dua
merk pasta gigi berbeda dengan kualitas yang sama, tetapi harga pasta gigi yang
satu lebih murah dari pasta gigi yang lain, maka tentu saja kita akan memilih
pasta gigi yang lebih murah. Amati juga contoh berikut untuk operasi biner #’ .
Jika disediakan sepasang kaos kaki dengan sepasang sepatu, maka kita akan
memakai kaos kaki terlebih dulu kemudian sepatu.

Selanjutnya penulis akan mendefinisikan operasi yang bersifat komuta-

tif dan asosiatif,

Definisi 2.2 Operasi biner # pada himpunan S dikatakan bersifat komutatif
jlkaa#b=Db#a ,untuk setiap a dan b di dalam S.

Contoh 2.7 Operasi penjumlahan pada himpunan matriks berordo 2 x 2 bersi-

fat komutatif,
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O

Contoh 2.8 Operasi biner #’ seperti pada contoh 2.6 tidak bersifat komutatif
karena7# 5=7 dan 5# 7=5 Jadi7# 5= 5# 7.

Definisi 2.3 Operasi biner # pada himpunan §  dikatakan bersifat aso-
siatif jika a#(b#c)=(a#b)#c, untuksetiap a,b dan ¢ dalam §.

Contoh 2.9 Perhatikan tabel 2.1 yang mendefinisikan operasi biner # pada
S = {ab,c} Dengan aturan sebagai berikut :

(clemen ke 1 dari atas di sebelah kir1) # (elemen ke j dari kiri di atas) = elemen
yang terletak pada baris ke 1 dan kolomkej .

Jadia#b=cdan b#a=a, dan seterusnya. a#(b#c)= a#b =¢ dan
(a#b)#c =cH#c =a

Tampak bahwa a# (b#c¢) = (a#Db) # c. Jadi operasi biner # yang didefinisi-

kan di dalam tabel 2.1 tidak bersifat asosiatif

Contoh 2.10 Operasi penjumlahan pada himpunan bilangan bulat bersifat aso-

siatif,

B. Grup

Perhatikan beberapa contoh di bawah ini.
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Contoh 2,11 Lihat kembali contoh 2.9 di atas. Untuk § = { a,b,c } dan operasi
# seperti yang didefinisikan pada tabel 2.1. Amati bahwa a # x = a tidak mem-

punyai penyelesaian untuk x.

Contoh 2.12 Diberikan persamaan linear sebagai berikut . 7 + x = 4, dengan

semesta pembicaraan himpunan semua bilangan real. Tentukan penyelesaian-

nya.
Solusi T+x =4 diberikan
ST +x)=-T+4 tambahkan kedua ruas dengan -7
(-T+7)+x=-T+4 sifat asosiatif
0 +x=-7+4 sifat dari 0
x=-7+4 sifat dari O
x=-3

Jika nilai -3 dimasukkan dalam persamaan 7 +x =4, maka diperoleh :
ruas kiri =7 +x =7 + (-3 ) = 4 = ruas kanan. Jadi -3 adalah penyelesaian dari

persamaan 7 +x =4,

Contoh 2.13 Diberikan persamaan 3x = 5 dengan semesta pembicaraan him-

punan semua bilangan real. Tentukan penyelesaiannya.

Solust : 3x=35 diberikan
13.3x)=1/3.5 kalikan kedua ruas dengan 1/3
(1/3.3)yx=1/3.5 sifat asosiatif

1.x=1/3.5
x=1/3.5 sifat dari 1
x=15/3

Jika nilai 5/3 dimasukkan dalam persamaan 3x =5, maka diperoleh :
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ruas kiri = 3x = 3 . 5/3 = 5 =ruas kanan. Jadi 5/3 adalah penyelesaian dari per-

samaan 3x=35,

Pada contoh 2.12 dan 2.13, semesta pembicaraan kita adalah himpunan bilan-
gan real, di mana O dan 1 adalah anggota-anggota dari himpunan bilangan real.
Demikian juga dengan -7 dan 1/3 yang juga merupakan anggota-anggota dari
himpunan bilangan real. Karena 0, 1, -7, dan 1/3 ada dalam himpunan bilangan
real, maka penyelesaian dari persamaan-persamaan itu dapat dicari,

Pada himpunan bilangan real dengan operasi penjumiahan biasa, bila-
ngan nol mempunyai sifat 0 + x = x + 0 = x. Himpunan bilangan real dengan
operasi perkalian biasa mempunyai sifat | . x=x. 1 =x.

Secara umum, jika diberikan suatu semesta pembicaraan S dengan ope-
rasi biner # dan persamaan a # x = b, maka dibutuhkan pengerjaan aljabar untuk
menyelesaikannya. Kunci utama untuk melakukan pengerjaan aljabar itu adalah
adanya elemen e dalam S yang memenuhi sifat e # x = x # e = x, untuk setiap x

dalam S. Selanjutnya untuk setiap a dalam S kita memerlukan adanya ¢lemen

'= e Juga dibutuhkan sifat

a”' dalam S yang memenuhi sifat a '#a=a# a”
asosiatif yang berlaku dalam S, Langkah terakhir adalah menghitung untuk me-
nemukan penyelesaian akhir.

Pembicaraan di atas mengawali perkenalan kita pada karakter-karakter

yang dimiliki oleh suatu grup.

Definisi 2.4 Suate grup (G,#) adalah suatu himpunan G dengan operasi biner #

pada G yang memenuhi alcsioma-aksioma berikut

(1) Operasi biner # bersifat asosiatif

(2) Ada elemen e dalam GG sedemikian hingga e # x = x # e = x, untuk setiap x
dalam G
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3) Untuk setiap a dalam G, ada elemen a™' dalam G vang memenuhi
p yang

a'#a=a#al =e

Elemen e pada aksioma kedua di atas disebut elemen identitas terhadap operasi

# pada G. Elemen a™' pada aksioma di atas disebut invers dari a terhadap op-
erasi # pada G.

Pada beberapa buku aljabar, definisi suatu grup memenuhi empat aksi-
oma, yaitu ketiga aksioma di atas ditambah satu aksioma lagi, vaity operasi #
bersifat tertutup. Sebenarnya aksioma tambahan ini berlebihan karena sifat
ketertutupan itu sudah termasuk dalam definisi operasi biner # Oleh sebab itu
penulis tidak menambahkan aksioma keempat ini dalam definisi suatu grup.

i\"\.(z‘(‘fE i

Contoh 2.14 Jika diketahui Z adalah himpunan semua bilangan bulat, maka
{Z,+) adalah suatu grup, sebab :
1) Operasi + merupakan operasi biner pada Z karena bersifat tertutup. Sifat aso-
siatif juga dipenuhi oleh operast ini.
2) Ada elemen identitas 0 dalam Z yang memenuhi 0 + x = x + 0 = x, untuk
setiap x dalam Z.
3) Untuk setiap x dalam Z pasti terdapat invers -x dalam Z sedemikian hingga

X+ (-x)=0.

Contoh 2.15 ({0}, +)juga merupakan grup, karena :

1) Jelas bahwa operasi + merupakan operasi biner pada {0}.
2)0+(0+0)=(0+0)+0,jadi sifat asosiatif dipenuhi dalam {0},
3) 0 merupakan elemen identitasnya, karena 0 + 0 =0+ 0= 0

4) invers dari O adalah O
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Contoh 2.16 Jika S adalah himpunan bilangan bulat non-negatif, maka (S,+)
bukanlah suatu grup karena 5 anggota S tidak mempunyai invers di dalam S.

Invers dari 5 di sini adalah-5¢ S.

Teorema bertkut ini akan memperkenalkan hukum kanselasi. Dalam
Aritmetika, jika diberikan 3a = 3b, maka dengan mengalikan kedua ruas dengan
1/3 akan diperoleh a = b, di mana 1/3 adalah invers dari 3 terhadap perkalian
bilangan real. Teorema berikut akan membuktikan bahwa hukum kanselasi itu

juga berlaku untuk sebarang grup.

Teorema 2.1 Jika G adalah grup dengan operasi biner #, maka hukum kan-
selasi kiri dan hukum kanselasi kanan dipenuhi dalam grup G, yaitu jika a #
b=a#c¢c maka b=c, danjika b#a=c#amaka b= ¢, untuk setiap a,b,c
dalam G.

Bukti :

Misalkan a# b = a # ¢. Menurut definisi 24(3)adaa™ € G dan
a'#a#b)=a# (afic)

Dalam grup (G,#) berfaku hukum asosiatif, sehingga (a '#a)#b=(a ' # a)i c.
Oleh definisi a7 dalam definisi 2.4(3) ,a™'# a=e, maka e#b=c#c.

Oleh definisi e dalam definisi 2.4(2), diperoleh b = ¢.
Jadijikna#b=a#c¢,makab=c ... .............................(D

Misalkan b #a=c # a. Menurut definisi 2.4(3) adaa ' ¢ G dan

(b#a)#a '=(c#a)#a’

Dalam grup (G,#) berlaku hukum asosiatif, sehinggab# (a# a™ )=c# (a# a ')
Oleh definisi a " dalam definisi 2.4(3), a#a'=e¢, makab#e=c#e
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Oleh definisi e dalam definist 2.4(2) , diperoleh b = ¢,
Jadi jika b#a=c#a, maka b=c................. ... (2
Dari (1) dan (2), terbuktilah teorema di atas. LI

Teorema selanjutnya menunjukkan bahwa persamaan linear dalam suatu grup

mempunyai penyelesaian yang tunggal.

Teorema 2.2 Jika G adalah suatu grup dengan operasi biner # dan jika a dan b
adalah sebarang elemen dalam G, maka persamaan linear a# x=b dany#a="b
mempunyai penyelesaian yang tunggal dalam G.

Bukti ;

Pertama akan ditunjukkan bahwa paling sedikit ada satu penyelesaian, yaitu
x =a ' #b yang memenuhi persamaan linear a # x = b. Perhatikan bahwa
a#x=a#@ ' # by=(a#a#b=e#b=b,

Jadia™'# b adalah penyelesaian dari a# x =b.

Kemudian akan ditunjukkan bahwa penyelesaian itu tunggal.

Misalkan penyelesaiannya tidak tunggal, jadi ada x,dan x, yang memenuhi
persamaan linear a # x = b, denganx, # x, .

Maka a#x, =bdana#x,=b. Berarti a # x, = a # x,. Menurut teorema 2.1,
diperoleh x, =x, . Kontradiksi.

Jadi terbukti bahwa penyelesaian persamaan a#x="b tunggal

Dengan cara yang sama, b # a ™’

0

adalah penyelesaian tunggal dari y # a = b.

Definisi 2.5 Suatu grup (G#) dikatakan abelian jika operasi biner # pada G

bersifat komutatif, yaitu a#b = b#a, untuk setiap a dan b dalam G.
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Contoh 2.17 Himpunan M2( R ) yang terdiri dari matriks berordo 2x2 dengan

elemen-elemen bilangan real terhadap operasi penjumlahan matriks memben-

tuk grup abelian.

Teorema 2.3 Misalkan G dengan operasi biner # adalah suatu grup.

(a) Elemen identitas dari G adalah tunggal, yaitu jika ¢ dan f adalah elemen-
elemen identitas dalam G, makae=1{

(b) Setiap elemen dalam grup mempunyai invers yang tunggal, yaitu jika x dan
y keduanya adalah invers dari a dalam G, maka x=y.

Bukt: .

(a) Misalkan ¢ dan f adalah elemen-elemen identitas dalam G, maka :
efta=a#e=a dan f#a=a#f=a, untuksetiap adalam G.

Karena e # a = a, untuk setiap a dalam G, maka

e#f=1f, karenafdalamG ... .................(1)
Karena a # f = a, untuk setiap a dalam G, maka
e#f=e, karenaedalamG............... ... (2)

Jadie# f=fdane#f=e, sehinggae=1
(b) Misalkan x dany adalah invers-invers dari a dalam G, maka
a#fx=x#a=edana#y=y#a=e di manae adalah elemen
identitas dalam G.
Maka x=x#e
=x#{a#y)
=(x#a)#y
= e {fy =y Jadix =y, O

Teorema 2.4 Diketahut (G#) adalah grup. Jika a dan b dalam G, maka
(a#b) ' =b#a"
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Bukti .

(a#tby#(pHa )=ad b (b #a ) =ad[(b#b H#a J~ak[e#a’]
= a#a’l = e

Jadi @#bD)# b #ay=e ... (D

(b7 #a)#(a#b) = b #[a"#(@#b)]=b #[(a'#a)#D]=b ¥ [e#b]
=b™ #b= ¢

Jadi(b' #a D #@H#D) =e ... (2)

Dari (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa (b ' # a ') adalah invers dari (a # b).
Karena invers dari setiap elemen dalam grup adalah tunggal, maka (a # b) ' =

bt#at O

Definisi 2.6 Himpunan berhingga adalah suatu himpunan yang merupakan

himpunan kosong atau himpunan yang berkorespondensi satu-satu dengan him-

punan { 1,2.3, ...k}, di mana k adalah suatu bilangan asli.

Sejauh ini kita baru membicarakan grup tak berhingga, yaitu grup
(G,#) dengan himpunan tak berhingga G. Grup berhingga adalah grup (G,#)
dengan himpunan G yang berhingga.

Contoh 2.18 G = { ¢ } dengan operasi # yang didefinisikan oleh e# e =¢
membentuk suatu grup. Ini adalah grup berhingga karena himpunan G adalah

himpunan berhingga.

Confoh 2,19 G = { e, a, b } dengan operasi # yang didefinisikan seperti dalam
tabel 2.2 membentuk grup berhingga.
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Setiap grup haruslah mempunyai paling sedikit satu elemen, yaitu elemen iden-
titas e. Suatu grup yang hanya mempunyai satu elemen disebut trivial. Suatu
grup trivial ditulis dengan bentuk ( { e }, # ), dengan e adalah elemen i1dentitas

grup tersebut.

C. Subgrup

Seringkali dijumpai bahwa subset dari suatu grup, juga membentuk
grup terhadap operasi yang sama, misalnya (R,+) dalam (C,+), dengan C adalah

himpunan semua bilangan kompleks.

Definisi 2.7 Jika (G,#) adalah grup, H himpunan bagian dart G, dan (H#)
membentuk grup, maka dikatakan bahwa H adalah subgrup dari G.

Contoh 2.20 Karena (R,+) grup, Z subset R dan (Z,+) grup, maka (Z,+) sub-

grup dari (R,+).

Setiap grup G adalah subgrup dari dirinya sendiri.

Lemma 2.1 Misalkan G adalah suatu grup dengan operasi biner #, dan H sub-

grup dari G.
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(a) Jika f adalah elemen identitas dari H dan e adalah elemen identitas dari G,
maka f=e.
(b) Jika a € H, maka invers dari a di H sama dengan invers dari a di G.
Bukti :
(a) Karena f elemen identitas dari H, maka f# f = f Sehingga jika f ™'
adalah invers darifdalam G, maka f " #(f# D= " #f
(fHDH#f= e
e #f = ¢
f = e
Jadi terbukti bahwa f=e.
(b) Misalkan a™ adalah invers dari a di G dan c adalah invers dari a di H.
Maka a # ¢ = ¢ #a = f Dengan Lemma 2.1(a), a# c=c # a = e. Berarti ¢

juga merupakan invers dari a di G. Menurut teorema 2.3(b), ¢ = a™.

0

Teorema 2.5 Misalkan H subset yang tidak kosong dari G, dan (G, #) grup.
Maka H subgrup dari G bila dan hanya bila
(a) H tertutup terhadap operasi biner # pada G.
(b) Untuk setiap a dalam H, a™' ada dalam H.
Bukti :
( =) H subgrup dari G, maka H membentuk grup dengan operasi biner # pada
G.
Berarti menurut definisi 2.4 dan lemma 2.1, kondist (a) dan (b) dipe-
nuhi.
( <= ) Diketahui kondisi (a) dan (b) dipenuhi. Maka
[1] Operast biner # tertutup pada H.
[2] H subset G dan (G,#) grup. Berarti sifat asosiatif juga berlaku
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untuk elemen - elemen dalam H.

'=a'#a=¢e

[3] Setiap ac H mempunyai a”' ¢ H, dan a¥a~
Karena operasi biner # tertutup pada H, maka ee H . Jadi H dengan
operasi biner # mempunyai elemen identitas ee H .

[4] Setiap elemen a di H pasti mempunyai inversa”™' di H.

Maka (H,#) merupakan grup.

Jadi H adalah subgrup dari G. ()

Dalam membuktikan sifat-sifat/teorema-teorema untuk grup (G#) se-
cara umum disepakati bahwa operasi di dalam grup tersebut dipandang seolah-
olah sebagai perkalian. Sehingga notasi “a # b” disederhanakan menjadi “ab”.
Invers dari a ditulis a ™', dan elemen identitas ditulis dengan huruf e. Hal ini di-
lakukan karena alasan keseragaman dan penyederhanaan notasi. Tetapi bila ada
keterangan khusus tentang operasinya, maka notasi tadi diganti atau disesuai-
kan dengan operasinya. Misalnya untuk operasi penjumlahan a # b ditulis a + b,

a”' diganti dengan -a, dan e diganti dengan 0.

Definisi 2.8 Jika G adalah grup dan a€ G, maka
(a) a’ =e

() a* =a"a, n=0,1,2, ...

¢y a”=@@"h, n=123, .

Teorema 2.6 Jika G adalah grup dan a € G, maka untuk setiap n ¢ Z berlaku

n-i

a*al =g
Bukti

Akan dibuktikan pernyataan tersebut benar untuk n = 0,
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a*a’=a’al =ea’ definisi 2.8 (a)
= a definisi 2.4
= 30—-1
- a’1.1---1

Jadi pernyataan benar untuk n = 0,
Akan dibuktikan pernyataan tersebut benar untuk n=1,2,3, ........ :

Andaikan pernyataan benar untuk n = k, maka a"a”' =a*a =a*"'. Sehingga
perny 28

untukn=k+1, a"a’=a*"a"

= (a*a)a”’ definisi 2.8 (b)
= a¥(aa™") asosiatif

= gFe definisi 2 4

= a*(a"'a) definisi 2.4

= (a*a)a asosiatif

= a¥g pengandaian
= g4 definisi 2.8 (b)
NI asosiatif

= ghrleD komutatif

= g asostatif

= an-rl

Jadi pernyataan benar uniuk n=k + 1.
Akan dibuktikan pernyataan tersebut benar untuk n=-1,-2, -3, ..., .

Jika n adalah suatu bilangan bulat negatif, maka ada suatu bilangan bulat positif

p sedemikian hingga n = -p. Sehingga a*a” =a 'a’

= ()@ definisi 2.8 {c)
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= (a")" definisi 2.8 (b)
= gD definisi 2.8 {(c)
= g distributif
= a"_'l
Jadi pernyataan benar untuk n=-1,-2,-3, ... H

Teorema 2.7 Jika G adalah grup dan ae G, maka untuk setiap m,ne Z berfaku

m-in

(aya™a" = a
(b) (alll)ll ﬁa‘“ a2
Bukti

Teorema ini akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika,
(a) Ambil sebarang me Z

Akan dibuktikan pernyataan tersebut benar untuk n = 0.

aa’=a"e definisi 2.8 (a)
= g™ definisi 2.4
- amw

Jadi pernyataan tersebut benar untuk n= 0.

Akan dibuktikan pernyataan tersebut benar untuk n=1,2,3, ... _

Andaikan pernyataan tersebut benar untuk n = k. Akan dibuktikan pernyataan
tersebut juga benar untuk n =k + 1. Karena pernyataan tersebut benar untuk

m+k

k. &
n=k maka a"a " =a , schingga

a"a""'=a"(a"a) definisi 2.8(b)
=(a”a")a asosiatif
=a™""a pengandaian

s g (R definisi 2.8(b)
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=gtk asosiatif

Jadi pernyataan tersebut benar untuk n=k + 1.

Akan dibuktikan pernyataan tersebut benar untuk n = -1, -2, 3, ... .
Jika n adalah suatu bilangan bulat negatif, maka ada suatu bilangan bulat
positif p sedemikian hingga n = -p. Andaikan pernyataan benar untuk p = k.

Akan dibuktikan pernyataan tersebut juga benar untuk p = k + 1. Karena

k m-k

pernyataan tersebut benar untuk p =k, maka a™a™ =a™a™ =a"", se-
hingga a™a **Y =a"(a )" definisi 2.8 (c)

= a2 @) definisi 2.8 (b)

= a"(a"a™) definisi 2.8 (c)

= (a™aF)a” asosiatif

= g™ kg pengandaian

= glmh teorema 2.6

ERECE asosiatif
= M LAR distributif

Jadi pernyataan tersebut benar untuk p =k + 1.
(b) Ambil sembarang me Z.

Akan dibuktikan pernyataan tersebut benar untuk n = 0.

m O

(@a®)’ =e=a" =3a™" Jadipernyataan benar untuk n = 0.

Akan dibuktikan pernyataan benaruntuk n=1,2,3, ... .
Andaikan pernyataan tersebut benar untuk n = k. Akan dibuktikan pernya-
taan tersebut juga benar untuk n= k+1. Karena pernyataan benar untuk

n=k, maka (a™)*=a™  Sehingga (a™)*"' =(a™)*(@a™) definisi 2.8(b)

=" 2" pengandaian
=" teorema 2.7(2)

=g mk+1)
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Jadi pernyataan tersebut benar untuk n = k+1.
Akan dibuktikan pernyataan benar untuk n=-1,-2,-3, ... .

Untuk n suatu bilangan bulat negatif, ada suatu bilangan bulat positif p

m me{-m) __ 0

sedemikian hingga n=-p. Menurut teorema 2.7 (a), a”a ™ =a a =e
dan a ™a™ =a ™" =a’ =e, maka (™) =a™. Sehingga
(@®)" = (™) =(@")")" definisi 2.8 (c)
= @™y
= (oo pernyataan benaruntuk p=1,2,3, ...
= 8Vm(-‘p)
g
Jadi pernyataan benar untuk n=-1,-2, -3, .. ... a

Definisi 2.9

(a) Orde suatu grup.
Banyaknya elemen di dalam suatu grup berhingga G disebut orde dari grup
G dan ditulis |Gj ]

(b) Orde suatu elemen grup.
Jika a adalah suatu elemen dari suatu grup, maka bilangan bulat positif
terkecil n sedemikian hingga a”"= e disebut orde dari a dan ditulis & (a).

Bila tidak ada bilangan n semacam itu, maka dikatakan bahwa a mempu-

nyai orde tak berhingga.

Teorema 2.8 Bila G grup dan a dalam G, maka <a>={ a"” /neZ } adalah
subgrup dari G.
Bukti :
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Kita akan menggunakan teorema 2.5 untuk membuktikan teorema ini,

[1] Elemen identitas e dari G ada dalam < a > karena a° = e. Jadi <a> tidak
kosong. '

[2] Ambil sebarang a’ dan a* dalam < a >, dengan r dan s dalam Z. Maka
menurut teorema 2.6, a’ a*=a"", yang merupakan anggota < a > karena
r+sed.

Jadi < a > tertutup terhadap operasi biner dalam G.
[3] Ambil sebaranga’ €< a> makaa " adadalam<a>dana" a’ =a’ =e.

Dari [1], {2], dan [3], terbukti bahwa < a > adalah subgrup dari G. (]

Definisi 2.10 Subgrup < a > dalam teorema 2.7 di atas disebut subgrup siklik

dari G yang dibangun oleh a.
Definisi 2.11 Suatu elemen a dari suatu grup G dikatakan membangun G (atau
merupakan generator untuk G) jika < a > = G. Suatu grup G disebut siklik jika

ada elemen a dalam G yang membangun G.

Contoh 2.21 Diberikan V = {¢,a,b,c} dengan operasi biner # yang didefinisi-
kan pada tabel 2.3

Tabel 2.3

# e a b ©
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(V,#) grup. Jika V= {e,a}, maka V, adalah subgrup siklik dari V vang diban-
gunoleha, yaitua’=e a'=a a’=a#a=e a’=a’#a=e#a=a, dan seterus-
nya. Jadi V, = <a > Sedangkan V bukan grup siklik karena
<eg>={e},<a>= {ea},<b>={eb}, <c>= {ec}.

Jadi tidak ada x € V sedemikian hingga <x>=V.

D. Grup Permutasi

Grup permutasi sangat erat kaitannya dengan fungsi atau pemetaan,

Definisi 2.12 Fungsi atau_pemetaan f dari himpunan A ke dalam himpunan B
adalah aturan yang memasangkan setiap elemen a dari A dengan tepat satu ele-
men b dari B. Kita katakan f memetakan a ke b, dan f memetakan A ke dalam
B.

Jika fungsi f memetakan a ke b, maka ditulis f{a) = b, dan b disebut bayangan
dari a oleh pemetaan f. Sedangkan jika f memetakan A ke dalam B, maka ditu-

lis f: A— B, dan himpunan A disebut domain dari f, himpunan B disebut ko-

domain dari f, sedangkan himpunan f{A) = {f(a)/a € A} disebut range dari
f

Definisi 2.13 Suatu fungsi dari himpunan A ke dalam himpunan B disebut

fungsi satu-satu ( atau fungsi injektif ) jika setiap elemen dalam range dari f

merupakan bayangan dari tepat satu elemen di A, dan disebut fungsi onto
( atau fungsi surjektif ) jika setiap elemen dalam B merupakan bayangan dari

suaty elemen di A.
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Jadi untuk memperlihatkan bahwa f adalah fungst satu-satu, kita harus menun-
jukkan: f{a,) = f(a,)=>a, = a,, untuk setiap a,, a, dalam A. Untuk memperli-
hatkan bahwa f adalah fungsi onto, kita harus menunjukkan : (Vb e B)

(dJae A)f{a)=h.

Definisi 2.14 Fungsi satu-satu dan onto disebut sebagai fungsi bijektif.

Definisi 2.15 Diberikan himpunan S yang tidak kosong. Permutasi pada S
adalah fungsi bijektif dari S ke S.

Misalkan f suatu fungsi dari A ke dalam B dan g dari B ke dalam C di mana B

adalah kodomain dari £ Kita ilustrasikan fungsi-fungsi ini di bawah:

Misalkan ae A, maka bayangannya yaitu f(a) berada dalam B dimana B
adalah domain dari g. Oleh sebab itu, kita dapat memperoleh bayangan dari f(a)
di bawah fungsi g, yaitu g(f{a)). Jadi kita mempunyai aturan yang menetapkan
tiap-tiap elemen a € A dengan suatu elemen yang terangkai dengannya, yaitu
g(f{a)) e C. Dengan kata lain, kita mempunyai suatu fungsi dari A ke dalam C.
Fungsi baru ini disebut fungsi komposisi dari f dan g yang dinyatakan oleh
(g o f). Secara singkat, jika f:A-»B dan g:B— C, maka kita definisikan suatu
fungsi (g o £):A— C dengan (g o f }a) = g (f (a)).
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Contoh 2.22 Diberikan A= { 1,2,3,4,5 } dan fungsi f . A A yang dide-
finisikan sebagai berikut, f(1)=4,f(2)=2,f(3)=5,f(4)=3, danf(5) =1
Untuk mempermudah penulisan, fungsi f dapat dinyatakan dengan

oo (12345
42531

] . Jelas bahwa fungsi f ini adalah fungsi yang bijektif. Diberikan
juga fungsi g : A — A yang didefinisikan sebagai berikut g(1) = 3, g(2) = 3, g(3)
== 4,
g(4) =2, dan g(5) =1. Fungsi g yang bijektif ini dapat dinyatakan dengan

12345 12345 12345 12345
g o= , maka fog = 0 = .

35421 42531 35421 51324
Tampak bahwa f o g juga menghasilkan suatu fungsi yang bijekt:f. Jadi f, g

dan f o g merupakan permutasi-permutasi pada A.

Teorema 2.9 Komposisi dua fungsi yang bijektif menghasilkan fungsi yang
bijektif.
Bukti :
Misalkan dua fungsi vang bijektif itu adalah f; B—»C dan g : A-»B. Akan di-
tunjukkan bahwa f o g A— C adalah fungsi yang injektif dan surjektif,
(i) Ambil sembarang x,dan x,dalam domain g sedemikian sehingga
(fo g)(x,) = (fog)( x,). Akan ditunjukkan bahwa x, =x, .
Jika (fog)( x,) = (fog)( x,), maka f (g(x,)) = f (g(x,)). Karena f adalah
fungsi yang bijektif, maka g(x,) = g(x,) Karena g adalah fungsi yang bi-
jektif, maka x|, =x,.
Jadi (Vx, x, €A) ((fog)(x,)={og) x,)= x, =x, ).
Jadi fog : A — C adalah fungsi injektif.
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(i1). Ambil sembarang z € C. Akan ditunjukkan bahwa ada xe A sedemikian
hingga (fog)(x) = z. Karena ze C dan f adalah fungsi bijektif, maka pasti
ada ye B sedemikian hingga f (y) = z. Diketahui g adalah fungsi bijektif,
maka pasti ada xe A sedemikian hingga g(x) =y.

Jadi (VzeC)( dxeA) ((fog)x) = gx) =fy)=2z).

Jadi fog : A — C adalah fungsi surjektif.
Jadi, karena fog : A ->C adalah fungsi injektif dan surjektif, maka menurut de-
finisi 2.14, fog : A-> C adalah fungsi bijektif. L

Misalkan f suatu fungsi dari A ke dalam B, dan beB. Maka invers dari b
dinyatakan oleh £™'(b) yang terdiri dari elemen-elemen A yang dipetakan pada
b, yaitu elemen-elemen dalam A yang memiliki b sebagai bayangannya. Jadi,
jika £: A—>B , maka f'(b) = {x € A/ f(x) = b} Perhatikan bahwa ' (b)
merupakan subset dari A. Kita membaca ™' sebagai “f invers”.

Sekarang kita perluas definisi invers dari fungsi. Misalkan f | A—B dan
D c B. Maka invers dari D dibawah fungsi f yang dinyatakan oleh £ (D),
terdiri dari elemen-elemen dalam A yang dipetakan pada beberapa elemen da-
lamD. Jadi £'(D)= {x € A/f{x) eD}. Invers dari suatu fungsi belum tentu

merupakan fungsi.

Teorema 2.10 Jika f . A->B adalah fungsi yang bijektif, maka invers dari
fungsi f pasti merupakan suatu fungsi.

Bukti :

Jika ' A—>B adalah fungsi bijektif, maka setiap beB akan berpasangan
dengan sebuah elemen tunggal ™ (b) dalam A. Oleh sebab itu £ adalah suatu

fungsi dari B ke A, vaitu £ : B— A, O
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Teorema 2.11 Misalkan A himpunan tak kosong dan S(A) adalah himpunan
semua permutasi pada A . Maka S(A) dengan operasi komposist fungsi mem-
bentuk suatu grup.

Bukti :

[1] Himpunan S(A) terdiri dari semua fungsi bijektif dari A ke A. Maka menu-
rut teorema 2.8, operasi komposisi ini bersifat tertutup dalam S(A).

[2] Ambil sembarang f, g ,h dalam S(A). Perhatikan bahwa f,g dan h adalah
fungsi-fungsi bijektif dari A ke A. Maka : [(fo g) o h](a) = [f o g](h(2))

£ (g(h(a)))
f((goh)a))
[fo(goh) (),

il

i

H

untuk setiap f, g dan h dalam S(A) dan setiap a € A.

Jadi operast komposisi bersifat asosiatif.

{3} Ada elemen identitas, yaitu permutasi r | A — A, di mana r(a) = a, untuk
setiap a dalam A. Ambil sembarang f dalam S(A), maka (v o f)(a) = 1(f{a)) =
f{a) dan (f o 1)(a) = f{r(a)) = f(a).

Jadi ada elemen identitas re S(A) yang memenuhi (r o f }(a) = (f o r)(a) = f(a)
untuk tiap a€ A.

[4] Menurut teorema 2.9, setiap f dalam S(A) mempunyai invers £ A A
karena f adalah fungsi bijektif dan f™ e S(A). Misalkan f{a) = a’, maka ' (a’)
=a Sechingga r@)=a =fa)=fE'@)H=Fof")(@)dan r(a)=a=
f@)=f"f@)= f'of)(@). Makafof"' =rdanf” of=r Jadifof™' =
f'of=r

Jadi (S(A), o) dalah grup. (]
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Definisi 2.16 Diberikan himpunan A yang tidak kosong. Grup permutasi dari

A adalah grup yang elemen - elemennya berupa permutasi pada A dengan op-

erasi komposisi.

Definisi 2.17 Misalkan A adalah himpunan berhingga { 1,2,3, ..., n }. Grup
yang terdiri dari semua permutasi pada A disebut grup simetrik dan ditulis S .

Jadi grup permutasi pada A tidak harus memuat semua permutasi pada A. Grup

simetrik dengan sendirinya merupakan grup permutasi.

Contoh 2.23 Diberikan A = { 1,23 }, maka

(123) (123 (123 (123) (123 (123
S3 = q 3 5 > 3 | '3 = { X[? x'}, 3 X}) X.;‘: xS: x(i}
\123 /4132 F{312 /{213 /{231 J 321 -

S ; adalah himpunan semua permutasi pada A. Hasil operasi komposisi pada S,

tampak pada tabel 2.4 Operasi komposisi di sini bersifat tertutup, dan x,

merupakan elemen identitas. Setiap elemen mempunyai invers dalam S, yaitu
-1 -1 -1 1 -3

. = — o - = E
X, =Xy, X, TX,, Xy TX X, =X, X =X,,X;  =x,. Dapat

diperiksa bahwa sifat asosiatif dipenuhi di sini.

Sedangkan P 1231 (1233 (123 { e tasi
edangkan Fraie i, 1> X3, X4} adalah grup permutasi

dari A dan dapat diperiksa dalam tabel 2.5.
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Tabel 2.4

0 X, [ Xy, X5 1%, IXg | %X,
X, |X; |X, | X3 |X, |Xs |Xg
X, [X, [X, X, (X, [X¢ |X
X, | Xy |[Xg [Xg X, [X, | X,
X, | X4 IXg [Xg [Xy [ X, | %,
X Xy 1%, 11X, [%, | X, |X,
X, 1Xg 11X, (X, |Xg |X, |%,

28
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BAB 11l
HOMOMORFISMA DAN GRUP FAKTOR

Dalam Bab 1I kita telah mengenal apa itu grup, subgrup dan beberapa sifat
sederhana yang dimiliki oleh grup. Dalam bab III ini kita akan membahas ten-
tang relasi antar grup. Untuk itu kita akan berkenalan dengan homomorfisma,
isomorfisma, kernel, koset, subgrup normal, dan grup faktor. Bab 1l ini akan

diawali dengan homomorfisma.

A. Homomorfisma

Definisi 3.1 Diberikan grup (G,*) dan (31,#). Pemetaan ¢ : G - H disebut
homomorfisma jika ¢ (a * b)= ¢ (a) # ¢ (b), Vab € G.

Pemetaan ¢ yang merupakan homomorfisma itu dikatakan mengawetkan

operasi. Untuk sebarang dua grup G dan H paling sedikit terdapat satu homo-

morfisma ¢ : G—H yang dinamakan homomorfisina trivial dan didefinisikan
oleh ¢ (g) = e, untuk setiap g € G, di mana e adalah elemen identitas dari grup

H.

Contoh 3.1 Diberikan Z = himpunan semua bilangan bulat, 2Z = { 2x / xe Z }
dan w: Z—2Z dengan u(n)=2n,Vne Z Apakah g suatu homomorfisma ?

Penyelesaian

29



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

30

(i) Ambil sebarang m dan n dalam Z, sedemikian hingga m = n, maka 2m = 2n,
Sehingga 1 (m) = u(n). Jadi g : Z—» 2Z dengan definisi di atas merupa-
kan suatu pemetaan.

(i) Ambil sebarang a dan b di Z, maka p(a+b)=2(a+b)

= 2a +2b
= ufa) + ud)

Jadi p(a+b)y= pu(a)+ ud), Vab e Z

Jadi x merupakan suatu homomorfisma.

Definisi 3.2 Misalkan ¢ : XY, AcX, dan BCY. Bayangan ¢ (A) dari A
dalam X oleh ¢ adalah { ¢ (a)/ a € A }. Bayangan invers ¢ ~' (B) dari B da-
lam Y adalah {x X /¢ (x) € B}.

Teorema 3.1 Diketahui ¢ | G— G’ suatu homomorfisma.

a. Jika e adalah elemen identitas dalam G, maka ¢ (e) adalah elemen identitas
dalam G’ 7

b. JikaacG, maka ¢(a’)= ¢(a)”

¢. Jika H adalah subgrup dari G, maka ¢(H) adalah subgrup dari G

d. Jika K’ adalah subgrup dari G’, maka ¢ ~' (K’) adalah subgrup dari G.

Bukti :
Misalkan (G, * ) dan (G, #) adalah grup dengan elemen identitas berturut-turut e

dane’, dan ¢: G ~> G’ homomorfisma.

(a) Karena e elemen identitas dalam G, maka e#* e = ¢, dan karena ¢ homomor-
fisma, maka ¢(e) # g(e) = g(exe) = ¢{e) = ¢(e) # &, Sehingga ¢ (e) #
¢(e) = ¢(e) # ¢’. Menurut teorema 2.1, ¢(e) =g’
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Jadi ¢ (e) adalah elemen identitas dalam G’
(b) Misatkan acG,makaa*a™ = a”'* a = e Sehingga
glaxa™) = g(a” *a) = ¢(e). Karena ¢ homomorfisma, maka
ga) # @’y = ¢@@") # ¢(a) = d(e),dimana ¢(¢) adalah elemen
identitas dalam G’ menurut pernyataan (a).
Jadi menurut definisi 2.4, ¢(a ') adalah invers dari ¢(a). Karena invers
dari tiap elemen adalah tunggal, maka ¢(a) ' = g(a ).
(¢ ) Karena H subgrup dari G, maka H < G dan (H, *) grup. Akan ditunjuk-
kan (¢ (H),#) adalah subgrup dari (G’ #).
Menurut definisi 3.2, g¢(H)={ ¢(h)/h eH }.
i Ambil sebarang ¢(a) dan @ (b) di ¢(H), dengana, b eH. Maka ¢(a) #
¢(b)=¢(a *b), karena ¢ adalah homomorfisma. Karena a dan b ada
dalam subgrup H, maka a * b juga ada dalam H. Sehingga ¢ (a*b)
€ ¢ (H). Jadi ¢ (H) tertutup terhadap onerasi #.
. Ambil sebarang ¢(h)e ¢(H) dengan heH, maka ¢(h)' = g(h™")
€ ¢(H) karenah ' e .
Jadi menurut teorema 2.5, (¢ (H), #) adalah subgrup dari (G, #).
d. Karena K’ subgrup dari G, maka K’ ¢ G’ dan (K’ #) grup. Menurut de-~
finisi 3.2, ¢ 7 (K) = {xeG/ ¢(x) eK’}. Akan ditunjukkan ¢ "' (K’) adalah
subgrup dari G.
i. Ambil sebarang a,b ¢ ¢ 7' (K’) maka a,b € G dan ¢(a), ¢(b) €K’ Se-
hingga a * be Gdang(a* b)= g(a) # ¢(b) €K’ , karena K’ subgrup
dari G’ Jadia * b € ¢ "' (K).

Jadi operasi * bersifat tertutup dalam ¢ " (K’).
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ii. Ambil sebarang ae ¢ " (K’) , makag(a)e K’ dan ¢(a)’ €K’, karena
K’ adalah subgrup dari G*. Karena ¢(a) ' = ¢(a™*), maka ¢(a”') eK’
dana' e ¢ " (K’).

Jadi (Vae ¢ () a" e ¢ (K).

Jadi menurut teorema 2.5, ¢ ~' (K’) adalah subgrup dari G.

Jadi menurut teorema 3.1 di atas, jika diberikan suatu homomorfisma
¢ G-»G’, dan e’ adalah elemen identitas dalam G’, maka ¢ “( {e’} ) adalah

subgrup dari G yang terdiri dari semua elemen G yang dipetakan ke ¢’ oleh ¢

Definisi 3.3 Jika ¢ : G-» G’ homomorfisma, dan ¢’ adalah elemen identitas

dalam G'maka kernel dari ¢, ditulis dengan lambang ker (¢), di definisikan

sebagai ker(¢)={aecG/g(a)y=¢" }.

Dari definisi 3.3 ini ada yang menarik dari kernel ¢, vaitu bahwa karena {e’}

adalah subgrup dari G, maka menurut teorema 3.1.(d), ¢ ' ({e’}) =
{fac G /¢ (a)= e’} = ker(¢) adalah subgrup dari G

Untuk sementara kita tinggalkan pembicaraan mengenai kernel dan
sekarang kita akan beralih pada koset. Misalkan G adalah suatu grup dan H
adalah subgrup dari G. Jika x € G, maka kita definisikan xH = { xh / heH }
dan HMx = { hx / he H }. Perhatikan bahwa xh adalah hasil operasi dari-x dan h,

demikian juga dengan hx.
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Definisi 3.4 Jika H adalah subgrup dari grup G dan x € G, maka xH disebut
koset kiri dari H dalam G, dan Hx disebut koset kanan dari H dalam G.

Jika operasi pada grup tersebut adalah +, maka penulisan xH disesuaikan men-
jadi x+H,danHx menjadiH +x. Jadix+H={x+h/heH}danH+x=
{h+x/heH}.

Contoh 3.2 Diberikan G =8, = { x|, X, , X, , X, , Xy , X, }

g i (1l 1)

yang merupakan grup simetri pada A = {1,2,3}.

123Y (123
PanH ={x,.x,} = {{123}(213}}

Dapat diperiksa bahwa H adalah subgrup dari G, Koset-koset kanan dart H da-

fam G adalah :

Hx, = {x, ox, ,x, ox,} = {x, ,x, }, oadalah operasi komposi
pada G.

Hx, = {x, ox, ,x,0%x,} = {x, ,X;}

Hx, = {x, 0%x; ,x,0x,} = {x; ,%;}

Hx, ={x, ox, ,x, 0X,} = {xX, ,X}

Hx, ={x, ox, ,X%x, 0xs} = {xs; ,%x; }

Hx, = {x; ox5 %, 0xg} = {x; ,%,}

Koset-koset kiri dari H dalam G adalah ;
x,H = {x, ox, ,x,0x, } ={x, ,%,}

x, H = {x, 0%, ,x,0%x, } = {x, ,%X;}
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x, H = {x; 0%, ,x;0x, } = {x, » X}
X:;H :{X40X1’X40X4 }:{x"* ’Xl}
xsH = {x; ox, ,x;0x, } ={xs X3}
xgH = {x; 0x, ,x;0x, } = {x; ,x;}.

Teorema 3.2 Misalkan ¢ : G — G’ suatu homomorfisma grup dan H = ker (¢).
Jika a €@, maka himpunan K = { x € G/ ¢(x) = ¢(a) } adalah koset kiri aH
dari H, dan al{ = Ha.

Bukti :

Akan ditunjukkan bahwa K = aH.

Ambil sebarang x €K, maka x e Gdan ¢(x)= ¢(a).

=@ #Hgx=¢ e’ elemen identitas G’
=da ) # gx)=¢ teorema 3.1

= ¢glalx)=¢ ¢ homomorfisma ; definisi 3.1
=>a'x eH H = ker (¢) ; definisi 3.3

=>ada he H sedemikian hingga h=a 'x
=>x=ah eaH
=>x eakl
JadiKcaH ... (D)
Sekarang ambil sebarang y e aH, berarti ada h ¢ H sedemikian hingga v = ah.
Jelas bahwa y juga ada dalam G, karena HC G dan a,he G sehingga v = ah
e@.
Maka ¢ (y)= ¢(ah)
¢(y)=¢(a) # ¢(h) ¢ homomorfisma

P(y)=¢(a) # & h eH=ker (¢)
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¢(y) = ¢(a) definisi 2.4
Jadi ye G dan memenuhi ¢(y) = ¢(a). JadiyeK.
Jadi aH c Koo (i)

Dari (i) dan (i1) dapat disimpulkan bahwa K =a H.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa K = Ha.
Ambil sebarang x €K, makaxe G dan ¢(x) = ¢(a).

= ¢X)#p(a) = e’ elemen identitas G’
= gx)# ga'y=¢ teorema 3.1

= gxal)y=¢ ¢ homomorfisma
= xa e H H = ker (¢)

= Ada heH sedemikian hingga h =xa ™'

=> x=hae Ha

= x & Ha

JadiK o Ha . ... (i)

Ambil sebarang y< Ha. Maka ada he H sedemikian hingga y = ha. Jelas bahwa
y juga ada dalam G karena HC (G dan h,ae G sehingga vy = ha € G.

Maka ¢(y) = ¢(ha)

¢(y)=¢(h) # ¢(a) ¢ homomorfisma
p(y)= ¢ # ¢(a) heH = ker (¢)
ply)= ¢ definisi 2.4
Jadi ye G dan memenuhi ¢(y) = ¢(a). Jadiye K.
JadiHacK ... (i)

Jadi dari (iii) Dan (iv) , K= Ha.
Karena K = aH dan K = Ha, maka aH = Ha.
Lengkaplah bukti dari teorema di atas. [
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Teorema 3.3 Homomorfisma grup ¢: G-»> G adalah fungsi satu-satu bila dan
hanya bila ker (¢} = {e}.
Bukti :
(=) Diketahui ¢ .G— G’ homomorfisma satu-satu. Dibuktikan ker(¢ ) = { e}.
Ambil sebarang xeker (¢), maka ¢(x) = ¢’ Padahal menurut teorema
3.1, ¢(e) = ¢’ Sehingga ¢(x) = ¢ (e). Karena ¢: G— G fungsi satu-
satu, maka x =e. Jadiker (¢ )= {e}.
(<= ) Diketahui ker (¢) = {e}. Dibuktikan ¢ : G— G’ fungsi satu-satu.
Ambil dua elemen x dan y dalam G sedemikian hingga ¢ (x) =¢ (y).
Maka ¢ (x) # ¢(¥)7 = ¢(y) #¢(y)" =¢’
Jadi g (x) # ¢ (y") = ¢(xy ) =¢ Berartixy ' eker (¢).
Padahal ker (¢ ) = {e}, makaxy '=e.
Akibatnya, x = ey = y.
Jadi ¢ (x) = ¢ (y) = x =y, untuk sebarang x dan y dalam G.
Jadi ¢ . G— G’ edalah fungsi satu-satu.
Terbuktilah teorema 3.3, I3

Definisi 3.5 Subgrup H disebut subgrup normal dari grup G jika koset kiri dan

koset kanannya sama, yaitu gH = Hg, untuk setiap g dalam G.

Dari definisi 3.5, jelas bahwa setiap subgrup dari grup abelian adalah subgrup

normal.

Teorema 3.4 Diketahui grup G dan N subgrup dari G.
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(Vge®)(VneN)gng' e N (Vg eG)gN=Ng.
Bukti
(=) Diketahui (V ge G)(V neN)gng ' ¢ N. Akan ditunjukkan {V ge G) gN =
Ng. Ambil sebarang g G. Selanjutnya ambil sebarang x e gN. Maka ada
n, € N sedemikian hingga x = gn . Akibatnya xg™ =gn, g~ ¢ N. Karena
xg ' eN, maka (xg g=x(g 'g) =xe=x ¢ Ng.
Jadi gN C Ng ... (D
Ambil sebarang yeNg. Maka ada n, € N sedemikian hingga y = n, g.
Akibatnya g 'y =g ' (n,g) € N. Sehingga g(g”'y) egN. Jadiy egN.
Jadi Ng cgNo..oo (2
Karena gN < Ng dan Ng < gN, maka gN = Ng
(¢<=) Diketahui (Vg €G) gN = Ng. Akan ditunjukkan (V ge G}V neN)
gng ' eN.
Ambil sebarang g € G dan sebarang ne N, Maka gn ¢ gN, Karena gN =
Ng, maka gneNg. Berarti ada suatu n, € N sedemikian hingga gn =
n,g. Akibatnya gng = (n,g)g"
=n,(gg™) sifat asosiatif dalam grup

=n, e e elemen identitas dalam G

Jadi gng ' eN.
Lengkaplah bukti teorema ini. O

Teorema 3.5 Jika ¢: G — G’ adalah homomorfisma grup dengan kernel H,

maka kernel H adalah subgrup normal dari grup G.
Bukti:
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Jika ¢ adalah elemen identitas dari G', maka {e’} adalah subgrup dari G’.
Menurut teorema 3.1 (d), ¢ " ({e’})= {a € G /¢ (a) = ¢’} = kernel H adalah
subgrup dari G. Sekarang akan ditunjukkan bahwa kernel H adalah subgrup
normal dari grup G.

Ambil sebarang g € G dan sebarang h € kernel H, maka

d(ghg™) = ¢(® M d(g) ¢ homomorfisma
=(g@e)¢ (g h e kemel H
= ¢ (@ ¢(g) definisi 2.4
= ¢(2) ¢ ()" teorema 3.1
=g’ definisi 2.4

Karena g €G, h e G dan G grup, maka ghg' € G. Jadi ghg™ & kernel H. Jadi

menurut teorema 3.4, kernel H adalah subgrup normal dari grup G. (]

Teorema 3.6 Diberikan homomorfisma grup ¢ G — G’, Jika N adalah sub-
grup normal dari G, maka ¢ (N) adalah subgrup normal dari G’. Jika N” adalah
subgrup normal dari G’, maka ¢ ' (N’) adalah subgrup normal dari G.

Bukti
(i) Diketahui N adalah subgrup normal dari G. Akan diperlihatkan bahwa
@ (N) adalah subgrup normal dari G’.

Karena N adalah subgrup normal dari G, maka menurut teorema 3.4 berlaku

gng ' e N untuk setiap g € G dan setiap ne N. Sehingga
¢(gng™)=¢(gn) $(g)
= ¢ ()¢ ()¢ () teorema 3.1
€ g (N)
Jadi menurut teorema 3.4, ¢ ()¢ (N)= ¢ (N) ¢(g), V ¢ (g)eG’.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

39

Jadi menurut definisi 3.5, ¢ (N) adalah subgrup normal dari G,
(i) Diketahui N* adalah subgrup normal dari G°. Akan ditunjukkan bahwa
¢ “'(N) adalah subgrup normal dari G.

Berdasarkan definisi tentang invers dari suatu fungsi, maka ¢ (N’) =
{xeG / ¢(x) eN’}. Ambil sebarang ge G dan sebarang xe ¢ ' (N).
Maka xeG dan ¢(x) €N Akan diperlihatkan bahwa gxg 'e ¢ '(N).

Karena g, x, dan g ' & grup G, maka gxg * € G. Selanjutnya,

dlexg™)= d(gx) d(g™") ¢ homomorfisma
= @(g) d(x)d(g™") ¢ homomorfisma
= ¢(g) (x) $(g) " teorema 3.1

Karena ¢ (g), #(g) "' €G’ dan ¢(x) €N, dan N’ adalah subgrup normal
dari 7, maka ¢ (gxg ') = () (%) ¢(2) "eN’ Karena gxg ' G dan
é (gxg " )eN’, maka gxg ' € ¢ (N).

Jadi menurut teorema 3.4, (VgeG) gé '(N) = ¢ (N g.

Jadi menurut definisi 3.5, ¢ 7' (N’) adalah subgrup normal dari G. 1

B. Isomorfisma

Suatu homomorfisma ¢: G -»G’ mempunyai beberapa kejadian
khusus. Salah satu kejadian khusus dari homomorfisma yang akan kita bicara-
kan di sini adalah isomorfisma. Kita akan mengawali perkenalan kita pada iso-

morfisma dengan definisi berikut ini.
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Grup G dikatakan isomorfik dengan grup G’ (ditulis “ G= G’ “) bila terdapat

suatu isomorfisma ¢ : G -» G’

Untuk menunjukkan bahwa grup G isomorfik dengan grup G’, kita perlu
menempuh empat langkah berikut :

Langkah ! : definisikan suatu fungs: ¢ dari G ke G’
Langkah 2 : tunjukkan bahwa ¢ fungst injekiif,

Langkah 3 : tunjukkan bahwa ¢ fungsi surjektif.

Langkah 4 : tunjukkan bahwa ¢ (xy) = ¢ (X)d (v), Vx,ve G

Contoh 3.3 Diketahui R adalah himpunan semua bilangan real, R" adalah him-
punan semua bilangan real positif, dan e adalah operasi perkalian pada himpu-

nan bilangan real. Perlihatkan bahwa grup (R, +) isomorfik dengan grup

R, o).

Langkah 1 : Didefinisikan fungsi ¢: R— R’ dengan aturan ¢ (x) = &"

Langkah 2 : Jika ¢ (x) = ¢ (y), maka €" = ¢ , sehingga x = y. Jadi ¢ adalah
fungsi injektif.

Langkah 3 : Jika r € R'maka ¢ (In1) =e™" =r, di mana InreR. Jadi ada
In re R sedemikian hingga ¢ (Inr)=r.
Jadi ¢ fungsi surjektif.

Langkah 4 : Untuk x,ye R berlaku ¢ (x +y) =¢e"Y = e  0&’ = g(x) o ¢ (y).
Dari langkah pertama sampai pada langkah keempat, terbukti

bahwa (R,+) isomorfik dengan (R', e ) karena ada isomorfisma
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¢ R >R

Kita mempunyai empat langkah di atas untuk memperlihatkan bahwa
dua grup itu isomorfik. Sekarang bagaimana kita dapat memperlihatkan bahwa
dua grup itu tidak isomorfik 7 Pada umumnya, memperlihatkan dua grup yang
isomorfik itu jauh lebih mudah dibandingkan dengan memperlihatkan dua grup
yang tidak isomorfik.

Untuk memperlihatkan bahwa dua grup tidak isomorfik, kita harus
kembali pada definisi 3.6. Grup G dikatakan tidak isomorfik dengan grup G’
jika dan hanya jika tidak ada isomorfisma dari G ke G’. Atau dengan kata lain,
grup G tidak isomorfik dengan grup G’ jika dan hanya jika tidak ada fungsi bi-
jektif ¢ dari G ke G’ dengan sifat ¢ (xy) = ¢ (%) ¢ (y).

Secara umum, tentu saja tidak praktis untuk mencoba setiap tungsi
bijektif yang mungkin untuk menemukan apakah fungsi-fungsi tersebut me-
menuhi sifat di atas. Kecuali untuk kasus di mana tidak ada fungsi bijektif dari
G ke G’, misalnya G dan G’ adalah himpunan-himpunan berhingga dengan

banyaknya anggota yang berbeda.

Contoh 3.4 Diketahui Z adalah himpunan semua bilangan bulat dan R adalah
himpunan semua bilangan real. (Z,+) dan (R,*) adalah grup. Grup (Z,*) tidak
isomorfik dengan grup (R,+) karena tidak ada fungsi bijektif dari Z ke R.

Untuk kejadian di mana ada fungsi bijektif dari G ke G’, kita akan memperli-
hatkan grup G tidak isomorfik dengan grup G’ dengan menunjukkan bahwa
grup yang satu memiliki sifat struktural yang tidak dimiliki oleh grup yang lain.

Sifat struktural di sini adalah sifat yang menyangkut operasi, dan yang diawet-
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kan oleh homomorfisma. Berikut ini adalah contoh-contoh dari sifat struktural

dan sifat nonstuktural.

Contoh-contoh sifat struktural ; Contoh-contoh stfat nonstruktural :
1. Grup G adalah siklik. 1. Grup G memuat elemen 5.
2. Grup G adalah abelian. 2. Semua elemen dari grup G berupa
bifangan.
3. Persamaan x* = a mempunyai 3. Operasi dalam grup G disebut
penyelesaian tunggal untuk setiap komposisi.

clemen a dalam grup G.

Contoh 3.5 Kita tidak dapat menyimpulkan bahwa grup (Z,+) dan (3Z,+) tidak
isomorfik karena 17¢Z dan [7#3Z, sebab imi bukan sifat strukiural.
Kenyataannya (Z,+) 1somorfik dengan (3Z,+), sebab ada fungsi bijektif

¢ G -G dengan ¢ (n) = 3n, untuk setiap ne Z yang mengawetkan operasi,

Contoh 3.6 Kita tidak dapat menyimpulkan bahwa (Z +) dan (Q,+) tidak iso-
morfik karena 2 € Q dan Y2 ¢ Z Tetapi kita dapat menyimpulkan bahwa kedua

grup tersebut tidak 1somorfik karena Z siklik dan Q tidak.
C. Grup Faktor
Definisi 3.7 Diketahui G grup dan N subgrup normal dari G. Himpunan semua

koset dari N dalam G dinyatakan dengan lambang G/N. Jadi G/N = { gN /
ge G}, dan dibaca G modulo N.
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Perlu diingat bahwa untuk subgrup normal, koset kiri sama dengan koset kanan.
tu berarti elemen-elemen dari G/N dapat ditulis dalam bentuk koset kiri saja
atau koset kanan saja. Dalam hal ini penulis menggunakan koset kiri untuk

keseragaman.

Definisi 3.8 Bila P adalah keluarga himpunan-himpunan bagian yang tidak
kosong dari himpunan S, maka P dikatakan membentuk partisi untuk himpunan
S bila

1. S adalah gabungan dari semua himpunan dalam P

2. Jika A dan B adalah anggota P dan A = B, maka A n B= .

Teorema 3.7 Jika G adalah grup dan N adalah subgrup normal dari G, maka
G/N membentuk partist untuk G.
Bukti :
(1). Akan ditunjukkan bahwa W xN = G.
Ambil sebarang t € W xN, berarti ada paling sedikit satu xN yang memuat
t. Maka dapat ditulis t = xh, untuk suatu he N. Karena N ¢ G, x,he G dan
G adalah grup, makat=xh €G. Jadi jikate U xN, maka te G.
Jadi UxN < G................1)
Ambil sebarang elemen ye G. Karena N subgrup G, maka elemen identitas
dari G, yaitu ¢ berada di N. Sehingga v = ye € yN. Padahal yN € wWxN.
Jadi y € WxN.
Jadi jika y € G, maka ye W xN.
JadiG ¢ wxN................2)
Karena UxN ¢ Gdan G ¢ wxN, maka UxN=G.
(ii). Akan ditunjukkan untuk xN dan yN anggota G/N, jika xN # yN maka
xN ~ yN= .
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Pernyataan ini ekuivalen dengan : untuk xN dan yN anggota G/N, jika
xN m yN = &, maka xN = yN.

Jika xN m yN = &, maka paling sedikit ada satu elemen dalam xN — yN.
Misalkan te xN m yN, maka t exN danteyN. Berarti t = xh, dant=yh,,
untuk suatu h,,h, €N Maka ada h,,h, € N sedemikian hingga xh, = yh,
Dengan demikian xh b, "= yh,h, "  atau x = yh,h, ' Sehingga setiap
elemen xh dari xN dapat dinyatakan dalam bentuk yh_ h, 'h Karena
h,h, "h eN, makaxh=yh,h, "heyN

JadixN ¢ yN......................1D

Dengan cara yang sama, karena ada h,,h, e N sedemikian hingga xh, =
yh, Makay=xh h, " Sehingga setiap elemen yh dari yN dapat dinyata-
kan dalam bentuk xh,h, 'h. Karena h,h, 'heN, maka yh =
xh,h, ThexN

JadiyN ¢ xN.....................2)

Karena xN < yN dan yN < xN, maka xN = yN.
Dart (1) dan (ii), disimpullkan bahwa G/N membentuk partisi untuk G. I

Ada satu teorema menarik yang mengungkapkan bahwa G/N dapat

membentuk grup dengan suatu operasi yang akan didefinisikan dibawah ini.

Teorema 3.8 Diketahui N adalah subgrup normal dari G. Maka G/N memben-
tuk grup dengan operasi yang didefinisikan sebagai berikut ;| (aN)}(ON) = (ab)N,
V (aN),(bN)= G/N.

Bukti :
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Untuk membuktikan bahwa G/N membentuk grup dengan operasi seperti yang
didefinisikan di atas, kita kembali menggunakan definisi 2.4. Sebelum mem-
buktikan berlakunya ketiga aksioma grup, kita harus memastikan bahwa operasi
seperti yang didefinisikan di atas merupakan operasi biner, artinya operasi ter-
sebut bersifat tertutup dan terdefinisi dengan baik dalam G/N.
(i) Misalkan a,N = a,N dan b;N = b, N. Akan ditunjukkan (a,N)(b,N)=
{a,N)(b,N), atau(a,b,)N={(a, b, )N
Karenaa,N=a,N, makaa,e=a,n,, untuk suatun, e N,
Karenab,N=b,N, makab,e=b,n,, untuk suatun, e N.
Sehinggaa,=a,n, danb,=b,n,. Akibatnyaa ,b,=a,n,b,n,.
Karena N subgrup normal dari grup G, maka b, 7n,b, € N. Jadi ada suatu
n, e N sedemikian hinggan, =b, 'n,b,. Maka b,n,=n,b,. Sehingga
a,b,=a, b, nyn,. Ambil sebaranga,b;n < (a,b,) N, makaa,b,n=
a, b, n;n,n=a,b,n,,untuk suatun,=n,n,ne N,
adi (@b, "N (af Fapilet™ TTh BV e R X
Karena a,N =a,Ndenb,N=b N, makaa,=a,n, dan b,=b,n,, untuk
suatun,, n, € N. Sehinggaa,b,=2a, n,b,n,.
Karena N subgrup normal dari grup G, maka b, 'n,b, € N Jadi ada suatu
n, e N sedemikian hingga n, = b, 'n,b, . Sehingga b,n,=n b, Akibatnya
a,b,= abn,n, Ambil sebarang a,b,ne(a,b,) N, maka a,b,n =
a,bn.n,n=abn,, untuk suatun,=n,n,neN Jadia,b,ne(a,b,)N.

Jadi (a,b, )N (g,b)N ................2)
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Karena (a,b,) N ¢(a,b,)Ndan(a,b,})Nc (a,b,) N, maka (a,b,) N =
(a,b,) N. Jadi (a, N)( b,N) = (a, N) (b, N). Jadi operasi tersebut terde-
finisi dengan baik.

(it) Ambil sebarang X dan Y dalam G/N. Maka ada suatu a,b € G sedemikian
hingga alN = X dan bN =Y. Sehingga XY = (aN)}bN) = (ab)N. Karena a
dan b ada dalam grup G, maka pasti ada ¢ € G sedemikian hingga ab = ¢
€G. Sehingga (ab)N = ¢cN. Jadi (ab)N e G/N.

Jadi operasi seperti yang didefinisikan di atas tertutup pada G/N.
(111 Ambil sebarang aN, bN dan ¢N dalam G/N, maka :
[(aN)(bN)] (cN) = [(ab)N] (cN) = [(ab)c]N = [a(bc)IN = (aN)[(be)N] =
(@N)[(bN)(eN)].
Jadi sifat asosiatif berlaku dalam G/N.
(iv) Perhatikan bahwa (aN)(eN) = (ae)N = aN, dan (eN)(aN) = (ea)N = aN,
dengan e adalah elemen identitas dalam G dana ¢ G.
Jadi ¢N adalah elemen identitas dalam G/N,

(v) Ambil sebarang aN e¢G/N, maka (aN)(@a”'N) = (aa )N = eN dan

(a”'N)aN) =(a'a)N = eN.
Jadi a"' N adalah invers dari aN.
Jadi dari (1), (1), (i11), (iv) dan (v), terbukti G/N membentuk grup dengan op-

erasi seperti didefinisikan di atas. Q

Definisi 3.9 Grup yang dibentuk oleh G/N dengan operasi seperti didefinisikan

dalam teorema 3.8 diatas disebut grup faktor.

Teorema 3.9 Misalkan N adalah subgrup normal dari G. Maka fungsi
¢ . G —> G/N dengan ¢ (x) = xN adalah homomorfisma, dan ker (¢) =N.
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Bukti
Misalkan x,y € G, maka
¢ (xy) = (xy)N definisi ¢
= (xN)(YN) definisi 3.9
= ¢(x) ¢(v) definisi ¢

Jadi ¢ adalah suatu homomorfisma.

Jika xN = N, maka xXN ¢ N Karena x = xee xN, maka xeN.

Jika xe N, maka untuk sebarang xhexN, xheN karena N adalah grup. Jadi
xNcN,

Jika xe N, maka x = xee xN. Jadi N xN, Sehingga xN = N,

Jadi xN = N jika dan hanya jika x € N. Maka ker (¢ ) =
{xeG/¢p(x)=eN}={xeG/xN=N}={xeG/xeN}=N. O

Homomorfisma ¢ dalam teorema di atas disebut disebut homomorfisma ka-

nonik, Berikut ini akan disajikan teorema fundamental homomorfisma.

Teorema 3.10 Misalkan a : G — G’ adalah homomorfisma grup dengan ker-
nel H. Maka fungsi £ : G/H — «(G) yang didefinisikan oleh g (gH) =
a (g) merupakan suatu isomorfisma.

Jika ¢: G — G/H adalah homomorfisma kanonik, maka untuk setiap ge G

berlaku o (g) = G (9 (g)).
Bukti :

Pertama kita akan memeriksa apakah £ terdefinisi dengan baik. Jika a, H =
a, H, maka ada suatu he H sedemikian hingga a h=a, . Maka a (a,h)=c (a,),

karena a pemetaan. Padahal o (a,h)=a (a,)a (h) o homomorfisma
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=aa)e heH
=g {a,)
Jadi @ (2,)= a(a,) Sehingga f(a,H)=/4(a,H)
Jadi f: G/H — « (G) terdefinisi dengan baik.
Perhatikan bahwa
S {(aH)(bH)Y) = g ((ab)H) menurut definisi operasi pada G/H
= {ab) definisi g3
= g {a) a(b) a homomorfisma
= f(aH) F(bH) definisi g

Jadi @ adalah suatu homomorfisma.

Jika g (aH) = f(bH) maka « (a) =¢ (b). Karenaa homomorfisma,

H =ker (), dan a,b € G, maka menurut teorema 3.2, aH dan bH adalah koset
yang sama dalam G/H.

Jadi ¥V (aH, bH e G/H) g (aH) = F(bH) = aH = bH.

Jadi § adalah fungsi injektif .

Ambil sebarang yve o (G). Maka y = « (x), untuk suatu xe G, dan B (xH) =
a (x) =y. Jadi ada xH € G/H sedemikian hingga £ (xH)=y.

Jadi § adalah fungsi surjektif.

Jadt § : G/H — « (G) adalah suatu 1somorfisma.

Sekarang dibuktikan pernyataan yang kedua.
Ambil sebarang ge G, maka ¢ (g) = gH. Akibatnya §(¢ (g)) =5 (gH) = a (g).
Jadi untuk setiap g € Gberlaku a(g)=F (4 (g)). H

Definisi 3.10 Jika H dan N adalah subgrup dart grup G, maka :
(@) HN={hn/heH,neN}
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{b) H v N adalah irisan dari semua semua subgrup dari G yang memuat HN,

Jadi H v N adalah subgrup terkecil dari G yang memuat HN dan juga merupa-
kan subgrup terkecil dari G yang memuat H dan N.

Teorema 3.11 lika N adalah subgrup normal dari G, dan H adalah sembarang
subgrup dari G, maka H v N = HN = NH. Jika H adalah subgrup normal dari G,
maka HN adalah subgrup normal dari G.
Bukti:
(1) N subgrup normal dari G, maka untuk setiap ge G berlaku gN= Ng.
Ambil sebarang x < NH. Maka ada n, €N dan hi € H sedemikian hingga x =
n,h,. N subgrup normal dari G, maka h;N = Nh,. Sehingga ada n, eN
sedemikian hingga n,h, =h,n, € HN. Jadi NH ¢ HN.
Ambil sebarang ye HN. Maka ada heH dan ne N sedemikian hingga y =
hn. Karena N subgrup normal dari G, maka hN = Nh. Sehingga ada n, &N
sedemikian hingga hn =n,h e NH. Jadi HN ¢ NH.
Karena NH < HN dan HN ¢ NH, maka NH = HN.
(it) Akan ditunjukkan HN subgrup dari G.
a. Misalkan h,,h, €H dan n ,n, eN. Karena N adalah subgrup normal

dari G, makan,h, =h,n,, untuk suatu n, e N. Sehingga :

(hyn))h,n, )=h, (n,h,)n, sifat asosiatif dalam grup
=h,(h,n;)n, n,h, =h, n,
=(h,h,¥n,n,) sifat asosiatif dalam grup
=h,n, h;el,n, eN

e HN
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b. Untuk he H dan neN berlaku :
(hn) ' =n"h" teorema 2.4
=hn, n, € N, N subgrup normal dari G
e HN
Jadi (hn) ' e HN.
Jadi menurut teorema 2.5, HN subgrup dari G.
Padahal menurut definisi 3.10, H v N adalah subgrup terkecil yang memuat
HN. Jadi HN=H v N.
Karena HN = NH dan HN = Hv N, maka H v N = HN = NH.
(i1i) Andaikan H adalah subgrup normal dari G dan he H, ne N, ge G, maka

g(hn)g " = glhen)g ™ e elemen identitas HN dan G
= gh(g " g)ng ' definisi 2.4
= (ghg "' Mgng ") sifat asosiatif grup
e HN

Jadi menurut teorema 3.4 dan definisi 3.5, HN adalah subgrup normal dari
G.

Teorema 3.12 Jika H adalah subgrup dari G dan N adalah subgrup normal dan
G, maka H N adalah subgrup normal dari H.
Bukti :
Akan ditunjukkan terfebih dahulu bahwa H ~ N adalah subgrup darn H.
(i) Ambil sebarang x,y € H~N. Maka x,y e H dan x,y e N. Sehingga xyeH
dan xy € N, Akibatnyaxye HN.
Jadi (Vx,yeHnN)xy e HnN.
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Jadi sifat tertutup dipenuhi dalam H~N.
(if) Ambil sebarang xe H~N. Maka x & H dan xe N. Sehingga x ' € H dan
x ' eN. Akibatnyax ' e HAN.
Jadi (VxeHAN)Y(E3x e HnN)xx™ =x"'x=e.
Jadi H~N adalah subgrup dari H.
Ambil sebarang he H dan sembarang xe Hn N = K. Maka he G, xe H dan
xeN. Jadi hxh ' e H. Karena N subgrup normal dari G, maka hxh ' e N,
Akibatnya hxh™ e HnN. Jadi menurut teorema 3.4 dan definisi 3.5,
H N adalah subgrup normal dari H. [

Teorema 3.13 Jika H adalah subgrup dari G dan N adalah subgrup normal dari
G, maka (HNYN = H/(H~ N).
Bukti ;
Kita akan menggunakan teorema 3.10 untuk membuktikan HN/N = H/(H~ N).
(i) Karena H subgrup dari G dan N subgrup normal dari G, maka menurut teo-
rema 3.12, H~ N adalah subgrup normal dari H.
Jadi H/(H~ N) adalah grup faktor.
(i) Telah ditunjukkan dalam teorema 3.11 bahwa N adalah subgrup dari G.
(ii) Didefinisikan fungsi a: HN—>H/(H~N) di mana « (hn) = h (H~N),
¥ hne HN. Akan ditunjukkan bahwa o adalah homomorfisma surjektif

(a) Misatkanh,,h, eH,n,,;n, eNdanh,n, =h,n, Maka:

(hyn)n, ' =(h,n,)n,

h (n,n, " )=h,n,n, "’ sifat asostatif dalam grup
h,e=h,n,n, " definisi 2.4
h, =h,n,n, " definisi 2.4

Akibatnya :
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h, "h,=h, "(h,n,n, ")

=(h, "h,)}n,n, ") sifat asosiatif dalam grup
= e(n,n, ) definisi 2.4
=n,n, " definisi 2.4

eN

Jadih, "h,eHdanh, "h,eN, sehinggah, "h, e H~N.

Maka :
h,(HAN) = (¢h,)H ~ N) definisi 2.4
=([h,h, "Th,)(H A N) definisi 2.4
=(h, [h, "Th,)DHAN) sifat asosiatif dalam grup

=h, (H~N).(h, "h }HAN) operasi pada grup fakior H(H~ N)
=h, (H~ N).(H~N) h, 'h,eH AN
=h, H"N)
Karena h (HAN)=h,(H~N), maka ¢ (h,n,)= a{(h,n,)
Jadi V(hyn,,h,n, e HN)hn, =h,n, = a(h;n)=ah,n,)
Jadi & terdefinisi dengan baik.
(b) Misalkan n,,n, €N dan h ,h, € H. Karena N subgrup normal dari G dan
H <G, maka menurut definisi 3.5 kita dapat menulis n h, =h,n,, untuk

suatu n, € N. Sehingga :

o ((hyn,)h,n,)) =a,(nh,n,) sifat asosiatif dalam grup
=g (h,(h,n;)n,) nh, =h,n,
=a{(h,h,)n,n,)) sifat asosiatif dalam grup

=h,h,(HAN) definisi «
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=h,(HnN)h,(H~ N) operas: pada grup faktor H/(HN)
=g (h,n;)ah,n,) definist «
Jadi & merupakan suatu homomorfisma,
(c) Karena @ (he) = h(H~ N),¥heH, maka ¢ merupakan fungsi yang
surjektif Jadi a adalah homomorfisma yang surjektif.
(iv). Kernel dari @ adalah semua hne HN sedemikian hingga o (hn) = HN,
vaitu « (hn) = h(HAN) = (HN). Berarti he Hn N, sehingga hne (H~ N)N.
Padahal (H~N)N = N, Jadi kernel (a ) =N.
(v). Karena « adalah homomorfisma surjektif, maka o (HN) = H/{H~N).
Jadi @ : HN — H/(H~N) adalah homomorfisma dengan kernel () = N dan
a (HN) = H/(H~N).
Jadi menurut teorema 3.10, HN/N = H/(H~N). ]

Teorema 3.14 Jika H dan K adalah subgrup normal dari grup G, dan K adalah
subgrup normal dari H, maka H/K adalah subgrup normal dari G/K.

Bukti :

Akan ditunjukkan bahwa H/K adalah subgrup dari G/K.

(i) Karena Hc (3, maka jelas bahwa H/K < G/K.

(if) Ambil sebarang h K, h,K € H/K, maka (h,K) (h,K) =(h, h,)K Karena
h,,h, € subgrup H, maka h, h, eH. Jadi (h, h, ) Ke H/K,

Jadi sifat tertutup dipenuhi dalam H/K.

(ii)) Untuk setiap hK € H/K mempunyai invers h™' K ¢ H/K yang memenuhi
(hK)( h'K) = (hh™ K = eK = (h"' h)K= (h" K) (hK).
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Jadi menurut teorema 2.5, H/K adalah subgrup dari G/K.
Sekarang akan ditunjukkan bahwa H/K adalah subgrup normal dari G/K.
Ambil sebarang gK ¢ G/K dan sebarang hK & H/K, maka

(gK)(BK)(gK) " = (gh)K (g7 )K
= (ghg " )K
Karena H subgrup normal G, maka ghg "' € H. Akibatnya (ghg " )K e H/K.

Jadi (gK)(hK)(gK) "' € H/K. Menurut teorema 3.4 dan definisi 3.5, H/K adalah
subgrup normal dari G/K. £l

Teorema 3.15 Misalkan H dan K adalah subgrup normal dari grup G. K adalah

subgrup normal dari H. Maka G/H = (G/K)/(H/K).

Bukti

() Didefinisikan «: G — (G/K)/(F/K), di mana o (a) = (aK)}H/K), untuk
setiap a € G.

Ambil sebarang g,dan g,dalam G sedemikian hingga g,= g,. Maka
g, K= g,K Akibatnya (g,K)H/K) = (g,K)}H/K). Sehingga a(g,) =
a{g,) Jadi a terdefinisi dengan baik.

Untuk setiap (aK)(H/K) e (G/K)Y/(H/K) pasti ada ae G sedemikian hingga
a (a) = @K)}(H/K). Jelas bahwa o adalah fungsi yang suzjektif.
(it) Untuk setiap a,be G berlaku :

a (ab) = ((ab)K)(H/K) definisi &
= ((aK)(bK)(H/K) operasi pada grup faktor G/K
= [(aK)(H/K)] [(bK)(H/K)]  operasi pada grup faktor (G/K)/(H/K)
= g (a) a (b) definisi &

Jadi o merupakan suatu homomorfisma.
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(1) Kernel (« ) terdiri dari semua x € G sedemikian hingga a (x) = (xK}H/K)
= H/K. Ini berarti xK € H/K. Akibatnya x & H. Jadi kemel (¢ )= H.

(iv) Karena « adalah homomorfisma surjektif, maka o (G) = (G/K) /(H/K).
Jadi menurut teorema 3.10, G/H = (G/K)/(H/K). a

Teorema 3.16 Jika H dan K adalah subgrup dari G, dan H* adalah subgrup
normal dari H , maka H* m K adalah subgrup normal dari H~ K.

Bukti :

(1) Karena H* ¢ H, maka H* "nKcHN K,

Karena menurut teorema 3.12, H* nK dan H~ K adalah subgrup dari grup G,
maka jelas bahwa H* m K tertutup terhadap operasi biner dalam H~ K.

(ii) Untuk setiap xe H*~K, maka xe H* dan xe X, sehingga x ' e H* dan
x 7 eK Jadi x'e H¥*K.

Jadi menurut teorema 2.5, H* K adalah subgrup dari H~ K.

Ambil sebarang x e H K dan sebarang he H* ~ K, maka xe H, x ' e H, he H*
dan xe K x ' e K, he K. Karena H* adalah subgrup normal dari H, maka menu-
rut teorema 3.4, xhx ' e H* dan xhx ' € K. Jadi xhx ' € H¥* ~K. Menurut teo-

rema 3.4, H* K adalah subgrup normal dari H~K. O

D. Grup Sederhana

Definisi 3.11 Suatu grup dengan elemen identitas e dikatakan sederhana jika

grup tersebut tidak mempunyai subgrup normal sejati selain {e}.

Definisi 3.12 Suatu subgrup normal M dari grup G dikatakan maksimal jika M
tidak sama dengan G dan tidak ada subgrup normal sejati N dari G yang me-

muat M sebagai himpunan bagian sejatinya.
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Teorema 3.17 Subgrup normal M dari grup G adalah maksimal jika dan hanya
jika G/M sederhana.
Bukti :

(=) Akan ditunjukkan bahwa jika M adalah subgrup normal maksimal dari

(=)

grup G, maka G/M sederhana.

Andaikan G/M tidak sederhana, maka G/M mempunyai subgrup normal
sejati selain eM=M, yang adalah elemen identitas dalam G/M. Jika di-
berikan homomorfisma kanonik ¢:G—>G/M, maka ¢ dari subgrup
normal sejati G/M memuat M sebagai normal sejati G. Padahal M adalah
subgrup normal maksimal dari G. Terjad: kontradiksi.

Jadi G/M haruslah sederhana.

Akan ditunjukkan bahwa jika G/M sederhana, maka subgrup normal M

dari grup G adalah maksimal.

Andaikan subgrup normal M dari grup G tidak maksimal, maka ada sub-
grup normal sejati N dari grup G yang memuat M sebagai himpunan
bagian sejatinya. Perhatikan homomorfisma kanonik ¢ :G— G/M. Karena
N adalah subgrup normal sejati dari G yang memuat M sebagai himpunan

bagian sejatinya, dan N = G, maka menurut teorema 3.6, ¢ (N) adalah
subgrup normal sejati dari G/M dan ¢ (N) = G/M.
Jadi G/M memuat ¢ (N) sebagai subgrup normal sejatinya. Padahal G/M

adalah grup sederhana, Terjadi kontradiksi. Jadi subgrup normal M dari

grup G haruslah maksimal. ]
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BAB 1V
BARISAN GRUP

Dalam Bab III kita telah banyak membahas tentang subgrup normal.
Sekarang kita akan mengupas lebih jauh hal-hal yang berkaitan dengan subgrup
normal itu. Dalam Bab IV ini subgrup normal akan dihubungkan dengan bari-
san dari grup. Kita akan berkenalan dengan barisan subnormal dan barisan

normal, teorema Jordan-Holder, pusat, dan barisan pusat.

A Barisan Subnormal dan Normal.

Dalam Bab II telah disinggung mengenai subgrup. Jika H C G, (G#)
grup dan (H.#) juga grup, maka H disebut subgrup dari G. Untuk mempermu-
dah penulisan selanjutnya, diperkenalkan notasi khusus yang akan didefinisikan

di bawah ini.

Definisi 4.1 Jika H adalah subgrup dari G, maka kita tulis “ H<G 7, dan jika H
adalah subgrup dari G dengan H # G, maka kita tulis “H <G *,

Definisi 4.2

(a) Barisan subnormal dari suatu grup G adalah barisan berhingga subgrup-

subgrup dart G, yaitu H,, H,, H,, .....,H,, sedemikian hingga H, <H,

dan H, adalah subgrup normal dari H, | dengan H, = {e¢} danH = G.

57
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(b} Barisan normal dari G adalah barisan berhingga subgrup-subgrup normal
dari G, yaitu H,, H,, H,, ... .H H, =

,. sedemikian hingga H, <H, ,

{e}danH, = G.

Dari definisi 4.2 dapat disimpulkan bahwa suatu barisan normal pasti merupa-
kan barisan subnormal, tapi suatu barisan subnormal belum tentu merupakan
barisan normal. Dalam Bab Il telah disinggung bahwa semua subgrup dari
grup abelian merupakan subgrup normal. Itu berarti bahwa dalam suatu grup

abelian barisan subnormal adalah barisan normal.

Contoh 4.1  Z=1{. ... ,-2,-1,0,1,2, ...}
4Z=1{. ..., -8,-4,0,48 ... ...}
8Z={. ..., -16,-8,0,8 16, ...}
9Z=1{....,-18,-9.0,9,18, .......}

Maka

{0} <8Z < 4Z < Z dan {0} <9Z < Z merupakan barisan-barisan normal dari Z

terhadap operasi penjumlahan.

Contoh 4.2 Perhatikan gambar persegi di bawah ini
4 3 4 3

Gambar 4.1
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Ada delapan cara yang berbeda untuk menempatkan persegi B ke dalam persegi
(1234 (1234
Po7 1234 3412
(1234 (1234
A7 2341 £~ la1s
1234 1234

H = g, =

2143 3214

1234 1234
My ™ T, =
4321 1432

Di mana p, adalah rotasi, w4, adalah pencerminan terhadap garis tegak dan

A dengan titik sudut 1, 2, 3, 4, vaitu :

mendatar, dan o, adalah perncerminan terhadap garis diagonal. Jika D, =
{00, P1s Pas Py Hys My,0,,0, }, maka ( D, ,0) adalah grup. Hasil operasi da-

lam D, disajikan dalam tabel 4.1.

Tabel 4.1

© Po | P | P | P T H, [ Oy | Oy

Lo | A | A Pr | Pr i H Hy | Oy o,

Po Py i Py Py [ Po [T [Ty LMy |

Py Py 1 Py | Py | By My B Oy | O

Ps 1Py | Po | Pt | P |G 1O | H |
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Barisan { 0} < {Pos it} < { PusPyrs i, 44, } < D, adalah barisan subnormal.
Barisan ini bukan merupakan barisan normal karena { p,, s, } bukan subgrup

normal dalam D .

Definisi 4.3 Barisan subnormal (normal) {K } merupakan penghalusan dari
barisan subnormal (normal) {H, } dalam grup G jika { H, } < {K,}, vaitu

jika setiap H, adalah salah satu dari K ;.

Contoh 4.3 Barisan {0} < 72Z < 24Z < 8Z < 4Z < Z adalah penghalusan dari

barisan {0} <72Z <8Z < Z.

Hal yang menarik dari grup G di sini adalah grup faktor H,,/ H, . Grup faktor
H,,/ H, terdefinisi untuk barisan normal dan subnormal karena H adalah

subgrup normal dari H,,, dalam kedua barisan tersebut.

Definisi 4.4 Dua barisan subnormal (normal) {H, } dan {K ; } dari grup G

yang sama dikatakan isomorfik jika keluarga grup-grup faktor {H;, /H, } dan

{K;./K;} berkorespondensi satu-satu dan grup faktor yang berkoresponden

adalah isomorfik.

Dua barisan subnormal (normal) yang isomorfik pasti mempunyai jumlah grup

yang sama.
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Contoh 4.4 Dua barisan dart Zis, yaitu {0} <<5> < Zis5 dan {0} <<3> < Zis
adalah isomorfik, sebab Zis /<5> dan <3> /{0} masing-masing isomorfik den-
gan Zs, dan Z1s / <3> 1somorfik dengan <5>/ {0} karena keduanya isomorfik

dengan Zs,

B. Teorema Jordan - Holder

Untuk membahas teorema Jordan-Heolder kita membutuhkan lemma

Zassenhaus yang akan dibuktikan dalam teorema 4.1 di bawah ini.

Teorema 4.1 Misalkan H dan K adalah subgrup dari G, H* subgrup normal

dari H dan K* subgrup normal dari K, maka :

(a) H*(H~K*) adalah subgrup normal dari H*(H ~ X).

(b) K*¥(H* ~K) adalah subgrup normal dari K*¥(H~K).

() HHHAK) / HYHNK*) = (HAK) / (H* K} HAK¥) =
K*HNK) /K*(H* ~K).

Bukti :

(a) Akan ditunjukkan H*( HNnK* ) adalah subgrup normal dari H*(HNK).
Karena K* adalah subgrup normal dari K dan H, K subgrup dari G, maka
menurut teorema 3.16, H~ K* adalah subgrup normal dari H~ K,

(1)  Karena HnK*c Hn K, maka jelas bahwa H*(H~K¥)cH*(HAK).

(11) Ambil sebarang h, *h, dan h,*h, dalam H¥*(H~K*), maka
(h,*h, )(h,*h,)=h *(h h,*)h, asosiatif
= 1 Ch b H* subgrup normal H,
h,*eH*, h, eH.
=(h,*h,*)(h, h,) asostatif
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= h,*h, h,*e¢H* h,e HnK*
e H¥(HnK*)
Jadi sifat tertutup dipenuhi dalam H*(H~K*).
(i) Untuk setiap h*h & H*(H~K*), (h*h) ' =h "(h*) ' teorema 2.4
=h,*h" h7eH, h*ecH*
e H¥*(HMK*)
Jadi setiap h*he H*(H~K*) mempunyai invers (*h) ' ¢ H¥(H~K*),
Jadi menurut teorema 2.5, H*(H~ K*) adalah subgrup dari H*(H~K).
(iv) Ambil sebarang h*he H*(H~K) dan sebarang h;*h, e H*(H~K*).
(h*h)( by *h )h*h) T = (b*h)( h, *h, Y hTh* ) teorema 2.4
=h*hh,*)h,( h Th* ") asosiatif
=h*h,*h)h,(h,*h ') H* subgrup normal H
=(h*h,*)h (h, h,*)h" asostatif
=(h*h,*)h(h,*h,)h”  H*subgrup normal H
= (h*h,*)}hh,*)}(h, h™") asosiatif
= (h*h,*)(h, *h)(h, h™") H* subgrup normal H
=(h*h,*h, *)(hh, h™") asosiatif
Karena h, h™'e HnK, h, e HnK* dan HnK* adalah subgrup
normal dari H~ XK, maka menurut teorema 3.4, hh, h™ € HAK*, Se-
hingga (h*h,*h, *)(hh, h™)e H*(HAK*). Jadi (h*h)(h,* b, )}(h*h) ™
¢ H¥( HnK*). Jadi menurut teorema 3.4, H¥*(H~K*) adalah subgrup

normal dart H*(H~K),
(b) Akan ditunjukkan K¥( H* ~ K) adalah subgrup normal dari K¥(H~K).
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Karena H* subgrup normal dari H, dan H, K subgrup dari G, maka

menurut teorema 3,16, H* ~ K adalah subgrup normal dari H~ K.

(1)

(if)

(iii)

(iv)

Karena H* K < HnK, maka jelas bahwa K*(H*K) <

K*HAK).

Untuk setiap k*k € K*( H* ~K),

(k*)7? =k Tk teorema 2.4
=k, *k ™ K* subgrup normal K
e KHH*K).

Ambil sebarang k, *k,, k,*k, e K¥(H*nK), maka:
(k,*k)(k,*k, )=k, *(k, k, Mk, asostatif
=k *(k,*k )k, K* subgrup normal K,
k,*eK*
= (k,*k,*}k, k,) asosatif
e K¥(H*nK)
Jadi sifat tertutup dipenuhi dalam K*(H* nK).
Ambil sebarang k*k & K*(H~K) dan sebarang k,*k, &
K*(H* ~K).
Kk, ¥k, k*K) =Mk k, ¥k, )k Tk*T)  teorema 2.4
= k*(kk, ")k, (k7'k*)  asosiatif
= k*(k,*k) k, (k,*k ')  K* subgrup
normal K
= (k*k,")k(k, k, ")k’ asosiatif
= (k* k, "k(k,*k )k™  K* subgrup

normal K
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= (k*k, ") kk,*)k, k™ asosiatif
= (k*k, "}k, *k) k, k™’ K* subgrup
normal K

= (k*k,*k,")(kk, k™) asosiatif
Karena k, k'e HNK, k, € H*~K dan H*~K adalah subgrup
normal dari HNK, maka kk, k' e H* ~K menurut teorema 3.4.
Sehingga (k* k, *k, *)(kk, k™ )e K¥(H* nK).
Jadi (k*k) (k, *k, Wk*k) " e K¥(H*nK).

Jadi menurut teorema 3.4, K*(H*K) adalah subgrup normal dari
K*¥*(H~K).

(¢) Karena HnK* dan H*~K adalah subgrup normal dari HnK, maka
L = (H~K*)}{H* nK) adalah subgrup normal dari H~ K. Didefiniskan

a  H{H~AK) - (HnKYL, di mana (VheH*}(VxeHNK) a (hx) = xL.
Akan ditunjukkan bahwa « merupakan suatu homomorfisma.

(1) Ambil sebarang h,,h, e H* dan x,,x, € Hn K sedemikian hingga
h,x, =h,x,. Maka(h,x,)x, ' =(h,x,)x, . Sehingga
h, (x,x, ) =h, x,x, D asosiatif
h,e =h, (x,x, ") definisi 2.4
h, = h, (x,x, ) definisi 2.4
h, 'h, = h, " (h, (x,%x, "))
h

, Thy = (hy Thy))eox, ) asosiatif

=
!

L= oe(x,x, ) definisi 2.4
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h, 'h,=x,%x, " definisi 2.4
Akibatnya h, 'bh, = x,x," & H*n(HNK) = H*~K ¢ L. Jadi
x,L = x,L, yaitu e (h,x,) = a(h,x,) Jadi ¢ terdefinisi dengan

baik.

(ii) Karena H* adalah subgrup normal dari H, maka ada h, € H* sedemikian

hingga x,h, =h,x, Maka

a(thx)h,x,N=a (h, (x,h,}x,) asosiatif
=g (h, (hyx,)x,)
=a {(h,h, }(x,x,)) asosiatif
={(x,%, )L definisi o

= (x,L)(x,L) operasi pada grup faktor (H~K)/L
=qa{h,x,yah,x,) definist «
Jadi & merupakan suatu homomorfisma.

(1) Jelas bahwa o edalah fungsi yang surjektif.

(iv) Jika he H* dan xe Hn K, maka a (hx) = xL. = L bila dan hanya bila
xel, bila dan hanya bila hx ¢ H*L = H*(H*~K}YH~K*) =
H*(H~K*). Jadi ker(a ) = HY{HNK*).

(v) Pemetaan ¢ : H*(HMK) -» (H~ K)/L adalah homomorfisma surjektif
dengan ker(a) = H*(H~K*). Jadi menurut teorema 3.10,
H*HAKYH*(HAKY) = (HAK)/L.

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa K¥(HKyK*(H*~K) =z (H~K) /
(H* " K)H~K*), kita menggunakan cara yang serupa dengan yang di atas.

Definisikan § © K¥(HNK)—>H~K)YL, dengan f(ky) = yL, VkeK¥*,
¥ yeHnK dan L=(H~K*)(H*~K). Dapat diperiksa bahwa F(K*¥*(H~K))=
(HNK)/L, ker (f)=K*¥H*~K)dan # adalah homomorfisma yang surjektif.
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Jadi menurut teorema 3.10, K¥(H~K)/K*(H*nK) = (HnK)/L.

Akibatnya H*(H ~ KYH¥(HAK*) = (HAK)Y/L 2 K*(HAKYK* (H*~K). O

Teorema berikut ini merupakan dasar dari teori barisan, dan disebut feorema

Schreier.

Teorema 4.2 Dua barisan subnormal (normal) dari suatu grup G mempunyai

penghalusan yang isomorfik.

Bukti :

Misalkan G grup dan
{e}=H,<H, <H, <......<H, = (1)
{fe} =K, <K, <K, <. <K, = (2)

adalah dua barisan subnormal untuk G. Untuk i, di mana 0 < 1 < n-1, bentuk-
lah rangkaian grup berikut

Hi = Hi (Hir!-imKO)S Hi (I—{[h\](j}{])S """" SH] (Hi-!-l M Km) = H:‘H'

Jika kita mengerjakannya untuk setiap i di mana 0 £ 1 £ n-1 dan memisalkan

H,;=H, (H.,,nK,;), maka akan diperoleh rangkaian grup :

{e}=H,sH,, <H, ... .<H,,, <H,
<H ,<H,s . ... 2H,, <H,
= H, 1% Fhe. = H , < H.§
M <sH =K ISV H
=G (3)

Rangkaian (3) ini memuat nm+1 grup yang tidak harus berbeda, danH,, = H,

untuk setiap 1. Menurut teorema 4.1, rangkaian (3) adalah suatu barisan sub-



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

07

normal, yaitu setiap grup adalah subgrup normal dari grup vang berikutnya.
Rangkaian ini merupakan penghalusan dari barisan (1). Dengan cara yang

simetrik kita misalkan

K =K, (K;;nH;)untuk0 <j < mldan0 <i < n, yang menghasil-
kan barisan subnormal :
fe} =K, <Ky € Ko, 22K, =K,

SKysKLs s K,, sKy,

<K, £K,, 2 ... <K, K,

<.

<K, =K, 12 S . < Km»--Ln--—l < Knm,ﬂ

=G 4

Rangkaian (4) ini memuat mn+1 grup yang tidak harus berbeda dan K ;, =K,

untuk setiap j. Rangkaian (4) ini adalah penghalusan dart barisan (2). Dengan
teorema 4.1 diperoleh H; (H;,, "X )} /H, (H,, nK ) = K,

i+l

(K el ~H,, )/Kj(KjH ~H, )atau Ha,;n /Hi,j =K it /K Ji (5
untuk 0 <1 € n-1dan0 £ j < m-1. Isomorfisma dari relasi (5) memberikan
korespondensi satu-satu dari grup-grup faktor yang isomorfik antara barisan
subnormal (3) dan (4). Untuk menunjukkan korespondensi ini, perhatikan

bahwa H;, = H; danH,, =H,,, danK;, =K, dan K, =K, Masing-

masing rangkaian pada (3) dan (4) memuat suatu susunan empat persegi pan-
jang dari mn tanda <. Setiap < menghasilkan suatu grup faktor. Grup-grup
faktor yang dihasilkan pada baris ke-r dalam rangkaian (3) berkorespondensi
dengan grup-grup faktor vang dihasilkan pada kolom ke-r dalam rangkaian (4).
Dengan menghapus grup-grup terulang dari rangkaian (3) dan (4) diperoleh

barisan subnormal dari grup-grup yang berbeda, yang merupakan penghalusan
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yang isomorfik dari rangkaian (1) dan (2). Teorema terbukti untuk barisan sub-
normal.

Untuk barisan normal, di mana setiap H, dan K, merupakan subgrup normal
dari G, semua grup H, ; dan K ;; vang dibentuk di atas juga merupakan subgrup

normal dari G. Karena itu bukti yang sama juga dapat digunakan. m}

Contoh 4.5 Kita akan mencari penghalusan yang isomorfik dari barisan
{0} <BZ <4Z < Z dan {0} <9Z < Z. Perhatikan penghalusan {0} < 72Z < 8Z
< 4<Z dari {0} < 8Z < 4Z < Z, dan penghalusan {0} < 72Z < I8Z < 9Z < Z
dari {0} <9Z < Z. Kedua penghalusan tersebut mempunyai empat grup faktor

yang isomorfik dengan Z4, Z2, Zo dan 72Z atau Z.

Definisi 4.5 Suatu barisan subnormal {1, } dari grup G disebut barisan kom-

posisi jika semua grup faktor H,,,/H, adalah sederhana. Suatu barisan normal

{H, } dari G disebut barisan utama jika semua grup faktor H,, / H, adalah

sederhana.

Perhatikan bahwa untuk grup abelian, konsep dari barisan komposisi dan bari-
san utama adalah sama. Karena setiap barisan normal juga merupakan barisan
subnormal, maka setiap barisan utama juga merupakan barisan komposisi untuk

sembarang grup, baik itu grup abelian maupun bukan.

Teorema 4.3 Setiap dua barisan komposisi (utama) dari suatu grup G adalah
1somorfik.
Bukti :
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Misalkan {H, } dan {K,} adalah dua barisan komposisi (utama) dari grup G.

Menurut teorema 4.2, kedua barisan ini mempunyat penghalusan yang isomor-
fik. Karena semua grup faktor adalah sederhana, maka menurut teorema 3.17

kedua barisan tersebut tidak mempunyai penghalusan lagi. Jadi {H, } dan

{K,} tsomorfik . ™

Teorema 4.3 dikenal sebagai teorema Jordan-Holder.

Teorema 4.4 Jika G mempunyal barisan komposisi (utama), dan jika N adalah
subgrup normal sejati dari G, maka ada barisan komposisi (utama) yang me-
muat N,

Bukti :

Barisan {e} <N < G merupakan barisan yang sekaligus subnormal dan normal.
Karena G mempunyai barisan komposisi {H ; }, maka menurut teorema 4.2 ada
penghalusan dari {e} <N < G yang isomorfik dengan penghalusan dari {H, }.
Tapi karena merupakan barisan komposist, {H . } tidak mempunyai penghalu-
san lagi. Maka {e} < N < G dapat dihaluskan menjadi suatu barisan subnormal
yang semua grup faktornya sederhana, yaitu suatu barisan komposist. Argumen

yang sama dapat diterapkan untuk barisan utama {K,} dan G

O

Definisi 4.6 Suatu grup G dikatakan dapat dipecahkan jika grup G tersebut

mempunyai barisan komposisi {H, } sedemikian hingga semua grup faktor

H,,/H, adalah abelian
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Dengan teorema Jordan-Holder dapat kita lihat bahwa untuk suatu grup vang
dapat dipecahkan, setiap barisan komposisi {H, } pasti mempunyai grup-grup

faktor H.

i+]

/H, yang abelian.

C. Pusat Dan Barisan Pusat

Dalam sub bab ini kita akan berkenalan dengan jenis lain dari suatu

barisan dalam grup.

Definisi 4.7 Pusat dari suatu grup G adalah himpunan dari semua elemen ac G

sedemikian hingga ax =xa, VxeG.

Teorema 4.5 Pusat dari suatu grup merupakan subgrup normal dari grup terse-
but.

Bukti :

Misalkan P adalah pusat dari grup G, maka P = {ae G/ ax = xa, V xe G}. Akan
ditunjukkan bahwa P adalah subgrup normal dari G. Pertama akan diperlihatkan
bahwa P adalah subgrup dari G.

(1) Ambil sebarang a,b P, maka untuk setiap x & G berlaku ax = xa dan bx =

xb. Jelas bahwa ab € G, karena G adalah grup.

Maka {(ab)x = a(bx) asosiatif
= a(xb) beP
= (ax)b sifat asosiatif dalam grup
= (xa)b aeP
= x(ab) sifat asosiatif dalam grup

Jadi (ab)x = x(ab), untuk setiap x G. Jadi ab ¢ P,
Jadi sifat tertutup dipenuhi oleh P.
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(i) Ambil sebarang acP, makaacGdana™' €G.

Perhatikan bahwa ex = xe untuk setiap xe G. Maka

(aa" )x =x(aa™) definisi 2 4

a(a™'x) = (xa)a™ sifat asosiatif dalam grup
a(a'x) = (ax)a "’ acP

a(a'x)=a(xa"") sifat asoo e tiplam grup

a” (a(ax)=a ' (alxa ')
(@a'a)a 'x)= (@ a)xa ) sifat asosiatif dalam grup
e(a'x)=e(xa) definisi 2.4
a'x=xa" definisi 2.4
Jadi a'x=xa"' ,VxeG.
Jadia™' €P.
Dari (i) dan (i), menurut teorema 2.5, P adalah subgrup dari G.
(iv) Ambil sebarang aeP dan sebarang xe(G. Akan difunjukkan bahwa
xax " eP.
Jelas bahwa xax ™ & G, dan untuk setiap ye G berlaku :

(xax Dy = (xa)(x y) sifat asosiatif dalam grup

=(@)(x"y) acP

=a(xx ")y sifat asosiatif dalam grup
= acy definisi 2.4

= ay definisi 2.4

= ya acP

= y(ae) definisi 2.4

=y(a(xx ™)) definisi 2.4

= y((ax)x ) sifat asosiatif dalam grup
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= y((xa)x ") acP

=y (xax")
Jadi y(xax ") = (xax ")y, VyeG. Jadi xax ' €P.
Jadi menurut teorema 3.4 dan definisi 3.5, P adalah subgrup normal dari
G 0

Misalkan G adalah grup dan Z(G) adalah pusat dari G. Menurut teorema 4.5,
Z(G) adalah subgrup normal dari grup G. Kita dapat membentuk grup faktor
G/Z(G) dengan pusat Z(CG/Z(G)), yang merupakan subgrup normal dari G/Z(G).
Jika @ | G — G/Z(G) adalah homomorfisma kanonik, maka menurut teorema
3.6, @ ' (Z(G/Z(G)) adalah subgrup normal Z, (G) dari G. Selanjutnya kita
dapat membentuk grup faktor G/Z, (G) dan menentukan pusatnya, kemudian
dengan mengambil ¢ , ' dari pusat tersebut untuk memperoleh Z, (G), dan
seterusnya, Barisan {e} < Z(G) < Z, (G) £ Z, (G) £ ........ seperti yang di-

jelaskan di atas disebut barisan pusat yang naik dari grup G.




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BABYV
KESIMPULAN

Berdasarkan uraian pada bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan hal-hal

sebagai berikut :

1.

Suatu subgrup normal M dari grup G adalah maksimal jika dan hanya jika
grup faktor G/M adalah grup sederhana.

Ada tiga macam barisan grup yang dibahas dalam tulisan ini, yaitu barisan
subnormal, barisan normal dan barisan pusat yang naik dari suatu grup.

Dua barisan subnormal (normal) dari suatu grup mempunyai penghalusan
yang isomorfik.

Setiap dua barisan komposisi (utama) dari suatu grup adalah isomorfik.
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