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ABSTRAK

Teorema Pendekatan Weierstrass mengatakan bahwa untuk setiap fungsi real f(x)
yang didefinisikan dan kontinu pada selang tertutup dan terbatas [a,b] dapat didekatt secara
seragam oleh barisan suku banyak dalam x. Teorema ini dibuktikan dengan tiga cara,
yaitu ¢ dengan suku banyak Bernstein, dengan fungsi konvolusi, dan dengan operafor linear.

Kemudian Teorema Pendekatan Weiersirass ini diperluas daerah definisinya, dari
selang tertutup dan terbatas [a,b] menjadi himpunan kompak K < R. Pembuktian teorema
ini menggunakan perluasan kontinu suafu fungsi.

Selanjutnya dibahas tentang perumuman Teorema Pendekatan Weierstrass untuk
fungsi real dari beberana variabel real. Pembuktian feorema ini menggunakan teorema

?yang mengatakan bahwa jika diberikan fungsi bernitai real f* yang kontinu pada E ¢ R*

dan jika diberikan dua titik beriainan « dan r ¢i dalam E, maka terdapat suku banyak P(x,,

juga digunakan akibat dari Teorema Pendekatan Weierstrass, yaitu bahwa terdapat barisan
%suku banyak dalam x < Py(x) > yang konvergen seragam ke {x| pada |-a,a} dengan P{0)=0
funtuk setiap n € N. Teorema ini sangat penting dalam perumuman Teorema Pondekalan

“Welersirass.

viti
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ABSTRACT

The Weierstrags Approximation Theorem says that for any continous rea function
defined on 2 closed and bounded interval [ab] can be uniformly approximated by a
sequence of polynomials in x. This theorem will be proved by three ways, ic : by
Rernstein polynomials, convolution functions, and linear operators.

The domain {a,b] in the Weierstrass Approximation Theorem will be extended to a
more general set of R, what we call a compact set, For this purpose we will use a
concept of continous extention of'a function.

Next, we will to discuss the generalization of Welerstrass Approximation Theorem
for function of scveral real variables. To prove this theorem, we infroduce a theorem
which says, that if 7 a continous real function defined on a sel E ¢ R* and ¢ and r are
distinct points of E, then there exists a polynomial P(x, %, ..., xi) in the real variable xy, %,
., % such that P(q) = Aq) and P(r) = flr). The corollary of Weierstrass Approximation
Theorem, that there exist a sequence of polynomials in x, < Pa(x) >, which converges
uniformly fo x| in [-a,a} with Py(0) =0 for anyn = N, will play an important role for this

generalization.

ix
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BAB 1

PENDAHULUAN

Suatu fimgsi yang kontinu dan terdiferensial kontinu pada daerah definisinya dapat
didekati dengan deret Maclanrin, Hal ini fidak berlaku untuk fingsi yang tidak
terdiforensial kontin pada daersh definisinya. Disini akan dibahas mengenai Teorema
Pendekatan Weierstrass vakni pendekatan suatu fungsi konfinu oleh suku banyak. Dalam
teorema ini tidak dibedakan antara fingsi yang terdiferensial kontinu dan yang tidak
terdiferensial kontinu.

Daltam karya tulis ini, pembahasan Teorema Pendekatan Weierstrass dibatasi
untuk fungsi bernilai real baik dari satu variabel maupim dari beberapa variabel real.

Sebelum: sampai ke pembabasan, terlebih dahulu diberikan konsep-konsep yang
akan mendukung pembukiian Teorema Pendekatan Weiersirass yang dibicarakan sebagai
teort pendukung dalanm bab 1L

Dalam bab II akan dibahas mengenai kifar, titik limit, titk mterior, hinpunan
terbuka, himpunan tertutup, pawampat suatu himpunan dan himpunan kompak datam R.
Pada himpunan kompalk akan ditunjukkan juga pengerlian-pengertian yang ekuivalen
dengannya Selain im jups dibahies {entang siat-silut fingst kontinu, petfuasan fimgsi
kontinu dan kekonvegenan seragam suat barisan fungsi.

Uraian dalam teori pendukung tidak akaa dibabas secara rinci. Disim hanva akan
dibaiies tentang  konsep-konsep vang benar-bonar mendukung  pembuliian Teoreins

Pendekatan Woeierstrass,
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Dalam bab III akan dibuktikan Teorema Pendekatan Weierstrass pada selang
tertutup {a,blc R dan pada himpunan kompak K < R. Teorema Pendekaten Weierstrass
untuk fimgsi bernilai real pada selang terfutup [a,b] ¢ R akan dibukiikan dengan tiga carg,
vatly dengan :

1. suku banyak Bernstein

I

. Tangsi konvolusi

(¥

. operator {inear.

Sebelum pembuktian dengan operator linear dibahas dahulu sedikit tentang operator linear.
Pembuktian Teorema Pendekatan Weierstrass untuk fingsi bernilat real pada himpunan
kompak K dalamn R menggunakan perluasan fungsi kontinu.

Pembuktian Teorema Pendekatan Weierstrass untuk fungsi real dengan beberapa
variabel real pada himpunen kompak £ < R* dibahas dalam bab IV, Sebetum pembukiian,
akan dibahas tentang Ruang Enclides R® berdimensi-k. Dalam ruang Euclides RY inj akan
dibahas mengenai definisi ruang Euclides R¥ topologi dasar pada R, hitapunan kompak di
~dalam RS, funggi-fungsi real pada R* dan barisan fungsi real pada R¥  Pembakasan ini
pada dasarnya tidak jauh berbeda dengan teori pendukung pada bab IL.

Pada bab V yaitu penufup akan diberikan sedikit ikhiisar tentang hal-hal yang telah

dibahas dalam karva tulis i,
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BAB I

TEORI PENDURUNG

Sebelum kita melanglkah ke pembahasan masalaly, terlebil dahuhy akan kit bahas
beberapa teori vang akan mendukung pembahasan masalalh. Teori-teori i akan kita
gunakan sebagai landasas dajam pembahasan masalal dalam bab I Teori~teors tersela
antara lain tentang fopologi dasar pada R, himpunan kompal datam R, fungst kentinu,

~barisan dan deret fingsi.

i 2.1. Tepelegi Dasar pada R

| Definisi 2.1.1
Diberikan titik peR dan r = 0. Kitar {zeighborhood) titik p dergan radiog v yang
diberi npotasi N{pr) adalub  himpusan  ffik-titk <R yang  memenuh
beopl e Jadi N{pa) = § xeR - pirg.

Definisi 2.1.2

Diberikan hirepunan 5 ¢ R, Titik pe R dinamakan Gtik Tonil hiespunan E, jika

setiap kitar titiis p menwat titik g « X dan g = p.
{p = titik limit BY <> (Vro0) (Fqe B) (0« fq - pl 1),
Befinisi 2.1.3
Tittk g dinamaken titik interior himpunan B pha terdapat v 0 schingga

Nipy) ¢ E

7
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Definisi 2.1.4
Titik p dinamakan titik terasing himpunan E, jika peE dan p bukan titik limit E.
Teorema 2.1.1
Titik p adatah titik limit himpunan E jika dan hanya jika untuk setiap r > 0 kitar
N (p,r) memual tak hingga banyak anggota E.
Bukti <
(=>) Diketahui p titik limit himpunan E. Diandaikan terdapat suatu r > 0 sehingga
N(p.r) hanya memust berhingga banyak anggota E. Dimisalkan X1,%,...%
eleten-elemen dari E di dalam N(p,r) dan yang tidak sama dengan p. Diambil
h=min 4% - pj, 1 <j <n} MakaN(ph) (1 E kosong atau {p} { jika peE),
sehinpga p tidak mungkin menjadi titik limit B, Terdapat kontradikst.
(<=) Diketahui untuk setiap r > 0 kitar N (p,r) mermuat tak hingga banyak anggota E.
Jelas bahwa p titik limit E, karena untuk setiap r > 0 diatas pasti terdapat geE
dan q # p sehingga 6< g - p| <r. B
Alibat ¢
Jika E mempunyai titik limit maka E tak hingga.
Jika E himpunan berhingga maka E tidak memiliki titik limit.
Definisi 2.1.5
Himpunan G dikatakan terbuka dalam R jika semua anggotanya adalah titik
interior G.

( Gterbuka Y <> (xe G => (Fr>0 danN(x,r) < G} ).
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BAR I

TEORI PENDUKUNG

Sebelum kita melangkah ke pembahasan masatah, terlebih dabulu akan kita bahas
beberapa teori yang akan mendukung pembahasan masalah. Teori-teori ini akan kita
gunakan sebagai landasan dalam pembahasan masalah dalam bab IIL Teori-teort tersebut
antara lain tentang topologi dasar pada R, himpunan kompak dalam R, fangsi kontiny,

barisan dan deret fungg1.

2.1. Topologi Dasar pada R
Pefinisi 2.1.1
Diberikan titik peR danr > 0. Kitar (neighborhood) titik p dengan radius r yang
diberi notasi N{p,r) adalgh himpunan titik-tittk xeR  yang memenuhi
- pl<r Jadi N{pr)= 4§ xeR:|[x-pl<r}.
Definisi 2.1.2

Diberikan himpunan & ¢ R.  Titik peR dinamakan titik limit himpunan E, jika

setiap kitar titik p memuat titik g € E dan q # p.
(p = titik limit E) <> (Vr>0) (3qeF) (0<]q - p| <1).
Definisi 2.1.3
Titik p dinamakan fitik interior himpunan E jika terdapat r > 0 sehingga

N{p,;yc k.
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Definisi 2.1.6

Himpunan F dikatakan tertutup dalam R, j tka semua titik limitnya anggota F.
( F tertutup ) <> ( p titik limit F = pel).
Teorema 2.1.2
Setiap kitar snatu titik adalah himptnan terbuka.
Bukti:
Ditinjau N(p,r) untuk sembarang r > 0 yang ditentukan dan titik x € N(p,r).
Karena jx - p| <1, maka h=r - fx - p| > 0. Akan diunjukkan balhwa N(x.h)
N{p,r). Jikat e N(xh), maka |t -xj<h Jadijt-p|<|t- x{+K-pj<h+x-pF=r
Jadi jika te N(xh) maka |t - p] <ratan t e N(pr). Jadi N(xh) < N{p,)
Didapatkan untuk setiap x ¢ N{p,r) terdapat h > 0 sehingga NOGh) < N(pr).
Jadi N(p,r) terbuka. &
Terorema 2.1.3
Himpunan E ¢ R adalah terbuka jika dan hanya yika E° tertutup, Jadi E
teﬂut;lp jika dan hanya jtka E° terbuka
Bukii
(=) Diketahui E terbuka. Diandaikan p titik limit £°. Maka untuk seliap kitar dari
p memuat titk g € E° dan q # p. Sehmngga setiap kitar dart p bukan
subhimpunan dari E. Jadi p bukan titik interior dari E. Karena E himpunan

terbuka, makap ¢ E. Jadi pe E°. Terbukii E° tertutup.
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(<= ) Diketalui E° tertntup. Diandaikan p e E. Jadi p ¢ E°. Karena E tertutup,
maka p bukan titik limit E°. Maka terdapat r > 0 sehingga univk semua x
dengan i - p| <r berlaku x ¢ E° atan x € E Jadi N(p,r) C E. Jadi E terbuka.

B
Teorema 2.1.4
4. Gabungan berhingga atau takhingga dari himpunan-himpunan terbuka dalam R
adalah terbuka..
b. Irisan berhingga dari himpunan-himpunan terbuka dalam R adalah terbuka.
Bukii :
a. Diberikan A sembarang himpunan {berhingga atau tak hingga) dan keluarga

himpunan {G_ : o« € A }. Akan dibuktikan UGﬂterbuka. Diandatkan

Geh

X e UG.x maka terdapat o € A schingga x € G Ly Karena ¢ = terbuka,

P18

maka x titik interior G - Sehingga terdapat r > 0 sedemkian hingga

N < Gg, © UGﬂ. Jads UG“ terbuka.

aeh ach
b. Diberikan A himpanan terbuka berhingga dan keluarga himpunen terbuka

{G,, ® e A} Dibuktikan ﬂ(}n terbuka. Anpdatkan x € ﬂ G, , maka

aeh oeh

x ¢ G_, unfuk VoeA Karena G, terbuka, maka ferdapat r, > O sehingga

N(x,ro) ¢ G_. Jika diambil r = min { 1y, .6 A} makar > 0 dan N(ory < G
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untuk semua aeA. Jadi N(xr) < ﬂ G, danx titik interior ﬂGa. Terbukti

och aEA

ﬂ G, terbuka B

aedh
Teorema 2.1.5

A. Irisan berhingga atau tak berhingga dari himpunan-himpunan tertutup dalam R

adalah tertutup.

B. Gabungan berhingga dari himpunan-himpunan tertutup dalam R adalah tertutup.

Bukti :

Menurut hukum De  Morgan, unfuk sembarang himpunan indeks A

¢ c
berlaku[ UFa] = n(Fa)c dan [ﬂFa} = U(Fa)c. Jika F, tertutup
el GA aeh

aEh

dalam R untuk Voe A maks menurut teorema 2.1.4 himpunan (F.)° terbuka

dalam R. Menurut hukum De Morgan dan teorema 2.1.4 diperoleh :

{JE, :{ ﬂ(}*‘mf)c}t tertutup dan [ }E, :[ U(Fa,)c}t tertutup. B

Teorema 2.1.0

Jika G himpunan terbuka dalam R, maka G merupakan gabungan dari selang-

selang terbuka yang saling asing dalam keluarga selang-selang terbuka.
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Bukiti :

Untuk setiap xeG dikawankan dengan L ¢ G. Dimisalkan L gabungan dari
selang-selang terbuka L, = (8,,b,) dengan wwe A, sedemikian hingga x € Io dan
I, ¢ G. Jadi I adalah gabungan semua selang terbuka yang memuat X dan

termuat dalam G. Akan dibuktikan bahwa I, suatu selang ferbuka.

Dimisalkan a = inf{a, : a.cA} dan b = sup{b:acA}. Jikan<aatmnzb
maka ¢ (a.be) untuk YoeA Jadi ¢ Lo Jikaa < n<b maka ada tiga
kemungkinan, yakni a < 7 <X, 71=%, X < 7 < b. Dalam keadaan pertama, karena
a = inf{a, : acA} terdapat a.cA sehingga a < 8, < 1 <X < by. Jelas
ne{awbe) sehingga mel,  Dengan cara yang serupa, mengingat b =
sup{by: e A}, dapat ditunjukkan bahwa nel; jika x < n <b. Jelas bahwa

nely jika = x Jadi telah dibuktikan bahwa nel jika dan hanya jika

a <1 <b. Terbuldi I.=(ab) suatu selang terbuka.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk xe G dan yeG maka I = I, atau
Ll = @. Diandaikan L, = <, maka ads Ce Tl . Karena Lol selang
terbuka vang memuat x dan termuat didalam G, maka Ll © I gabungan semua
selang terbuka yang memuaf x dan termuat dalam G, ini berakibat bahwa Ll
=], Dengan cara yang sama akan diperoleh Lul, = k. Jadi jika Iy = &,

maka =1, Dengan demikian I=I, atau LI, = & Sampai disini (elah
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ditunjukkaa bahwa G = UJ{x , vakni gabungan dari sclang-selang terbula
x€G

yang saling asing.

Untuk setiap I, dikawankan dengan tepat satu bilangan rasional r,el, Karena
dengan pengawsanan secara ini selang-selang terbuka yang saling asing
berkawankan dengan bilangan rasional yang berlainan, maka terdapat
korespondensi satu-safu antara {I}dengan {r,}. Dengan demikian kelurga{l}
ekuivalen dengan suatn subhimpunan dari himpunan semua bilangan rasional,

maka keluarga {I,} dalam gabungan diatas berhingga afan terbilang.

Teorema 2.1.7
Himpunan F adalah fertutup dalam R jika dan hanya jika setiap barisan
konvergen < X, > dengan %, € F untuk semuaneN limitnya di dalam F.

Bukt:

(=>) Diberikan himpunan fertutup I dan < x, > barisan konvergen dengan x, ¢ F
unfuk semua neN. Diandaikan x, — %, akan dibukfikan x € F. Diambil
¢ > 0 gsembarang. Karena x, — %, maka terdapat N & N sehingga unfuk
semua nel¥ dengan n = N berlaku i, - x| < &. Jika jangkauan { x, : n € N}
berhingga, maka x,, = x untuk tak hingga banyak indeks n, jadi x € F. Jika
jangkauan { x,: n €N} takhingga, maka {x, : n 2N} himpunan takhingga dan

subhimpunan dari kitar N(x,s). Jadi setiap kitar dari x memuat tak hingga
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banyak suku barisan. Karena %, ¢ F untuk WaeN, maka menurut teorema
2.1.1, % adatah titik limit ¥, Jadi xel’ sebab diketabut ¥ tertotup.

(<=) Diandaikan p snaty titik limit ¥, Menurut teorems 2.1.1 setiap kitar dari p
mermuat takhingga banyak titik anggota F. Jadi untuk setiap n € N dapat
dipilih suatu titik namakan x,, , dengan x, € Fdan 0< %X, - p| < (Xa#p
dan x,&N(p,1/n)). Terbentuklah barisan < x, > dengan x,&¥ uniuk VReN.
Dibuldikan < x, > konvergen ke p. Jika diberikan ¢ > 0, maka terdapat NeN
sehingga 1/ < . Jadi uniuk Vae N bertaku |x,- p| < 1/n < I/N <3, schingga
Xp — p. Karena setiap barisan didalam I yang konvergen diketalmi bahwa
timitnya di dalam F, jadi p ¢ F. Jadi jika p tittk hmit F maka p € F
Schingga F tertutup. &8

Pefiuist 2.1.7

Himpunan semua fitik limnt dari himpunan B biaganya dibert notasi E

Himpunan T = E U E' dinamakan pemampat{c/osure) dari himpunan I,

2.2. Himpunan Kospak dalam R

Definisd 2.2.1

Suaty Keluarga Y dari himpunan-himpunan terbuka dinamakan selimut terbuka

untuk B, jtka £ © U(J

Yika Huelimat terbuka untuk E dan #subkeluarga berhingga dari Y vang juga

selimut terbuka untuk E, maka H dinamakan subselimu( berhingga dari 9.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
11

Definisi 2.2.2

Himpunan K ¢ R dikatakan kompak jika setiap selimmut terbuka unfuk X

mempunyat subselimut berhingga.

Comtoh 2.2.1

Jika H himpunan berhingga dalam R maka H kompak.
Bukii :

Misatkan H = { xj, %, ... , %a } dan Y = { G_ @A} sembarang selimut

terbuka untuk . Karena H < UGa , maka untuk setiap j(1<j<n)
o EA

terdapat o € A sehingga x; € Gy. Unluk setiap j kita ambil safu o namakan o

sehingga x; € Gaj. Maka { G,,.Gg, ,---,Gan} subkeluarga berhingga

o]
dari 4 dan He (G, . Terbukti Hkompak
=1

Contoh 2.2.2

Buktikan bahwa : (a). E= {0, 1, 1/2,.1/3, ...} adalah kompak
{b). F={1/n: neN} tidak kompak

Bukti :

{a). Diandaikan Y = {Gy} sembarang selimut terbuka untuk E. Titik 0 adalah

satu-satuuya titik limit B, Karena 0 € E moka terdapat G, = Y dan
0 €G,,. Dapat dicart 0 < r < 1 sehingga (-r,r) ¢ G, , sebab 0 titik

mnterior Gy, - Terdapat m € N sehingga 1/(m+1) <r < /m. Jadi titik-titik
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anggota E kecuali mungkin hanya 1, 1/2, ..., I/m adalah anggota G, .
Untuk sefiap n dengan 1< n < m diambil safu himpunan G, & Y sehingga
IneGy . Maka {Gy,»Gay> G, } subselimut berhingga dari Y dan

terbukti E kompak.

(b). Akan dibuaf selimut terbuka Y dari F yang tidak memuat subselimut
berhingga. Kita usahakan setiap himpunan dalam Y hanya memuat tepat
satu elemen dari F. Selang terbuka (1/2,2) hanya memuat safu titik dart E,
yakni 1. Selanjutnya untuk semua n dengan n 2 2, dibuat selang terbuka
(1/(nt1), 1/(n-1)) yang memnat tepat satu titik 1/n dari F. Dengan demikian
keluarga g = { G, 1 neN} dengan G; = (172, 2} dan G, = (1/(nt1), V(n-1))

untuk n > 2 adalah selimut terbuka untuk ¥. Dari konstruksi di atas tampak

bahwa jika satu himpunan Gy, misalnya, dihapuskan dari Y | maka UGn

NFETH
tidak memuat F lagi. Jelas Y selimut terbuka tetapi tidak mempunyai
subselimul berhingga dari F.

Teorema 2.2.1

Jika K suatu subhimpunan kompak dalam R, maka K tertatup dan terbatas.
Bukti :
Untuk setiap x e K dibuat kitar N{x,1)= (x-1xt1). Maka keluarga

G={ N(x,}) : x € K } adalah seiimut terbuka dari K. Karena K kompak maka

terdapat X,,X,,...,%, didalam X sehingga X c:UN(xj,l). Jika a=min { %
4
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l<j<n}danb=maks { x;: 1<j<n} maka K subhimpunan dari selang
[ a-1,b+1]. Jadi K terbatas.

Akan dibuktikan K tertutup dengan membuktikan K°terbuka.  Diandaikan

pe K jadip ¢ K. Untuk setiap n N himpunan G, = { x : [x-pl > 1/n )

adalah komplemen dari selang tertutup [ p-1/n,p+1/n]. Jadi G, terbuka. Karena

R ~ {p} = | JG, danp ¢ K, maka K ¢ | JG,. Karena K kompak, maka
i

=l

terdapat Gy, Gy, ..., Gy sehingga K < UGn =G, Jadi [ p-1/r,p+1/r ] = {G))" dan

karena X < G,, maka N{p,1/r) ~» K = & , sehingea N(p,1/r) ¢ K. Jadi p titik
tnterior K °. Jadi X° terbuika dan X ferfutup. B

Definist 2.2.3
Subhimpunan E dari R dikatakan mempunyai sifat Heine-Borel jika sehiap
selimut terbuka himpunan E mempunyai subselimut berhingga.

Defirisi 2.2.4
Subhimpunan E dari R dikatakan mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass jika
getiap subhimpunan {ak hingga dar E mempunyai titik limit didalam E.

Teorema 2.2.2
Subhimpunan E dari R mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass jika dan hanya jika
E tertutup an terbatas

Bukii :

(>} Bukti dengan kontradikst.
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Andaikan E fidak tertutup, maka terdapat p titik limit E dan p ¢ E. Dapat
dibuat barisan titik-titik berlainan x, dengan x, ¢ E dan < |x, - pl < 1/n untuk
¥neN, Jadi E memuat subhimpunan tak hingga tanpa titik limit di dalam E.
Terjadi kontradiksi, karena diketahui bahwa E mempunyar sifat Bolzano-
Weierstrass. Jadi E fertutup.

Andaikan E tak terbatas, kita dapat membuat subhimpunan tak hingga dart E
yang tidak memuat titik limit. Diandaikan E tak terbatas ke afas. Dipilih
x;¢E, Selanjutnya dipilih x;€ E dan x; —x) > 1. Setelah dipihh x5, ... X,
di dalam E dengan Xy ~ X > 1 untuk k= 1,2,...,(n-1) kemudian dipilih x4 €
E dan X1 —x; > 1. Hal ini mungkin dikerjakan karena E tak terbatas ke atas,
Terjadilah himpunan tak hingga { x, : n € N } tanpa fitik [imit di dalam E.
Terjadilah kontradiksi. Jadi E terbatas.

(<=) Jika E berhingga, maka tmplikasi < Jika A subsef takhingga dari E maka A
mempunyai titik limit di dalam E”, pastt benar. Jadi E mempunyai sifat
Bolzano-Weierstrass.

Jika E tak hingga dan andaikan E tidak mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass,
Maka terdapat himpunan tak hingga A < E dan A tidak mempunya titik limit
didalam E. Karena E ferbatas maka E ¢ I = [-a,a] untuk suatu bilangan real
a Karena I, > A dan A tak hingga, maka paling sedikit safu dari selang
tertutup [-a,0] dan [0,2] memuat takhingga banyak anggota A, misal I; = [0,a].
Demikian juga paling sedikit satu dari selang [0,a/2] dan [a/2,a} memuat tak

hingga banyak titik dari A, misal selang I = [0,a/2]. Salah satu dari {0,2/4]
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dan {9/4,3/2] memuat tak hingga bunyak Gtk dari A, kita namakan L.
Demikian selerusnva terjadilal barisan selang tertutup < 1, > dengan sifal
ustuk Vne N beriaka
{i). I, memuat takhingga banyak anggota A.
(it). LoLw

(iii). Panjangl, {1} = /dé

n-1

<3
Menurut teorema, terdapat fitik p sehingga n!n = {p), sebab tim {L,] = ¢
n=)

Untuk s > ¢ sembarang, maka terdapat m sehingea /%/Zlm_] <g/2. Tittkkp € 1,,

don [Ld < 82, Jadi jika x € Y, make [p - xl< 82 <s. Dengan demikian
I. © N{p.£) dan N(p.e) memust tak hinega banyak enggota A, Jadi p {itik
limit A. Kerena A ¢ I maka p titik limit E. Karena E tertup maka pekE
Terdapat suatn kontradiksi |, karena diandatkan A tiduk mempunyat titik Hmit
di dalam E. Jadi E harus mesmpunyat sifal Bolzano-Weierstrags, 2
Teorema 2.2.3
Himpuuan K < R mempunyai sifat Heipe-Borel jika dun hanya jika K
mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass.
Bulcti -
(c>}  Diketabui K mempunya: sifat Hewne-Borel.  Jadi X kompak.  Menuruf
feorema 2.2.1 K fertutup dan terbufag.  Menuwrat teorema 2.2.2 K

mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass.
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Dikelahui K mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass, jadi K tetutup  dan
terbatas.
Diandaikan K tidak mempunyai sifat Heine-Borel. Jadi terdapat selimut
terbuka & yang tidak mempunyai subselimut berlungga. Terdapaf selang
tertutup o = [-a,a] sehingga K « [-a,a] karena K terbatas. Maka paling
sedikit satu dari selang tertutup [-a,0] dan {0,a] irisannya dengan K tidak
termuat dalam gabungan dart sejumlah berhingga himpunan-himpunan
anggota &. Selang yang mempunyai sifaf ini, misalayal, = {0,a]. Jadi 1K
tidak termuat di dalam gabungan sejumlah berhingga himpunan tersebut,
Demikian juga paling sedikit satu diantara [0.a/2] dan [a/2,a], irisannya
dengan X tidak termuat dalam gabungan sejumlzah berhingga anggota dari 9.
Selang ini misalnya I = [a/2,a], sehingga }x~K tidak fermuat dalam
gabungan sejumish berhingga himpunan anggota ¥ . Demikian seterusnya
sehingga kita dapat membentuk barisan selang tertutup < 1, > sedemluan
sehingga untuk YaeN berlaku :
(i) I, ~ K tidak termuat dalam gabungan sejumlah berhingga himpunan
anggota G.

(Il) L, 2 L

(iif) Panjang I, 1 Ll= %n-l

e

-
Dengan demikian ﬂIn = {p} dan p titik limit dari K. Karena K tertutup

=i

maka p ¢ K. Jadi haruslah ada suatu himpunan terbuka G € Ydanp e G .
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Karena G ferbuka maka terdapat ¢ > 0 sehingga (p-g,pte) < G Dapal
dicari m sehingga |1 < 8/2. Karena p ¢ I, maka I, ¢ (p-s,pte) ¢ G
Terdapat kontradiksi, karena menwut (i) L, »~ K tidak termuat dalam
sejumiah berhingga gabungan himpunan-himpunan anggota ¥ . Jadi K
mempunyai sifaf Heine-Borel. &

Dari definisi-definisi dan teorema-teorema diatas, kita mempunyal pernyafaan-

nernyataan yang ekuivalen untuk himpunan kompak.

Teorema 2.2.4
Untuk K ¢ R, pernyataan-pernyataan benikut ekuivalen :
(1). X adalah komgpak
(i1). K mempunya sifat Heine-Borel
(u11). K tertutup dan terbatas
(iv). K mempunyai sifat Bolzano-weterstrass
(v). Setiap barisan bilangan di dalam K memuat subbarisan yang xonvergen
ke suatu titik di dalam K.
Bulkti :
Ekuivalensi dart (1), (i1), (1ii), (1v) dapat dilihat dari definist dan teorema di
atas, Kita tinggal membuktikan (1v) => (v) = (111).
{1v) = (v).

Diberikan barisan bilangan < x, > dengan x,€ K untukvne N,
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Jika jungkavan { x, : neN} berhingga, misatkan { a;, @, ... , ap} maoka
paling sedikit terdapat satu indeks p dengan 1< p <N danx, = g, untuk tak

berhingga banyak indeks n. Kita bentuk subbarisan dengan x, = &, unttik
vkeN. Jadi < x;, >konvergen ke a,¢ K.

Jika jangkauan A = {X, :n € N } tak hingga, maka A memiliki titik [imit
p ¢ K, scbab K mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass. Kita bentuk

subbarisan <x, > dari < X, > yang konvergen ke p sebagal berikut.
Ditentukan X, = X1 Kemudian Xy dipitih suatu x, dengan ny > m dan
| Xq, -pi< 172, Setelah dipitih ny < mp<...<ny maka x,  dipilih sehingga

Ny > 1y dan | X oy ” pl < 1/(k+1). Jelas bahwa <%p, >konvergenke pe K.
(v) = (iii)

Akan dibuktikan dengan kontradiksi.

Diandaikan X tidak terfutup. Maka terdapat p titik limit K dan pg K
Dibuat barisan elemen berlainan < x, > di datam K sehingga 0< | x, — p | <
V1 untuk YneN. Hal ini mungkin karena setiap kitar p memuat tak hingea
titik anggota K. Karena x, — p maka semua subbarisan dari < x, > juga
konvergn ke p. Karena pe K, maka < X, > barisan di dalam K tetapi tidak
mempunyai subbarisan yang konvergen ke suatu titik di dalam K, sehingga

terdapat kontradiksi. Jadi X harus tertutup.
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Diandaikan K tidak terbatas. Karena K tidak terbotas maka dapat dibuat
barisan < x, > yang monoton dengan I %, - %,4 > 1 unptuk ¥neN. Barisan ini
pasti tidak memuat subbarisan yang konvergen. Terdapat kontradiksi. Jadi

K haros terbatas. &

2.3. Fungsi Kentinu
Definisi 2.3.1

Diberikan fungsi /1 E — R, E < R dan ceE. Dikatakan bahwa S'kontinu di ¢,
jika untuk setiap s > 0 yang diberikan, dapat dicari § > 0, sehingga untuk VxeE
darz]x—c|<8maka|f(x)—ﬂc)[<B, |

Atau
Diberikan fungsi /: E 3 R, E < R dan ceE. Dikatakan bahwa fkontinu di ¢,
jika diberikan kitar N{f{c),s) dari flc} terdapat kitar N(¢,8) dari ¢, sehingga
untuk ¥xeN{c,8) maka f{x)eN(/{c},5).

Definisi 2.3.2

Fungsi fseperti yang didefinisikan pada definisi 2.3.1 dikatakan kontinu pada E
jika 7 kontinu di setiap titik anggota E.
Teorema 2.3.1 ( Definisi Global)
Diberikan /B R dengan £ < R. Fungst / kontinu pada E jika dan hanya jika

untuk setiap himpunan terbuka G < R terdapat himpunan terbuka H dalam R dan

HrE = /(G).
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Definisi 2.3.5
Diberikan fungsi /: E = R, E ¢ R dan ceE. Fungsi f dikatakan diskontinu di
¢ jika y'tidak kontinu di c.

Teorema 2.3.2
Jika 7 fungsi kontinu dari K ke dalam R, dan K subhimpunan kompak dalam R,
maka AK) kompak dalam R.

Bukti :
Kita harus membuktikan bahwa jika { Gy : @& A} suatu selimut terbuka dart
AK), maka {Gy} memuat subselimut berhingga. Diandaikan { G, : ae A}
sembarang selimut terbuka untuk AX). Karema f kontinu pada K dan Gq

terbuka dalam R, maka menurut definisi Global terdapat himpunan terbuka Hy, <

R schingga [HoK] = /7 Y Gy). Karena fIK) © UG,_.I maka K
aeh

Uf—i(Ga) sehingea K UHa. Jadi { H,, :acA} suatn selimut terbuka
aeh LEL

dari K. Disini diketahui bahwa K kompak, maka terdapat «;,05, .. .,dp dalam A
n
sehingga K < UHai . Karera fdidefinisiken pada X maka
y=]
( n g ! n R n
=7\ U[Ba, ~K]|= 7| U7 (Ga )| = U7 (0, ) = Uba, .
\1 1 1=1 i=} 171
sebab untuk G < R (kodomain /) berlakn ff H3)) ¢ G. Telah dibuktikan

bahwa sembarang selimut terbuka (G, @ ceA} untuk fK) ternyata memuat

subselimut berhingga Jadi AK) kompak. &
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Definisi 2.3.4
Fungsi /': E -» R dengan E < R dikatakan terbatas pada E, jika terdapat M > 0
sehingga | /{x) | < M uotuk vxeE.

Definisi 2.3.5

Diberikan himpunan E c R dan fungsi /°: £ — R. Fungsi / dikatakan kontinu
seragam pada himpusan E, jika untuk setiap & > 0 yang diberikan terdapat
3 > 0 sehingga untuk semua x dan y di dalam E dengan {x — y 1< 8 maka
70 -y i<

Jika ditulis dengan lambang, fingsi / kontinu seragam pada himpunan I

jika (Vex0) (35:0) [(Vx,ycE) (xy! <8 =10 - At <))

Teosrema 2.3.3

Diberikan subhimpunan kompak K < R dan 7: K —» R. Jika /'kontinu pada X
muaka f* kontinu seragam pada X

Bukti :
Diberikan ¢ > 0 sembarang. Kavena fkontinu pada K, make untuk setiap cc K
terdapat 8. > 0, yakni 3 untuk ¢, sehingga untuk te[KH} dan H, = N{c,3,) kitar
dari ¢ beradius &, , berlake | 7(t) — () < &/2. Untuk setiap ceK dibentuk kitar
G, = N(¢,5./2), jadi kelnarga {G. : ceK} adalah selimuf tesbuka notuk K.

Karena K kompak, maka ferdapat ¢,c; .6, di dalam X sehingga

n
K Uch. Karena G. ¢ N{(¢,8,) maka mtuk ¢ ¢ XK ~ @, berlaku

i1
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. . . NPT A PRV A ,
A ~ ey | < e/2. Diambil & = min { C*/‘; \ "if/f, oy c,,/?/} Jadi 8 > 0

karenn masing-masing 6, > ¢ untuk i =1,2,...n Untuk sembarang x dan y di

dalam K dengan I x - yl < & akan dibuktikan bahwa {#(x) - Ay) |< s Xarena

s, /
x € K, maka terdapat o { 1 £ k< n) sehingga xe Gc,,_ . Jadi|x - ¢ l< “':/2 ;

Kmenaag‘f"ﬁ{ makaly-cl<ly—x] +ix—-od<8+ 5"5/2/@%. Jadi
¥ eN(ck,JCk) dan x GN(CI;"ﬁck) gebab G, « N{ck,ﬁch ) Karena x dan y
& dalam K A N(ck,é'%), maka berlaku [/x) - Ae ) < &2 dan
[j{y)»ﬂfckﬂ < 87

Dengan demikian |/x )- 1) 1< ) - e ) HAc, ) - Aol < a2 + /2. Jadi f

kontinu seragam pada K.

Teorema 2.3.4

Jika diberikan himpunan tertutup E < R dan fimgs: / koatinu pada E, maka
terdapat fungwi g vang kontinu pada R sehingga gix) = fix} , untuk ¥xc E.
Fungst g ini dinamakan perluasan kontinu dari /.

Bukiti ;

Diketashui bahwa E « R himpunan {ertutup. Maka menurat teorema 2.1.3 E°

ferbuka dalam R, Menurut teorema 2.1.6, E° merupakan gabungan berhingga
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atay terbilang dari selang-sclang terbuka yang saling asing. Sehingga
o

Ef = U(an,bn) dengan (a,b;) m (a.b) = @ untuk i = j dan &, by ¢ E untuk
n=]

VneN. Jikaa, ¢ R dan b, ¢ R untuk ¥neN dibentuk fungsi g(x) = /(%) untuk

J(ba) = /{an)

b, —ay,

X ¢ E dan g(x) = (x-a,)+ f{a,) untuk x¢(a,by,) dan untuk

YneN. Jika terdapat p ¢ N dan ¢ ¢ N sehingga a, = - « dan by ¢ R dan

a, € R, by = « didefinisikan g{x} = Ax) untuk x € E, g{x) =

an-)—(x-an)-f S{a, ) unfuk x & (a,b,) dengan n = p dan n = g, dan

g(x)=7{b, ) untuk x € (-« by), g(x)=a,) untuk x & {a,, » ).

2.4. Barisan Fungsi
Definisi 2.4.1

Diberikan himpunan E < R dan barisan fungsi ( /) dengan £, - E — R, ¥neN.
Barisan { /) dikatakan konvergen titik demi titik pada E jika untuk setiap titik

xeE barisan bilangan { j.(x) ) konrvergen.

Jika ditulis dengan lambang, Larisan ( f, ) konvergen titik demi fitik pada E jika

dan hanya jika

(vxeE)(Wer0) (GNe N} [{(VneN)n 2N :;;\lj,}(x) —f(x)1 < g].
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Bilangan N ini tergantung pada ¢ dan x. Karena untuk x dan y yang berbeda di
dalam E bilangan N untuk x belum tentu berlakn untuk y. Akaen tetapi mungkin
juga terjadi bahwa untuk sembarang & > 0 yang diberikan, dapat dicari suatu

bilangan N yang memenuhi kondist diatas untukvxeE.
Hal ini akan membawa kita pada konsep kekonvergenan seragam.

Definisi 2.4.2

Diberikan E ¢ R dan barisan fingsi < 7, > dengan /i : E — R unfuk neN.
Barisan < f; > dikatakan konvergen seragam ke fungsi /' pada E, jika diberikan
¢ > 0 terdapat Ne N sehingga unfuk semua neN dengan n = N dag unfuk semua

x ¢ Emaka [/(x) - Ax)l <&
Kedua definisi diatas bissa dinotastkan sebagai:
T —> 1 pada B, dimaksudian £, konvergen fitik demi titik pada £
dan
T~ fseragam pada E, dimaksudkan f, konvergen seragam ke fpada E.

Barisan fungsi yang konvergen seragam pada suatu himpunan pasti konvergen titik

demi titil pada himpunan ite. Tetapi sebaliknya tidak benar .

Barisan vang konvergen teiapi tidak konvergen seragam dikatakan barisan konvergen

yang tidak seragam ,
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Detinisi 2.4.3
o .
Deret fungsi Z 7, dikatakan konvergen seragam ke fingsi jumlah /° pada E,
n=1

jika barisan fingsi < S,, > dengan S, = f; +.__+ 7, konvergen seragam ke /pada E.

o)
Jika :):j}?(x) konvergen seragam ke f{x} pada E, sering ditulis

=1

oY
)= 1,;{x) seragam pada E.

n=1
Teorema 2.4.1

Barisan fungsi reat </, > vang dide{inisikan pada E ¢ R, konvergen seragam
pada T, jika dan hanya jika untuk sefiap € > 0 yang diberikan terdapat NeN,

sehingga unfuk semma n = N dan semwa m > N dan semmua x eI beriaku

) — Sl < .
Bukti:

(=) Diandaikan f,— /" seragam pada E dan ¢ > 0 sembarang maka terdapat N € N
sehingga untuk Vne N dan ¥ x €E berlaku £(x) — )l <e2. Jadi jika n 2N

danm =N, untuk semua x & B berlaku

70 = Zu)] < E7000) ~ 000 - 1700) (O 2482 =4,
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(<) Diberikan x ¢ E dan £ > 0 sembarang. Maka terdapal NeN sehingga untuk
vnzN, vmeN berlaku | 7,(x) = fu{X) < £/2. Menurut barisan Cauchy barisan
bilangan < f.(x) > konvergen ke Hlimit f(x). Jika diambif n tetap dan n 2 N
sedangkan m - « maka ketaksamaan tersebut akan menghasilkan

| (%) ~—.f(x)| <ef2 <sunfuk ¥ x ¢E. Jadi f.—7 seragampada E. &

Teorema 2.4.2

Diberikan barisan < f; > yang konvergen ke f/ pada E dan untuk setiap NeN
didefinisikan M,, = sup {| /() ~ fx) | : xeE }. Maka /,— f'seragam pada E jika

dan hanya jika M, > 0.
Bulsti:

(=) Jika f, — fseragam pada E, maka untuk setiap s >  yuang diberikan terdapat
N sehingga untuk semua n > N dan Vx € E belaku [ 7.) - /0l < 2. Jadi
untuk semua n > N berlaku M., = sup {| fu(x) — Ax) |- xeR }< 92 <8 Yang

berarti M, - 0.

( <) Jika M, — 0, untuk & > O vang diberikan, terdapat Ne N sehingga untuk
vneN n 2 N dan VxeE berlaku M, = sup {{ /() ~ 0 |: x¢E } < s
Sehingega ¥neN ,n 2N dan Vxek (%) ~ ) | < &. Jadi fo—> fseragam pada

E
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Teorema 2.4.3

Diberikan barisan fungsi < f, > yang didefinisikan pada E, dan terdapat suatu

barigan bilangan < M, > sehingga | fﬂ(x)I < M, unfuk x € E dan neN. Jika

ol ol
deret bilangan » M, konvergen maka deret fimgsi > Jn konvergen

n=1 ne=1
seragam pada E.
Bukti:
n n o
Dimisatkan 8= > 7 danTy = > My dan diketahui > M, konvergen.
k=1 k=1 n=1

Jadi < T, > barisan Cauchy. Jika diberikan £ > 0, maka terdapal N eN
sehingga untuk vmnzN berlaka |'T, - To < & Jadi, untuk vYmn=N dengan
17 = 1 dan vxe B berlaku
L So(0)- Sal) = | fuer + o )]

< I j;-‘+1‘i fhy . '*'Ifm(x)i < Mx:‘i-l ot Mm

= Ty S By T el
Menurut feorema 2.4.1, maka barisan fungsi < S, > konvergen scragam pada

o}

. . - 4 .
dan menurut definisi 2.4.3, deret fingsi Z_,?' , konvergen seragam pada
nl

E

b

E®
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Teorems 2.4.4
Diketahur fy — fseragam pada E dan p titik limit E.
Jika }}il:[}]} Jn(x)= A, untuk neN, maka barisan bilangan < A, > konvergen
£~

dan lim ' (x)= lim A,. Jadi Jim lim f,(x)= lim lim Jalx).
X3 n—ye X-Ip N30 N30 X —3p

Bulkii ;

Diberikan & > 0. Karena < f, > konvergen seragam pada E, maka terdapaf

N e N sehingga untuk Wma 2N dan Vx ¢ E berlaku | o) = O} = 572,

Jika dalam ketaksamaan ini diambil x —+ p maka diperoleh | Ay- Anl < 52 <
s. Jadi, unfok Vm,nzN berlaku | Ay~ A, 55, Menurut teorema 2.4.1. barisan

< Ay, > konvergen, dan dimisalkan A, —A.
Kifa harus membukiikan bahwayli_zl Slx)= A Jadi unfuk s > 0 diatas harus
(o
 dicari § > 0 sehingga untuk € E dan 0 <{x - p | <8 berlaku | /%) - A <.
Kita takukan perlutungan sebagai berikut;
160~ A= [ 700 [l A ]+ A - A]

<00 Ak balx) = A+ Ay - A

Karena untuk x e B berlaku 7i(x) — A(x), nzka terdapat N; sehingga unfuk
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o { - - | - . _ .
v o Ny berdaku {40} - )« 3. Kurena A, -+ A maka terdapal Np

sehingga untuk Vo i N berlaku A, - Al<ed. Jadi untuk N = maks {N,, Ny}

maka berlakus | Ay - Al = 83 dan | fidx) - /()| < 2 untuk ¥ x € E. Karena

lim fyy(x)= Ay maka terdapat 8 >0 sehingea untuk VxR dan 0< |x-pl < 8
X

< /4. Dengan demikian untuk VxeE dan 0< [x-pl<d

bertaka | /i (%) ~ A

berlakul 7x) - Al< &8 + o3 + 28 = ¢, Jadi terbukti batwa lim 7{x}= A.

X—p

Jadi m lim fy(x)= Him f{x)=A= lim A = lim lim Talx).

KD F1-) 00 L X n1—300 11303 3

Dengan kata lain, urutan pengambilan limit untuk x —» p dann — « dapat

dipertukarkan. &

Teoremsa 2.4.5

lika < £, = barisan fungsi yang kontinu pada I, dap f; ~ f seragam pada I,

maka f kontinu pada I,
Bukti:

Tika g ¢ B dan q bukan titik limit, maka setiap fungsi yang didefinisikan pada
E pasti kontinu di q. Jadi fkontinu di q. Sekarang dibuklikan uniuk pe F dan
p titik limit E. Jika semua fimgsi /; dalam teoresna 2.4.4 adalah kontinu pada

E, dan pe E titik limit, maka
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fim lim f,(x)= tim lim f,{x)
H—3p 030 Ny X3P

Jim f(x}:niﬁzoﬁi(p):f(p).

X-3p
Jadi terbukti bahwa ; kontino pada E. &
Teorema 2.4.0

Diberikan barizan fungsi < f,. > yang didefinisikan dan terintegral pada selang

fa, b}. Jika % ~> f seragam pada [a, b], maka f lerinfegral pada | a, b } dan

b b b b
[ = lim_f Jo- Jadi [[limfn]: limj T, -eehingea operasi pengambilan limit
a2 a a a

dan pengintegratan dapat dipertukarkan.
Bukti:

Dibentuk barisan < g, > dengan g, = fmp{i ],}(x}—j{x)l xe[nbl}. Kerena f, —» 7
seragam pada [a, b] , maka menurut teorema 2.4.2 g, 6. Untuk VneN
berlaku /i {X) - sn < I <Xy e, (<K <D), sehingpa berlaku

hubungan antara integral bawah dan integral afas

& b b b b b
ﬁfﬂ En)dx = J'[fn - gr:] 5'[.7"5 jf S J(fn + Sn) = I(fn 4-.‘:,,}(1}: ...... (1)

Dari ketaksamaan (1) diperoledn:
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A
]

0< J‘]~ J‘.;’“ < 2o(b @) (2).

o -

Karena hubungan (2) berlaku untuk setiap neN dan g, — 0, sehingga integral
atas dan integral bawah uniuk /'menjadi sama, dan terbukti bahwa /' eR {a, b].

Mengingat /&R {2, b} maka dari (1) diperoleh

b b b b b
| f—_[fn < £,(b-a) sehingga terbukii babwa lim |‘fn = ‘[f = -f[limfn} w
a d 2 a d
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BADB II

TEOREMA PENDEKATAN WEIERSTRASS

3.1. Teorcma Pendekatan Weierstrass pada Selang Tertutup [ab].
Teorema Pendekatan Weierstrass mengatakan bahwa untuk sefiap fungsi
bemilai reat f{x) yang didefinisikan dan kontin: pada selang terfutup dan terbatas
{a,b] dapat didekati secara seragam oleh barisan suku banyak dalam x. Teorema ini

dapat dinvatakan dalam dua bentuk.

Teorema 3.1.1
Jika 1 fungsi kontinu dan didefinisikan pada selang fertutup dan terbatas [a.b],
maka terdapat < P, > svatu barisan suku banyak dalam x sedemikian sehingga

P, - f seragam pada [a,b].

Teorema 3.1.2
Jika f fungsi kontinu dan didefinisikan pada selang tertutup dan terbatas [ab],
maka untuk setiap £ > 0 yang diberikan, terdapat suku banyak P dalam x

sedemikian schingga | f{x) - P(x) 1 < ¢, untuk setiap x e {a,b].

Kedua teorema tersebul ekuivalen. Bukti bahwa keduanya ekuivalen disajikan

berikut :

32
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Teorema 3.1.1 = Teorema 3.1.2

Diberikan ¢ > 0. Karena P, — /" seragam pada {a,b], maka terdapat N ¢ N
sehingga. | Py(x) - AAX) | < & untuk semua x ¢ [ab]. Jadi terdapat suku banyak

P(x) = Pu(x) sedemikian sehingga [P(x) - ) <8, vxe[ab] =
Teorema 3.1.2 => Teorema 3.1.1

Diketabni untuk sembarang s > 0 terdapat suku banyak P sedemikian sehingga
| PO - Ax) | < & , untuk semua x € [ab]. Diambil s = 1/n, n € N. Maka
terdapat suku banyak dalam x, namakan P, sehingga [ Pa(x) - Ax) | < 1/ Untuk
sembarang s > 0 yang diberikan terdapat N € N sehingga I/N < 5. Sehingga
(vxefab]) (WneN)(nzN = [ Po(x) - 700 |« 1/n < I/N < g). Jadi terdapat

barisan suku banyak dalam x < P, > sehingga Pr— seragam pada [2,b]. &

Karena kedus teorema tersebut ekuivalen maka untuk membukdikan teorema

Pendekatan Weiertrass cukup dibuktikan salah satu davi teorema di atas.

Dalam pembahasan ini, Teorema Pendekatan Weierstrass akan dibuktikan
dengan tiga cara; yaiia : dengan mengunakan suku banyak Bernstein, dengan fungsi
konvolusi, dan dengan operator linear. Sebelum sampai ke pembuktian kita libat

kenyataan bertkut :
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Fungsi konfine Ax) vang didefinisikan pada [ab] dapal ditranstormasikan
menjadi fungsi kontiou g(8) = f(b-a}t +a), (0 £ £ 1) Dari fingsi ini dibentuk

fungsi /2 dengan

A(x) =g(x) -{2(1) - 2(0) Ix-g(0)  {0=x<1)

A(x) kontinu pada {0,1} dan #{(0) = A(1) = 0. Jadi jika #(x) dengan
7#(0) = i(1) = 0 dapat didekati secara seragam oleh barisan sulas banyak dalam x
pada [a,b], maka demikian juga g(x). Sehingga untuk membuktikan Teorema
Pendekatan Weierstrass cukup dibuktikan untuk fungsi 7 vang kontinu pada [0,1]

dengan (03 = A1)= 0.
3.1.1. Buiii dengan Suiiu Banyak Bernstein

Rumus Binomium Newton uptuk n ¢ N :

n
(a+b)" =73 Clnkja"b"™"
P

Untuk 0 <x <1 dan0 < 1-x <1 maka

x4 (-] = S Cln k(1 -x 1A
J \
L]

I = ZC(H’R)}"’(} ,x)n.h............4.......-(1)
k@

(1) ditmrunkan ke x didapat .
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0= ZC(n?k){kxkvi(l “X}n-K — (n _k)xhil_x)n-h-]]
=

0= C{nk)1 )M R (-1 ) - (0 -k

z

n

¢ = ZC(n,k)(l-x}“‘Mx""‘[l{ ~kx -nx +kx]
i

0= i(‘-(n,k)x“ {1-%)"""1k - nx]

k=0
kedua ruas dikalikan dengan x(1-x) diperoleh

n

> C(nkjx"(1- Mg (k-nxi=0 QM (2)

k=0

(2) diturunkan terhadap x didapat

;C(n,kx-nxk(l- )"+ (k::c""’(l-x)“'k ~{n -k)x“(l—x}”‘"l)(k -nx)}= 0

n

3 Cln, knx (1 )+ (k(k o xS 10" - (o -k - xRt (2 -x)“‘?“l}} = ()
k=it

i

> Cln, e} nx (1 ) et -x)““(k(k - ) d- %) - {n-k)(k —nx)x}; =0
temd !

S Gl kxS x)™ 1) ek - - )] = 0
k=

Lt

L]

S, k) -nx (1 - )™ (1 x)""}wi (k- nx)?] = Oennarenonn il .. (3)

Dengan menggunakan (1) dan (3) diperoieh
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n { hl n 1 5
L WwoE ~ o ) -4 Yo Belf ; woih-ly . AL
ny Cinkixt{1-x) | Sl kM -x]" {k-axy = 0
Lol ‘ bl

S kM (1 %)k -nx) = n

k0

Kedua ruas dikalikan x(1-x) diperoleh

H
> Cln,kp"{1 —x}“‘(k ) = a1 - %)
10

Kemudian dibagi dengan n° didapat

- Ry wnf _EE#X{I'X) :
:L_::C(n’k}x {1-x) L}L n] =R (4)

Untuk fangsi f kentinu pada {0,171 dan 7{0) = A1} = 0, untuk setiap n € N

didefinisikan suku banyak Bernstein B, yang terkait dengan /1,

L n-k ir/ .
B, (x)= ZC{H,k}xh(l-x} yft\l(j :
Ko i

Akan ditunjukkan B,(X) — f'seragam pada [0,1].

Dengan menggandakan f{x) pada (1) dipereleh
-E‘l-\ % 8-k

f(};) = L C(n,k}}:h(l 3{} -fi}:)
pa

Sehingga
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(=100 = 3o el (10 00 - {5

P H1.
n Ve ‘n-}’.ih k\

17 (x) = Ba{x)f = 3 Clo, k™ {1-%) J(X)—f‘[m)»-” {5)
' ! 1

Perhatikan ketaksamasn (5) untuk x fertentu tetapi sembarang dalam [0,1].
Karena fkontinu seragam pada [0,1}, maka (Ve>0) (35>0) sehingga untuk nifai k
(Osk<smy (Ix-knl<s={Ax)- Akmn) < e2). Dari (5) diandaikan S
adalah jumlah yang meliputi nilai k dengan {x - k/n | < & dan T unfuk jummlah
yang tersisa. Jadi | /(%) - Buo(x) < S+ T dengan § < /2. Kita dapat membuat
T < 2/2 apabila o dipilih cukup besar dan tidak fergantung pada pengambilan
x € [0,1]. Karena fterbatas pada {0,1], maka lerdapat K > 0 sehingga LxtsK

™ L o wh
uotuk seraua x & {0,1]. Dengen demikian T < 2K>" Cla, ki {1-x)

dengan R = ZC(n,kbﬁh(l-x]M dar penjumiahan diambil meliputi nifai k
dimana |x - kil = & Akan ditunjukkan jika n diambil cukup Desar nilai

R< e/{4K). Mengingat (4) maka

%) LT . u-k '_ K & o - K ’ k : X(l‘){)
SRS 0k (1 x) [\X“n_) <%L(n,k)x}‘(l-x) {x—-l-l-] =

xe[01).

Karena untuk x & [0,1] nilai maksimum x(1-x) adalah 1/4 maka R < 1/(4n8%),
Karena & > 0 fertenfu unfuk sembarang ¢ > G vang diberikan, maka dapat dipilith

N cukup besar sehingga R < e/(4K).
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T 2K Clo, k{1 - )" < KR < 2K(eK) = 6/2

[A0) - Bo() |28+ T<e/2v8/2 =5

Jadi uptuk setiap ¢ > 0 yang diberikan dapat dicari suate suku banyak dafam x
vaitu B,(x) dengan n cukup besar schingga | Ax) - Bu(x) [« & Terbuktilah

teotema 3.1.2. #&

Conteh 3.1.1

Tentukan figa fingsi pertama barisan suku banyak Bernstein yang terkait

pada fimgst f(x) = s1n (7x} untuk O <x < 1,

Penyelesaian ¢
Fungsi /~ kontinu pada [0,1] dan f(0¢) = /(1) = 6. Jadi / dapat didekati secara

seragam oleh barisan suke banyal << By, > dengan

Ba(x) = z Cln,k)x*(1- x)“‘ ]i1 (”k//)

A1l
omd
sehinggd
Bi(x)=0

Bo(x) = 0 + 2x(3-x) + 0 = 2x - 27

Ba(x) = 04 3x(1-x)" 4% + 3x7 (1-x) % = % 3{x-x7)
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Bq(x) - 21;['2)5 4 ()(1 . \fri)){?’ {(SJZ 6)}{3 - (6 4\){5)}{

3.1.2. Bukti dengan Fungsi Konvolusi

Pungsi / vang kontinu dan didefunistkan pada {0,1] dengan [0} =~ A1) = 0

diperluas hingga terdefinigikan dan kontinu di seturuh R dengan f{x) = 0 unfuk

x & R-{0,1}.
Dibenfuk suku banyak Q,(x) untuk x € R dan n ¢ N dengan

Qufy=Co(1-Y (1)

C, diptlih sedemikian sehingea

Kita selidiki besamya C,,.

Ketaksamaan Bernonli mengatalown bahwa unfuk n ¢ N dant > -1 berlaku
(1+¢Y'>14nt

Jadiuntuk 6 <y < 1 berlaku (I -y Y 2 1 -~ ny untuk 2 € N,

i
1 e

Jadi j(x -x2}"dx = zj(_l- x”)"dx =2 j (1-x?)“dx
.| 1] i)
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Mengingat {2}, maka

1 ) . y
1:-[Q“(X)d}{:cﬂ.[(}_—xz) dx = 1"//‘1
-1

| SNl

Jadi C, suatu bilangan postlip dan C,, < dn .Y (3)

Sehingga untuk setiap 8 > 0 berlaku

ogQﬁ(x)w’{{(l—ﬁz)“ Gelxlcl) o (4)

gt
Kareus barssan Uilangan ¢ vnfl ) } } konverges ke 0 maka barisan « Qu(x) >

konvergen seragam ke 0 pada { x: 8 = ixl<ty=[-1,-8]w}|s§, 1) Dibenfuk

barisan suku banyak < P,,(x) > yang didefinistkan untuk 0 <x < 1,

Fungsi P, dinamakan konvelusi dari /' dan Q.. Akan ditunjukkan bahwa P,{x}
suaty suku banyak dalam x  Deogan mengganti variebel { dengan y dasy = x + ¢,
T

maka P, {x)= J‘_f"(y}Qn(y—x)dy.

-+
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Karena fly) = ¢ untuk v di lnar {0,1],  maka
1 1 .
- N - 2 n -
Pal(x) = [ 7(3)Qa(y - x)dy = €y [ 1 (v-207 ] A(v)ay
0 0

yang menunjukkan bahwa P(x) suku banyak dalam x. Sekarang akan ditunfukkan
P, ~» /'seragam pada [0,1]. Diberikan ¢ > 0. Karena / konfinu pada R, maka
terdapat & > 0 sehingga ustuk sepua x dan y dalam R dengan [x-vl<3
berlaku | 7(x) - Av) 1 < £/2. Dimisalkan M = sup [ 7(x) 1. Mengingat (2) dan {4)

dan  Qu(x) = 0, maka untuk 0 < x = 1

]
Pa(x) = Sl = | {]70x+ 0= rlx)Ra(tat |
~1

1 Tt |k
< [x+ - Aea(0d =) [+ +] %[ff_x 1) = (x| Qn{t)dt
~-1 Lot & b5
5 N !
< 2M [ Q, {0}t +{54] [ Qu{t)dt + 2 [ Qu (t)ekt
i -8 )
1 1

sAM [ Q[Udt+ (%) [ Qu(tydt
) ~1

o= - I'tj : - M .
<aMVa(1- 62 [dts 4 <aMia{l- 52) +4
‘ "5

Karena 0 < 1 - 8° < 1, maka unfuk i — o, fiM{I - 52)“ Ja -~ 0. Sehingga dapat

dipilih n cukup besar sehingga 4M{1~52)n Jno« /2. Jadi untuk sembarang

. I
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g > 0 yang diberikan dapat dicari n cukup besar sehingga untuk semua x ¢ {0,1]

terdapat suku banyak datam x, Py(x), sehingga berlalu IPax) -/ lce m

Conteh 3.1.2.1

Jika 1 fungsi koutinu pada {0,1] dan jika _[x“f(‘x)dx =0,(n= 01,2,
4]

maka buktikan bahwa f{x) = 0 pada [0,1].
Budati :
Dari hipotesis, maka untuk sembarang suku banyak P(x) berlaku

P(x)f(x)(b(: 0. Menwut teorema, terdapat suku banyak < P, > dan

5 Forrrmmy

P, — f pada [0,1}. Jadi P,f — 7 seragam pada [0,1], schingga

1 i
1/ 2= limJPn /= 0. Karena /konti, maka /2 ¢ dan kontinu, Karena
0 0

i i i
j 7 =0, maka I‘I"z(x} v[j‘z =l
&3 0 0

Bahwa f{x) = 0 untuk 0 < x < 1 akan dibukiikan dengan kontradikst.

Diandaikan terdapat xp € [0,1] sedemikian sehingga /(%) = 0. Jadi /7 5 0.

Karena f ? kontinu pada [0,1], maka terdapat & >- 0 sehingga /° “(x) > 0 untuk

x & (- 8, % + 8 m [G1] = E  Jadi [fz(x}d}i} 0. Karena

E
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i
2

E ¢ {0,1] maka[ 77 {x)dx '::_:j.‘f"'—‘-(}(}d}\ =0, Terjadi kontradikst, karena

E a

diketabui bahwa J“f"z(x}dx > 0. Jadi haruslah fx) =0 untuk 0 < x < 1.
R

3.1.3. Bulkti dengan Qperator Linear

Sebelum membuktikan teorema akan dibahas terfebih dahufu beberapateors

yang akan mendukung pembukiiannya.

Definisi 3.1.3.1

Ruang linear I adalah suata grup abelian adafil dengan sifal untuk
sembarang skalar ¢. dap x ¢ L dapat didefinisikan operasi skalar yang
menghasilkan ax ¢ L. Untuk x ¢ Ldany € 1. @0 suatu skatar dan satu

merupakan satuan skalar, maka dipenuhi :
(1) af{x+y)=ux+py
(2). (o)X = oX + X

(3). (aP)x = a(px)

{4). 1. x=x
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Skalar vang dimaksud dalam definisi di atas dapat berupa bilangan real atau
bilangan komplek. Dalam babasan selanjutnya, pembahasan dikhususkan
pada ruang linear dengan skalar bilangan real yang dinamakan ruang linear
real.

Contoh 3.1.3.1

C[a,b] vaitu himpunan semua fungsi real koutinu yang didefinisikan pada
setang {a.b] adalah suatu ruang linear. Untuk £, ¢ € Clab], a.eR , x & [ab]
didefinisikan
(7 +8) (x) =Ax) +2(0)
(o)) = o)
Definisi 3.1.3.2
Jika L suatu ruang linear, norma pada L adalal suatu fungsi real L : L —» R
yang didefinisikan pada 1. sedemikiun sehingga untuk x,yeL dan untuk skalar
@ berlaku
(1). x|} = 0 dan jixfj=0 <> x=0
(2). Iyl < i+ il
(3). o)) = for] [l
Akibai langsung dari definisi norma adalah :
- i -y - D < D s
Definisi 3.1.3.3

Ruang linear yang dilengkapi dengan norma disebut ruang linear bernorma
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Cuntoh 3.1.3.2
Didefinisikan f| 7}l = sup { J{x)}, x & [ab} } suatu norma pada Cla,b}.
Ruktikan bajiwa C[a,b} adalah ruang linear bernorma dengan norma
tersebat.
Bukti -
(). 1/ 1=sup {O0OE x € [ab]) =0
B =0 < sup { ), xefabl} =0 o o =0 = fx) =0
(2 Bt g = sup {00 + 200 xe[ab)}
= sup { )|+ (), xeably
< sup { 0], xelabl} + sup { GOL xelabl) = 74+ l2 |
(3). llof = sup { [yl xeabl}
= sup { fr] ), xe b1}
= |oef sup { (3, xe(ab]}
= fel L]
Jadi || 7} merupakan norma pada C{ab].
Definisi 3.1.3.4
Diberikan dua ruang linear L dan L7 dengan skalar yang sama. Pemetaan
T: L - 1 disebut transformasi Hinear jika T(ox +fy) = oT(x) + {T{y).
Jika T dan U transformasi Hinear dari L ke L7, maka mercka dapat dijumiahkan

dan dapat dikalikan dengan suatu skalar yang didefinisikan sebagui :
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(). (T+UYx) = T + U(x)

(i) («THx) = aT(X).
Transformasi no} dan negatif’ dari transformasi T didefinisikan sebagai 0(x) = 0
dan (+TY(x) = -T(x}.

Teorema 3.1.3.1

Diberikan dua ruang linear L dan L” dengan skalar sama R. Maka himpunan
semua transformagi linear dari L ke 1° adalah suatu ruang linear dengan
operasi linear yang didefinisikan pada (1} dag {i1).
Definisi 3.1.3.5
Diberikan ruang linear bermorma L dengan skalar R dan < x, > dengan x.eL
nnk semua neN, barssan titik di dalam L. Bansan < x. > dikatakan
konvergen ke x jika untuk setiap £ » 0 yvang diberikan terdapal NeN
sedemikian sehingga untuk semua ne N berfaku n > N = ix, - xlf < =
Teorema 3.1.3.2
Diberikan L dan L’ dua ruang linear bernotina dan T suafu franstormast dart
L ke L*, maka T kontinu bila dan hauya bila x, ~» x =5 T{xg) — T(x).
Menurut Simon dalam bukenya “ fatroduction to Topology And Modern
Analysi$” bertaku teorema berikul.
Teorema 3.1.3.3

Jika I dan L™ dua ruang tinear dan T suatu (ransiormast Tmear dars L ke L

Maka pernyataan-pernyataan bertkut ekuivalen
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{1). T kontinu
{2). T kontinu di fitik asal, vaitu babwa x,, - 0223 T(x,) - 0
{(3). Terdapat bilangan real K 2 0 sedemikian sehingga [T)I < K |ix]]
untuk wxel
(4). Jika S = { x: {}x{{ £ 1 } bola safuan fertutup dalam 1., maka bayangannya
T(S) terbatas dalam L7
Jika transformast finear T memenulii sifat (3), maka K disebut batas untuk T dan
dikatakan T transformasi linear terbatas. Sehingga T ferbatas bila dan hanya
bila T kontim.
Definisi 3.1.3.6
Jika T transformasi linesr dari mmang linear Y. ke L°, maka norma T
didefinisikan sebagal
Tl = sup { OO : fixi £ 1)
atan

i = inf { K : K 20 dan [T} < Kix|f, vxel }.

Teorema 3.1.3.4
Jika L dan L ruang linear bernorma, maka B{LL"} yaitu himpunan semua
transformasi linear dart L ke 1 adalah mang linear bernorma deugen
operasi linear didefinisikan pada (i) dan (ii) dan norma didefinisikan pada

aelnnst 3.1.3.46.
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Buiii :

Dari teorema 3.1.3.1 telah dibuktiken bahwa B(L,L’) suatu ruang linear,
Dibuktikan bahwa [[T}| pada definisi 3.1.3.6 merupakan norma pada B(L,L").
(1). Jelas [T} = 0 dan J[T}|= 0 <> T =0
(2). T =sup { I TOOM: Iixf < 13 = sup {xHITCAY - il < 1}
= fyfsup { GO« fxll = 1§ = ) i}
(3)41Ta+ Taff=sup § {i(T: + TN - ikl < 1)
= gup {IT(x) + To(} : kY <1}
< qup { ) < ) < 1} +sup {II0EAH - Il s 1)
= i+ T}
Jadi B(L,L’) suaty ruang lincar bernorma. &

Definisi 3.1.3.7

Diberikan ruang linear bernorma L. Transformasi inear kontinu dari L ke L
disebut operator pada 1.

Ruang linear bemorma dari semua operator pada L dinystakan dengan B(L).

Definisi 3.1.3.8

Jika T suaty operstor pada ruang linear L das ab R, dan untok Vx yel

berfakt T(axiby) = aT(x) + DT(y), maka T dikatakan suaiu operator linear.
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Definisi 3.1.3.9
Diberikan T suatuy operator pada L, / dan g fingsi real yang didefinisikan
pada L. Operator T dikatakan monoton bifa 7> ¢ = T » Te. Dalam hal ini
> g berarti bahwa f{x) > g{x), untuk sena. x & L.
Sekarang sampailab kita pada pembultsan Teorema Pendekatan Weierstrass

dengan menggunakan teorema operater [inear.

Teorema 3.1.3.5

Untuk suaty barisan operafor linear monoion L, pada C{ab}, pernyataan-
pernyataan berikut ekaivalen
{i). L,/ [seragam untuk semua /'« Clab]
(11). L,/ - Funtuk tiga fungsi /(%) = 1, x, X
{i11). Lol —» 1 dan (Ly¢,) (1) ~» 0 seragam dimana &,(x) = (1 - x)".
Bauti :
al. (1) => (11}
Dari (i) untuk setiap 7'¢ Clat], 1./ — /. Karena fungsi /= 1, x, ° adalah
fungsi-fungsi kontinu pada | 2,b], maka wntuk fungs:-fingst 1ni 1,/ /.
B/ (1) = {it).
Dari (13} untuk f{x) = 1, maka L, 7 — 7 seragan. Jadi Lyl —» 1. Sckarang

dibuktikan 3,608 — 0 dimana §(x) = (1 - %), Didefinisikan Flx) =%
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Narenn ¢4x) = ¢ 2k F ){2, kata. menpunyal ¢, = {:?;’5 - 24 7 dan
Lude = Lo fo - 2Ly 71 + Lo fs, sebab Ly, operator linear. Sebingga
Ludn)() = CLofolt) ~ 2L /s (1) + Ln (0
= E(Lafo)(0 - 1] - 2L/ (1) - €] + [La2X0) - ]
< € | Lofo- Lol + 12§ Lafi -1+ §Laf - Sz

Karena t* dan | 2t | terbatas pada [ab}, maka (L,¢:{f}) —> 0 seragam.

Ambil ¥ & Clab]. Diberikan sembarang & > 0. Dipilih 6 > 0 sehingga
b - v < 8 a0 A0 - Ay) | < . Hal ini mungkin karena /kontinu. Diambil
a =267 dan titik tertentu t tetapi sembarang dalam fab].  Jika

ft x]< 8 maka LD - A% f< g, dimana unuk [t - xl 2 3 berlaku

) AT
A - 0 = 271s 2“}‘””0 "‘\‘)X/{:],;f = o dfx).  Maka uniuk semua X,

pertidaksamaan berikut dipenubi :
& - () 1) - /%) < 8+ ad(x)
Ambil £y = 1, maka -gf - aé A0 S - 1< 86 + ady
Dengan sifat linearitas dan monotonitas Ly, diperoleh
(Lo o)) - {Lad)(O) <) L)) ~ )0 < 6Laf6)(O) + ALob) (0.
Jadi, | A0 LafoX() - @O < gL, fo] + alad){t).
) - (LN0] = IO ANLIRO] + T - TN O]
SAOHT - (Lafo) (O] + &lflafol] + L)

S50 o - Lafoll + 6(h + /6 - Lofol)) + 0l (D).
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Karena L, /o — fo dan (I,d}{) —» 0 maka untuk o cukap besar dapat dipitih N
sedemkian sehingga jika n = N berfaku  (Jj 7§ + &) Wo ~ Lyfoff < ¢ dan
o (L) < = Jadi untuk n cukup besar terdapat N, untuk seraua n 2 N
berfaku (1) - (L] < 3a. Jadi Ly -+ Fseragam pada Cla,b]. &

Sckarang akan dibuktikan Teorema Pendekatan Wererstrass untuk fingsi f/ yang

koutinu pada [0,1] dengan {0} = 7(3) = 0.

Bukdi:

Ibentuk barisan suku banyak Bernstein (1,,7) dengan rumus
2 k. ., a -
Buf)x) = 3 Sk (-0
B |

B, dipandang sebagai suatu operator. Akan ditunjukkan bahwa B, suafu
operator linear monoton. Untuk setiap ab & R dan sembarang x anggota

domain fungsi fdan g,

B b)) = 3 (@ + b))k )R -0

k-

= }:’ far( -l\) + bg(l\)]f“( n}k)x’" (1-x) Bk
o n In

!‘1* < f e ‘1‘1“ k -
= al_:“(E—)Cl\n,k)xh(l -3 k--{-b}wg(-—‘)—)C(n?k]xh(iwx) :
' 1

Lp D Yol

= a(Ba)(x) + b(Bag)(x)

Iadi B, operator hnear,
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Untuk semabarang x anggota domain fingsi 7 dan g, jika /> g, maka berarti

bahwa f{x) > g(x).

Bn‘fm i J{(E)C(ﬂ, k :l}[ k (1 - }f) nk
At n

B.g = E‘g(i{—}(}(n,k)xk(lw X))~
w0 0

Bk - o
Karena ¥ > 2. malca}ﬂ F)Cnk (1= %)
P
L (K K ne AR C _
.:»Ji_J‘g(u}C(n,ij {1~ x)™* . sehingga jika diketabui /> g maka By > Bug.
=

Jadi B, operator linear monoton. Memnrut teorema 3.1.3.2 B, 7 konvergen
seragam ke  untuk semuu / anggota C[0,1] bila dan hanya bila B,
konvergen seragam ke J untuk tiga fungsi /= 1. x, x°. Sehingea kita tingeal

membuktikan B, konvergen seragam ke funtuk liga fungst /= 1, x, X

Untuk f{x)} = 1

B./= Bl ﬁz C(n,k}x}‘(l X PR = Ik (1)} = ]

k-0

Untuk 7(x) = x

(Bu/)x) =Bux = ;{_‘,
=

..'” (‘;F)Cf:n‘ k)xk (1 - x)n-h
n

n I
“_li I _xh(l m X)IPR
—n (n-k)tk!
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om0 .
o ‘>~‘ _._..“.ﬁ.gl,!......_i_‘].‘.._.h_‘.,.x" (] - x) !
T -iok -1y
1 n } )
— >“ . (I} ]) xi‘. (] }:) -k
i -1)- G -1k - 1)
~Z Cn-1.k - (35"
poe
= %3 Cln-Lk-1x"(0 - "
f~l
-l :
- XZC(_H Lk (- %) y
= x[x+(1-x)]"=x
Jadi (B, )(X) =
Untuk #{x) = X
f X A o K 2 S L n-k
B0 =B => (=) Cln k" (1 -x)
peg 11
Sk e, D ok
a0 S 20 e -k -1 (1~ %)
an ’
n- 1 t‘[l'\ I( " } - [T nh o E \;-1--, e _ ,I' 1t }: _ -k
= e 3O - LR (B )T e S K= LR (1 x)
n o n-i n4s
-l 1o
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Terbukti bahwa B,/ —> /' seragam untuk semua fimgsi 7' C[0,1]. Jadi jikaj
fungsi real kontinu yang didefinisikan pada selang tertutup dan terbatas fa,b]
maka terdapat barisan suku banyak < B, /> sedemikian sehingga B,/ = f

seragam pada [a.b]. Teorema 3.1.1 terbuki. &

:_ 3.2. Teorema Pendckatan Weierstrass pada Himpunan Kempak K € R

Bunyi teorema ini sama dengan Teorema Pendekatan Weierstrass pada sub bab
3.1. Perbedaannya, jika pada sub bab 3.1 fungsi / kontinu dan didefinisikan pada
selang tertutyp dan terbatas [ab], maka pada sub bab ini fungsi 7 kontinu dan
didefinisikan pada himpunan kompak K < R. Dalam hal ini kita langsung akan

melihal bukii teorema fersebut.,

Bukti :

Diketabul K himpunan kompak dalam R. Jadi K terfutup dan terbatas. Dengan
demikian terdapaf a,b € R sehingga a = mmf K dan b =sup K. Karena K kompak,
maka ab € K. Jadi terdapat selang tertutup dan terbatas [a,b] sedemikian hingga
K o ab] denganz = K dan b & K. Menurut teorema 2.1.6 himpunan X'n[ab]
merupakan gabungan berhingga atau terbijang dari selang-selang terbuka yang

saling asing. Menurut teorema 2.3.4 fungsi / dapat diperluas menjadi fungsi g
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vang kontinu pada [ab] dan g() = ) whde x & Ko Menarut Teorema
Pendekatan Weierstrass g dapal didekati secara seragam ofely barisan sulu

banvak dalam x. sehingga berakibat 7"dapat didekati secara seragam olel barisan

sul banyak i, B

Teorema A
Untuk a > C. terdapat suatu barisan suku banyak < Po(3x) > vang konvergen seragam ke
fingsi f(x) = | x | pada selang kompak [-a,a] dan Po(0) = 0 untuk semua n & N. Dengan
kata lain, terdapat suatu suku banyak dalam x tanpa suku konstan yang konvergen
seragam ke | x | pada |-a.aj.

Bukdi:
Karena 7{x) = | x | kontinu pada {-a.a} maka terdapat barisan suku banyak dengan
koellsien reat < g.(x) > dalam x sedemikian sehingga g(x) —» | x | seragam pada
[-a,a]. Kita bentuk barisan suku banyak < P, » dengan Pu(x) = gu(x) - g4(0) untuk
n e N dan x & {-aal. Tampak bahwa P.(x} suku banyak dalam x dan’

0 | = 0, maka jelas balowa Po(x) konvergen

P{0) = 2.(0) - g.(0) = 0. Karena g.(0) =

pada {-a,al. B

seragai ke fungst f(x) = { x
Teorema ini akan berguna dalam pembuktian persmuman Teorema Pendekatun

Werarstrass.
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Conitolt :

Diberikan fimgsi bernilai real f yang didefinisikan dan kontine pada X dan K

himpunan kompak di dalam K. Bukiikan bahwa untuk sembarang € > 6 yang diberikan

< g uluk WxekK.

N .
terdapat ¢, ¢z, ..., on & R sehingea berlaku IZci [f(x))’ - fj(x}!
=1

Bukii »

Misalkan a = sup {{x} : xeK}. Jadi -a < 7{x) < a, ¥xeXK. Menurut teorema A

N i |I;:1 .
terdapat suku banyak > ¢y’ sedemikian sehingga > ejy’ -ky}} < ¢, v &f-a4]
1=} =t

N . [
Karena -a <f{x) < 1, maka Zci[f(x))' -7 (x)j <s.
l

i=)
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TEOREMA PENDEKATAN WEIERSTRASS
UNTUK FUNGSI REAL

DENGAN BEBERAPA VARIABEL REAL

Didam bab I telah dibahas mengenai teorema Pendekatan Weierstrass unfuk fungsi
bernilai real pada seiang tertutup [a,b] dan pada himpunan kompak K dalam R. Sekarang
teorema tersebut akan kita perluas untuk fingsi real kontinu dengan beberapa variabel real
yang didefinisikan pada himpunan F di dalam ruang Euclides R* berdimensi-k.

Sebetum sampai ke Teorema Pendekatan Weierstrass, terlebih dahulu akan dibahas

entang konsep-konsep dalam ruang Fuclides R,

4.1. Ruang Fuclides R

Definisi 4.1.1

Untuk bilangan bulat positip X, R* dimaksudkan sebagai bimpunan semua
kelompok k buah bilangen real terurut.  Suatu clemen dalam R berbentule
(%1, %, .. i) dengan x; bilangar real untuk i =1, 2, ..., k dan dinamakan titik atan
vektor.
Didalam R¥ didefinisikan operasi-operasi berikut :
(1). Operasi penjumiahan
Untuk % = (X;, X - ., %) dany = {y;. vo. .., v} didalam R¥. didefinisikan

(x+y)e R* dengan x +y = (X +y, Xat ¥, . Xt Vi)

57
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(2). Operasi perkatian skalar

Untik ¢ ¢ R dan x ¢ R didefinisikan cx € R*  dengan

ox = {CXy, CX3, ..., Ok}
(3). Hasil kali skalar

Untuk sembarang x dunt y i dalam R* didefinisikan hasil kali skalar x.y

k
. N ™
yaitu bilangan real x.y= > %y,

i=t

Definisi 4.1.2
Notma suatu vektor x & R adalab bilangan real non negatif .

Lk !
1]

Il =

[ -

Sifat-sifat norma suatu vektor disajikan dalam teorema-teorema berilt :
Teorema 1
Jika x dan y di datam R* dan a ¢ R, maka :
(1) fixil= 0, fixff = x|
(i1). [xlj=0<>x=0
Gid). Y= fal [
(iv). yl= x| vl

Teorema 2

Tika x,y dan z di dalam R®, maka -
(1) byl ixd il

(). fx -yl -z e -
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Sebelum membuktikan teorema-teorema {ersebut, kita lihat tertebih datulu
ketaksamaan Cauchy bertkut.
Teorema 3
Untuk a, ¢ Rdanb; € Rdengani=1,2,....,n maka berlaku (a;by + aby + ..t
aba) < (a’+ a’ 4.+ a,,?)(b;2 + b 4 ..+ b,Y). Jika semua b; tidak nol, maka
ketaksamaan menjadi kesamaan jika dan hanya jika jika terdapat suatu € R
sehingga a; = yb; untuk senwai=1.2,.,a.

Bukii

Kitanyatakan A = 5 a’ , B= b’ danC= > ab,. JikaA=0dmB=0
jud fud

il
maka semua a, = 0 atau semua b, = 0 dan kedua ruas ketaksamaan Cauchy

menjadi no!. Jika B2 0 (jadiB > 0) dibentuk fungsi kuadrat dalam x

AGEDNCRSENE Bx® ~ 2Cx +A

joui

Untuk semua x € R nilai f{x) = 0 sebab (bx - g = 0 unfuk seraua x € R
Karena 3 > 0 dan f{x) = 0 maka deskriminan fungsi kuadrat harus fidak posifp.
Jadi D =C?- AB <0 dan terbuktilah ketaksamaan Cauchy. Jika C* - AB = 0,
yakni ketaksamaan menjadi kesaniaan, meka persamast Bx - 2Cx + A= 0
mempunyai dua akar real yang sama x = X T ¥ - Diperoleh

-
F

Ayy =By’ - 20y + A = > bx-u) =0 Jadi @ = xb; untuk semua

io= 12,0 jika o = b unfuk semua i = 1,2,.n Jadi

e gtds
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LN N TR a2
Sxy= S bx-a,) = Db (x-A) = B(x-4), maka persamaan  kuadral
wl

B - 20% + A =B(x - v = 0 mempunyai dva akar real yang sama. Schingga
harusla C2 - AB = 0. Jadi ketaksamaan Cauchy menjadi suatu kesamaan. @
Sekarang akan dibuktikau teorema 1 dan 2,
Bukti teorema 1.

(). Memunt definist 4.1.2 norma x e R* merupakan bilangan real non negatip.

Jadi ix]] = 6.

1

- (3] - (S07) -

o jor] 5 - e}

K %
(i1). |1x'[|=v"[ ‘x,} =0 x, =0 x =0, untuk semuai = 1,2, .k

il

. o= o, |- (m5x) (8]

(iv). Dengan menggunakan teorema 3 diperoteh

oot - (e <(Bx) (Sov.) = weit

Tadi x.y] < |ixi} iyl o
Bukt: {eorem: 2

Bukti dengan menggunakan ketaksamaan Cauchy.
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5 }'\_‘ 3 3
NS (DR AL PN AT I
1~ =] il
L o2 S LA e 2 g
SNIEONARE SN I
i~ i=1 it im] -

)2

2|l = (il + By

K+l

Tadi [+ yil < {isff + fiyll

<
hy

(1). x-yli=lx-2)+{z-ll<x -2+ lir-yi &

Himpunan R* yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar
merupakan suatu ruang vektor. Ruang veltor yang dilengkapi dengan hasil kali skalar
dan norma ini dinamakan Ruang Euclides berdimensi-k.

Seperti yang telah kita ketahui bahwa di dalam R jarak antara dua titik x dan y
dinyatakan dengan jx - | Jarak ini mempunyai tiga sifat utama, yaitu :

Unfuk setiap x,y dan z di daiam R dipenuhi
(1. x-y[=0
(1) [x-y{=ly- x|
GEif). -yl -2+ 2 -y

Sekarang akan didefinisikan jarak antara dua titik x dan y di dalam R* sebagai

berikut,

Definisi 4.1.3
Diberikan titik x dan y di dalam RS Jarak dasi titik x ke titik y didefinisikan

sebagal
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%

k %
iix -y]l = Z;{xi - };i)B

Mudah dibuktikan bahwa jarak yang didefinisikan ini memenmuhi ketiga sifat utama
Jarak di alas.

Definisi 4.1.4
real tertentu dan x, koordinat ke-i dari x, dinamakan suatu kotak-k.

4.2. Topelogi Dasar pada R*
Definisi 4.2.1
Kitar suatu titik p dengan radius r > 0 adalah himpunan tink-titik x yung jarakiya
dari p kurang dari r, dan diberi notasi N(p,r). Jadi N(p,r) = {x ¢ R*: |p-xjj<r }.
Definisi 4.2.2
Titik p dinamakan titik hmit himpunas £ < RY jika setiap kitar (itik p memuat
q&E dan gzp. Jadi ( p titik Himit E) < [{Vr>0) (3¢ E) {qeNp,r) A gep)l.
Definisi 4.2.3
Himpunan G dikatakan terbuka dalam R¥ jika untuk setiap tittk t ¢ G terdapat
r > 0 sehingga N(t,r) < G.
Definisi 4.2.4
Himpunan F dikatakan tertutup dalam R® jika F memnat sernua titik linitoya.
Teorema 4.2.1

Setiap kitar suatu titik adaiali himpunan terbuka,
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Teorema 4.2.2
Himpunan E < R* terbuke jika dan hanya jika E° tertutup, dengan E°
komplemen dari E.

Teorema 4.2.3

(a). Jika { G, : G terbuka o € A} dengan himpunan indeks A berhingga atau tak

hingga, adalah keluarga himpunan terbuka dalam R¥, maka UGa terbuka

aEh
(b). Jika {Gi, Gy, ..., Gy} keluarga berhingga dari himpunan ferbuka dalam R,
maka {7 G; terbuka.
=]
Teorema 4.2.4

(8). Jika {F, : Fy terfutup ; o & A} dengan himpunan indeks A berhingga atau tak

hingga adalah himpunan tertutup dalam R, miaka ﬂFa tertutup

ek
(b). Jika {Fy, B, ..., F.} keluarga berhingga himpunan tertutup dalam R¥, maka

n
UF; tertutup.
o=l

Bukti feorema-teorema tersebut pada dasarya tidak berbeda dengan pembuktian

teorema-teorema sejenis pada R, sehingga kita tidak perlu membuktikannyan lagi.
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4.3. Himpunan Kompak dalam R*
Definist 4.3.1

Keluarga himpunan terbuka g = { Gy : Gy terbuka v € A} dinamakan

selimuf terbuka untuk himpunan £ © R* jika E ¢ UGa . Jika ¥ selimut
@Eh

terbuka dan 2¢ < & dan ¥ juga selimut terbuka untuk E, maka #H dinamakan
subselimut dari . Jika ¥ subkeluarga berhingga dari & ;maka ¥ dinamakan
subselimut berhingga dari Y.

Definisi 4.3.2
Himpunan K suata subhimpunan dari RY dikatakan kompak, jika setiap
selimut terbuka untuk X memuat subselimut berhingga.

Teorema 4.3.1

Yika < E, > barisan kotak-k dalam ruang Euclides R¥ dan B, = L. unfuk

(L)
setiagp n e Nmaka { )£, tidak kosong.

el
Rukti ;

Ey= {KERk33-ni < X Sbni»i”‘l,zy",k}. z € R dengan z =

sup{aﬂi:n EN}  Jelas bahwa @, =b, . Akan ditunjukkan bahwa

[42]
z en!«‘.n. Karena E, = FEgq maka untuk semua 1= 1, 2, . berialu
il
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a1

"t

‘3 :;...:gani Sa(nw"l){. 5-.-danb1i Eb?ﬂ 2"'21)]1,_ Et)(i.‘.{,-{){z___.

f

2,
Untuk semua peN dan q € N berlaku a, S pag) ﬁb(mq} sdy . Jadi
untuk semua 1 € N dan sembarang q berlaku «, <b, sehingga semua by
mesupakan batas atas dari himpunan {3,1,.111 eN}_ Maka terdapat zeR¥
sehingga z = Sup{ani:n eN} dan z < b, . Jadi untuk semua n berlaku

a, €2 8b, untuk i= L2, k. Jadi zcE, untuk semua n.  Schingga
terbukti bahwa terdapat ze R¥ dan z € ﬁEn . Jadi ﬁEn tidak kosong, ®
nie] ol

Teorema 4.3.2
Untuk setiap k € N, kotak-k kompak dalam R*.

Bukdi :
Seperti dalam R, himpunan K kompak bila dan hanya bila mempunyai sifat
Bolzano-Weierstrass.  Jadi untuk membukiikan teorema 4.3.2 cukup
dibuktikan balhwa sembarang kotak-k meempunyai sifat Bolzano-Welerstrass.
Diberikan E = { xcRM a4, <% <bgi=1, 2, .., k} sembarang kotak-k dan A
sembarang subhimpunan tak hingga dari E.  Akan dibuktiken bahwa A

{1_:

<

1l

mempunyai titik fimit di dalam E. Dimisalkan h =

v
{b; - ai)z] , maka

L

untuk x dan v di dalam E berfaku jx - y}j <h. Diambil titik ¢; = 1/2{a;+ b; ),
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maka selang tertutup [a,¢] dan [c,by] (1= 1,2, .., k) menentukan 2" kotak-k
2}
=1

sebut saja ) memual tak hingga titik-titik anggota A. Selanjutnya dikerjakan
pembagian semacam ini pada kotakk By, dan kita kerjakan {erus menetus
proses ini. Akan kita peroleh barisan kotak-k < B, > dengan sifaf

(3. EnE By

(b). E,memuat tak hingga tiik-tifik anggota A

(c). Jikax e B, dany « E, maka [x - y[| £27h.
Menurut feorema 4.3.1 terdapat titik 2 € R* sehingga z ¢ E, untuk setiap
neN. Unfuk sembarang & > 0 yang diberikan terdapat suatu neN sehingga
2% < 5. Karena ze T, maka jika xe ¥, bertalu ffz - xjf < 2%h < ¢ Jadi
F, < N(z.8), schingga N{z.g) memuat lak hingga titik anggota A. Karena
2eE dan uituk sembarang ¢ > 6 ada tak hingga tiik anggota A di dalam
N{z,2). maka z sualu titik Umit dari A Jadi I meimnpunyai sifit Bolzano-
Weiersirass, sehingga I kompak. #

Teorema 4.3.3
Dalum R himpunan K adatul; kompak jika den hanya jika S tertutap gan
{erbatas.
Bulcti -

(z>) Dimisalkan K subhimpunas kompak dalam R* Untuk setiap t & K di buat
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kitar yang berpusat di ¢ dengan radius 1 yakni N{t,1) = {x & RY - x| <
1}. Jelas bahwa keluarga {N(t,1) : teK} adalah selimuf terbuka untuk K.

Karena diketahui K kompak, maka terdapat ¢y, tz, ..., ty didalam X sehingga
| S UN(t.j ,l). Diambil bilangan A > 0 sehingga A =maks { [iti- ¢ 11 =1,
1
2, ..., k} untuk sembarang titik x & K, maka terdapat k dengan 1 <k <n
sehingga x € N{ts,1). Dengan demikian diperoleh
(s - Xl < fitr - G - Xl < A+ 1= M.
Jadi, terdapat (; & R* dan M > G schingga untuk sembarang x ¢ K berlaku
lit) - xlj< M. Jadi K terbatas. Sekarang akan dibuktikan K terfutup dengan
menunjukkan bahwa K° terbuka. Diandaikan peK. ladi untk setiap xe kK,

My - pi > 0. Unfuk xeK dibentuk kiter N{xr,) dengan Zry < (X - pii
i P £ B

Ketuarga kitar {N{x,1;) : xeK} adalah selimut terbuka untuk K. Karena K

m .
kompak, maka terdapat xj, X2, .., Xm € K sehingga K < UN(xi,r)._ )
|

i=1
Bilangan r = min{r, i= 1,2, ..., m} adalah positip dan diperhatikan kitar
N(p,r). Karena untuk semma ie{l, 2, ..., m} berfake r < 1y dan 2x, <
lix; - pll, maka N(p.r) » N(xi, 1 } = ® untuk semua i. Jadi N(pt} K =0

atan N(p,r) < K. Jadi K terbuka sehingga K tertutup.

(«=). Diketahui X tertutup dan terbafas. Karena K terbatas dalam R,
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maka terdapat B suatu kotak sehingga K < E. Karepa K subhimpunan

teriutup dari himpunan kompak E, maka K kompak. @

4.4. Pungsi dari E < R" ke dalam R
Definisi 4.4.1
Diberikan fungsi /: E -» R dengan £ ¢ i
Untuk titik p e R* dan p titik jimit B, sedang L ¢ R dikatakan bahwa L limit

fungsi funtuk x mendekati p dan ditulis  Jim /{x) =¥,
3P

jika untuk setiap s > 0 yang diberikan terdapat § > 0, sehingga untuk semua
xeE dan 02 |x - pi < & berlaky |L - f(x)] = =.

Definisi 4.4.2
Diberikan fungsi /2 E -+ R, E ¢ R dan peE.
Fungsi fdikatakan kontinu di p, jika diberikan ¢ > 0 terdapat 3 > 0 selungga
untuk semua x&E dan [jx - pll <& maka [f1x) - f{p)} < =
Tika p titik terasing himpunan IZ, maka /'pasti kontinu di p. JTika p titik it
sekaligus anggota k£, maka

Fkontinu di p < lim 7{x} =7Ap).
. x-...}p

Teorema 4.4.1
. . C o g . - oy A . .~y
Diberikan fungsi /2 E -» B, E o RY Fungst /7 koutinu pada I bila dan hanya

bila untuk setiap himpunan terbuka G < R ferdapat himpunan terbuka H ¢ RY



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

sedemikian hingga H ~ E = 7 ().

Bukii :

{z>) Diketahui f konfinu pada £ dan G suatu himpunan terbuka dari R.

Diandaikan p e f"I(G), maka f{p) € G. Karena (G {erbuka, maka terdapat
& > 0 sehingea kitar N(/{p),s) ¢ G. Karena [ kontinu di p, maka terdapat
5 > 0 sehingga untuk semua x € EAN(p,8) berfaku Ax)e N{f(p),e) ¢ G
Jadi {EANp,8)1 ¢ £ 7(G). Jadi untuk semua p e f Gy terdapat kitar

N(p.5) sehingga [E~N(p,8)f < Q). Jika K= [ JN(p,d), maka H
pef{G)

terbuka.  Diperoleh U[Er‘\ N{p,ﬁ)]::( E~H )« Ha)y.
pef G

Karena untuk setiap p e 7 {G), p € E dan p & N(p.9), maka 7 (G) c

[E~N(p,53]. Jadi 77(G) = [E~N@.OL

(<=) Diketahui unfuk sembarang himpunan terbuka G ¢ R, terdapat himpunan

terbnka He R sehingea B ~H = 7H(@G),
Diberikan sembarang p ¢ E dan & > 0. Maka G = (/(3),c} adalah suatu
himpunan terbuka dalam R. Jadi terdapat 11 suatu himpunan terbuka dalam
R* sehingga FuH = 77(G). Karenap &/ HG) maka p € H, dan karena H
terbuka maka terdapat 8 > 0 sehingga N(p,5) ¢ H. Jadi [E~N(p,9] <
FHG). Jadi untuk setiap x e E dan [ix - pjj < 8 maka [(x) - [(p} < 5. Jadi

S kontinu di p. Karena p sembarang di dalam E. maka f kontinu pada E. &2
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Teorema 4.4.2

Jika  dan g fungsi kontinu bernilai real yang didefinisikan pada R¥, maka
F+g, /- g, /& kontinu pada R* Fungsi f/¢ kontinu pada R* asal g(x) = 0
untuk VxeRY

Teorema 4.4.3
Jika fimgsi 7 kontinu pada himpunan kompak E < R¥ ke dalam R, maka /(F)
kompak dalam R.

Bukti

Diandaikan {Gy, o.£A) sembarang selimut terbuka untuk AE) dalam R.
Karena f kontinu, maka menurut teorema 4.4.1 terdapat himpunan terbuka

H, ¢ R* sehingga H, " E =7 G,). Karena fE) < Uer , maka

el

i~ Uf 1(G sehingga I ¢ UH . Jadi {1, } selimut terbuka untuk

o EA aEN,

E. Karena E kompak, maka terdapal oy, ¢, ..., Ua dalam A sehingga

n
E CZUI‘Ia_ . Karena f  didefimistkan  pada  E, muka
1

09 At A0 00| Ol ) < U

sebab untuk G © R beriakn /{7 (G)) @ G. Judi AE) kompak.
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Definisi 4.4.3
Fuagsi / dart himpunan E < RY ke dalam R dikatakan terbatas, jika terdapat
M > 0 sehingea | Ax) | £ M unfuk semua xe E.

Teorema 4.4.4
Jika fTangsi real konting pada R¥, dem

M = sup {(x) : xeR*}, m= inf {/{x): xeR*}

maka terdapat p,qeR"‘ sehingga f(p) = M dan {q) = m. Jadi / mencapai
nilai maksimum di p dan nilai minimum di g.

Definisi 4.4.4
Diberikan fungst /' : E ~» R dengan E ¢ R¥. Dikatakan bahwa / kontinu
seragam pada E jika untuk setiap & > 0 yang diberikan terdapat &6 > ©
sedemikian hingga Jx) - Aly)< & dengan ix - ¥} < & uniek semaa x dun y di
dalam 1.

Teorema 4.4.5
Jika f suatu fingsi kontinu pada himpunan kompak E < R* ke dalain R, maka
Fkontinu seragam pada E.

Bulkdti :
Diberikan & > 0 sembarang, Karena fkontinu pada E, maka pada setiap titik
pek, dapat dikawankan dengan suatn bilangan positip &, sehingga untuk
vxeR, ip - x|} < & = Jp) - Ax)| < /2. {*).

Dimisalkan N(p,5,/2) = { xeE @ Ix - plf < §/2}. Kavenap ¢ N(p,8,/2) maka
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IN(p.5,/2) : pe E} adalah selimut terbuka untuk E. Karena E kompak, maka

nooy .
- . dp,
terdupat Htk py, p2, .., Pn dalam E sehingga E UN[;; i p’{)

=1

. & N o 1 1 3 Yy awn i alres & =~ i ¥ re
Kita ambil = Ammgc)vl ,apz , ,bpu } ., maka & > 0. Dimisalkan x
dan y sembarang titik di dalam E dengan jx - y|} < 8. Karena x ¢ L, maka

! d, .
ferdapal k dengan 1 < k £ n sechingga x & N(ps pl;{ ). Jadi

&, y
e X[ =< ”“/z/ < 8y, Kaenma fx-y)<é<’ ’{ g

IR oo Qe 5 / (5 /
o ¥ = e X iR Vi TG 4 TRG =ay
Rarena [jpi.- || <&, dan fipe - vl <&y, , maka mengingat (*) diperolet: :

sy - A2 JAx) - olmdl + ) -0y o2 Halz =

Terbukti bahwa fkonting seragam pada E. B

4.5 Bavisan Fungsi dolam R¥
Definisi 4.5.1

Barigan btk < x,, > dalam R¥ dikafakan konvergen, jika terdapat suatu fitik
x & R¥ yang memenuhi sifat, unfuk setiap ¢ > 0 yang diberikan terdapat
NeN, sehingga intuk senuan & N dengann & N berfaku |, -x ] < 8.

Titik % dinamakan limit barigan < X, > untuk n - o dan < x, > dikatakan

konvergen ke x.
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Notasi Sim x,, = x atau lim %, = X afau x,, —» ¥ menunjukkan bahwa barisan
-3

< X, > konvergen Ke X,

Pefinisi 4.5.2

Suatu barisan fungsi < 7 > vang didefinisikan pada E dalam R* dikatakan
konvergen titik demi titik pada E jika barisan bilangan < f.(x) > konvergen
untuk setiap xelt.
Jika < f; > konvergen titik demi titik pada E, maka barisan itu menentukan
suatu fungsi /'vang dinamakan fungsi limit barisan itu, sehingga 7.(x} — Ax) ,
untuk Vxz I

Defipisi 4.5.3
Diberikan barisan fungsi real </ > pada E < R®.
Barigan ini dikatakan konvergen seragam ke fingsi f/ pada E, jika unfuk
setiap & > 0 yang dibertkan terdapat NeN sedemikian hingga untuk sernua
n = N dan semug xe ¥ berlaku [f(x) - f{x)} < &

Teoema 4.5.1
Tika </, > barisan fungsi real yang kontinu pada himpuren kompak E < RX,
dan 7, - f'seragam pada E, maka /" kontinu pada E.

Bakti :
Diketahui bahwa 7 — 7 seragam pada E dan diberikan s > ¢ sembarang.

Maka terdapat NeN sehingga [fu(x) - A(x)< ¢/3 wniuk VxeE. Karena f,
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kontinu untuk senma ne N, maka untuk N di afas dan sembarang pe [ terdapat

5 0 sehingga jika {| p - x || < & bertaku | fu(p) - Axx) | < </3 untuk semua

xe B Sehingga

LARY - AX) 1 1AD) - Aelp) |+ AR) - k() [ L ul3) - X))
<g/f3+s/3+e/3=¢

Jadi untuk sembarang ¢ > 0 yang diberikan dan p sembarang di dalam I,

maka terdapat & > 0 dan || p - x |} < & berlaku | Ap) - /(x) | < & untuk semua

xcE. Jadi fkontinu pada EE. &

Akibat : Jika s fungsi limit seragam barisan suku banyak, maka fkonfimi pada .

Teorema 4.5.2
Diberikan fimgsi /- E — R dengan ¥ R™ dan titik ¢ dan r dalam E dengan
g » r. Maka terdapat suku banvak P(x, %2, ... %) dalam x5, X, .., X
selungga

Pq} =g dan.  P{x) =)

Bukfi
Diketahui bahwa q dan ¢ di dalam E dan g # r, maka terdapal i dengan
1 < i~k schingga q. # 1, Dibentuk P(x} = ax, 1. Jadi ordapat Px) suatu

suku banyak dalam koordinat ke-i dari x dengan
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’f(q) ] i;"(q) I; E
)1 . ;
q = .:f_(_l.l....m— dan b= f(:—”)" """" c—l :—[- .
q; -, Qi - %

Mudah dibuktikan bahwa P(q) = f{q)} dan P{r) = f{v). &
Jika f fungsi real dari ¥ = ( Xj, %3, ..., %), maka 7/ fimgsi real dari kg, X2, oens Xio
Sebaliknya, jika /fungsi daei x,, X2, ..., X maka ffungst dari x. Jadi, jika P suatu
suku banyak dalam xi, X2, ..., %, maka P suatu fungsi dari x.
Teorema 4.5.4

Jika # himpunan semua fungsi lmnit seragam barisan suku banyak dalam
X1, X2, ..., Xi; pada himpunan kompak E ¢ R¥ muka :
(1) fe 8 = || &
(2). fe & dange & =>maks {fg}e Edanmin {fg}e¥
(3). fe &, 1=12. n=maks { /3, .. f}e & danmin {fh, . Juje &
Bukti
(1), Andaikan 2 = maks { f{x){: xeE}, maka -a £ f(x} < 8, xeE. Maka menurat
teorema A, jika diberikan 6 > 0, terdapat suku banyak tanpa suku konstan
Ply) = oy + ey + .+ exy” sehingga P(y) - y] [< /2, -asy<a Jikay
diganti dengan j{x} diperoleh
POAX)) - M)} < &/2, xeE dan P(Ax)) = cy{x) + c;j”" (x) 4 ...+ ol ®(x).
Karena 7x) fingsi {imif seragam barisan suku banyak dalam x;, %, ..., %

maka demikian juga ¢ (x), enfuk 1 £ i < N, Jadi untik ¢ > 0 di afas,
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terdapat suku banyak P,(x) dalam x|, X, ..., % sehingga

Pox) - of (x}| < e/2Nuntuk i = 1.2, N,

i ﬁ“\ B 4 ] i 13 'H\ E
-39 5 ol e Rl )-SR o)
e} i) 1
o I
3 ‘i ?ﬁ[{x‘}f P{ ,3‘({)..}\11'*?' 2_:(,, f“[x] - }_:P‘[:\y
= =

R AL T SR

Jadi{fle &
(2). Fungsi % = maks {f{.g} dan k= min {f2}.

h=172( +g)+ 172 -gi dank =12 +g ) - 120 g}

Menuoud (1} 6@ dan ke &
(3). Diketalwi f; ¢ Fdengani=12.. n

Akibat dart (2), maka

maks {1 i=1, 2, .onjefdmmn {1~ 1,2, .. njcE ®W
Sckarang sampailah kita pada perabuktian Teorema Pendekatan Weterstrass

yang diperuimun untuk fungsi real dengan beberapa variabel real.

4.6. Teorema Pendekatan Weierstrass vatuk fungsi beherapa variahel
Teorema

Jika 7 fungsi Rontipu berniiai real dengan beberapa variabel real yang



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
77

didefinisikan pada himpunan kompak E < R", maka terdapat barisan suku
banyak dalam Xy, X2, ..., %;: sehingga konvergen seragam ke 7
Bukti :
Akan dibuktikan bahiwa jika / fungsi kontinu bernifai real pada B « R¥ dan
jika diberikan g > 0 sembarang, maka lerdapat P(x) suatu suku banyak dalam
Xy, Xz,..., Xx sehingga [P{x) - AAx)] < &, untuk semua xc k.
Pembuktian dilakukan dengan dua langkah.
YLangkah 1.
Diberikan fkontiny, titik X € E dan ¢ > 0 sembarang.
Akan dibuktikan terdapat fungst g sehingea
2x(x)=f(x) dan  g(t) > At)-cuntuk t e B
Menurnt teorema 4.5.2 untuk setiap titik y ¢ E deagan mengambil ¢ = x dan
r =y terdapal suku banyak /,(x) dalam %, %,..., X schinggae  Ay(%) = Jix)
dan k) =Ay).
Mepnrat buldi teorema 4.5.2 24x) = ax; + b dengan a dan b konstanta real
dan x, suatu koordinal ke-i dari x, sehingga %, kontinu. Barisan fungst </, >
dg:ngan Wfx) = Z{(x) unink ¥YneN adalah konvergen seragam ke #,(x)
sendirl.

Menurut feorema 4 4.2 &, - fkontinu dan /i,(y) - Ay} = 0, sehingga terdapat

kitar Vy, = { teE 1 it - yj < &) dari titk y sehingga /(1) > Jt) -6 untuk
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£ V.

Untok setiap yeE dibentule fingsi /7, semacam ini. Jadi {V, © yeRE}selimut
ferbuka untuk E. Karena E kompak, maka terdapat yi, y2, ..., ¥ dalam E
sehingga E= ¥y UV, UUVy,

Menurut feorema 4.5.3

r ’
g) =2 i]iﬂkh ‘lilyi > h'\’z ””’h -Vl'. 5‘

suaty fangsi himit konvergen seragam barisan suku banyak dalam x;, Xa...., Xk
Karena untuk seniia ¥y B 72y(x) = Jix) maka pilai gy(x) = fx).  Untuk

sembarang (e, terdapal p dengan 1 <p = k sehingga te Vy .

! 1 o . o 3 ‘I ‘} -’ Ty 7 gl ye
Jadi g {t) = maks {hy‘ (‘.“:hyz[‘;,”u h}_,}:([:[i, p h}_ﬂ{i},_, Ft) - &, sebab
te \’},p . Jadi terdapat fingsi g, sehingga o (x) = /x) dan o4(t} > A4 - &

tell

Langhal 11 :

Kila tinjan semua fungsi 2, untuk setiap x & I vang dibentuk dalam langkah 1.
Warena g, - / konfinu dan bermilai nol di x. maka terdapal  latar
W, = [ tel o it - X)) < &) dari x sehingga a(t) < At} + ¢ untuk teW,
Karena himpunan £ kompak dan {W, @ t212) selimut terbuka untule I, maks

terdapat subseinust berlingga sehingea
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E= Wy UW, U Uy,

Dibentuk P = mm {gxl ?gxaa"'agxh}. Karena A,(x) suatu suku banyak

datam xy, ¥z,..., % maka gx juga suatu suku banyak dalam X, Xo.., %,
sehingga P juga suafu suku banyak dalam x;, Xp,..., xi.  Untuk sembarang

t & E, terdapat v dengan 1 < r < n dan t € er. Jadi
P(1) = min {g,xl [!),gxzit),---}‘g){k {i);\ <gy (t.)‘:; Re) + & sebab te Wy .
Akan feiapi menurut langkah I nilai g.(t) > At) - & unfuk teE. Sehingga
P(t) = min gp,‘i [thil<i< k}>f(t) - 5. Jadi P(t) - A <suntuk t & E
Jadi untuk sembarang & > 0 vaug diberikan terdapat suatu suku banyak dalam

71, %, X sedemikian hingga [PIX) - Aix)l < & untuk semuaxck. &

an
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HENIAY

PENUTUP

Karya tulis tentang ‘Teorema Pendekatan Weierstrass ini diakhiri dengan ikhtigar
tentang hal-hal yang telah dibahas di dalanmya, yaitu :

1. Topik-topik pendukung untuk membuktikan Teorema Pendekatan Weierstrass yang
terdiri atas : topologi dasar pada R dan R fimgsi kontinu, barisan fingsi dan
kekonvergenan seragam, serta operator linear.

2. Konsep yang berhubungan langsung dalam pembuktian Teorema Pendekatan Weilerstrass
antara Jain: kekouvergenan seragam, perluasan fingsi kontinu, operator linear, dan
himpunan kompak.

3 Pembuktian Teorema Pendekatan Weierstrass untuk fingsi bernilai real pada selang
tertutup dan terbatas dikerjakan dengan (iga cara, yaitu dengan :

a. siku banyak Bernsfein
b. fungsi konvolust
¢. opestor limear,

4 Pembuktian Teorema Pendekatun Weijerstrass untuk fangsi konfinu f pada himpunan
Lompak K ¢ K dilerjakean dengan metuperiuas definisi fungs 7 pada fab] o Ko

5 Toorema Pendekatan Welerstrass dapat diperluas untuk fungsi bernijai real dengan
beberapa variabel real pada himpunan kompak K RY Pembuktianaya menggunukan

-

toorema A, 1cotema 4.5.2 dau teorema 4,53
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