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Dalam geometri, apabila dikatakan bahwa suatu bangun itu simetrik
maka padanya dapat dikerjakan isometri tertentu yang disebut operasi
simetri. Oleh operasi simetri suatu bangun ditransformasikan ke diri-
nya sendiri sedemikian, hingga bangun itu tidak berubah dan hanya ter-
jadi permutasi dari elemen-elemennya. CGrup simetri suatu bangun adalah
hirmpunan semua operasi simetri bangun tersebut terhadap kowposisi iso-
metri,

Permutasi adalah pemetaan bijektif dari himpuman S ke S. Himpunan
semua permutasi dari § membentuk suvatu grup yang disebut grup simetrik
M(S). Dua subgrup dari M(S) yang penting: Pertama, subgrup Mp dengan
himpunan semua permutasi anggota M(S) yang membiarkan T, himpunan ba-
gian dari S, invarian dan elemen demi elemen tetap demikian. Kedua,
subgrup M(T) dengan himpunan sermua permutasi yang mempermutasikan ele-
men T di antara mereka sendiri dan tidak mempermutasikan elemen-
elavennya keluar T. Bila kita ambil sebarang himpunan bagian T dari Vv,
yaitu himpunan semua titik pada suatu ruang berdimensi 2 (bidang) dan
ruang berdimensi 3 (ruang) maka subgrup M) itu tidak lain adalah
grup simetri dari T.

Ukuran simetri dari suatu bangun dapat dilihat dari ordo grup
simetrinya. CGrup simetri berhingga bangun-bangun dalam bidang adalah
grup siklik ¢; dan dihedral D,, sedang dalam ruang, ditambah grup
tetrahedral A; (grup alternating berordo 12), grup octahedral 84 dan
grup icosahedral BAs; berordo 60. Grup simetri tak berhingga dalam
bidang dibagi menjadi 2 klas. Pertama : grup simetri dari bangun-
bangun yang membiarkan satu garis lurus invarian. Ada 7 macam yang
disebut "Frieze groups". Kedua : grup simetri dari bangun-bangun yang
tidak membiarkan satu garis lurus invarian. Ada 17 macam yang disebut
"Crystallography groups".

xiv
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EAB I

PENDAEBULUAN

Geometri adalah salah satu bagian Matematika, yang
mempunyai banyak unsur keindahan. Geometri juga merupakan
sumber bagi salah satu Struktur Al jabar yang mempunyai pe-
ranan dalam matematika yaitu Grup.

Elemen-elemen dari grup bisa berupa antara lain peme-
taan. Pemetaan surjektif dan injektif adalah pemetaan-pe-
metaan yang mempunyai sifat khusus. Sedang pemetaan bijek-
tif adalah pemetaan yang surjektif sekaligus injektif. Ada
pemetaan bijektif dari suatu himpunan ke dirinya sendiri.
Grup Simetrik M(S) yaitu grup semua pemetaan bijektif dari
suatu himpunan 8 ke dirinya sendiri terhadap komposisi pe-
metaan, mempunyai .sifat-sifat unik dan penting. Permutasi
adalah pemetaan bijektif dari suatu himpunan juga ke diri-
nya sendiri. Grup S, adalah grup yang anggotanya semua
permutasi dari himpunan 8, dengan S yang terdiri dari n
bilangan bulat positif yang pertama. Dalam Geometri,
transformasi juga dipandang sebagai pemetaan bijektif an-
tara semua titik dalam bidang. Bda transformasi yang meng-
awetkan jarak antara titik-titiknya dalam bidang atau mem-
biarkan suatu bangun invarian, disebut isometri, yaitu an-
tara lain, rotasi, refleksi dan translasi.

Dalam Geometri setiap bangun dalam ruang berdimensi
dua (bidang) dan ruang berdimensi tiga (ruang), mempunyai

sifat simetrik. Ukuran simetri dari berbagai-bagai bangun

1
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berbeda. Untuk menentukan ukuran simetri suatu bangun kita
menentukan penger jaan-pengerjaan transformasi pada bangun
tersebut, yang tidak lain adalah isometri itu. Dalam tu-
lisan ini, isometri yang dikerjakan untuk menentukan ukur-
an simetri suatu bangun itu disebut operasi simetri. Him-
punan semua operasi simetri suatu bangun terhadap komposi-
si isometri adalah suatu grup, yang disebut Grup Simetri.
Banyaknya anggota (ordo) grup simetri suatu bangun kita
sebut ukuran simetri dari bangun tersebut. Andaikan T ada-
lah nama bangun itu maka grup simetrinya dikatakan Grup
simetri dari bangun T.

Elemen-elemen grup simetri dan komposisinya dapat di-
nyatakan dengan permutasi dan matriks.

Andaikan ditentukan T adalah suatu himpunan bagian
dari S, dan « adalah sebarang permutasi dari S ke S. Dapat
dibentuk himpunan dengan_anggota semua permutasi yang mem-
biarkan T invarian dan masing-masing elemen dari T tetap
demikian. Himpunan ini terhadap komposisi juga merupakan
grup simetri. Jika kita mengambil T sebarang himpunan ba-
gian dari himpunan semua titik pada suatu ruang berdimensi
2 (bidang) dan ruang berdimensi 3, yang berwujud bangun
nyata, maka grup simetrinya adalah grup simetri dari
bangun T tersebut.

Elemen-elemen grup simetrik, yaitu permutasi dapat
dinyatakan dengan sikel. Sikel-sikel mempunyai sifat-sifat
yang penting. Sifat-sifat sikel ini akan kita gunakan
untuk menentukan grup simetri suatu bangun.

Jika representasi dari suatu grup simetri adalah homo-
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morphisma dari grup itu ke M(S) untuk beberapa himpunan §
yang tidak kosong, maka elemen grup simetri itu dinyatakan
dengan permutasi. Dipandang dari elemen-elemennya, grup.
simetri itu dikatakan grup beraksi pada S§. Selanjutnya,
kita perhatikan operasi simetri yang membiarkan T c S5 te-
tap/invarian dan x € T tetap. Himpunan operasi-operasi
yang membiarkan x tetap ini kita sebut Stabilisator x (di-
singkat stab x). Sedangkan orbit x adalah klas dalam 5
yang memuat x.

2ksi konjugasi grup ¢ pada himpunan G sendiri, akan
kita gunakan untuk menjelaskan pengelompokan operasi-ope-
rasi simetri pada suatu bangun.

Bangun-bangun yang akan kita tentukan grup simetrinya
sebagai contoh ialah bangun-bangun yang sudah diberi nama
khusus misalnya segitiga sama kaki, jajaran genjang, per-
segi (bujur sangkar), persegi panjang, segi-n beraturan,
prisma beraturan, piramida beraturan, bidang banyak bera-
turan ("Platonic Solids") dan “Archimedian Solids".
Sedangkan bangun-bangun seperti gambar-gambar pada Lampir-
an 1-7, yang mudah kita temukan, diambil sebagai contoh
untuk mencari hubungan antara grup simetri suatu bangun
dengan sifat keindahan bangun tersebut.

Tulisan ini akan diawali dengan membahas teorema-teo-
rema yang mendasari pembahasan grup simetri, yaitu dalam
bab II. Topik-topik yang akan kita bahas: pergandaan kar-
tesius, relasi, pemetaan, komposisi pemétaan, invers peme-
taan, operasi, partisi, grup, grup Simetrik M(S), subgrup

dari grup M(8), representasi dari suatu grup, subgrup
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normal dan grup faktor, aksi grup pada suatu himpunan dan
"direct product”.

Selanjutnya akan dibahas definisi dan konsep-konsep
penting tentang permutasi dan simetri dalam bab III. Kita
akan membahas grup simetrik dari s, grup permutasi genap
(grup "alternating”) dan M(5) beraksi pada himpunan X.
Kemudian kita membahas tentang grup transformasi kongruen-
si (isometri) dan operasi simetri pada suatu bangun.

Mengawali pembahasan tentang grup simetri dalam bab
IV, akan dibahas satu contoh grup siklik. Kemudian macam-
macam grup simetri, yaitu grup siklik C, dan grup dihedral
Dy. Selanjutnya dibahas struktur bangun-bangun geometri,
yaitu "Platonic Solids" dan "Archimedian Solids" dan grup
simetrinya. Grup simetri bangun-bangun itu dapat kita ten-
tukan dengan memandang aksi elemen-elemennya pada himpunan
X, dengan X dimaksudkan suatu himpunan titik-titik istime-
wa._dari bangun itu. Pada bagian akhir bab 1V dibahas ten-
tang grup simetri tak berhingga yaitu grup simetri bangun-
bangun jalur tak hingga yang dapat kita temukan pada hias-
an dinding atau taplak meja dan bangun-bangun pada motif
kain atau kain batik serta pada hiasan lantai/ dinding.

Dari uraian di atas maka masalah grup simetri dapat
kita indikasikan dalam masalah-masalah sebagai berikut.

1. Apakah grup simetri itu dan bagaimana merepresentagi-
kannya

2. Teorema-teorema mana dalam grup abstrak dapat kita gu-
nakan untuk menentukan tipe~tipe simetri bangun-~bangun

dalam bidang maupun dalam ruang
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3. Bagaimana mencari hubungan antara Matematika dan Seni.

Tujuan penulisan ini adalah membahas tentang grup si-
metri. Dengan mengenal seluk beluk grup simetri kita akan
mengenal banyak grup dan akan memudahkan kita dalam menen-
tukan grup simetri dari hiasan-~hiasan dinding, motif kain
dan kain batik, serta disain-disain lain yang mudah kita
temukan di sekitar kita. Juga menentukan grup simetri dari
bangun-bangun ruang berdimensi 3.

Manfaat penulisan/mempelajari grup simetri bagi calon
guru ialah dapat meningkatkan kemampuannya dalam mengajar-
kan Matematika dan memotivasi siswa mempelajari struktur
al jabar, terutama grup, dan transformasi Geometri. Selain
itu, Rurikulum yang baik adalah yang ada kaitan materi da-
ri yang rendah ke yang tinggi, kaitan mata pelajaran yang
satu dengan yang lain dan adanya kejelasan tentang apa
yang ingin dicapai. Studi tentang grup simetri ini
mengkaitkan pelajaran geometri di sekolah Dasar dan Mene-
ngah dengan matematika di Perguruan Tinggi dan dapat meng-
kaitkan mata pelajaran yang satu dengan mata pelajaran
yang lain. Maka tulisan ini dapat membantu menyusun kuri-
kulum yang baik seperti yang dimaksudkan di atas. Tulisan
ini juga dapat membantu memilah-milah sifat simetri suatu .
bangun.

Metode penulisan yang digunakan adalah Metode Studi
Pustaka, yaitu dengan mempelajari beberapa bagian materi
dari buku acuan yang digunakan. Buku-buku acuan yang digu-

nakan seperti terdaftar dalam Daftar Pustaka.
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BAB II

LANDASAN TEORI

Operasi pada suatu himpunan adalah konsep yang paling
dasar dalam mempelajari Grup Simetri. Untuk membahas
operasi perlu kita definisikan dulu pemetaan atau fungsi

yang menjadi dasar pengertian operasi.

1. Pergandaan kartesius
_Definisi 2.1

Jika 5 dan T adalah sebarang himpunan, maka pergandaan
kartesius himpunan S dan T (ditulis: & x T, dibaca "s kali
T") adalah himpunan semua pasangan berurutan (x,y) dengan
x € Sdan y € T.

§xT={(x,y) 1 x eS8 danyeT T}

2. Relasi
Definisi 2.2
Yang dimaksud dengan relasi dari § ke T ialah himpunan
bagian dari 8§ x 7.
Notasi untuk relasi ~ dari S ke T yaitu ~ : g — T,

Jadi, ~ : 8 —» T suatu relasi @ ~ ¢ S x T.

Definisi 2.3
Suatu relasi ~ pada suaty himpunan 8 suatu relasi
ekuivalensi bila dan hanya bila
(1) untuk setiap x ¢ 8 berlaku (x.,x) e ~ (dinotasikan:

x ~ x , disebut sgifat refleksif)

6
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dan (2) untuk setiap (x,y) € ~ berlaku bahwa (y,x) ¢ ~
(dinotasikan: bila x ~ y maka y ~ x , disebut
sifat simetrik)

dan (3) untuk setiap (x,y) € ~ dan (y,2) € ~ berlaku juga
{£,2) ¢ ~ (dinotasikan: bila x ~ vy dan y ~ z, maka

X ~ 2, disebut sifat transitif).

3. Pemetaan atau Fungsi
Definisi 2.4:

Himpunan bagian « dari 8 x T disebut pemetaan dari §
ke T dengan notasi o« : 8 — T bila dan hanya bila dipe-
nuhi:

1. (vxes8) (3yeT) (x,) € «,
2. (%,¥]) e x dan (x,y9) € @« » ¥y] = ¥9.

Bila (%,y) € o, maka ditulis a(x) = y.

Himpunan S disebut daerah asal (domain) dan himpunan T
disebut daerah kawan (kodomain). Himpunan T tidak selalu
berlainan dari 8. Sehingga ada pemetaan dari himpunan S
ke himpunan S.

Dalam tulisan ini pemetaan ditulis dengan huruf Yu-
nani. Elemen «(x) disebut bayangan dari x oleh pemetaan «.
Notasi x -2 y atau x +—— ¥y secara simbolis menyatakan
bahwa y adalah bayangan x oleh suatu pemetaan «.

Jika « 1 5 —» T dan B adalah suatu himpunan bagian
dari S, maka «(A) menyatakan himpunan elemen-elemen dari T
yang merupakan bavangan =lemen-elemen A oleh pemetaan .

Secara simbolis dituliis «{A) = {a(x)}l x € & }
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Himpunan o«(A) itu disebut bayangan dari A oleh pemetaan «.
Definisi 2.4 dapat dinyatakan dengan simbolisme logika

sebagai berikut

ot 8 —Twe(Vxes)(3yeT) [alx) =y A (VY ¥1.¥) € T)

(ae{z) = 73 A alx} = 77 = 71 = 123 1.

Definisi 2.5
Suatu pemetaan o dari § ke T dikatakan pemetaan

surjektif (pemetaan onto) bila dan hanya bila

(v vy e T3 x e 8) alx) = y.

Definisi 2.6
Suatu pemetaan o dari S8 ke T dikatakan pemetaan

injektif (pemetaan satu-satu) bila dan hanya bila

(V x1,8 € 8) a(x]) = a{x)) = X} = Xj.

Definisi 2.7

Pemetaan o dikatakan pemetaan bijektif bila dan hanya

bila pemetaan « sekaligus surjektif dan injektif.

Definisi 2.8
Dua pemetaan o dan B dari S ke T dikatakan sama bila

dan hanya bila untuk setiap x ¢ S berlakulah «(x) = B(x).

Definisi 2.9
Pemetaan Iideniitas adalah pemetaan bijektif dari 8 ke
8 vang membawa sztizp ¥ € § ke dirinya sendiri. Jadi o

adalah pemetaan idenititas dari 5 ke S bila dan hanva bilsz
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t{x) = x, untuk ¥x e 8.

Notasi pemetaan identitas pada himpunan s adalah tg dengan

tg{x) = x, untuk vx ¢ S.

Teovema 2.1
Ditentukan « ¢ 8 — T dan A, B ¢ S jika A < B maka

a(BA) c a(R),
Bukti:

Diambil b sebarang anggota «(A)

b e x(h), maka (3 a € S) {(a ¢ A dan a(a) = b)

AcB maka (3 a € 8)(a € B dan «(a) = b)

Jadi untuk setiap b € «(A), maka b & «(B),

sehingga «(A) ¢ «(B) o

Teorema 2.2

Ditentukan « : 8§ — T dan A, B c S maka

a{A u B) = a{A) u «(B)
Bukti:

A c (A uB) maka a{d) ¢ «(B u B) begitu juga

B ¢ (A u B) maka aQB) < «{A u B). Sehingga

a(B) v a(BY c alA U B)Y ...... (1)
Misalkan x € oA u B). Maka ada y e (A u B) sedemikian
hingga «(y) = x. Karena vy € (B u B) maka y ¢ A atau Yy € B.
Sehingga a(y) € «(A) atau oy} € a(B). Karena a{y) = x
maka x € o(A) atau x ¢ «(8). vaitu x € «fA) u «(B).
Jadi x € «{B u B) = x & /&) u «(B). Sehingga

a(R u B) ¢ «{A) u «lf) (2)

Karena (1) dan (2) maks «{& o« B) = af{B) u {B) n
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Teorema 2.3
Ditentukan o« : 8§ — T dan A, B c B maka
a{B n B) ¢ «(BA) n x{B)
Bukti:
(A n B) ¢ A maka a(R n B) ¢ a{h) begitu juga
(A n B) ¢ B maka «(A n B)Y ¢ «{B). Sehingga
o(A n BY ¢ «fB) n a{B) O
4. Komposisi/pergandaan Pemetaan
Definisi 2.10
andaikan « ¢ 8§ — T, g ¢+ T — U. Selanjutnya untuk

setiap x € S didefinisikan Boax : 8 — U dengan Boax(x) =

Ba(x} ).

Pengerjaan pemetaan « diikuti oleh B seperti di atas
memenuhi syarat-syarat pemetaan dari S5 —» U. Pemetaan
tersebut adalah suatu pemetaan baru dan dinamakan

komposisi atau pergandaan dari « dan B.

Urutan pengerjaan komposisi pemetaan ialah pemetaan
kedua dikerjakan lebih dahulu baru kemudian yang pertama.
Syarat yang harus dipenuhi agar dua pemetaan itu dapat
dikomposisikan dialah bahwa daerah hasil dari o harus
termuat dalam domain dari f. Teorema berikut ini diperlu-

kan untuk pembahasan berikutnya.

Teorema 2.4
Andaikan o @ 8§ — T, £ 0 % — U, dan v : U e V.

3

weriakulah (yef)ea = ye(foot).
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Bukti:
Untuk membuktikan bahwa (y.8)eax = 7yo(Boa) kita harus
memperlihatkan bahwa:
1. (yeB)eoa dan y<(Box) mempunyai domain dan codomain yang
sama

2. (Vv x € 8) [{y:B)ocx](R) = [yo(Bocx}](x)

1. Pemetaan yeof : T — V sehingga (y.8)ecxx ! S — V.
Pemetaan Box ! S —s U sehingga ye(Boxx) : 8 — V.
Jadi (ye8)ea dan y.(B.a) mempunyai domain S dan codoma-
in V yang sama.
2. Andaikan x € S. Maka
y(Bla(x))) = y(Bla(x)))
7oB(a(x)} = y(Boxx(x)) (definisi o)
(yeB)oa(x) = yo(Box)(x)  (definisi o)
Jadi untuk setiap x berlaku (yoB).a(x) = yo(Boax)(x).

Kesimpulan (yeB)ex = yo(Boat).n

Teorema 2.5

Andaikan ¢ ¢ S —s T maka berlakulah aetg = « dan

1. Pemetaan aetg ! 8 — T. Jadi ooty dan o mempunyai
domain dan codomain yang sama.
Andaikan x € 8. Maka ooig(x) = aleg(x)). Di lain
pihak tg(x) = x. Jadi aotg{x) = «af(x). Karena x
adalah sebarang elemen di dalam 3 maka

(v X @ 8) astg(x) = a(x). Kesimpulan aelg = a.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

12

2. Pemetaan lyea ! S — T. Jadi tgea dan o mempunyai
domain dan codomain yang sama.
Andaikan x € 8. Maka tpea(x) = to{a(x))
= a(x) (definisi ty)

Analog dengan bukti 1 kesimpulannya ipex = o.p

Untuk mengenali komposisi dari pemetaan yang merupakan
pemetaan surjektif atau pemetaan injektif dipergunakan te-

orema~teorema berikut ini:

Teorema 2.6

Ditentukan « ¢ 8 — T dan B : T — U.

{(a) Jika a dan B surjektif maka Boa surijektif
(b) Jika Box surjektif maka B surijektif

(¢) Jika o dan B injektif maka Boa injektif
(d) Jika Box injektif maka o injektif.

Bukti:

(a) Diambil misalnya « dan 8 surjektif. Untuk membukti-
kan bahwa pergandaan B.a surjektif maka diambil z
sebarang anggota U, maka kita harus dapat menuniuk-
kan adanya elemen x ¢ S sedemikian hingga
(Box)(x) = =z,

Misalkan z € U. Karena B surjektif maka dapat di-
tunjuk y ¢ T sedemikian hingga B{(y) = z. Dan karena
a juga surjektif, maka ada % € S sedemikian hingga
a(xr) = y.

Maka (Boa)(x) = B(a(x)) = p(y) = z.

Sehingga fea surjektif.
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(b)) BApabila Bo.a surjektif dan z ¢ U.

Maka ada x € S sedemikian hingga (B.a){x) = z.
Tetapi B(a(x)) = z dengan a(x) e T.
Jadi B surjektif,

(¢} Misalnya o« dan B8 injektif. Untuk membuktikan
bahwa pergandaan pB.ax adalah injektif maka kita
harus memperlihatkén bahwa bila xy;, %y € § dan
(Bea) (%1} = (Boa)(x9) maka x; = x9.

Misal (Bea)(x)) = (Boax)(xy), maka a(x) = al(xy)
sebab B injektif. Tetapi jika a(x;) = a(xy) maka

Xy = Xy sebab « injektif. Jadi terbukti bahwa B.x
adalah injektif.

(d) Misalkan B.a adalah injektif. Diambil x;,x; € S
sedemikian hingga a(x;) = a(x;). Akan dibuktikan
bahwa x; = x.

(Boo) (1) = Bla(xy)) = Bla(xp)) = (Boa)(xp).
Karena B.o injektif maka dari (Boa)(x;)=(Bea)(xs)

dapat diturunkan x; = x9. Jadi « injektif. p

5. Invers pemetaan
Definisi 2.11
Suatu pemetaan B : T — 8 adalah invers kiri dari «

bila Box = tg dan invers kanan dari « bila a<B = iq.

Teorema 2.7
Misalkan « ¢ 8 — T. Pemetaan a mempunyai suatu invers
kiri bila dan hanya bila o injektif.

Untuk membuktikan teocrema 2.7 ini lebih dahulu kita
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buktikan lemma 2.7 berikut ini.

Lemma 2.7: Untuk sebarang himpunan S, 13 : S — S5 injektif
Bukti:
Diambil % € 8 maka t1g(x) = x (definisi Lg) .
Jadi (V y1,¥y € 8) ¥3 # ¥y maka tg(y)) # tg(yy)., atau
(V y1.¥2 € 8) tg{y1) = t5(¥3) » y1 = yy atau tg : 8 — S

injektif.o

Bukti {(teorema 2.7):
() Andaikan o mempunyai suatu invers kiri maka harus di-
buktikan bahwa o injektif.
Pemetaan « mempunyail suatu invers kiri berarti
(3 8¢ T — 8) Beax = Lg. Karema (g injektif (lemma
2.7), maka Boa injektif. Menurut teorema 2.6 (d), maka
o injektif.
(¢) Andaikan o adalah injektif kita harus membuktikan bah-
wa (3B : T — 8) Box = 1g.
Andaikan y € T maka ada. 2 kemungkinan, yaitu y ¢ «(8)
atau y ¢ a8).
1. Jika y € «(8), maka (3! x € 8) a(x) = y (definisi
x{S) dan o injektif ). Jadi ada pemetaan B, dengan
B(y) = x.
2. Jika y ¢ «(8), wmaka ada pemetaan § jika kita meng-
ambil X3 € 5 dan definisi pemetaan B adalah B(y) =
Xg.
Pemetaan B ! T —s S didefinisikan sebagai berikut.

(1). Diambil sebarang xj € S
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(2). Untuk setiap y € T yang dipilih, B(y) didefi-
nisikan dengan aturan
a. vy € al(8): B(y) = elemen tunggal % € S sede-
mikian hingga a(x) = y

b, y ¢ a(8): B(y) = xq

Sekarang kita perlihatkan bahwa Bea = 1g, yaitu

(v x € 8) Boa(x) = 1g(x).

andaikan X € S. Maka Bo.x(x) = B{a(x)). Oleh definisi

di atas B(a(x)) = x. Di lain pihak definisi dari

tg adalah tg(x) = x. Maka dari itu Bea(x) = 15(x).

Jadi Boa = tg.m

Teorema 2.8
Misalkan « ¢! S ~» T. Pemetaan o« mempunyai suatu invers
kanan bila dan hanya bila o surjektif.
Bukti:
(2) Andaikan o« mempunyai suatu invers kanan kita harus
membuktikan bahwa o surjektif.
Pemetaan « mempunyai suatu invers kanan, berarti
(3 B : T — S ) aef = i1p. Andaikan y e T. Kita harus
membuktikan bahwa (3 x € 8 ) a{x) = y.
Kita definisikan x adalah g(y). Maka «{(x) = a(g(y)) =
xoB(y) = tp(¥) = ¥.
Jadi, (Vy € T) (3 x € 8) a(x) = vy, atau « adalah sur-
jektif.
(«) Andaikan « adalah surjektif maka harus dibuktikan
(3B : T — 8 ) asf = Ly,

Andaikan « surjektif. Elemen y ¢ T. Karena « surjektif
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maka (Vv z € T) (3 ue 8) z = alu),

Bila kita definisikan pemetaan B dengan aturan yang
menggunakan pernyataan 'untuk semua' dan 'elemen

y € T' , maka kita mempunyai pernyataan y = a(u) untuk
semua u € 5. Dengan aturan yang menggunakan pernyataan
'dapat ditunjuk', kita pilih % € 5 sedemikian, hingga
y = «{x). Untuk setiap perubahan pemilihan y ¢ T,
maka, kita definisikan bahwa B(y) adalah elemen x yang
diberikan di atas sedemikian hingga y = a(x).

Ditentukan z € T . Maka «of(z) = a{B(2)) (definisi - )

z (definisi B)

]

tp(z) (definisi uy)

Kesimpulan: ae¢f = 1p. o

Definisi 2.12

Misalkan a ¢ 8 — T. Suatu pemetaan 8 : T —» S disebut
suatu invers dari o bila B merupakan invers kiri sekaligus
invers kanan dari «, jadi Bea = 15 dan aef = 1p. Buatu

pemetaan dikatakan invertibel bila ia mempunyai invers.

Teorema 2.9

Jika @ ¢+ S — T invertibel maka inversnya adalah tung-
gal.
Bukti:

Kita andaikan bahwa inversnya tidak tunggal, misalnya
B1 dan By invers dari a. Akan kita perlihatkan bahwa
BL = B.
Komposisi (Bjea)efy = Byo(aofy) (teorema 2.4)
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(Lg)oBy = Byo(ty) (definisi invers)

By = B (teorema 2.5).n

Teorema 2.10
Suatu pemetaan invertibel @ bijektif

Bukti:

() Misal a : 8 — T adalah invertibel dengan B sebagai
pemetaan inversnya. Jadi B.a adalah pemetaan identi-
tas, yang injektif. Sehingga « pasti injektif (Teorema
2.6 (d)). Di lain pihak «f adalah pemetaan identitas
dengan domain T, yang surjektif. Jadi « pasti surjek-
tif (Teorema 2.6(b)). Jadi o bijektif,

{«) Misalkan « : § «—s T adalah.bijektif. Akan kita perli-
hatkan bahwa o« invertibel yaitu bahwa ada inversnya.
Andaikan t € T. Karena « surjektif maka pasti ada
raling sedikit satu elemen s € S sedemikian hingga
a{s) = t.Tetapi karena a juga injektif, maka elemen s
itu pastilah tunggal; katakan B(t) = s. Itu berlaku
untuk setiap elemen t ¢ T, dengan demikian kita
dapatkan suatu pemetaan 8 : T -2 S. Pemetaan B ini
mempunyai sifat bahwa .o = tg dan «ef = tp, Jjadi B .

adalah suatu inversnya dari «. Jadi o invertibel.p

6. Operasi
Definisi 2.13:
Operasi biner * pada S adalah pemetaan * : 8 x 8 — S

dengan S8 x S = {(x,y)Ix € 8 dan y e S}.
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Definisi 2.13 mensyaratkan bahwa setiap operasi pada suatu
himpunan harus tertutup, yaitu jika a,b e¢ § maka bayangan
dari pasangan terurut (a,b), yaitu a * b yang disebut ha-

sil operasi dari a dan b, ada di dalam S.

Definisi 2.14

Andaikan S suatu himpunan. Suatu operasi
* 1 8 x 8 ~» 8 dikatakan "well defined" (didefinisikan se-
cara betul) bila dan hanya bila x; = x, dan y; = y; maka

%] * y) = %9 * y; untuk setiap x),y; € S.

7. Partisi
Definisi 2.15
Suatu keluarga himpunan {H;};  ; disebut partisi dari
himpunan H bila dan hanya bila
a. H; ¢ H untuk setiap i ¢ I,
b. H; # § untuk setiap i € I,
¢, (Vi,JelI) iz 3J= H n By = @&,

d. wu
€

Hi = H.
i 1

!
Teorema 2.11

Suatu relasi ekuivalensi antara anggota-anggota suatu
himpunan H, mengakibatkan adanya partisi di dalam H.
Bukti:

Andaikan ~ relasi ekuivalensi. Maka ~ mempunyai sifat
refleksif, simetris, dan transitif.
Andaikan a e H. Hy = { x e H | x ~ a }.

Hy # # sebab relasi ~ refleksif, sehingga a ~ a. Jadi H,
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sekurang-kurangnya mempunyai satu anggota. Dan dapat kita
simpulkan bahwa setiap anggota dari H pasti berada dalam
sekurang-kurangnya satu klas, yaitu klas yang memuat ia
sendiri. Jadi  u H; = H. Ceve e (1)

ierl
Sekarang akan dibuktikan bahwa, apabila dua klas itu
beririsan maka mereka berimpitan.
Andaikan Hy n Hy = {c}. Elemen a € H; = a ~ a.
Relasi ~ simetris, karena ¢ € H; jadi ¢ ~ a,
maka a ~ ¢ . ... (2)
Elemen ¢ € Hymaka ¢ ~ b ....... .. {3)
Karena relasi ~ transitif, maka dari (2) dan (3) dapat
diturunkan a ~ b. Sehingga a e Hj. Selanjutnya, untuk
setiap p € H; berlaku p ~ a, dan karena a ~ b maka
p ~ b. Jadi p € Hy . Terbukti bahwa H, ¢ Hy cena (4)
Untuk setiap g € Hp berlaku g ~ b. Karena relasi ~
simetris maka b ~ a, dan dengan sifat transitif maka
g ~ a. Jadi q € H;. Terbukti bahwa Hy c H, ol (5).
Dari (4) dan (5) maka H; = Hy.
Jadi kalimat: Apabila dua klas itu beririsan maka mereka
berimpitan, adalah benar. Kontraposisinya: Apabila dua
klas itu tidak berimpitan maka mereka tidak beririsan

(tidak berserikat satu elemenpun), jadi saling asing. o

Definisi 2.16

Setiap himpunan Hy = { x e H | x ~ a } yang merupakan
elemen dari partisi di dalam H yvang diakibatkan oleh rela-
si ekuivalensi ~ seperti diterangkan dalam teorema 2.11

disebut klas ekuivalensi ( yang memuat a).
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8. Grup
Definisi 2.17
Suatu himpunan G yang tidak kosong dengan suatu opera-
si * disebut suatu grup (dinotaéikan dengan (G,*)) bila
setiap aksioma di bawah ini dipenuhi:
1. Operasi * bersifat tertutup, yaitu untuk setiap a,b e G
maka dapat ditemukan dengan tunggal satu elemen ¢ dalam
G sedemikian hingga a * b = ¢
2. Operasi * bersifat asosiatif, yaitu
(v a,b,c € G ) a*(b*c) = (a%*b)*c
3. Mempunyal elemen identitas, yaitu
(3 e € G) sedemikian hingga (v a € G ) a*e = a = e*a,
Elemen e disebut elemen identitas.
4, Untuk setiap a € G ada b ¢ G sedemikian hingga
a*b = e dan b*a = e.
Elemen b itu dikatakan invers dari a, dan dinotasikan

dengan a’l.

Di dalam aksioma 2 dan 3 di atas dinyatakan bahwa ele-
men identitas kiri juga merupakan elemen identitas kanan
dan adanya invers kiri untuk setiap elemen sekaligus meru-
pakan invers kanan. Penjelasannya sebagai berikut.

1. Akan dibuktikan bahwa invers kiri juga merupakan invers
kanan.
Andaikan a”l adalah invers kiri dari a. Maka
(a‘l*a) = e
(a lxa)xa-l = e*al = a"l, pi lain pihak, karena berla-

ku sifat asosiatif maka (al*a)*a"l = a-lx(axa-ly,
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Sehingga a“l*(a*a"l) = a-l,

(al)txa-lx(a*a-l) = (a"l)-i*a-l (dikalikan invers da-

ri a-1)
e *(axa"l) = e
a*a'l = e,

Dengan demikian invers kiri menijadi invers kanan.
2. Rkan dibuktikan bahwa elemen identitas kiri menijadi
identitas kanan.

Hasilkali a*e = a*(alxa)

(a*al)*a (sifat asosiatif)

e¥*a = a

Definisi 2.18
Grup (G,*) dikatakan komutatif (disebut grup BAbel)

bila dan hanya bila (v a,b € G) a*b = b*a,

Selanjutnya dapat dibuktikan bahwa dalam grup {(G,*) ada
tepat satu elemen identitas dan setiap elemen mempunyai

invers yang tunggal.

Teorema 2.12.
Andaikan (G,*) adalah grup. Maka

1. Elemen identitas dari (G,*) adalah tunggal, artinya bi-
la e,f ¢ G sedemikian hingga (Vv a € G) e*a = a*e dan
f*a = a*f maka e = f.

2. Setiap elemen dalam (G,*) mempunyai invers vang tunggal
artinva bila a,x,y €« ¢ , e adalah elemen identitas dari

(G,*), a*x = x*a = e dan a*y = y*a = e maka x = y.
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Untuk selanjutnya elemen identitas dalam G dinyatakan
dengan e dan invers dari a dengan al. Bilamana suatu grup
tidak mempunyai operasi yang spesifik maka akan digunakan
notasi perkalian dan menghilangkan notasi "*" pada penger-
jaan penggadaan. Jadi a*b akan ditulis sebagai ab, dan
grup (G,¥*) dinyatakan dengan G.

Dapat dibuktikan sifat-sifat sederhana dari suatu

grup.

Teorema 2.13
Andaikan G adalah grup. Elemen a,b,c € G. Maka

a. Invers dari a’! adalah a atau (a"l)"! = a

b. Invers dari hasil operasi sama dengan hasil operasi ma-
sing-masing invers dengan urutan dibalik atau
(Vv a,b e ¢ ) (ab)!l = pbla-l

c. Jika ab = ac atau ba = ca maka b = ¢, untuk v a,b,c € G
(hukum kanselasi)

d. Untuk V a,b € G, persamaan ax = b dan ya = b mempunyai
penyelesaian tunggal dalam G, yaitu berturut-turut x =

a’lb dan y = ba-l.

Teorema 2.13b dapat diperluas untuk sebarang n elemen
yaitu untuk setiap aj,ay, ...,a; € G maka (alaz...an)ﬂ-=
apl...apla;’l, dan dari teorema 2.13d jika a dan x ada-
lah elemen dari grup berhingga, maka dalam tabel Cayley
dari grup berhingga itu ax akan berada pada baris §ang
diberi label a. Jika b 3juga elemen dari grup itu, maka

adanya penyelesaian tunggal dari persamaan ax = b, berarti
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bahwa b muncul tepat satu kali pada baris dengan label a.
Jadi setiap elemen dari grup berhingga muncul tepat satu
kali dalam setiap baris dari tabel Cayley dari grup
berhingga tersebut., Demikian juga dengan persamaan xa = b,
setiap elemen dari grup berhingga muncul tepat satu kali

dalam setiap kolom dari tabel Cayley grup tersebut.

Definisi 2.19

Ordo suatu grup berhingga dengan notasi G| adalah
banyaknya elemen dari G. Sebuah grup dikatakan grup
berhingga bila ordonya berhingga, dan dikatakan grup tak

berhingga bila ordonya tak berhingga.

Definisi 2,20

Ditentukan G adalah grup, a € G dan n bilangan bulat
positif. Hasil ganda a a ... a dengan n faktor disajikan
dengan aP, Sedangkan a™m dimaksudkan a! a1l ... a-l
dengan n faktor dan a’ adalah elemen identitas e. Elemen

a® juga dikatakan perpangkatan bulat dari elemen-elemen .G.
Selanjutnya dapat dibuktikan teorema berikut ini.

Teorema 2.14

Andaikan G adalah grup, a,b € G , m,n ¢ Z. Maka
a, alah = g
b, (aM? = am

¢. Bila ab = ba maka (ab)! = aipn
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Definisi 2.21

Ordo elemen (periode) a dalam suatu grup G adalah bi-
langan bulat positif terkecil, r, sedemikian hingga
al = e, Jika tidak ada bilangan semacam r itu, ordo elemen

itu tak berhingga.

9. Grup Simetrik M(S)

Grup yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah grup
yang anggota-anggotanya pemetaan bijektif dengan komposisi
sebagai operasinya. Teorema berikut ini yang menjamin bah-
wa himpunan semua pemetaan bijektif dari S ke 8 terhadap

komposisi adalah suatu grup.

Teorema 2.15
Andaikan S sebarang himpunan yang tidak kosong. M(8)
adalah himpunan semua pemetaan bijektif dari 8 ke 8. Jadi

M(8) = {x ¢+ 8§ — S | %X pemetaan bijektif}. Pada M(S) dide-

finisikan operasi komposisi pemetaan (dengan notasi ".')

dengan aturan jika a, B sebarang elemen dalam M(8),

(o) (x) = o{B(x) untuk Vv x € S. Maka M(S) adalah suatu

grup terhadap operasi ».

Bukti:

1. Operasi . adalah "well defined'", sebab . adalah suatu
pemetaan dari M({(S) x M(8) — M(S). Andaikan diambil se-
barang o,B € M{S), maka o dan B adalah pemetaan bijek-
tif dari 8 ke 8. Jadi «-f8 adalah pemetaan bijektif dari
S ke S

2, Untuk (V o,8,7 € M(8)) (xef)oy = ae{Boy) (teorema 2.4)
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3. M(8) mempunyai elemen identitas terhadap operasi o« ter-
sebut, yaitu pemetaan L: S —» S8 dengan aturan t{x) = X
untuk setiap x € S. Sebab untuk semua % e M(S) berlaku
bahwa { tex)(x) = t(x(x)) = x(x) untuk semua x ¢ 8 atau
tex = % ; dan
(xot)(x) = x(v(x)) = x(x) juga untuk semua x e S, atau
Xet = X

4, Setiap pemetaan bijektif x ¢ M(S) mempunyai invers yang
juga berada dalam M(S) yaitu pemetaan bijektif
xﬁ ! 8 — 8.

Dan (V x € 8) (xex1)(x) = x(x'}(x)) = x = 1(x).
Jadi xox™l = .

Maka (Vv x € M(8))(3 x! e M(8)) xtox = xexl = 1.g

Grup M(S) ini disebut grup simetrik dari s.

10. Subgrup

Kadang-kadang terjadi bahwa himpunan-himpunan bagian
dari suatu grup akan juga membentuk sebuah grup terhadap
operasi yang sama. Himpunan bagian yang demikian disebut

suatu subgrup atau grup bagian.

Definisi 2.22
Suatu himpunan bagian H dari grup G yang tidak kosong
disebut subgrup bila H sendiri juga merupakan grup terha-

dap operasi dari G.

Rkibat langsung dari definisi subgrup ini adalah djika

G sebarang grup dengan operasi *, H adalah subgrup dari G,
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dan a,b € H maka a * b € H yaitu bahwa himpunan bagian H
harus tertutup terhadap operasi *, Hukum asosiatif akan
dipenuhi karena H himpunan bagian dari G¢. Ada suatu teore-
ma yang akan memberikan suatu cara yang tepat untuk menen-
tukan bahwa suatu himpunan bagian dari suatu grup adalah
suatu subgrup tetapi sebelumnya kita buktikan dulu teorema

berikut ini.

Teorema 2.16
Ditentukan (G, *) adalah suatu grup; H adalah suatu
subgrup dari G maka
a. Jika f adalah identitas dari H dan e adalah identitas
dari G, maka f = e
b, Jika a € H, maka inversnya dalam H adalah sama dengan
inversnya yang di dalam G.
Bukti:
a. Elemen f adalah identitas dari H maka f ¢ H, karena
H ¢ G maka f e G. Sebagai anggota G, f mempunyai
invers, kita namakan fl. Jadi fl*f = fxf-l = ¢,
Elemen f adalah elemen identitas dari H. Jadi berlaku
f%¥f = £, Maka £ l¥x(f*xf) = f-lxf (kedua ruas dikalikan
£-1)
Jadi (£ lxf)*xf = f-luf (hukum asosiatif)
exf = e
f = e.
b. Diambil sebarang elemen a ¢ H. Inversnya dalam ¢ adalah
a’l dan inversnya dalam H dinamakan c.

Maka a*c = c¢*a = £, sehingga a*c = c*a = e. Menurut
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teorema 2.12b invers dari setiap elemen dalam grup G

adalah tunggal, maka a“! = c.g

Teorema 2,17
Andaikan G grup dengan operasi * dan andaikan H
himpunan bagian dari G maka H adalah subgrup bila dan
hanya bila
a. H bukan himpunan kosong
b. Untuk setiap a,b € H maka a*b ¢ H
c. Untuk setiap a ¢ H maka a”l ¢ H.
Bukti:
() Andaikan H subgrup dari G maka (E,*) adalah grup se-
hingga syarat a, b dan ¢ dipenuhi.
(¢} Misalkan H adalah himpunan bagian dari ¢ dan syarat a,
b dan c dipenuhi kita buktikan bahwa H subgrup.
1. Syarat b menjamin bahwa operasi * tertutup pada H
2. sifat asosiatif berlaku di H (karena H ¢ G)
3. Diambil sebarang elemen a ¢ H (H # @).
Menurut syarat ¢, a*l € H dan selanjutnya menurut
syarat b, a*a"l ¢ H. Padahal a*a’l = e, yvaitu ele-
men identitas dari G. Jadi e ¢ H atau H memuat ele-
men identitas.
4., Setiap elemen dari H mempunyai invers menurut sya-
rat c.
Kesimpulannya (H,*) adalah grup, jadi H adalah subgrup

dalam G.no
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11. Subgrup dari grup simetrik
Definisi 2.23

Andaikan G adalah grup pemetaan bijektif dari suatu
himpunan 8 ke S. Himpunan T c S dan o adalah suatu pemeta-
an bijektif maka
l. 6p = {fae G| a(t) =t ¥vteT)}

2. Gy = {dc e G| a(T) = 7T }.

Dalam definisi 2.23 anggota G; adalah pemetaan-pemeta-
an yang membiarkan T invarian, dan elemen demi elemen te-
tap 'demikian'. Sedangkan pada G(r), «(T) adalah himpunan
semua elemen o(t) untuk setiap t € T. Maka' jika « € Gr).
« memetakan elemen T di antara mereka sendiri dan tidak
memetakan elemen-elemennya keluar T. Teorema berikut ini
membuktikan bahwa Gp dan G(yy kedua-duanya merupakan

subgrup dari G. Dan untuk semua G dan T berlaku Gr c G(r).

Teorema 2.18

Jika G adalah suatu grup pemetaan bijektif dari S ke
S, dan T adalah suatu himpunan bagian dari S, maka Gy dan
G(ry adalah subgrup-subgrup dari G. Juga Gy adalah subgrup
dari Gr).

Bila teorema itu ditulis dengan singkat: S # @, G =
M(S) dan T c 8 maka
1. Gp adalah subgrup dari G
2. Gqr) adalah subgrup dari G
3. Gp subgrup dari G(p)-

Bukti:
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Menggunakan teorema 2.17

l. a., Pemetaan ¢! S — S dengan t(x) = x untuk (V x € 8).

2 L]

Pemetaan ¢ adalah elemen identitas dari grup ¢. Jadi

L € Gp atau Gp # ¢.

. Diambil dua elemen sebarang «,B ¢ Gyp. Maka a(t) = t

dan B(t) = t untuk setiap t € T. Selanjutnya
aof{t) = a(B(t)) = a(t) = t untuk tiap t e T.
Jadi aof e Gy. '

. Diambil sebarang elemen « € Gp. Maka a(t) = t untuk

setiap t € T sehingga «l(a(t)) = ol(t)
aloa(t) = ol(t)
e(t) = al(t)

t = «}(t) untuk seti-

ap t € T.

Dari a, b dan ¢ maka Gy adalah subgrup dari G.

a.

Pemetaan ¢ e G(p) sebab «(x) = x untuk semua x € 8.

Jadi Gy # &.

- Diambil dua elemen sebarang «,f € G(). Maka

a{(T) = T dan B(T) = T
®oB(T) = «x(B(T)) = «(T) = T,
Jadi asf € G(y).
Diambil sebarang elemen « e Gy). Harus dibuktikan
bahwa o'l € Gyqy.
Pemetaan « ¢ G(T)' maka «(T) = 7T
o«H{a(T)) = o«I(T)
«loa(T) = a (T)
t{T)
T

a"l(T)

oi(P). Jadi ol € G(r)-
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3. Harus dibuktikan bahwa Gy subgrup dari G(1)-
Diambil sebarang elemen o € Gp. Maka «(t) = t untuk
setiap t € T.
Jadi, «{(T) = {a(t) |l teT } ={ t | teT} =T,
Kesimpulan « € G(1) atau Gy ¢ G(y).
Karena Gp dan G(p) kedua-duanya subgrup dari G dan Gp c

G(1) maka Gy adalah subgrup dari G(r).0

12. Grup Siklik

Andaikan bahwa a adalah suatu elemen dari suatu grup
G. Kita akan membahas himpunan semua elemen, perpangkatan
bilangan bulat dari a, yaitu
{ ... ., al, al, e, a, a2, ,.. }., dengan adanya kemung-
kinan elemen-elemen berpangkat itu sama. Himpunan itu kita

notasikan dengan <a>. Jadi <a> = {a® | n e Z }.

Teorema 2.19

Jika G adalah suatu grup dan a ¢ G,
maka <a> = {a' | n € Z } adalah suatu subgrup dari G.
Bukti:

Membuktikan teorema ini cukup memeriksa apakah meme-
nuhi teorema 2.17. Pertama-tama bahwa <a> c G sebab a" ¢ G
untuk setiap n ¢ Z.

1. Elemen a ¢ <a> sebab a = al, 1 ¢ . Jadi <a> 2 ¢ .
2., Diambil dua elemen sebarang x dan y ¢ <a>.
Maka x = a®, me Z
y = al, ne

sehingga xy = afa® = a®™! dengan m + n € Z.
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Jadi Ry € <a>.
3, Diambil sebarang x € <a>.-Maka x = a%, m .2, sehingga

x-l = (a®)-l = a(m{-1) = a™Mm dengan -m ¢ Z.

Jadi x! e <a>.
Pari 1, 2, dan 3 menurut teorema 2.17 <a> subgrup dari G.
Subgrup <a> ini dihasilkan oleh a.o

Selanjutnya jika himpunan G adalah grup dan H adalah

subgrup dari G, bila ada a € G sedemikian hingga H = <a>
maka H disebut subgrup siklik yang dihasilkan oleh a. Kita

definisikan yang berikut:

Pefinisi 2.24
Subgrup H dalam grup G disebut subgrup siklik dan
dihasilkan oleh a bila dan hanya bila (3 a ¢ G} sedemikian

hingga H = <a> = {al |n € Z}.

Teorema berikut ini menyelidiki apa yang terjadi bila

pangkat dari suatu elemen berbeda tetapi elemennya sama.

Teorema 2.20
Jika ditentukan G grup dan a € G dan ada bilangan-bi-
langan bulat r dan s yang tidak sama sedemikian hingga
al = as maka
1) Ada bilangan bulat positif terkecil n sedemikian hingga
al = e
2) Jika t adalah suatu bilangan bulat maka at = e bila dan
hanya bila n adalah faktor dari t

3) Elemen-elemen e = a%, a, a2, ..., a?’! adalah semuanya
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berbeda
4) <a> = {a%, a, a?, ... ,al"l}
Bukti:

1) Pertama-tama prinsip bilangan bulat terkecil! mengatakan
bahwa setiap himpunan bilangan bulat positif yang tidak
kosong memuat elemen yang terkecil,

Ditentukan at = a’ dimana r # s dan r,s ¢ Z.

Andaikan r>s maka dari satu pihak,

(af)(a™s) = (as)(as) = a¥ = e. Dari lain pihak,

at a™% = af*$, sehingga alf*s = e. Misalkan n bilangan
bulat terkecil, dengan sifat bahwa a® = e.

P={nelNI| at = e} ¢ g.

Menurut prinsip di atas ada bilangan bulat positif ter-
kecil n sedemikian hingga a® = e, yaitu suatu faktor
dari r-s.

Untuk kejadian r<s, maka s-r > 0

Dari satu pihak ala™ = aS a'T

al = as ar

e a¥ a’r,

1t

Dari iain pihak a% a°f a®r, Sehingga asSTt = e.

Menurut prinsip di atas ada bilangan bulat positif ter-
kecil n sedemikian hingga at = e, yaitu suatu faktor
dari s-r.

Menurut algoritma pembagian, setiap bilangan bulat m
dapat ditulis dengan bentuk m = kn+l dengan 0 <1 < n .
Maka a® = akntl = gkn 4l = (an)k al = e al = al.

Sehingga untuk grup siklik terdiri atas n elemen berla-

kulah : e = al = all dst ,., a = aPt} = alntl gat.
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Jadi ada bilangan bulat positif terkecil n sehingga

al = e,

2) (») Andaikan at = e untuk suatu t € Z.

3)

4)

Menurut algoritma pembagian, ada p,q ¢ Z sedemikian
hingga t = pn + ¢ dengan 0 < q < n. Maka
at = aPntq = a0Pt¢ = (gh)P ad = eP al = e ad = ad .
Karena a! = e maka a? = e.
Karena n adalah bilangan bulat positif terkecil se-
demikian hingga aP = e, maka haruslah q = 0.
Jadi t = pn (p € 2).
(¢} Andaikan t = kn (k € Z), maka at = akn = gark =
(a“)k = ek = e, Jadi at = e.
Elemen-elemen al, a, a?, ..., a%’l semuanya berbeda.
Andaikan (3 u,v ¢ Z, u # v, 0< u< n, O0< v< n) a% = av,
Misal u > v atavw u - v > 0, Maka (aW)(aV) = (av¥)(a")
atau a%v = al = e,
Karena n adalah bilangan bulat posgitif terkecil sedemi-
kian hingga a! = e, maka haruslah u - v > n. Kontra-
diksi, sebab u < n, v < n sehingga u - v < n.
Jadi a%, a, al, ..., a?! tidak ada yang sama.
Himpunan <a> = { ak | k ¢ Z}.
Akan dibuktikan bahwa <a> = { a%, a, a?, ..., atl},
Diambil sebarang elemen x ¢ <a>. Maka x = akX, dengan
keZ. Jadi k = pn + q dengan 0 < g < n sehingga
ak = aPb * 4 atau ak = (al)P al = eP ad = e ad = ad,
Jadi =z = a% dengan 0 < ¢ < n yang berarti
x e {a%, a, a2, ..., atl}. Jadi

<a> ¢ {a%, a, a?, ..., anly .., .. (i)
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Jelas bahwa {a%, a, a?, ..., a"l} ¢ <a> sebab bila

x e {a%, a, a2, ..., atl} maka

xe<a>={ak | keZ} ........ (ii).

Dari (i) dan (ii) maka <a> = {al, a, a?, ..., a®l} g
Selanjutnya teorema di bawah ini menjelaskan tentang

ordo <a> itu,.

Teorema 2.21

Jika a adalah suatu elemen dari suatu grup, maka ordo
dari a (ditulis o(a)) sama dengan |<a>].
Bukti:

Jika G suatu grup dan a € G maka harus dibuktikan bah-
wa o(a) = [<a>|.
Misalkan o(a) = n. Maka n ini adalah bilangan bulat posi-
tif terkecil sedemikian hingga a% = e. Dan menurut teorema

2.20 4) <a> = {al a, a2, ..., atl}. Jadi j<a>! = n.

Terbukti o(a) I<a>i.o

Selanjutnya kata ordo telah digunakan pertama dalam
grup yang kedua pada suatu elemen, Teorema Lagrange akan
memperlihatkan relasi antara kedua bilangan bulat itu.
Teorema ini #kan memberikan penjelasan juga tentang him-

punan-himpunan bagian suatu grup berhingga yang merupakan

subgrup.

13. Teorema Lagrange
Definisi 2.25
Andaikan H adalah suatu subgrup dari grup G dan a G,

himpunan Ha = { ha | h ¢ H} disebut suatu koset kanan dari

'o':G.'
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G
&

H (dalam G), dan himpunan ad = {ah | h ¢ H } disebut suatu

koset kiri dari H (dalam @).

Teorema 2.22

Ditentukan H adalah subgrup dari grup G. Pada G dide~
finisikan relasi ~ sebagai berikut, a ~ b bila dan hanya
bila ab’l & H. Maka relasi ~ tersebut adalah relasi

ekuivalensi dalam G.

Bukti:

1. Diambil sebarang elemen a ¢ G. Maka aa! = e ¢ H
(H subgrup) atau aa"! ¢ H.

Jadi a ~ a atau relasi ~ bersifat refleksif.

2. Andaikan a ~ b, maka abl € H. Karena H subgrup, maka
(ab1)l ¢ H (Teorema 2.17 (c)). Padahal (ab1)-l =
(b"1)-1 al = bal, Jadi bal ¢ ® atau b ~ a.

Dengan kata lain relasi ~ bersifat simetris.

3. Andaikan a ~ b dan b ~ ¢. Maka ab’l ¢ B dan bel ¢ §.
Karena H subgrup maka (ab l)(bc"l) ¢ H. Padahal
(ab 1) (bel) = a(blb)el = a e ¢l = acl,

Jadi ac! € H atau a -~ ¢. Dengan kata lain re}lasi ~
bersifat transitif.

Dari 1, 2 dan 3 dapat disimpulkan bahwa relasi -~ adalah

relasi ekuivalensi dalam G. g

Maka menurut tecrema 2.11 dan definisi 2.16 dalam G
timbul partisi dengan klas-klas ekuivalensi Hy = {x ¢ G|

X ~ a }. Sekarang akan kita buktikan bahwa klas ekuivalen~

81 ini tidak lain daripada koset kanan dari H dalam G.
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Teorema 2.23
Jika H adalah subgrup dari grup G maka untuk sebarang

a ¢ G, klas ekuivalensi H, seperti diterangkan dalam teo-
rema 2.22 adalah sama dengan koset kanan dari H dalam G.
Jadi koset-koset kanan dari H dalam G merupakan partisi
dari G,
Bukti:

Kita akan membuktikan bahwa untuk sebarang a € ¢
Hy={xeGlaxleH})={ha| heH ]} = Ha.
Diambil sebarang a ¢ G, maka
Hy, = { x € 6| axl e H }

= { xe G} (ax’l)’l e H} (karena H adalah subgrup)
{xeGIxa'1=heH}
= { xe6 | xala = ha, h ¢ H }
{f x€G | x= ha, heH}
{ ha | he¢ H} = Ha.
Jadi koset-koset kanan dari H dalam ¢ merupakan partisi

dari G.og

Teorema 2.24
Jika H adalah suatu subgrup dari suatu grup G, dan
a, b e G, maka keempat pernyataan berikut ini ekuivalen
(1). ab™! ¢ H
(2). a = hb untuk suatu h € H
{(3). a € Hb
(4). Ha = Hb
Bukti: untuk membuktikan bahwa keempat pernyataan tersebut

ekuivalen cukup dibuktikan bahwa (1) & (2) » (3) = (4).
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(1) » (2)

Andaikan abl € H. Maka ab’! = h untuk suatu h ¢ H sehing-
ga (ab’l) b = hb & a(blb) = hb w ae = hb & a = hb untuk
suatu elemen h e H.

(2) » (3)

Andaikan a = hb untuk suatu h € H., Maka a ¢ Hb.

(3) & (4)

Andaikan a € Hb. Maka a = hyb, h; € H yaitu h;la = b.
Diambil sebarang elemen x € Ha. Maka x = hja untuk suatu
hy; € H sehingga x = hy(hib) = (hyh;j)b = h;b dengan

hy = hohy € H. Jadi x = hsb, hy € H yaitu x € Hb.

Maka Ha c Hb ......... {i)

Diambil sebarang elemen x € Hb. Maka x = h4b untuk suatu

hy € H sehingga % = h4(hfia) = (h4h{1)a hg a dengan

hs = hghy™}. Jadi x = hsa, hs-c H yaitu x < Ha.

Maka Hb ¢ Ha .........{1ii).

Dari (i) dan (ii) maka Ha = Hb.

(4) » (1)

Ditentukan Ha = Hb., Karena H subgrup maka e e H sehingga

ea ¢ Ha. Tapi karena ea = a maka a ¢ Ha. Jika Ha = Hb,

hb untuk suatu h € H. Jadi

]

maka a € Hb sehingga a

-1

ab h e=h,

= (hb)b™? = h(bb )
Maka terbukti ab ™’ H.o

Akibat dari teorema di atas adalah teorema 2.25

Teorema 2.25
H sendiri adalah salah satu dari koset kanan dari H

atau He = H
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Bukti:
1. Diambil sebarang elemen x € He. Maka x = he dengan
h € H. Karena he = h, maka x = h. Jadi x ¢ H atau
He ¢ H ......1)
2. Diambil sebarang elemen h ¢ H. Maka he ¢ He.
Padahal he = h. Jadi h ¢ He atau H ¢ He ......2)

Dari 1) dan 2) RBe = H.pg

Untuk menentukan semua koset kanan dari suatu subgrup
H dalam suatu grup berhingga G, pertama-tama kita tulis H
kemudian dipilih sebarang elemen a € ¢ sedemikian hingga
a ¢ H, kemudian dihitung Ha. Langkah berikutnya, dipilih
sebarang elemen b ¢ G sedemikian hingga b ¢ (H u Ha), dan
dihitung Hb. Cara ini dilanjutkan sampai semua elemen dari

G terdaftar atau masuk dalam koset-koset.

Teorema 2.26
Jika H adalah suatu subgrup berhingga dari grup G, dan
a € G maka |H| = |Hal.
Bukti:
Untuk membuktikan teorema di atas cukup dibuktikan
adanya pemetaan bijektif dari H — Ha.
Didefinisikan « : H — Ha dengan o«(h) = ha, Vv h ¢ H.
Akan dibuktikan bahwa o bijektif.
Pemetaan o "well defined", sebab bila h; = hy, maka
hja = hja yaitu a(hy) = a(hp).
Diambil sebarang elemen hj,hy € H sedemikian hingga

a(hy) = af(h;). Maka hja = hja. Menurut teorema 2.13c,
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diperoleh hy = hy. Jadi a injektif,

Diambil sebarang elemen x ¢ Ha. Maka x = ha dengan
h e H. Karena h ¢ H, maka «(h) = ha, sehingga a«(h) = x.
Jadi (V x € Ha)(3 h € H} a{h) = =z,
Kesimpulannya, o surjektif., Maka terbukti « bijektif,.

Jadi {H| = |Hal o

Teorema Lagrange.

Ordo dari setiap subgrup dalam suatu grup berhingga
selalu merupakan faktor dari ordo grupnya,
Bukti:

Andaikan G grup berhingga, H subgrup dari G. Menurut
teorema 2.23 koset-koset kanan dari H dalam G merupakan
partisi dalam G, yaitu: P = { Ha | a € G}. Karena H ber-

hingga maka P juga berhingga, misalkan

P = {Ha;, Ha;, ... , Hay}. Karena P adalah partisi dari G,
maka G = Ha; u Hay; v ... u Hay sehingga

[Hay} + {Hasi + ... + [Hagl

K} + (HI + ... + |HI (Teorema 2.26)

k JHI.
Jadi |Gl = k [H| o

Telah terbukti bahwa ordo dari H merupakan faktor dari
ordo G. Bilangan bulat k di atas disebut indeks dari H da-
lam ¢ dan dinyatakan dengan [G¢ : H].

Akibat dari teorema Lagrange ini ialah teorema-teorema

barikut ini.
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Teorema 2.27

1. Jika G adalah grup berhingga dan a € G, maka o(a) meru-
pakan faktor dari |G].

2. Grup G dengan ordo prima tak mempunyai subgrup kecuali
{e} dan G sendiri.

3. Betiap grup dengan ordo bilangan prima adalah grup
siklik.

Bukti:

1. Menurut teorema 2.19, himpunan <a> merupakan subgrup
dari G dan menurut teorema 2.21 o(a) = [<a>i.

Menurut teorema Lagrange |<a>| merupakan faktor dari
1Gl. Jadi o(a) merupakan faktor dari |G].

2. Misalkan G dengan ordo prima p atau |G] = p, p adalah
bilangan prima. Maka p tidak punya faktor lain kecuali
1 dan p sendiri.

Jadi G tidak punya subgrup kecuali yang berordo satu,
vyaitu {eg} dan berordo p, yaitu G sendiri.

3. Grup G disebut siklik bila dan hanya bila (3 a ¢ G) dan
G = <a>, Jadi harus membuktikan bila G grup berordo
prima, maka G = <a> untuk setiap a € G, a % e,

Orde G = p, p adalah bilangan prima. a € G, a ¥ e. Maka

<a> ¥ {e}. Jadi menurut no.2 di atas didapat <a> = G n

14. Pemetaan Homomorphisma dari grup
Definisi 2.26
Andaikan (G, *) dan (H, #) adalah grup. Pemetaan
8 : G — H disebut homomorphisma bila dan hanya bila untuk

setiap a,b e G berlaku 8(a*b) = 8(a) # o(b). Jika 6 itu
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bijektif maka 6 disebut Jisomorphisma, dan grup (G, *) dan

(H, #) dikatakan isomorphik serta dinotasikan sebagai

(G, *) % (H, #). Sedangkan kernel dari &, dinotasikan de-
ngan Kerf, adalah himpunan semua g ¢ G sedemikian hingga
6(g) adalah elemen identitas dari H. Atau

Ker6 = { g € G | 6(g) = ey }. Dan 6(G) disebut bayangan
homomorphisma dari G, yaitu

(G = {y e 1(3 x e@G) 6(x) =y }.

Suatu homomorphisma mengawetkan operasi-operasi dari
suatu grup. Dapat dibuktikan teorema berikut ini yang me-
nyatakan bahwa homomorphisma itu juga mengawetkan segala
hal yang didefinisikan berkaitan dengan operasi dari grup

itu, misalnya elemen identitas dan invers-inversnya.

Teorema 2.28
Jika ditentukan G dan H grup dan 6 : G — H homomor-
phisma. Maka
1. 6(eg) = ey
2. 6(al) = 8(a)l untuk setiap a € G
3. 6(ak) = e(a)k untuk setiap a ¢ G, dan setiap k € Z

4, 8(G) subgrup dari H

w

@ injektif 3 G x 8(G).

Grup-grup yang isomorphik satu dengan yang lain pasti
mempunyai sifat-sifat yang sama sehingga kita dapat menye-
but suatu grup dengan grup isomorphiknya dan memberikan
nama kepada grup itu nama vyang sama. Jika 6 : G -~ H

adalah suatu isomorphisma di antara grup-grup berhingga,
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tabel Cayley dari H sama seperti tabel G apabila setiap

elemen g € G diganti oleh 8(g) € H.

Teorema 2.29
Grup-grup siklik yang berordo sama adalah isomorphik.
Bukti: ‘
Andaikan grup G dan H siklik dihasilkan berturut-turut
ocleh g dan h.
1. Jika ordo G dan H tak berhingga.
Didefinisikan 6 * G -5 H dengan 6(gf¥) = hf untuk setiap
rei.
- Diambil h! dan hS anggota H, untuk r,s € Z dengan rgs
jika h'* = h® maka 8(g!) = 8(gS) (definisi 6), sehing-
ga gt = g% . Jadi pemetaan 0 injektif. ......... 1)
- Diambil h' ¢ H, dengan t ¢ Z. Maka 3 o' ¢ G sedemiki-
an hingga 6(gt) = h'., Jadi 6 surjektif. .........2)
Dari 1) dan 2) maka @ bijektif dari G ke H ........ 3)
Menurut teorema 2.l4a maka
8(gfg®) = 6(gf*s) = hI*s = hIhS = 8(gf)6(gS) sehingga 6
adalah suatu homomorphisma ..... . N TS 4)
Dari 3) dan 4) maka 6 adalah isomorphisma.
2. Jika ordo G dan H berhingga dan sama, misalnya n,
G = {e, g, g, ..., g"!} dan H = {e, h, he, ..., ho 1}
Didefinisikan pemetaan biijektif @ : G — H dengan
8(gt) = h! untuk r = 0, 1, ..., n-1 . Jika r dan s di
antara 0 dan n-1, r + s = kn + 1, dengan 1 di antara 0
dan n-1.

Maka 6(gfgS) = 6(g™s) = o(ghtl) = e((gh)kgl) =
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8(ekgl) = 6(gl) = hl dan
O(gr) 6(gS%) = hIhS = htts = hketl = (htyknl = eknl =
hl. Jadi 6(gfgs) = 6(g¥)6(g%), atau 6 adalah suatu ho-
momorphisma., Karena 6 didefinisikan bijektif maka 6
adalah isomorphisma.og

Elemen-elemen dari grup-grup yang isomorphik saling

berkorespodensi yaitu ordenya sama.

Teorema 2.30

Andaikan & : G —» H adalah suatu isomorphisma, dan
6(g) = h, o{g) = m, o(h) = n maka m = n.
Bukti:

Jika m berhingga maka h"®™ = g(g)® = 6(gMm") = 8(e) = e
sehingga, n, juga berhingga dan nsm, karena n adalah bi-
langan bulat terkecil dengan sifat hR = e,

Jika n berhingga, 6(gt) = 8(g)l = hl = e = @(e).

Karena 8 bijektif, gt = e, jadi m adalah berhingga dan

m < n., Kesimpulannya, baik m maupun n keduanya berhingga,
dan m = n atau m dan n keduanya tak berhingga.p

Maka sekarang kita bahas tentang representasi dari

suatu grup.

15. Representasi dari suatu grup
Definisi 2.27

Jika G,H adalah grup. Pemetaan 8 : G .3 H disebut
representasi dari G ke H bila 8 adalah homomorphisma dari
G ke H. Jika & adalah suatu isomorphisma maka representasi

itu tepat ("faithful").
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Tecrema 2.31
Setiap grup pastilah isomorphik dengan suatu subgrup

dari M(8).

Bukti:

Andaikan G adalah grup. Untuk himpunan S dalam M(8)

kita ambil G sendiri sebagai suatu himpunan. Untuk x ¢ G,

kita definisikan suatu pemetaan Py ¢ G — G dengan pg(g) =

gx , untuk semua g e G (py disebut multiplikasi kanan yang
diakibatkan oleh elemen x). Pemetaan py ini merupakan
suatu pemetaan yang bijektif. Sebab,

1. Jika pg(g) = pg(h), maka gx = hx sehingga g = h (teo-
rema 2.13c). Jadi py adalah pemetaan yang injektif.

2, Menurut tecrema 2.13d, setiap elemen y € G sama dengan
gx, dengan g € G, sebab persamaan gx = y pasti mempu-
nyai penyelesaian tunggal dalam G. Atau jika y e @,
maka py(yxl) = (yx1)x = y, sehingga p; adalah pemeta-
an yang surjektif.

Karena terbukti bahwa p; pemetaan yang bijektif maka Py €

M(G}). Selanjutnya didefinisikan pemetaan 6 : G — M{(G) de-

ngan 6(x) = Py-1 (multiplikasi kanan yang diakibatkan oleh

x4y,

1, Pemetaan 6 ! G — 6(G) adalah pemetaan yang surjektif.
(definisi dari 6(g))

2. Untuk memperlihatkan bahwa 8 adalah suatu homomorphis-
ma, kita andaikan x,y € G. Maka 6(xy) = thYl dan
8(x).0(y) = prlqﬁﬂ. Untuk memperlihatkan bahwa kedua
bijeksi ini adalah sama, andaikan g € G dan dipandang

Pyt (9) = g(xy)t = gylxl = op-1(pp-1(9)) =
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px-lopyq(g)

Jadi Plgg)t = PyloPy-l sehingga 8(xy) = 6(x)-8(y);
dengan kata lain 9 adalah suatu homomorphisma,

Karena 8 adalah suatu homomorphisma, 6{G) adalah suatu
subgrup dari M(G).

3. untuk memperlihatkan bahwa 6 adalah injektif, kita an-
daikan 6(x) = 6(y). Maka Pe-l = pyq, Kita gunakan
pemetaan-pemetaan bijektif itu untuk x € G kita dapat-
kan e = xx°! = xy!, sehingga x = y.

Dari 1, 2 dan 3 grup G isomorphik dengén 8{(G), suatu

subgrup dari M(G). o

Dari teorema 2.31 dapat kita simpulkan bahwa setiap

grup G pasti mempunyai suatu representasi yang tepat.

16. Subgrup Normal dan Grup Faktor
Definisi 2.28
Subgrup dari suatu grup G yang koset-koset kanannya

sama dengan koset-koset kirinya, disebut subgrup normal.

Teorema 2.32
Suatu subgrup N dari grup G adalah subgrup normal bila
dan hanya bila (Vv g € 6)(V n € N) gng™l ¢ N.
Bukti: _
(#) Andaikan Ng ; gN untuk setiap g ¢ G, maka jika mengam-
bil sebarang n € N, berlakulah gn ¢ g = Ng.
Jadi gn = njg untuk suatu n) € N.
Di lain pihak gn = njg & gng-l = nlgg‘1 = n] € N.

Jadi (Vg e 8)(vn e N ) gng™l ¢ N,
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(¢) Andaikan (V g € G)(v n € N) gng™! € N, maka jika diam-
bil gng™! = n; € N maka (gng™l)g = njg € Ng
gn = njg ¢ Ng.
Sehingga gN ¢ Ng ..... .. (1)
Karena G adalah grup maka gl € @ . Jadi berlakulah
gln(gl)l e N,
Di lain pihak gin(g 1)l = g-lng = ny untuk suatu
ny € N.
g(glng) = gny e gN
ng = gny € gN
ng « Ng.
Sehingga Ng < gN e ea. {2)
Dari (1) dan (2) maka gN = Ng. Jadi N adalah subgrup
normal .o
Selanjutnya kita definisikan subgrup Normal sebagai klas

vang istimewa dari antara para subgrup suatu himpunan.

Definisi 2.29
Jika gNg-l kita artikan sebagai himpunan semua gng-l,
n € N, maka N adalah subgrup normal bila dan hanya bila

gNg~! ¢ N untuk setiap g ¢ G.

Teorema 2.33
N adalah suatu subgrup normal dalam grup ¢ bila dan
hanya bila gNg™l = N untuk setiap g € G.
Bukti:
(&) Jika gNgl = N untuk setiap g € G, maka pasti

gNgl ¢ N, jadi menurut definisi 2.29 N adalah sub-
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grup normal dalam G
() Andaikan bahwa N adalah subgrup normal dalam ¢, Jadi
jika g € G maka gNgl ¢ N ............ 1)

di lain pihak g-lNg = g lN(g1)l ¢ N.

H

Sekarang karena g lNg ¢ N dan N g{g-lNg)g'l ¢ gng-l,
Maka N c gNg™l ....... A e, PR
Dari 1) dan 2) maka N = gNg~! untuk setiap g € G.
Jadi terbukti bahwa jika N adalah subgrup normal dalam G
maka untuk setiap g € G, N = gNg~l.p
Teorema di atas bukan mau mengatakan bahwa untuk seti-
ap n € N dan setiap g ¢ G, gng™! = n. Yang ingin dikatakan
bahwa himpunan gNg™! adalah sama dengan himpunan N.
Selanjutnya kita akan membahas grup faktor, tetapi un-
tuk membahas grup itu kita perlu membahas dulu tentang
hasilkali dua subgrup.
Dalam definisi 2.25 kita telah mendefinisikan, jika H
adalah suatu subgrup dari gruﬁ G dan a € G, maka Ha memuat

semua elemen dari G yang berbentuk ha, dengan h ¢ H.

Definisi berikut ini menggeneralisir notasi Ha itu,

Definisi 2.30
Jika H, K adalah dua subgrup dari G maka

HK = { x € 6] x = hk, h € H, k € K}.

Jika H = K maka HH = {hjh; |hy,h) € H}. Dan HH c H
karena H tertutup terhadap operasi perkalian. Tetapi
HH > He = H, ¢ € H. Jadi HH = H,

Selanjutnya kita ambil N suatu subgrup normal dari G,
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dan a,b € G. Bagaimana dengan (Na)(Nb)?. Karena N adalah
normal dalam G, maka aN = Na, sehingga

NaNb = N(aN)b = N(Na)b = NNab = Nab.

Teorema 2.34
Jika G adalah grup dan N adalah subgrup normal dari G.
Maka himpunan semua koset kanan dari subgrup normal N kita
beri lambang G/N = { Nala € G} membentuk sebuah grup
(G/N,.) dengan operasi . didefinisikan sebagai berikut:
Untuk setiap Na, Nb ¢ G/N (Na).(Nb) = N(ab). Grup G/N ini
disebut grup faktor.
Bukti:
Kita buktikan dulu bahwa jika Na; = Na; dan
Nb; = Nby; maka (Naj;).(Nb;j) = (Naj;).(Nbj;) yaitu bahwa ope-
rasi tersebut "well defined".
Jika ditentukan Nay; = Nay; dan Nb; = Nbj. Karena N subgrup
maka e € N dan ea; € Na; atau a; e Na;. Karena Naj = Nay,
maka a); € Naj, Jadi a] = njaj;, dengan nj € N.
Demikian pula: by € Nb;. Karena Nb; = Nby, maka b; e Nbs.
Jadi b; = njby, dengan n; € N.
Sekarang ajb; = (njajs;)(njbj)
= ny(ammg)by
= nj{asngastas) by
= nj(ajnjay™l) (asby)
= n; ny {(aby) dengan nj = aznjasl e N
(sebab N adalah subgrup normal dari G). Jika ny = nn3 e N
maka

ajby = n4 (aj;by) , dengan ngy € N. Jadi ajb; € N(ajby) atau
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N(ajb;) = N(azby} atau (Naj).(Nb;) = (Najy).(Nby).
Operasi . itu assosiatif dapat dibuktikan demikian:
Diambil Na, Nb dan Ne¢ anggota G/N maka

((Na) (Wb} )(Nc) = (N(ab))(Nc)
(Na) (N(bc))

N{(ab)ec) = N(a(be))
(Na) ((Nb)(Nc)).

i
H

Elemen identitasnya G/N adalah Ne = N sebab: untuk setiap
Na ¢ G/N maka
(Na)(Ne) = N(ae) = Na dan (Ne)(Na) = N(ea) = Na.
Invers dari sebarang elemen Na ¢ G/N ialah Nal ¢ @/N,
sebab (Na)(Na“l) = N(aa"!) = Ne dan
(Na"l)(Na) = N(a"la) = Ne.
Jadi G/N adalah grup.o

Ordo dari G/N adalah banyaknya koset-~koset dari N
dalam G. Jadi [{G/N)i = indeks N dalam G = %—%.
Teorema 2.35

Jika H adalah suatu subgrup berindeks 2 dalam G, sede-
mikian hingga indeks [G:H] = 2, maka H adalah suatu sub-
grup normal dalam G, dan G/H adalah grup siklik berordo 2.
Bukti:

Jika indeks H dalam G adalah 2, berarti hanya ada 2
buah koset kanan dari H dalam G. Yang satu adalah H sendi-
ri yang lain dapat dinyatakan_dengan Ha dengan a sebarang
anggota G yang tidak berada di dalam H. Banyaknya koset
kiri juga 2, yaitu H dan aH, Jadi Ha = aH. Menurut defini-

si 2.28 maka H adalah suatu subgrup normal dalam G.o
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Teorema 2.36
Ditentukan G suatu grup, 6 : ¢ — H adalah homomor-
phisma. Maka
1. Ker® merupakan subgrup normal dari G
2. 0 injektif bila dan hanya bila Ker8 = {eg}.
Bukti:
1. Kita akan memperlihatkan dahulu bahwa Ker6 adalah sua-
tu subgrup dari G.
Andaikan a,b € Ker8 sedemikian hingga 6(a) = 8(b) = ey.
Maka 6(ab) = 6(a)e(b) = egey = e;, sehingga ab e Kerd
dan 6(a’l) = 6(a)l = ¢l = ey sehingga a"! ¢ Kers,
Dari uraian di atas maka Ker8 adalah suatu subgrup dari
G,
Jika a € Ker® dan g ¢ ¢, maka
6(g7lag) = 6(g l)e(a)e(g) = o(g)-leyo(q)

e(g)le(g)

u

= eg.
Jadi gdag € Ker9, dan Ker6 adalah suatu subgrup normal
dari G.
2. (») Jika 6 adalah injektif.
Pemetaan 6 injektif artinya (Vv x,y € G) 8(x) = 6(y)
maka x = y.
Menurut teorema 2.28 8(eg) = ey. Jadi eg € Ker6,
Andaikan ada a € G sedemikian hingga a € Ker 8 dan
a # ey, Karena a e Ker6 maka 6(a) = ey.
Karena &(ez) = ey, maka 6(a) = 6(eg). Padahal @6
~ adalah injektif, maka a = e;. Kontradiksi.

Jadi tidak ada elemen dari G yang berada dalam Kero
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kecuali eg. Terbukti Ker® = {eg},

{(«) Jika Kerd® = {eg).
Diambil sebarang elemen a,b ¢ G sedemikian hingga
é(a) = @(b).Jika kedua ruas dari persamaan yang

terakhir ini dikalikan dengan 6(b)"! maka

e6(a)e(b)l = o(blo(b)-!
a(a)e(b)l = e
e(ab‘l) = oey.

Jadi ab’l ¢ Kere.

Karena Ker8 = { eg} maka ab™l = eg.

ablb = eg b @ a = b,

Terbukti untuk setiap a,b ¢ G jika 6(a) 6(b) maka

a = b, atau 8 injektif.p

Teorema Homomorphisma untuk Grup

Ditentukan G dan H grup dan 6: G — H adalah h;mo-
morphisma, K adalah ker8. Maka G/K adalah isomorphik
dengan bayangan homomorphisma dari ¢, dan isomorphisme-
nya % : G/K —s 8(G) dengan yp(Kg) = 8(g).
Bukti:

Fungsi ¢ didefinisikan pada suatu koset dengan
menggunakan satu elemen tertentu dalam koset itu, maka
kita harus memeriksa apakah y "well defined", untuk
elemen sebarang yang kita gunakan,

Jika Kg = Kg’, maka g'~ g bhb g'g~l ¢ K, dan
g'g’l = k, dengan k ¢ K, K = Ker8. Dan g‘g™l = k ekui-
valen dengan g’gﬂg = kg atau g'= kg.

Jadi 6(g’) = 8(kg) = a(k)e(g) = ey8(g) = 6(g).
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Jadi v adalah "well defined" pada koset-koset.
Pemetaan g adalah suatu homomorphisma karena
v(Kg1Kgy) = 9{Kg1g9;) = 6(g19))
= 6(g1)6(g97) = p(Kgy)p(Kgy).

Jika 9(Kg) = ey maka 0(g) = ey dan g ¢ K,
Jadi satu-satunya elemen dalam Kery adalah elemen
identitas koset K, dan y adalah injektif.
Akhirnya bayangan homomorphisma g dari G/K = 6(Q) kare-
na definisi dari pemetaan g yaitu G/K — 6(G) dengan
p(Kg) = 8(g) dan koset-koset kanan adalah saling asing.
Jadi » surjektif.
Jadi ¢ adalah isomorphisma dari G/K ke 0(G).o

Sebaliknya, jika N adalah sebarang subgrup normal
dari G, maka terdapatlah suatu homomorphisma n dari ¢
ke G/N, dan kern adalah N.

Jika O adalah homomorphisma dari G ke G (dirinya

sendiri) maka implikasi Teorema Homomorphisma adalah

bahwa G/{e} « G.

. Aksi grup pada suatu himpunan

Definisi 2.31

Aksi dari suatu grup G pada suatu himpunan X adalah

suatu pemetaan y : OGxX¥X — X yang, bila wu(g,x) € X kita

tulis dengan lambang g(x) € X, memenuhi syarat-syarat:

1) g1{g2(x)) = (9192} (%), untuk setiap g;,97 € G,
¥ ¢ X dan

ii) e(x) = x bila e adalah elemen identitas dari G

dan x € X.
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Grup G tersebut di atas dikatakan beraksi pada himpunan X,
dan terhadap kedua syarat di atas X adalah suatu G-set (X

yang dikenai aksi dari G).

Teorema 2.37

Jika g adalah suatu elemen dari suatu grup ¢ vyang ber-
aksi pada himpunan X, maka pemetaan fg : X — X dengan
aturan f4(x) = g(x) atau zx € X ;—nga w(g,x) € X adalah
bijektif. Dan bila 6 adalah pemetaan dari ¢ ke M(X) dengan
aturan 6{(g) = fg, maka 6 adalah suatu homomorphisma.
Bukti.
1} Diambil %, y € X sedemikian hingga fg(x) S fg(y). Maka

g(x) = g(y), sehingga (g71,9(x)) = (g7}, g(y))

w(gl,g(x)) = (g71,9(y))
g ig(x)) = g-l(g(y))
(g7lg)(x) = (g7lg)(y)

e(x) = e(y) atau x = vy,
Jadi pemetaan fg ! X — X injektif.

2) Diambil sebarang z e X, maka

z = e(z) = (gg71)(z) = g(g7l(z)) = £4(x), dengan

H]

X = g’l(z) € X. Jadi ada x ¢ X sedemikian hingga

fg = z. Pemetaan fg surijektif, ‘
Jadi f; adalah bijektif. Karena f; bijektif maka fy adalah
suatu elemen dari M(X).

Ditentukan pemetaan 6 : G — M(X) , dengan aturan

6(g) = f; seperti didefinisikan di atas.

Jika 6(g;) = fgl dan 8(gy) = fgz, maka

1§

6Qo192) (%) = f£g4(x) = (gig2)(x) = g1(gy(x))
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fgl(fgz(x)) = fgl"fgz(x) = 8(g1)+6(gy) (x) untuk setiap
x € X. Jadi 6(g193) = €(9g;)-0(gy).
Terbukti pemetaan 6 adalah suatu homomorphisma.o

Jika Ker8 = {e}, maka 6 adalah injektif, dan grup G
dikatakan beraksi tepat ("faithfully") pada himpunan X. G
beraksi "faithfully" pada himpunan X jika elemen dari @,
yang tidak mengubah setiap elemen dari X, adalah elemen
identitas e ¢ G.

Sekarang jika kita ambil X adalah suatu G~set. Kita
tentukan x ¢ X dan g € G. Kita perhatikan hal-hal yang
tidak berubah ("fixed") bila g(x) = x.

Kita tentukan

Xg = {x e X | g(x) = x } dan 6; = {g € G | g(x) = x}.

Teorema berikut ini akan membuktikan bahwa para subset
Gy adalah subgrup-subgrup dari G. Subset G; itu juga

disebut Stabilisator dari x (stab x).

Teorema 2.38
Jika G beraksi pada suatu himpunan X dan x ¢ X, maka
Stab x = Gy = {g € G | g(x) = x} adalah suatu subgrup dari
G.
Bukti.
Stab x adalah sguatu subgrup karena 4
i) jika g19; € Stab x, maka (9197) (%) = gi(gy(x)) =
gi1{x) = x, sehingga ¢y9y € Stab x;
ii) jika g € stab x, maka g"l(x) = x, sehingga

gd e stab x .o
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Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa setiap G-set X
dapat dipartisikan ke dalam subset-subset yang disebut

klas orbit.

Teorema 2.39

X adalah suatu G-set. Untuk Xj.,%Xy € X, didefinisikan
relasi ~ sebagai berikut, X} ~ %y bila dan hanya bila ada
g € G sedemikian hingga g(x;) = xy. Maka relasi ~ adalah
suatu relasi ekuivalensi.
Bukti:
Untuk setiap x € X, kita mempunyai e(x) = x,
maka % ~ x dan relasi ~ adalah refleksif.

Andaikan ditentukan X ~ X, maka g(xj;) = x9 untuk

beberapa g e 6. Maka g7l(x;) = glg(x))) = (glg)(xy) =
e(x;) = x;, sehingga x; -~ X1, dan relasi ~ adalah
simetrik.

Rkhirnya, jika %} ~ x; dan x; ~ x3, maka g1(x;) = =x; dan
gs(x3) = X3 untuk beberapa g1,97 € G. Sehingga
(9201)(x1) = 92(91(x1)) = gp(xy) = x5, Jadi x; -~ X3 dan
relasi ~ adalah transitif.g

Maka pada X timbul partisi dengan klas~klas ekuivalen-
si. Klas-klas ekuivalensi ini disebut orbit-orbit dari X.

Marilah sekarang kita definisikan orbit dari x.

Definisi 2.32
X adalah suatu G-get. Setiap klas ekuivalensi yang
ditimbulkan oleh relasi ekuivalensi seperti telah diu-

raikan dalam teorema 2.39 adalah suatu orbit dalam X
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terhadap G. Jika x € X, maka klas yang memuat x disebut

orbit dari x {disingkat orb x).

Selanjutnya kita akan menggeneralisir hubungan antara
orbit-orbit dalam X dan struktur grup G dalam dua teorema

berikut ini.

Teorema 2.40
Jika G beraksi pada X, maka untuk setiap x ¢ X

[ : s8tab x] = [Orb xi
Bukti:

Untuk membuktikan teorema di atas cukup dibuktikan
adanya pemetaan bijektif dari G/Stab x —+ Orb x.
Andaikan H = Stab x dan didefinisikan fungsi
T : G/H — Orb x dengan C(Hg) = g 1(x). Ini adalah "well
defined" pada koset kanan, karena jika Hg = Hk, maka k =
hg untuk h e H, sehingga ki(x) = (hg)-l(x) = g-lhi(x) =
gl(x), karena h'! ¢ H = Stab x.

Fungsi [ adalah surjektif karena definisi dari Orb x.
Juga injektif, karena ((Hg;) = {(Hgy), yang mempunyai
implikasi bahwa gfl(x) = gfl(x), sehingga
99917 1(x) = x dan gyg;7! e Stab x = H. Maka dari itu,

pemetaan { adalah suatu bijeksi.p

Teorema 2.41

Jika suatu grup berhingga G beraksi pada suatu
himpunan X, maka untuk setiap x ¢ X,
iG] = |stab x]lorb x].

Bukti:
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Teorema ini akibat dari teocrema 2.40 dan teocrema

Lagrange, Jika G adalah suatu grup berhingga dengan

subgrup H, maka [G:H] =+§+. Menurut teorema 2.40 maka

[G:s8tab x] = |0rb x|
_I.?..t_..__.. = i()rb xi
istab x|

|G = |stab x%}])0rb xi.o

18. Direct Product
Teorema 2.42

Andaikan A dan B grup. Maka A x B adalah suatu grup
terhadap operasi yang didefinisikan oleh
(aj,b;)(as,b3) = (ajaj,b;by), untuk semua aj,a; € A dan
b;,by € B.
Grup A x B ini disebut "direct product' dari A dan B.
Bukti:

Semua aksioma dari grup A x B berasal dari aksioma-
aksioma yang berlaku pada grup A dan B.
Elemen identitas dari A x B adalah (ep,eg) dengan ep dan
eg berturut-turut elemen identitas dari A dan B. Invers
dari (a,b) adalah (a"},b’l). sedang sifat asosiatifnya me-
rupakan akibat langsung dari definisi operasinya dan sifat
asosiatif dari masing-masing grup terhadap operasinya yang
bersesuaian.n

Dapat dibuktikan bahwa jika A dan B adalah grup ber-

hingga maka |A x B] = |AlIB].
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BAB IXI

PERMUTASI DAN SIMETRI

Dalam bab III ini akan dibahas grup yang anggota-
anggotanya pemetaan bijektif dengan komposisi sebagai ope-
rasinya, dan simetri sebagai sifat dasar yaitu yang akan
dipelajarai dalam sistem grup tersebut, lewat c¢iri dan
elemen-elemennya. Pembahasan diawali dengan Permutasi dan
Grup Permutasi, yang mempunyai peranan sentral dalam mem-

pelajari simetri, kemudian dilanjutkan dengan simetrj.

A. Permutasi
1. Grup Permutasi
Definisi 3.1
Suatu permutasi dari sebuah himpunan 8 yang tidak ko-

song adalah suatu pemetaan bijektif dari S ke 8.

Menurut teorema 2.15, himpunan semua pemetaan bijektif
dari S ke S terhadap komposisi adalah suatu grup, yang
disebut grup simetrik dari S8 dan dinotasikan dengan M(S).
Setiap grup yang elemen-elemennya adalah permutasi-
permutasi dengan komposisi sebagai suatu operasinya dise-
but grup permutasi. M(S) adalah grup permutasi penuh pada
S. Jadi grup permutasi belum tentu M(S). Berikut ini akan
kita bahas grup-~grup permutasi dan M(S).
Jika S himpunan {1, 2, ..., n}, terdiri dari n bilang-
an bulat positif yang pertama maka grup M(8) kita beri

simbol Sy. Sebuah elemen o dari §; disajikan demikian:

58
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[ 1 2 3 . A
o(l) a(2) «(3) . .. a(n)]
Pemetaan « adalah pemetaan bijektif yang membawa a ¢ S ke
x{a) € S. Dan elemen identitas dari S, adalah
[ l1 2 3 . . . n
123...n]'
Invers dari suatu elemen diperoleh dengan membaca dari ba-

risan bawah ke barisan atas : jika 1 terletak diatas 4 da-
lam pemetaan «, maka 4 akan nampak di atas 1 dalam o~ 1.

Contoh:
1 2 3 #4y-1 1 2 3 4
[2431] [4132)'
Dalam mengkomposisikan permutasi kita mengadakan kesepa-

katan seperti mengkomposisikan pemetaan yaitu baca dari

kanan ke kiri. Contoh:
l1 2 3 4 1 23 4 _ 1 2 3 4
[2413]°[3412] [1324]'

Sekarang kita lihat S3: elemen-elemennya ialah

r 1 2 3 " 20kT3 12 =3
.1 2 3J [ 2 ol 3] [ S M1 2]
r 1l 2 33 1 2 3 1 2 3
. 1L 3 2J [ ) l} [ 3 2 1]
rl 2 33-1 1 2 3

dan = [ ]
. 2 1 3J 2 1 3

Grup 8; berordo 1; Sy berordo 2 dan ordo S; adalah 6.

Teorema berikut ini untuk menentukan ordo S;, bila n ada-

lah bilangan bulat positif.
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Teorema 3.1 : Ordo dari S, adalah n!.
Bukti:
Menghitung banyaknya permutasi dari S dapat kita ker~
jakan sebagai berikut:
Andaikan « ! 8 — 5 dan elemen-elemen dari § kita lambang-
kan dengan xj, X3, ... ,Xp.
Maka, untuk menentukan «(x;) kita mempunyai n pilihan,
untuk a(xy) ada (n-1) pilihan,
dan seterusnya
untuk a(xﬁl) ada (n - j) pilihan dan
untuk «(x;) hanya ada 1 pilihan.
Jadi seluruhnya ada n(n-1){n-2) ... (1) = n! pilihan p
Teorema berikut ini menunjukkan bahwa S, pada umumnya
bersifat Non Abelian,.
Maksud dari teorema itu ialah jika elemen S hanya 1
maka S; hanya mempunyai 1 elemen. Jadi merupakan grup
Abelian. Untuk sebarang himpunan dengan 2 elemen maka Sy

terdiri dari elemen identitas

1 1 2
[1 2?] dan elemen [2 ) l]'. Maka grup S; merupakan grup

Abelian sebab
1 2yt 2y 1 o2yl 2y 1 2
[1 2) ? (2 1) [2 1] : [1 2] (2 1] '

Teorema 3.2 : Jika n > 3 maka S, Non Abelian
Bukti:
Akan dibuktikan dengan contoh sebagai berikut:

S = {l; 2, ..., n}, Andaikan « dan 8 ¢ S, dengan
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1 2 3 ..
3 2 1 ..

-

(1 2 3

1. 3 2 o ] dan g = ( ' ] , bilangan

sesudah 3 dipetakan ke dirinya sendiri, maka

Box = [1 203 .. :} sedangkan
312. L]
_(f 2 3 . . .n
qoﬁ—[23l...n.]'

Jadi Box # oof, sehingga S, Non Abelian.p

Anggota-anggota 8, seringkali ditulis dengan notasi

lain yaitu notasi sikel.

2. Sikel
Definisi 3.2

Andaikan ditentukan s = {1, 2, ..., n}. Suatu elemen
o € 8, dikatakan suatu sikel dengan panjang r (ditulis

sikel-r) bila ada elemen-elemen dari S yang berbeda yaitu

ay, a3, ..., & (rzl) sedemikian, hingga

a{ay} = ap;, «faz) = a3, ... , a{a,-1) = a,, ala,) = a; dan
a{x) = x untuk setiap elemen x ¢ S selain aj, as, e
ay. Sikel « ini dinyatakan dengan (a; a; . . . a,).

oorl 3 ..n-1 n )
Permutasi [ ) yaitu dengan 1 s 2,
2 4 .. n 1
2 3, 3 b— 4, . . .n > 1 ditulis (1L 2 3 . . . . n).
Sikel {(a) a3 . . . a,) menyatakan suatu permutasi da-
lam S, dengan aj+— a3, @3F— 83, ...., &p.]F— &,

a,— a); dan untuk setiap x yang lain anggota 8, X+ X.
Andaikan 8 = {1, 2, . . . , n}. Bilangan n dapat tidak

tampak dalam notasi sikel. Misalnya
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1 2 3 4
[ ] = (1.~ 3 4 2) adalah suatu sikel-4 dalam 54,

Sedangk tozos 4 s (L 3 4 2) adalah t
edan =
angkan [3 1 4 2 s 6] adalah suatu
. . 1 2 4 6
sikel-4 dari S; dan ( ] = (2 5 4),
1 5 3 2 4 6

adalah suatu sikel-~3 dalam Sg.

Jika a sebarang elemen dari S, maka sikel (a) adalah
permutasi identitas dari S. Dalam tulisan ini sikel iden~
titas sering ditulis dengan (1). Sikel dikomposisikan se-
perti permutasi (kecuali simbol . seringkali dihilangkan).
Kita akan membicarakan komposisi dari sikel-sikel atau

dari permutasi-permutasi lainnya seperti suatu perkalian.

12345
(124)--[ ]
243'1's

12345+ (123465

(1 2 4)(3 5):[ ][ ]

24315J)°l1 2543

12345
(2 451 3]
(1) = (2) = (3) = (1)(2)(3)

(12 4)(3 4) = (1 2 4 3)

Teorema 3.3

Suatu sikel-r dalam S§; mempunyai ordo r,

Bukti:

Jika a« = (a] a; . . . ay) adalah suatu sikel-r dalam
Sy, maka afa;) = ay, al(a)) = a3 kalau r 2 3, karena
az(al) = af{a(a;)) = o(az) = a3. Secara sama oleh karena

ol, a; dipetakan ke ag (Jjika r = 4). Jadi a3(al) = a4, dan
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seterusnya. Selanjutnya of(a;) = aj;. Karena kita juga
menulis a« = (ay a3 . . . a, a;), dengan cara yang sama

seperti di atas maka «f(aj) = a;, dan umumnya untuk
i=1, 2, .., r maka of(ay) = a;. Akibatnya bahwa
of = e, yaitu permutasi identitas dengan r adalah pangkat
terkecil dari « yang sama dengan e.p

Permutasi-permutasi berhingga yang bukan sikel dapat
dinyatakan dalam dua atau lebih sikel-sikel yang saling
asing sebagai berikut. Jika o adalah suatu permutasi dalam
8, dan a € {1, 2, 3, ... ,n}, orbit atau putaran a oleh «

adalah himpunan yang terdiri dari elemen-elemen yang ber-

beda a, «(a), «?(a), «3(a), ..., of(a) sedemikian hingga
ar+l = a.
1 2 3 4 5 6 7 8
Contoh a = [ ] € 8g. Di
3 Rt Nvwe. B7 4
sini of(l) = 3, (1) = 8, a3(1l) = 4 dan of(l) = 1. Jadi

orbit dari 1 adalah {1, 3, 8, 4}. Himpunan {1, 3, 8, 4}

juga merupakan orbit dari 3, 4 dan 8. Sebab

a{3) = 8, a«?(3) = 4, o3(3) = 1 dan of(3) = 3
al4) = 1, a?(4) = 3, «3(4) = 8, dan af(4) = 4
x(8) = 4, «2(8) = 1, «¥(8) = 3 dan oi(8) = 8.

Karena « membawa 2 dan 5 masing-masing ke pada dirinya
sendiri maka orbit mereka berurut-turut adalah {2} dan
{5}. Orbit dari 6 dan 7 adalah {6, 7}.

Jadi o dapat ditulis sebagai (1 3 8 4)(2)(5)(6 7). Karena
tidak ada bilangan yang sama berada dalam 2 sikel yang
berbeda maka sikel-sikel itu dikatakan saling asing.

Jadi dua buah sikel (a; a; . . . a;) dan (b) by . . . bg)

dari 8, disebut saling asing jika himpunan {ay, a), ...,
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a,} dan {bj, by, ... bg} tidak mempunyai elemen berseri-
kat. BSikel-sikel yang saling asing mempunyai peranan
khusus dalam pembahasan permutasi atau grup simetri.

Dari uraian di atas sebarang permutasi « pada suatu
himpunan S menyebabkan suatu relasi ekuivalensi, ~ , pada
5 yang didefinisikan sebagai berikut, a ~ b bila dan hanya
bila ada r € Z sedemikian hingga b = of(a). Klas-klas
ekuivalensi yang ditimbulkan oleh relasi ~ disebut orbit-
orbit yang dihasilkan oleh «. Dan pada penguraian permuta-
si o ke dalam sikel-sikel yang saling asing, elemen-elemen
dalam setiap sikel merupakan satu orbit. Sedangkan grup
vyang beraksi pada himpunan {1, 2, ..., n} adalah subgrup
yang dibangkitkan oleh «.

Jadi menurut definisi 2.32 orbit-orbit dalam himpunan
s = {1, 2, ..., 8} seperti pada contoh di atas yaitu:

{1, 3, 4, 8}, {2}, {5}, {6, 7} diakibatkan oleh grup yang
beraksi pada 8, yaitu G = {i, o, af, o3} dengan « =
(1 3 8 4)(2)(5)(6 7). Tabel 3.1 menyatakan aksi ¢ pada S

yang menyebabkan orbit~orbit itu.

Tabel 3.1: Tabel aksi grup G pada § yang menyebabkan
orbit {1, 3, 4, 8}, {2}, {5}, {6, 7}

L e e i T e |

]
L N B T
NN R
s 0w
@D W
Lo I N I 44
~ N~ o,
h 1 o =3
W = a o
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Teorema 3.4

Setiap permutasi dapat ditulis sebagai suatu komposisi
dari sikel-sikel yang saling asing.
Bukti:

Diambil sebarang permutasi a selain permutasi identi-
tas, karena permutasi identitas adalah sikel yang panjang-~
nya satu.

Diambil sebarang simbol a; sedemikian sehingga «(aj;) #
a), dan andaikan bahwa o{a;) = a;, a{a;) = a3, alaz) = ayg

dan seterusnya sehingga sampai pada o(a,) sama dengan satu

dari antara a;, aj, ... , &y.] Yang telah digunakan. Pasti
kita akan memilih a) sehingga a(ar) = a; sebab andaikata
a, dibawa ke salah satu di antara aj;, a3, ... maka hal ini

akan bertentangan dengan pengertian permutasi o sebagai
pemetaan bijektif (one-one). Maka dari itu o berkedudukan
seperti sikel (a, aj; . . . a;). Ada kemungkinan « memin-
dahkan simbol-simbol yang !lain ke dirinya sendiri, jadi
tak berubah, Andaikata ada simbol b} yang tidak sama
dengan sebarang a; dan karena o(b)) # b) maka proses se-
perti di atas diulang lagi dan berlakulah suatu sikel

(by bp . . . bg). Jika semua simbol yang karena a tidak
memetakan ke dirinya sendiri sudah digunakan maka

a = (a; ap . . . ap)(by by . . . bg).

Jika ada simbol lain ¢} sedemikian hingga a(c)} # ¢}, se-
cara sama akan kita percleh sikel yang lain. Proses itu
dapat dilanjutkan sampai semua simbol yang dipetakan oleh

« sudah digunakan dan tampil dalam sikel-sikel.p
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Contoh :

1 2 3 4 5 6

Andaikan bahwa o = (
3 1 4 2 & 5

), diambil seba-

rang simbol yang tidak dipetakan ke dirinya sendiri, mi-
salnya simbol 1. Kita lihat «(l) = 3, a(3) = 4. «(4) = 2
dan «(2) = 1. Selanjutnya diambil sebarang simbol yang
belum dipakai dan tidak memetakan ke dirinya sendiri,
misalnya 5. Maka «(5) = 6 dan «(6) = 5. Sekarang semua
simbol telah digunakan, jadi o = (1 3 4 2)(5 6).
Selanjutnya, dapat dibuktikan bahwa dua buah sikel
dari 8; yang saling asing terhadap komposisi bersifat

komutatif,

Teorema 3.5

Jika « dan B adalah sikel~sikel yang menyatakan elemen
dari 8; saling asing dengan « = (a; a3 . . . a;), dan
B = (b by . . . bg), dengan a; # bj untuk setiap i dan j

maka aef = Boa.

Definisi 3.3

Suatu sikel dengan panjang dua disebut transposisi

Sebuah transposisi (ij) dapat ditulis dengan cara lain
(i) yaitu hanya menukar simbol-simbolnya saja. Kita per-
hatikan bahwa (ij)(ij) = e. Jadi suatu transposisi adalah
invers dari dirinya sendiri. Kita dapat langsung menghi-
tung bahwa sikel yang panjangnya lebih dari dua dapat di-

nyatakan sebagai suatu komposisi dari transposisi-transpo-
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sisi (tidak perlu saling asing).

(ajag ... ay) = (agqag)(agzy) ... (ajag) (ajay) atau
(ajay ... ap) = (ajag)(ayag-1) ... (aja3)(aja).

Contoh: (1 2 3 4) = (3 4)(2 4)(1 4)

(1 4)(1 3)(1 2), tetapi
(1 2 3 4)

(1 4)(1 2)(3 2)

(1 4)(3 4)(1 2)(4 2)(3 4).
(1 2 3)(45) = (1 3)(1 2)(4 5)

(1L 2 3)(4 5)

]

it

(4 5Y(2 3)(1 3).
(1 2 3)(4 5)

(3 4)(3 5)(2 4)(1 4)(3 4).

Dari contoh di atas dapat disimpulkan bahwa ada lebih
dari satu cara untuk menyatakan suatu permutasi sebagai
suatu komposisi transposisi-transposisi.

Berikut ini diberikan contoh suatu grup permutasi,

grup Gq dan G(r) -

3. Contoh grup permutasi, Gy dan G(1)
Contoh 3.1

Ditentukan G = 83 dan H = {(1), (1 2 3), (1 3 2)}.
Maka H adalah subgrup dari S3. Tabel 3.2 adalah tabel Cay-

ley untuk subgrup ini.

Tabel 3.2: Tabel Cayley subgrup {(1), (1 2 3}, (1 3 2)}

dari $§3
0 (1) (1 23) (13 2)
(1) (1) (1 23) (13 2)

(1 2 3) (L 23y (13 2) (1)
(1 3 2) (1 3 2) (1) (12 3)

Kita perhatikan: pertama-tama H tidak kosong. Sifat
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ketertutupan dipenuhi sebab elemen-elemen yang muncul da-
lam setiap baris atau kolom adalah (1), (1 2 3) dan (1 3
2)., Syarat ¢ dalam teorema 2.17 juga dipenuhi sebab

(1)1 = (1), (L 2 3)1 = (13 2), (1 32)! = (12 3) dan

semuanya berada dalam himpunan {{(1), (1 2 3}, (1 3 2)}.

Contoch 3.2
Himpunan 8 = {1, 2, 3, 4}, G = Sym(S) = S84 yang memuat_

24 elemen, dan T = {1, 2}, maka

1. Gy = {(1), (3 4)}.

2. 6qp) = {(1), (3 4), (1 2), (1 2)(3 4)}

Gy dan Sm kedua-duanya merupakan subgrup dari G. Dan un-

tuk semua G dan T berlaku Gp c G(pj). Tabel 3.3 dan 3.4

berturut-turut adalah daftar Cayley subgrup Gy dan G(1)

itu.

Tabel 3.3: Tabel Cayley subgrup Gy untuk T = {}, 2} dan
s = {1, 2, 3, 4}

o (1) (3 4)
(1) | (1) (3 4)
(3 4)1(3 4) (1)

Tabel 3.4: Tabel Cayley subgrup G(p) untuk T = {1, 2}
dan § = {1, 2, 3, 4}

° (1) (3 4) 2 (1 2)(3 4)
(1) (1) (3 4) (1 2) (1 2)(3 4)
(3 4) (3 4) (L) (1 2)(3 4) (1 2)
(1 2) (1 2) (1 2)(3 4) (1) (3 4)
(1 2)(3 4)|(1 2)(3 4) (1 2) (3 4) (1)
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4. Grup Alternating

Suatu subgrup dari S; yang dapat dibangun sebagai grup
simetri adalah grup "alternating”. Untuk mendefinisikan
grup "alternating" beserta contohnya kita perlu memahami
dulu permutasi genap, kemudian hasil kali permutasi-permu-

tasi genap atau ganjil.

Definisi 3.4
Suatu permutasi anggota 8; disebut suatu permutasi
genap bila permutasi itu dapat dinyatakan sebagai suatu

hasil kali transposisi-transposisi yang banyaknya genap.

Setiap permutasi dapat ditulis sebagai suatu hasil ka-
1i beberapa sikel-2 (tidak perlu saling asing), secara
khusus bila kita tentukan
(ay a3 « « . 2ay) = (a1 az)e(az ag)e ... o(ap-] ay) maka
banyaknya para sikel-2 adalah n-1. Maka suatu permutasi
adalah genap bila permutasi itu dapat ditulis sebagai ha-
8il kali transposisi-transposisi seperti cara di atas yang
banyaknya genap, dan permutasi adalah ganjil bila sebalik-

nya. Maka dapat dirumuskan teorema berikut ini.

Teorema 3,6
Suatu sikel-n adalah suatu permutasi genap bila n ada-

ah ganjil dan permutasi ganjil bila n adalah genap.

Selanjutnya kita catat tentang genap atau ganjilnya

hasil kali permutasi sebagai berikut.
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Teorema 3.7

1. Hasil kali dua permutasi genap adalah suatu permutasi
genap

2. Hasil kali suatu permutasi genap dan suatu permutasi
ganjil adalah suatu permutasi ganjil

3. Hasil kali dua permutasi ganjil adalah suatu permutasi

genap.

Bukti teorema ini dapat diperoleh dari buku referensi
4 terdaftar dalam daftar pustaka. Dapat kami tambahkan
bahwa rumus mengkombinasikan genap dan ganjilnya para per-
mutasi dalam teorema di atas seperti mengkombinasikan ge-

nap dan ganjilnya bilangan terhadap operasi penjumlahan.

Definisi 3.5
Himpunan permutasi genap dari n elemen yang dinotasi-
kan dengan A; adalah suatu subgrup dari Sp. Subgrup ini

disebut grup "alternating” pada n elemen.

Contoh: Az = {(1), (1 2 3), (1 3 2))
Ag = {(1), (1 23), (1L 2 4), (13 4), (2 3 4),
(1 3 2), (1L 42), (1 43), (24 3),
(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)},

suatu grup berordo 12.

Teorema 3.8
Setiap permutasi genap dapat ditulis sebagai suatu ha-

sil kali sikel-3 (tidak perlu saling asing).
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Bukti.

Suatu permutasi genap dapat dinyatakan sebagai suatu
hasil kali para transposisi yang banyaknya genap. Diambil
hasil kali dua transposisi. Jika kedua transposisi itu
sama maka hasil kalinya adalah permutasi identitas. Jika
kedua transposisi itu mempunyai elemen berserikat, misal-
nya (a b) dan (b ¢), hasil kalinya adalah (a b)e(b ¢) =
{(a b c), suatu sikel-3. Jika kedua transposisi tidak mem-
punyai elemen berserikat, misalnya (a b) dan (c d) kita
dapat menulis hasil kalinya sebagai
(a ble(c d) = (a b)e(b ¢c)o(b c)o(c d) = (a b ¢)e(b ¢ 4),
suatu hasil kali 2 sikel-3.

Jadi sebarang permutasi genap dapat ditulis sebagai hasil

kali sikel-3.o

Teorema 3.9
A; adalah suatu subgrup normal dari S; dan [Ani=n!/2.
Bukti-.

Dipandang A, subset dari S,, A, memuat semua permu-
tasi genap. Karena hasil kali 2 permutasi genap adalah
genap, A, pasti suatu subgrup dari S,. Dan A; adalah
subgrup normal dalam S,. Untuk memperlihatkan hal ini kita
ambil langkah sebagai berikut.

Kita ambil W grup bilangan real 1 dan -1 terhadap
perkalian. Didefinisikan 6: §; - W dengan 6(«) = 1 jika «
adalah suatu permutasi genap, 6{(x)} = -1 3jika o suatu
permutasi ganjil. Menurut teorema 3.7, & adalah suatu

homomorphisma kepada W. Dan Ker® nya adalah A,, dan Ker8
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ini adalah suatu subgrup normal dari 5.

Sehingga S;/A, « W. Ordo dari W atau [W}| = 2. Jadi

IRy = _'.§n_'_ = nt/2.0

5. Grup Simetrik X beraksi pada X

Andaikan X adalah sebarang himpunan yang tidak kosong,
grup simetrik X atau grup semua permutasi dari X, yang
dilambangkan dengan M(X), adalah suatu grup yang beraksi
pada X oleh pemetaan w dengan aturan ¢(o,x) = o(x), untuk
semua o € M(X), x € X. Khususnya jika X = {1, 2, ...., n}

maka X adalah suatu §;-set.

B. Simetri

Dalam Geometri, transformasi adalah suatu pemetaan
bijektif antara semua titik dalam bidang : P — P’,
yaitu suatu aturan untuk mengadakan pasangan titik-titik
dengan catatan bahwa:

1l setiap pasangan mempunyai anggota pertama P dan anggo-
ta kedua P’

2 getiap titik hanya satu kali menjadi anggota pertama
dan satu kali menjadi anggota kedua dari satu pasangan
(p,P").

Telah diuraikan dalam Teorema 2.10 bahwa pemetaan
bijektif itu invertibel. Karena transformasi adalah pe-
metaan bijektif dalam bidang kepada himpunan yang sama

~maka kalau transformasi itu dinotasikan dengan T, T ini
mempunyai invers dan inversnya berupa transformasi juga.

I disebut tranformasi identitas bila I(P) = P untuk se-
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tiap titik dalam bidang.

Selanjutnya, dalam membahas transformasi perlu dipe-
lajari segala sesuatu yang bertahan (tidak berubah = in-
varian/tetap) terhadap transformasi tersebut,

Jika kedua anggota suatu pasangan (P,P’) berimpit,
yaitu P = P, maka P disebut titik invarian (titik te-
tap) dari transformasi itu dan suatu garis yang bertahan
terhadap transformasi T dinamakan garis tetap (garis
bertahan terhadap T), sebaliknya T sendiri dinamakan

mempertahankan titik atau garis tadi.

1. Isometri
Definisi 3.6

Suatu transformasi yang tidak mengubah jarak disebut
isometri atau transformasi kongruensi. Jika (P,P’') dan
{(Q0.0") adalah dua pasang titik yang berkorespondensi,

maka PQ = P'Q’.

Dalam kaitannya dengan permutasi dapat dijelaskan
demikian: ditentukan himpunan semua titik pada suatu
bidang dan M adalah himpunan semua permutasi dari bidang
itu ke dirinya sendiri sehingga mengawetkan jarak antara
titik-titiknya, jadi jika P dan Q adalah titik-titik pa-
da bidang itu dan a adalah di dalam M maka sjarak antara
o(P) dan «(Q) sama dengan jarak antara P dan Q. Permuta-
si dalam M itu disebut isometri dalam bidang.

Isometri dalam bidang yaitu translasi, transformasi

identitas, rotasi dan refleksi (percerminan). Sebelum
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kita membuktikan bahwa M terhadap komposisi membentuk

suatu grup, kita definisikan masing-masing isometri itu.

Definisi 3.7
Suatu translasi dalam suatu bidang adalah suatu
pemetaan yang membawa semua titik-titiknya dengan jarak
yang sama dan dalam arah yang sama. Contoh, translasi
membawa P ke P’ dalam Gambar 3.1 akan membawa Q ke @
Jika T adalah translasi itu dengan arah PP’ maka

— —
T :P +—— P, T:0 s Q'. Dan PP’ = QQ'.

r. Y

P Q
Gambar 3.1 : Ilustrasi dari translasi
Suatu translasi juga dapat dikatakan sebagai suatu
isometri yang tidak mempunyai titik invarian; setiap

titik berpasangan dengan titik lain.

Definisi 3.8

Suatu isometri yang setiap titiknya berpasangan
dengan titik itu sendiri disebut transformasi Identitas.
{(isometri identitas), isometri ini dinotasikan dengan I.
Semua titik dalam isometri identitas adalah titik inva-

rian, jadi I : P s P,

Jika beberapa isometri dikerjakan berturut-turut
kita dapatkan hasilkali ("product"™) isometri-isometri

itu. Jika hasilkali dua isometri sama dengan identitas,
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maka isometri yang satu adalah invers dari yang lain.

Definisi 3.9

Jika O suatu titik tertentu dan 8 suatu sudut dengan
ukuran tertentu, maka rotasi R ! P s P’ dengan defini-

si

i jika P = 0, maka P P', yaltu R : O 4 O
ii jika P # O, maka OP = OP’ dan (POP’' = 8 dengan arah
berlawanan dengan arah perputaran jarum jam.

0 ialah titik invarian. Suatu rotasi ialah suatu

isometri dengan satu titik invarian 0.

PI

0 P

Gambar 3,2 : Ilustrasi dari Rotasi

Suatu rotasi dengan titik pusat O dan sudut rotasi @
dinyatakan dengan R(0,0). Jika @ = 00 atau & = k 3609,
maka R(0.0%) = I atau R(O,k 360) = I dengan k suatu bi-
langan bulat. Jika @ = 180%, maka R(0,180") disebut se-
tengah putaran dan biasa disingkat dengan H ("half

turn") atau Ryj;;. H = R(0,180%) = R(0,-1809) = Ry)y.

Definisi 3.10
Suatu refleksi (percerminan) dengan cermin ¢ dapat
dinyatakan sebagai berikut:
Mg : P »— P

dengan definisi ¢ ialah sumbu PP’, yaitu ¢ . PP’ dan ¢
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melalui titik tengah PP’. Suatu refleksi adalah suatu
isometri yang titik-titik invariannya adalah titik-ti-

tik suatu garis lurus yang tidak lain adalah cermin itu.

Teorema 3.10
Himpunan M dari semua isometri dari suatu bidang Vv

membentuk suatu subgrup dalam grup M(V).

Bukti. V {P | P = titik pada bidang datar} atau

v

RXR= {(x,¥) | xe R, ¥ e R}.
M(V) = {a« ¢ V — V | o pemetaan bijektif}, menurut te-
orema 2.15 M(V) terhadap komposisi membentuk suatu grup.
Himpunan M adalah himpunan bagian dari M(V) dengan
M = {x e M(V}I d(P,Q) = d(a(P),x(Q)), untuk v P,o € V}
dan d(P,Q) adalah jarak antara dua titik P dan Q e V.
Harus dibuktikan bahwa M adalah suatu subgrup dari M(V).
Menggunakan teorema 2.17
a. Elemen identitas dari grup M(V) ialah t: V — V de-
ngan t{X) = X untuk setiap X ¢ V. Maka untuk setiap
P,Q eV, d(e(P},t(Q)) = &(P,Q). Jadi v ¢ M .
Maka M # &.

b, Diambil sebarang dua elemen a, B8 ¢ M, maka
d(a(P),x(Q))
da(p(?),p(Q)) = d(P,Q) untuk setiap P,Q ¢ V. Jadi un-

d(P,Q) untuk setiap P,Q ¢ V

tuk setiap P,Q e V berlaku

a((aep)(P), («oB)(Q}) = d(a«(B(P)),a(B(Q)))
d(B(r).B(Q))

d(P,Q). Jadi (aeB) € M.

i

¢. Diambil sebarang elemen o di dalam M.
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Maka d{a(P),a(Q))_= d{(P,Q) untuk setiap P, Q € V.
d(a1(P) ,a1(Q)) = d(a(al(P)),a(al(Q))) -
d(aexl) (P}, (woal) (Q))
d(e(P),{(Q))

d(P,Q). Jadi al ¢ M,

it

RKesimpulan M adalah subgrup dari M(V).p

Teorema 3.10 menjamin bahwa M, himpunan semua isome-
tri dari suatu bidang V membentuk suatu grup, maka mari-
lah kita lihat komposisi dari setiap isometri: Komposisi
dua translasi adalah suatu translasi dan dapat kita tun-
jukkan bahwa himpunan translasi membentuk grup Abelian.

Komposisi dua refleksi dapat kita bagi menurut relasi
kedua cerminnya, yaitu
1. Bila kedua cermin berimpit maka M, = I atau M, = Mg
2. Bila kedua cermin sejajar maka komposisi kedua refleksi

itu adalah suatu translasi dengan vektor translasi yang
besarnya dua kali jarak kedua cermin itu atau
M, Moy = Tyg dan Mg Mg, = Tz_d"l,

3. Jika kedua cermin berpotongan maka komposisi kedua re-
fleksi pada dua garis cermin berpotongan adalah suatu
rotasi dengan sudut rotasi dua kali sudut antara kedua
cermin itu. Jika Mg Moy, = Rep ), maka
Mo Mey = R(p,-20) -

Komposisi dua rotasi yang sepusat adalah suatu rotasi
dengan pusat yang sama dan sudut rotasi jumlah kedua sudut
rotasinya. Himpunan rotasi yang sepusat ini merupakan mo-
del grup komutatif (grup Abelian). Sedangkan komposisi dua

rotasi yang tidak sepusat belum tentu merupakan suatu
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rotasi maka himpunan para rotasi bukan grup.

Komposisi 2 isometri yang berlainan ada yang tidak
termasuk dalam keempat isometri yang telah didefinisikan
di atas maka untuk membentuk grup sesuai dengan teorema

3.10 perlu ada isometri yang ke lima yaitu refleksi geser.

Definisi 3.11
Suatu refleksi geser (dinotasikan dengan G) adalah
komposisi dari suatu refleksi dan translasi sejajar cer-

min.

Pada refleksi geser tidak ada titik invarian karena
memuat translasi. Selanjutnya kita lihat isometri langsung

dan isometri lawan.

Definisi 3.12

1. Suatu transformasi T dikatakan mengawetkan suatu
arah apabila untuk setiap tiga titik tak segaris
(P;.,Py,P3) arahnya sama dengan arah peta-petanya
(P{,P§,P§) dengan P{ = T(P;), P5 = T(Py), PS =
T(P3).

2. Suatu transformasi T dikatakan membalik suatu arah
apabila setiap tiga titik yang tak segaris
(Py,Py,P3)- -arahnya tidak sama dengan arah peta-
petanya (P{,P},P4) dengan P{ = T(P;), P5 = T(Py),
P§ = T(P3).
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Definisi 3.13
Suatu isometri dikatakan langsung apabila isometri
itu mengawetkan arah; suatu isometri dikatakan isometri

lawan apabila isometri itu mengubah arah.

Suatu translasi, rotasi dan komposisi dari keduanya
tidak mengubah arah maka disebut isometri langsung. Se-
dangkan suatu refleksi itu mengubah arah, maka komposisi
dua refleksi tidak mengubah arah. Dapat ditunjukkan bah-
wa komposisi refleksi terhadap cermin yang banyaknya
ganjil, akan mengubah arah, sedangkan terhadap cermin
yang banyaknya genap tidak-mengubah arah. Refleksi geser
mengubah arah karena memuat satu refleksi atau komposisi
tiga refleksi (refleksi ganjil). Marilah kita kumpulkan
komposisi dua isometri dari kelima isometri yang sudah
kita kenal.

Jika I adalah isometri identitas; T isometri translasi:
® isometri rotasi; M isometri refleksi; G isometri re-
fleksi geser maka

komposisi TT adalah T

komposisi T% atau %T adalah &%

komposisi ™ atau MT adalah G atau M

komposisi TG atau GT adalah G atau M

komposisi &R adalah ® atau T

komposisi %M atau M® adalah G atau M

komposisi MM adalah  atau T

komposisi %G atau G® adalah G atau M

komposisi MG atau GM adalah ® atau T
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komposisi GG adalah ® atau T.

Sesudah membahas transformasi dan grup isometri ma-
rilah kita sekarang membahas operasi simetri dan grup

simetri.

Definisi 3.14

Apabila kita mengatakan, bahwa suatu bangun itu si-
metrik maka padanya dapat dikerjakan isometri tertentu
yang disebut operasi simetri. Oleh operasi simetri suatu
bangun ditransformasikan ke dirinya sendiri sedemikian,
hingga bangun itu tidak berubah dan hanya terjadi permu-

tasi dari elemen-elemennya.

Misalnya, huruf A dan E serta segitiga samakaki. Me-
reka itu masing-masing mempunyai satu garis simetri. Ga-
ris g dinamakan garis simetri dari huruf A atau E atau
segitiga samakaki B apabila berlaku M@(A) = A, Mg(E) = E
dan Mg(B) = B. Oleh refleksi terhadap g huruf A ditrans-
formasikaﬁ ke dirinya sendiri. Maka dikatakan huruf 2
mempunyail simetri bilateral. Demikian pula huruf E atau
segitiga samakaki B.

Huruf N mempunyai satu titik simetri. Titik O dina-
makan titik simetri untuk himpunan S apabila
R(0,8)(8) = S. Oleh rotasi R(0,1800) atau H(O) huruf N
ditransformasikan ke dirinya sendiri, maka dikatakan hu-
ruf N mempunyai simetri putar,

Bangun swastika seperti gambar 3.3 mempunyai simetri
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putar.

Gambar 3.3 : Bangun Swastika

Operasi simetri bangun swastika adalah R(0,900), da-
pat pula R(0,1809), R(0,270%) dan transformasi identi-
tas. Jika R(0,909) kita singkat dengan R, maka himpunan
operasi simetri itu ialah {R, R%Z, R3, 1}, dengan RY = 1,

Sekarang kita ambil sebarang himpunan bagian T dari
V, yaitu himpunan semua titik pada suatu bidang dan se-
perti pada G(y) kita bentuk M) yaitu himpunan o € M
dengan syarat «(T) = T atau
M(p) = {a e M | «(T) = T}. Menurut teorema 2.18 M) ini
adalah suatu subgrup dari M. Selanjutnya kita definisi-

kan Grup operasi simetri.

2. Definisi grup simetri
Definisi 3.15

Jika T adalah suatu himpunan titik-titik dalam bi-
dang V maka grup M7y grup dari semua isometri yang
membiarkan T invarian disebut Grup Simetri dari T.

Jadi M(p) = {dc e M | «(T) = T }.

Contoh 3.3: T adalah persegi (bujur sangkar)
Ada operasi simetri, selain permutasi identitas yang
membawa bujur sangkar T ke diri sendiri sedemikian,

hingga bangun itu tidak berubah dan hanya terjadi
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permutasi dari elemen-elemennya.

~ H ’

i';jD b c.'i:)l

'

/

N X

~

~

~
N\

B
by
Y

!
]
i
~
—_— ¥
/]
1
|
I
T
]
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Gambar 3.4 : Bujur sangkar dengan simetri bilateral
dan titik simetri

Grup operasi simetri bujur sangkar menurut gambar 3.4
ialah M(ry = {I, R(0,900), R(0,1809), R(0,2700), Mg, My,
Mp,, Mp,} atau R = R(0,909) maka M) = {I, R, R?, RS,
My, My, My, Mp,3,

Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa Mye R sama dengan
Mp, yaitu refleksi terhadap by, dan R. M, sama dengan

MH vyaitu refleksi terhadap by.

///”’—ﬂﬁﬂﬁnuxon-“-*h“‘““\\k
b C C B D A

R My
A B D By rai . @ B
/,—-RoMx'\
D ¢ A B B c
My R
A B b ¢ A D

Gambar 3.5 : Hasil kali operasi simetri
Tabel 3.5 adalah tabel Cayley dari grup operasi si-

metri bujur sangkar tersebut.
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Tabel 3.5 ! Tabel Cayley grup simetri bujur samgkar

T (R O[RTRY Mg My | My |,
2 3
I I R R R My My Mbl sz
2 3
RO R [R® [ R” [T | My | My, | My | My
RZIR? R |1 [rR My |my M, | Mp,
3 3 Z
R | R” | T | R | R [Mp, | My | Mg | My
2 3
My My sz My Mbl I R R R
My | My Mp, 1 My sz R? I R R3
3 2
Mbl Mbl Mg sz My R R I R
My | Moy | My | My | iy R® | &2 |1

Setiap isometri dapat dibedakan oleh cara kita mem-
permutasikan titik-titiknya. Selanjutnya setiap elemen
dalam grup simetri itu akan berkorespondensi dengan
suatu permutasi dari M({A,B,C,D}).

Permutasi dari bujur sangkar ABCD berkorespondensi
dengan setiap operasi simetri yaitu I berkorespondensi
dengan (A), R dengan (A B C D), R2 dengan (A C B D), R3
dengan (A D C B), M; dengan (A D)(B C), My dengan
(& BY(C D), h%l denganﬂ(A)(c)(B D) = (B D) dan My, de-~
ngan (A C)(B)Y(D) = (A C).

Grup simetri huruf E ialah {I, Mg}, demikian pula
grup simetri huruf A. Grup simetri huruf N ialah {I, H}
dan grup simetri swastika {I, R, R2, R3} jika R =

R(0,900).
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GRUP SIMETRI

Himpunan operasi simetri suatu bangun membentuk suatu
grup, yvaitu memenuhi sifat tertutup, sifat asosiatif, ada
elemen identitas dan ada invers untuk setiap elemennya
terhadap operasi komposisi. Kita telah membahas dan mende-
finisikannya dalam definisi 3.15. Untuk aplikasi-aplikasi
dari teori grup ke geometri dan kristalografi, grup yang
dapat dibangun sebagai ¢grup simetri adalah grup siklik,

grup dihedral, grup simetrik dan grup "alternating™.

A. Grup Simetri Berhingga
1. Suatu contoh grup siklik

Andaikan G = S3. Elemen a € G. Sekarang kita tinjau
himpunan semua elemen, perpangkatan bilangan bulat dari a,
yaitu <a> = { ... , a?, al, e, a, a2, ... } , dengan
adanya kemungkinan elemen-elemen berpangkat itu sama.
S3 = {(1), (1 2 3), (1 3 2), (1 2), (2 3), (1 3)}.
Dalam 83 itu, (1 2 3)0 = (1), (1 2 3) = (1 2 3),

(1 23)2=(123)(123)=(132)z(1),

(1 23)%=(123)2(2 23) = (13 2)(123)= (1),
(1 23) = (1 23)%1 23)=(1)(123)=1(123),

(L 2 3)5 = (1 2 3)(1 23)=(123)(123)={132)),
(L2331 =(132), (123)?2= (12 3) dan

(1 23)3% = (1 23)2(123)r=(123)132)=().
Jadi

(L 2 3)3 = (1 2 3)0 = (1)

84
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(1 2 3)4

(1L 2 3)
(1 2 3)2 = (1 3 2)

it

(1 2 3)°

(1 2 3)1 = (12 3)2= (13 2).
Maka himpunan semua elemen (1 2 3) berpangkat bilangan bu-
lat yaitu <(1 2 3)> adalah {(1), (1 2 3}, (1 2 3)2} =
{(1), (1 2 3), (¥ 3 2)}.

Jadi <(1 2 3)> = {(1 2 3) | n e Z }, yang merupakan suatu
subgrup dari S3 (Contoh 3.1).
Sehingga {(l1), (1 2 3), (1 3 2)} adalah subgrup siklik
dalam S3. Karena himpunan itu memuat semua permutasi genap
dari S3 maka <1 2 3)>, juga merupakan Aj. Ordo <{(1 2 3)> =
3, sama dengan ordo dari elemen (1 2 3).

Selain <(1 2 3)>, himpunan H = {(1), (1 2)} Jjuga

merupakan subgrup siklik dari S;. Koset kanan dari H ialah

1. H(1) = {(1)(1), (1 2)(1)} = {(1), (1 2}}

2. H(1 2 3) = {(1)(1 2 3), (1 2)(1 2 3)}
= {(1 2 3), (2 3)}
3. H(1 3 2) = {(1)(1 3 2), (1 2)(1 3 2)}

<1 3 2)8 (1 3)31
Ketiga himpunan di atas membentuk partisi pada G. Dan in-
deks dari H dalam S; atau [83 : <(1 2)>] = 6 : 2 = 3.

Andaikan G adalah grup simetri bangun buijursangkar.

2 3
¢+ R, Mx: My; Mbll sz }.

1

Maka G = M(y) = {I, R, R
Koset kanan dari <Mg> = {Mf,Ah& } = {1, My} dapat kita

hitung sebagai berikut

]

1. <M (1) = {(Ie1), (MpeI)} = {I, My)
(1R ), (MpeR)} = {R, My)

3. <M (RY) = (TR, (MR} = (RY, M)

2. <Mp>(R)
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4. <M (RY) = ((1R), (MR} = (R}, wy).

Keempat himpunan tersebut membentuk partisi pada ¢ dan in-

1GI

deks <My> dalam G yaitu [G:<Mg>] = TS| = 4,
. X

Selanjutnya kita bahas grup Siklik ¢, dan grup Dihe-

dral D;.

2. Grup Siklik C, dan grup dihedral Dy
Sekarang kita perhatikan grup simetri segibanyak bera-

turan. Kita mulai dengan segitiga samasisi.

Gambar 4.1 : Segitiga samasisi dengan ke 3 sumbu si
metri dan 1 titik simetri

Ada 3 cermin pada segitiga samasisi. Himpunan operasi si-
metrinya {I, My, My, Mg, R(0,1200), R(0,240%} atau
{1, R, RZ, My, My, My,}. Sudut antara cermin berdekatan ia-
lah 60%. Banyaknya anggota grup simetri itu ada 6. Grup
gimetri segitiga samasisi ini disebut grup dihedral dan
dinyatakan dengan Di.

Grup simetri bangun huruf A juga suatu grup dihedral

yang dinyatakan dengan D) dan grup simetri bangun huruf H
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dapat dinyatakan dengan Dj;. Selanjutnya dari Contoh 3.3
vyaitu tentang grup simetri suatu bujur sangkar, himpunan
operasi simetrinya {I,R,Rzﬁﬁ,uxJﬁ,MM,MM} dengan

R = R(0,90%) dan sudut antara 2 cermin berdekatan 450,
Grup simetri bujur sangkar itu juga merupakan grup dihe-
dral dan dinyatakan dengan Dy.

Untuk segi lima beraturan gambar 4.2

Gambar 4.2 : Segilima beraturan dengan 5 sumbu si-
metri danm 1 titik simetri

Ada 5 cermin dan sudut antara 2 cermin yang berdekatan be-
sarnya é . 180% = 360, Jika rotasi ‘dengan titik pusat ©
dan sudut rotasi sebesar é . 3600 = 720 kita nyatakan de-
gan R yaitu R = R(0,72°), méka grup simetri segi lima ber-
aturan ialah {I,R,R?,R3,R%, M, My, My, My, M5},
Dengan jalan yang serupa kita dapatkan grup simetri segi
enam beraturan, yaitu {I,R,R?,R%,R4, RS, M), My, M3, My, M5, M),
Karena ada 6 cermin dan sudut antara 2 cermin berdekatan
7.1800 = 300, dan R ialah R = R(oﬁgﬁo) = R(0,600).
Mengingat hal-hal di.atas maka dapat kita simpulkan,

bahwa suatu segi n beraturan akan mempunyai grup simetri
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{I,R,Rz, _._'Rn"l,Ml,Mz, 'Mn}
Bda n cermin dan sudut antara 2 cermin berdekatan besarnya
1 0 . 3600
5'180 dan R = R(O,MH— .

Banyaknya anggota grup simetri segi n beraturan atau
ordo grup itu ialah 2n, dan grup itu memuat suwatu grup si-

klik berordo n.

Jadi jika G = {I, R,-Rz, coo R My, My, ..., M}, maka
iG] = 2n

¢, = {I, R, R, ..., RO}

¢yt = n.

Andaikan pada sebuah bujur sangkar ABCD seperti pada
Contoh 3.3, p(rho) = R ialah rotasi 909 dengan pusat O
p(mu) = Mp, ialah refleksi terhadap sumbu diagonal b;, dan
1{iota) ialah operasi simetri identitas, maka dari tabel
Cayley dapat kita tentukan
p = MyoMy, = p73
Pl = MycMy = p72

p3 M.xoMbl = p-l L

pu = My sedangkan pp = M. Jadi pp # pp.

plu = My, dan pp? = My,

pdu M, sedangkan ppd = My. Jadi p%i# ppd.

Sekarang grup simetrl bujur sangkar Dy = {t, p, o2, oY, u,
oU, phb_;ﬁp}. Grup simetri ini dihasilkan oleh {p,u} dan
berordo 8. Untuk mengisi Tabel Cayleynya kita dapat meng-
gunakan rumus upk = p@*p (karena upk adalah sebuah
refleksi pada sebuah garis yang melalui 0, jadi inversnya

adalah refleksi itu sendiri).

Sekarang kita definisikan grup ¢; dan grup Dy .
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befinisi 4.1
Suatu grup C, adalah grup siklik berordo n, anggotanya
rotasi dengan sudut putar sebesar k(360%/n), 05 k < n, dan

pusatnya titik O yaitu titik pusat segi-n beraturan.

Definisi 4.2

Grup dihedral umum D, adalah grup simetri yang
dihasilkan oleh 2 generator : {a,b} dengan hubungan
a = e, bl = e, ba = atlp atauy batl = ab, dengan e
adalah elemen identitas dan secara lengkap D, =

{e" a’ az’ ""an-lf bl abf azb.l + ae g anhlb}n

Berikut ini teorema dari Leonarde da Vinci. Dengan
menyusun teorema ini Leonardo bermaksud memberi penjelasan
tentang suatu kemungkinan memecahkan masalah simetri pada

bangunan utama kapel.

3, Teorema Leonardo da Vinci
Sebuah grup simetri berhingga dari suatu bangun dalam
bidang adalah salah satu dari suatu grup siklik ¢; atau
suatu grup dihedral D;.
Bukti.
Andaikan G sebuah grup simetri berhingga dari suatu
bangun bidang.
1. Andaikan G berordo n dan memuat rotasi saja. Setiap ro-
tasi, kecuali elemen identitas, dapat diandaikan akan
mengitari sudut positif kurang dari 360°%. Andaikan o

adalah rotasi yang sudut putarnya terkecil. Maka G me-
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muat ¢ = p%,p,p%,p3,...; dan setiap elemen G pasti mun-
cul dalam daftar itu. Kita buktikan demikian,.
Pertama-tama kita ambil B € G dan B ¢ pk untuk setiap
k. Jika sudutnya p dan B berturut-turut 65 (sudut putar
yang terkecil) dan 8g. maka t8p < 6g < (t+1)ep, untuk
t € N. Selanjutnya, rotasi p-t mempunyai sudut putar
sebesar tf, dengan arah negatif sedangkan 2 mempunyai
sudut putar positif lebih besér dari t6;,. Jadi komposi-
si Bp*, yang merupakan elemen G, berkorespodensi de-
ngan rotasi arah positif dan sudut rotasinya kurang
dari Bp. Kontradiksi dengan pengandaian bahwa Bp adalah
sudut putar yang terkecil. Maka dari itu
6 ={L=p% p, ... , p*l}, dengan p" = . dan
8p = (360/n)0. |
2. G memuat suatu refleksi p, dan andaikan H himpunan ro-

tasi dalam G. Maka H adélah suatu subgrup dari G dan
menurut bukti 1 andaikan H = {¢ = p0,p, ...,p0"13,
untuk p rotasi. Pasti G memuat t,p, ....o01,u,up,...,
ud“l. Setiap elemen upk (0 £ k < n) adalah suatu re-
fleksi, dan para elemen ini semuanya berbeda.

Diambil suatu refleksi y € G. Maka puy adalah hasil
2 refleksi, jadi suatu rotasi. Maka dari itu py = pk
untuk suatu k yang tertentu sehingga y = plpk = ppk,
Selanjutnya 6 = {t,p, ....0%1,u,up, ...,up"1}, vyaitu

suatu grup dihedral Dp.o

4. Beberapa contoh grup simetri yang saling isomorphik

Grup simetri dari huruf A atau E adalah grup dihedral
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berordo 2 dihasilkan oleh suatu refleksi tunggal dan di-
nyatakan dengan D). Grup simetri huruf N berordo 2 juga,
tetapi dihasilkan oleh setengah putaran dan dikatakan grup
siklik, Cj. Grup Dy ® C; karena mereka itu sebenarnya grup
tunggal berordo 2, yéng penampilannya secara geometri ber-
beda, Grup itu didefinisikan oleh o« = , atay o« = «!, dan
dinyatakan dengan ({., «},0).

Grup simetri déri bangun Swastika gambar 3.3 adalah
C4, yaitu grup siklik berordo 4, dihasilkan oleh rotasi
1/4 putaran, « dan didefinisikan oleh of = .. Sedangkan
bangun huruf Hladalah Dy, grup dihedral berordo 4, diha-
silkan oleh 2 refleksi u dan y dan didefinisikan oleh re-
lasi p? = 1, 32 = L;.uy = M.

Walaupun C4 dan Dy kéduaﬁyé berordo 4, mereka tidak
isomorphik karena kedua grup itu berbeda struktur dan
tabel Cayleynya. Ordo dari masing-masing elemennya dapat

dilihat dalam Tabel 4.1.

Tabel 4.1 : Ordo elemen-elemen dari Dy dan ¢4

D2 Cq
el emen ordo elemen ordo
t 1 L 1
Y 2 p 4
u 2 p2 2
pu 2 p3 4

C4 memuat 2 elemen berordo 4 sedangkan semua operasi
simetri dalam Dy (kecuali elemen identitas) berordo 2, ge-
neratornya berordo 2, demikian juga hasil kedua generator

itu, karena (pu)? = (pu)(pu) = pupp = pulp = pip = pl = .
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Grup simetri dari persegi panjang (sering disebut grup
dari Klein) adalah ({e, a, b, ¢}, « ), dengan operasi-

operasi simetrinya adalah sebagai berikut.

g

o

..................

.
H
H
1
H
H
H
H
H
H
H
H
H
e e e —
H
H
.
H
H
H
.
H
H
H
i

Gambar 4.3 : Persegi panjang dengan sumbu simetri
dan titik simetri
Elemen e adalah isometri identitas, a adalah refleksi
terhadap sumbu x, b adalah refleksi terhadap sumbu y dan ¢

adalah rotasi setengah putaran.

Ordo dari masing-masing elemennya seperti terlihat pada

tabel 4.2 berikut ini.

Tabel 4.2 ! Ordo elemen-elemen grup dari Klein

el emen ordo
e 1
a 2
2 -
c 2

Tabel 4.3 : Daftar Cayley dari Dy dan Grup Klein

Grup Do Grup dari Klein
L fol U pu o e a b c
L L u put e e a b c
p ol L pu - u a a e c b
u o L o) b b c e a
pu pu 7] e L c c b a e

Dalam grup dari Klein kita dapat menulis bahwa

¢ = ao.b dan pemetaan bijektif 6 dari Dy ke grup dari Klein
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itu, dengan €(L) = e, 6(p) = a, 6(u) = b adalah suatu iso-
morphisma. Tabel 4.3 adalah daftar Cayley kedua grup itu.
Selanjutnya, I3 &« S3. D3 adalah grup simetri dari se-
gitiga samasisi, dan sebarang operasi simetri menentukan
suatu permutasi dari titik-titik sudutnya. Definisi peme-
taannya adalah @ : D3‘-—a Sy3. Jika T dan 7y € Dy, maka
6(t.y) adalah permutasi titik-titik sudutnya, yang sama

dengan 8(t).8(y).

(o (e
O R

Gambar 4.4: Elemen D3 dengan permutasinya yang ber-
sesuaian

Gambar 4.4 mengilustfasikan ke 6 elemen dari D; dan
permutasi-permutasinya yang bersesuaian.

Pemetaan 6 adalah isomorphisma antara operasi simitri
segitiga samasisi dén‘permutasinya.

Sekarang marilah kita membahas grup simetri pada ba-

ngun-bangun ruang berdimensi 3.
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5. Grup Simetri bangun-bangun ruang berdimensi 3

Dalam membahas grup simetri pada bangun-bangun ruang
berdimensi 3 pertama-tama supaya kita mudah mendapat gam-
baran tentang grup simetri itu kita lebih dahulu mengambil
contoh, misalnya bangun kubus. Kita mulai melihat struktur
bidang sisi (permukaan), rusuk dan titik-titik sudut ku-

bus, bidang diagonal! dan bidang bimedian.

)

P

)!1 R
; _
i
P

Gambar 4.5 : Kubus ABCD EFGH

Dari gambar 4.5 dapat kita lihat bahwa struktur kubus
ABCD EFGH: mempunyai 6 bidang sisi,salah satu cara menge-
lompokkan bidang sisi kubus itu ialah ABCD berhadapan de-
ngan EFGH; ABFE berhadapan dengan DCGH dan BCGF berhadapan
dengan ADHE., Jadi ada 3 kelompok.

Struktur rusuknya: kubus mempunyai 12 rusuk, salah
satu cara mengelompokkannya ialah dengan menyebut rusuk
yang saling berhadapan, ada 6 kelompok yaitu
AB berhadapan dengan HG; BF berhadapan dengan DH;

EF berhadapan dengan DC; AD berhadapan dengan ¥G;
AE berhadapan dengan CG; BC berhadapan dengan EH.
Struktur titik sudutnya: kubus mempunyai 8 titik

sudut. Ke 8 titik sudut ini dapat dikelompokkan menijadi 4
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pasang yang berhadapan yaitu A dengan G, B dengan H, C de-
ngan E dan D dengan F.

Masih ada bagian penting dari kubus yaitu bidang
diagonal, pada kubus dapat dibuat 6 bidang diagonal salah
satu bidang diagonal igu ialah ABGH. Sedangkan bidang
bimedian adalah bidang yang melalui titik-titik tengah ke
4 rusuk yang searah. Ada 3 bidang bimedian, salah satunya
ialah PQRS.

Sumbu~sumbu putar kubus yaitu
1. Tiga buah sumbu simetri putar tingkat-4, vaitu garis-

garis penghubung 2 titik pusat bidang-bidang sisi yang
berhadapan.
2. Enam buah sumbu simetri putar tingkat-2, yaitu garis
penghubung titik-titik tengah 2 rusuk yang berhadapan.
3. Empat buah sumbu simetri putar tingkat-3, yaitu garis
penghubung 2 titik sudut yang saling berhadapan, atau
garis diagonal,

Bidang simetri balik atau bidang refleksi dari kubus:
1. Enam buah bidang diagonal! dan
2. Tiga buah bidang bimedian.

Selanjutnya kita melihat operasi simetri kubus dengan
melihat titik-titik sudutnya. Cara memberi nomor ke 8
titik itu seperti pada gambar 4.6

Andaikan G adalah grup permutasinya {1, 2, ... , 8}
dengan syarat permutasi itu mempertahankan hubungan kete-
tanggaan titik-titiknya ("adjacent vertex"). Ada 48 permu-
tasi seperti yang dimaksudkan itu (24 berkorespondensi de-

ngan isometri langsung dan 24 yang lain dengan isometri
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tidak langsung). Dari ke 48 operasi simetri itu ada 10 ti-
pe permutasi yang dalam masing-masing kelompok secara
geometri ekuivalen. Tabel 4.4 di bawah ini adalah daftar
ke 10 tipe itu berikut contoh serta banyaknya operasi si-
metri dari masing-masing tipe.

7

ORREETEE PERS P

R

\
A\
\

N

Gambar 4.6 : Kubus 1234 5678

Tabel 4.4 : Tabel 10 tipe permutasi kubus 1234 5578

TIPE CONTOH BANYAKNYA OP.,STHETRI,

1. Identitas (1) ‘ 1

?. Refleksi terhadap ti- (17) (28} (35) (46) 1
tik pusat kubus

3. Rotasi 90%-sumbu per-  (1234) (5678) 6
mukaan

4, Refleksi trhd ttk pu- (1836) (2547) 6
satoRotasi 900sb per-
mukaan.

5. Rotasi 1800-sumbu per-  (13) (24) (57) (68) 3
mukaan

6. Refleksi-terhadap bi-  {15) (26) (37) (48) 3
dang bimedian

7. Rotasi 1800-sumbu te- - (14) (67) (28) (35) 6
ngah-tengah rusuk

8. Refleksi-terhadap bi-  (1§) (47) 6
dang diagonal

9. Rotasi 1200-sumbu ga-  (245) (386) 8
ris diagonal

10.Refleksi trhd ttk pu- {17) (265843) 8
satoRotasi 1200sh gr,
diagonal

Beberapa subgrup G, yaitu G dan G(y) vyang wmengesan

misalnya,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

97

1, Subgrup G yang memuat operasi simetri yang membiarkan
sisi atas (tutup) tetap demikian yaitu G(y) dengan
Y = {5, 6, 7, 8} mempunyai ordo 8, elemen-elemennya:
1. Identitas (1)
2. Rotasi 909 dengan sumbu garis penghubung pusat sisi
alas dan tutup, permutasinya (5 6 7 8)(1 2 3 4)
3. Rotasi 1800 dengan sumbu yang sama dengan no.2, per-
mutasinya (6 8)Y(5 7)(1 3)(2 4)
4., Rotasi 270% dengan sumbu yang sama dengan no.2, per-
mutasinya (5 8 7 6)Y(1 4 3 2)
5, Refleksi terhadap bidang diagonal, permutasinya ia-
lah (6 8)(2 4)
6. Idem , permutasinyva (1 3)(5 7)
7. Refleksi terhadap bidang bimedian, permutasinya ia-
lah (6 7)(5 8)(1 4)(2 3)
8. Idem, permutasinya ialah (1 2)(4 3)(5 6)(8 7).
2. Gy) dengan Y = {1, 2}
Ordo subgrup ini 4, elemen-elemennya yaitu
1. Identitas
2. Refleksi terhadap bidang diagonal, permutasinya
(1)(2)(3 6)(4 5)
3. Refleksi terhadap bidang bimedian, permutasinya
(L 2)(5 6)(8 7)(4 3)
4, Rotasi 1807 terhadap sumbu garis penghubung tengah-
tengah rusuk yang berhadapan, permutasinya ialah
(1 2)(5 3)(8 7)(4 6).
Sedangkan Gy dengan Y = {1, 2} elemen-elemennya adalah

Identitas dan Refleksi terhadap bidang diagonal yang per-
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mutasinya ialah (1)(2)(3 6)(4 5) = (3 6)(4 5). Jadi sub-
grup itu berordo 2.

Dari ke 48 operasi simetri kubus itu telah dikelompok-
kan menjadi 10 tipe permutasi, yang dalam masing-masing
kelompok secara geometri dianggap sama. Dalam kelompok
tipe ke 3 yaitu rotasi 90% dengan sumbu garis yang menghu-
bungkan titik pusat 2 bidang sisi yang berhadapan, terma-
suk juga rotasi 2700 dengan sumbu yang sama. Tetapi rotasi
180% dengan sumbu yang sama mempunyai kelompok berbeda.
Untuk menjelaskan pengelompokan itu marilah kita bahas

tentang elemen-elemen konjugat dalam suatu grup.

Definisi 4.3

Jika f dan g adalah elemen-elemen dari suatu grup G,
maka hasil gfg’l disebut konjugat kanan dari f oleh g.
Himpunan semua konjugat kanan dari f, {gfgt | g € ¢ }

disebut klas konjugat dari f dalam G.

Secara garis besarnya, jika f dan g adalah permutasi-
permutasi, maka konjugat dari f oleh ¢ menunjukkan reaksi
seakan-akan £ itu diubah oleh g. Misalnya, jika f adalah
rotasi 900 dengan sumbu permukaan atau berasal dari kelom-
pok tipe ke 3 maka konjugat dari f ada/termasuk dalam ke-
lompok itu juga. Pada umumnya, untuk permutasi-permutasi,

kita dapat menyatakan yang berikut:

Teorema 4.1
Suatu permutasi, «, memetakan x ke y bila dan hanya

bila gag’l memetakan B(x) ke B(y).
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Bukti.
(¢) Ditentukan ¢ ¢ ¥ +—» y dan B8 : x s B(X).
Maka invers B, ‘yaitu gl akan memetakan B(x) ke x atau
B 1 B(x) r— x.
Baf™H(B(x)) = Bu(BH(B(x))) = Balx) = B(y).
Jadi ol : B(x) s B(y).

(¢) Konjugat Bug™l : B(x) - B(y).

Maka BaBl(B(x)) = B(y)
Baplg(x) = B(y)
Ba(x) = B(y)

glga(x) = gl(y) atau
x(%) = y sehingga « ! X +— Y.o
Dari teorema di atas kita dapat mendefinisikan untuk

permutasi « dan B sebagai berikut,

Definisi 4.4

Untuk sebarang permutasi « dan B, jika Y adalah him-
punan semua titik yang dipermutasikan oleh «, maka B(Y)
adalah himpunan semua titik yang dipermutasikan oleh

Bapl,

Teorema 4.2.
Bila f,g dan h adalah elemen-elemen dari suatu grup G,
maka:
1. Konjugat dari fg oleh h adalah hasil dari konjugat f
dan g oleh h, yaitu h(fg)h! = (hfh"l)(hghl)
2. Konjugat dari f! oleh h adalah invers konjugat dari f

oleh h, yaitu hf-lnl = (hEnl)-!
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3. Konjugat dari £ oleh h adalah f bila dan hanya bila f
dan h komutatif, yaitu hfh'! = f bhb hf = fh

4. Konjugat dari konjugatnya f oleh g, oleh h adalah kon-
jugat dari f oleh hg, yaitu h(gfg'l)h"l = (hg)f(hg)-l

5. Bila h adalah konjugat dari £ oleh g, maka £ adalah
konjugat h oleh g-l

Bukti.
Bila £, g dan h adalah elemen-elemen dari grup G

1. Konjugat dari fg oleh h adalah h(fg)h!l = h(feg)h'!
(e adalah elemen identitas). A
Selanjutnya h{(feg)h! = h(fh lhg)h!

| = (hfh'l) (hghl).

Jadi h(fg)h™! = (hfh™l)(hgh'l),

2. Konjugat dari £} oleh h adalah hf-lhl.
Dari teorema 1 di atas h(ff-l)h! = (hfh1)(hfinl).
Andaikan e adalah elemen identitas dari 6 maka
e = hehl = h(ff-l)n1,
Di pihak lain invers dari (hfh"l) adalah (hfh'l)-l,
Jadi (h€h'l)(hfhl)-l = e,
Dari ke tiga persamaan di atas diperoleh
(hfh™1) (hEh1)l = (hEhl)(hflhl), dengan hukum kan-
selasi diperoleh (hflh'l) = (nfhl)-l,
3. Kita harus membuktikan bahwa hfhl = f @ hf = f£h.
(») Ditentukan hfh’l = £ . Jika kedua ruas dikalikan h
maka hfh"lh = £h atau hfe = fh. Jadi hf = fh.
(¢) Ditentukan hf = fh., Jika kedua ruas dikalikan h-l
maka hfh'! = £hh-l atau hfh'l = £,

4. Konjugat dari konjugat dari £ oleh g, oleh h adalah
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h(gfg)h'l. Dan h(gfgl)h! = (hg)f(gthl)
= (hg)f(hg)l.
5. Bila h adalah konjugat-f oleh g. Jadi h = gfg'l maka
g'lh = g-lgfg ! (kedua ruas dikalikan g-l)
g'ln = efgl
g-lhg = fglg (kedua ruas dikalikan g).
Jadi g-lhg = £ atau £ = glh(g1)l.pn
Implikasi dari teorema 4.2 bagian 4 dan 5 itu adalah

teorema berikut ini.

Teorema 4.3
Jika pada grup G didefinisikan relasi ~ sebagai beri-

kut g ~ £ bila dan hanya bila g adalah konjugat dari f

oleh paling sedikit satu elemen anggota G, maka relasi ~

tersebut adalah relasi ekuivalensi.

Bukti.

1. Andaikan diambil h ¢ G. Maka (h")¥1 ¢ G,
Jika g ~ £ bila dan hanya bila ¢ adalah konjugat dari £
oleh h maka g = hfh'l. Menurut teorema 4.2 bagian 5
maka £ = h'lgh = hilg(h 1)l Jadi ¢ adélah konjugat
dari g oleh paling sedikit satu elemen, yaitu h-l ¢ G.
Jadi f ~ g atau relasi ~ bersifat simetris.

2. Diambil p ~ q , yaitu p adalah konjugat g oleh h ¢ @
dan ¢ ~ r, yaitu q adalah konjugat r oleh.g € G. Karena
h € 8, g € G maka hg ¢ ¢, begitu juga (hg)l ¢ G.
Selanjutnya q ~ f oleh g berarti q = grgl dan p ~ ¢
oleh h berarti p = haghl = h(grg'l)hl = (hg)r(g-lnl)

= (hg)r(hg)l. Atau p adalah konjugat r oleh paling se-
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dikit satu elemen (hg) e G.

Jadi p ~ r atau relasi ~ bersifat transitif.

3. Diambil f = efe! , dengan e adalah elemen identitas,

e € G. Jadi £ ~ £ atau relasi ~ bersifat refleksif.
Dari 1, 2 dan 3 dapat disimpulkan bahwa relasi ~ adalah
relasi ekuivalensi pada G.p

Akibatnya pada G timbul klas ekuivalensi yang kita se-
but klas konjugat.

Kalau kita menggunakan induksi dan teorema 4.2.1 dan 2
untuk sebarang bilangan bulat n maka
henhl = (hfh"l)(hEnl) . . . (hfhl) dengan n  faktor
hfh-l. Atau hfth-l = (hEnl)n,
Maka ordo dari elemen f adalah sama dengan ordo dari sebha-
rang konjugat-konjugatnya.

Sekarang marilah kita melihat klas konjugat §;.
Jika X = {1, 2, ..., n} dan &, a;, ... , ¥ adalah

elemen~elemen yang berbeda dari himpunan X itu dan g ang-

gota S, maka konjugat dari sikel (ay a9 . . . a;) oleh B
adalah sikel (B{(a;) B(az} . . . B(ax)) sebab jika

« = (a; a3 . . . ag) dan B ¢ S; maka « : a;] +~— a; atau
a(ay) = ay , «afay) = 53 dan seterusnya. Menurut teorema

4.1 Bapt akan membawa pB(a;) ke g(aj;), membawa B(a;) ke
p{az) dan seterusnya. |

Menurut teorema 4.2.1 konjugat dari hasil perkalian
sikel-sikel dapat dihitung dengan perhitungan konjugat
setiap sikelnya. Jadi konjugat dari «, suatu hasil produk
sikel-gikel, oleh B adalah produk dari sikel-sikel yang

dihasilkan oleh penggantian masing-masing simbol dalam «
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oleh bayangannya karena B. Misalnya, jika a = (1 3 5)(2 4)
dan B8 = (1 2)(3 6 7) maka Bag™l = (2-6 5)(1 4).

Dengan tehnik penghitungan konjugat dalam S, seperti
di atas dua permutasi dalam §; adalah konjugat bila dan
hanya bila mereka mempunyai tipe sikel-sikel terurai yang
sama, yaitu bila dan hanya bila mereka berdua dapat difak-
torkan ke dalam k buah sikel-sikel yang saling asing de-
ngan panjang nj, Ny, ... Bk dengan 1< nj < ny £ ... < ny
dan ¥n; = n. Misalnya, ada lima klas konjugat dalam S ya-
itu berkorespondensi dengan kelima "tipe" permutasi dalam
S; yang direpresentasikan oleh sikel-sikel : (x)}, (x y),
(x-y 2z}, {(x y)( z w) dan (x y 2z w).

Mengenai klas konjugat dalam grup simetri kubus, di-
lihat dari titik-titik sudutnya dapat dijelaskan sebagai
berikut. Andaikan ¢ adalah grup simetri kubus itu, elemen
t adalah elemen identitas, maka untuk setiap « anggota G,
el = ool = Jadi klaé konjugat. dari 1+ adalah {¢}.
Begitu juga untuk 3, jika A adalah refleksi terhadap titik
pusat kubus. Untuk setiap a.anggota ¢ maka oral = el =
A = A, Jadi klas konjugat‘dari'l adalah {i}. Dan seba-
rang permutasi berkonjugat dalam G harus juga berkonjugat
dalam Sg; dengan menguji tipe-tipe dari representasi yang
didaftar dalam Tabel 4.4 dan menggunakan hasil yang telah
diuraikan di atas, maka kita lihat bahwa paling sedikit
ada lima klas konjugat, dan khususnya tidak ada refleksi
terhadap bidang diagonal dapat dikonjugasikan ke sebarang
simetri berordo 2 tipe lain. Ada 10 klas konjugat dalam G

berkorespondensi tepat dengan ke 10 tipe simetri terdaftar
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dalam Tabel 4.4.

Sekarang kita mencari kaitan antara klas konjugat
(Definisi 4.3) dan subgrup normal. Misalnya kita ambil
contoh G = 83 = {v, p, p, u, pp, pp?}. Klas konjugat dari
t dalam G adalah {1}, sedangkan dari p adalah {p. p!} dan
dari p adalah {u, pp, ppl}. Subgrup {t, p} bukan subgrup
normal, subgrup {¢, o p?} adalah subgrup normal,
sedangkan himpunan {t,u,up,.up?} bukan normal karena ia
bukanlah subgrup dari S3, karena banyaknya elemen himpunan
itu 4, bukan merupakan faktor dari 6, vyaitu ordo dari 81
(Teorema Lagrange). Jadi suatu subgrup dari ¢ adalah sub-
grup normal bila subgrup itu mempunyai sifat istimewa
yaitu bahwa ia tidak pernah memuat satu elemenpun dari @

tanpa memuat penuh klas konjugatnya.

Marilah kita membahas grup simetri bidang banyak
beraturan ("Platonic Solids"): bidang-4 (tetrahedron) ber-
aturan, kubus (hexahedron) beraturan, bidang-8 (octahe-~
dron) beraturan, bidang-12 (dodecahedron) beraturan dan
bidang-20 (icosahedron) beraturan. Kita akan membahas grup
rotasi/isometri langsungnya saja. Kita membatasi perhatian
kita pada rotasi karena hanya operasi-operasi simetri ity
vyang dapat diwujudkan secara fisik dalam ruang berdimensi
tiga. Kelima bidang banyak beraturan vyang telah kita sebut
di  atas diilustrasikan dalam Gambar 4.7 dan struktur

mereka disajikan dalam tabel 4.5,
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Tetrahedron
4’*
Dodecahedron Icosahedren
Gambar 4.7 : "Platonic Solids"
Tabel 4.5 ¢ Struktur dari “Platonic Solids”
BID RANYAK| BANYAK |BANYAK|BANYAK BENTUK BANYAKNYA
BERATURAN (| TTK SDT|RUSUK |PERMUKAAN|PERMURAAN [BD SISI DI
¥ TTK SDT
Tetrahe- 4 6 4 Segitiga 3
dron samasisi
Kubus B 12 6 bujur 3
sangkar
Octahe- 6 12 8 Segitiga 4
dron samasisi
Dodeca- 20 30 12 Segi->5 3
hedron beraturan
Icosa- 12 30 290 Segitiga 5
hedron samasisi

Kalau kita mengambil sebarang bidang banyak beraturan,
kita dapat mengkonstruksikan bidang banyak dualnya dengan

cara berikut: Titik-titik dari dual adalah pusat dari per-
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mukaan bidang banyak aslinya. Dua pusat itu dihubungkan
cleh suatu garis yang menjadi rusuk, Jjika bidang-bidang
sisinya bertemu dalam satu rusuk. Dual dari suatu bidang-4
beraturan adalah bidang-4 beraturan yang lain. Dualnya
kubus adalah bidang-8 beraturan, dualnya bidang-8 beratur-
an adalah suatu kubus. Bidang-12 beraturan dan 20 beratur-
an adalah dual satu sama lain. Sebarang simetri pada bi-
dang banyak beraturan akan menyebabkan sebuah simetri pada
dualnya dan sebaliknya. Jadi dual bidang banyak beraturan

akan mempunyai grup simetri rotasi yang sama.

Gambar 4.8 ¢ Octahedron & dualnya

Untuk memahami seluk beluk grup simetri rotasi bangun
ruang berdimensi 3 maka perlu lebih dahulu membahas aksi

grup simetri pada suatu himpunan.,

a. BAksi grup simetri pada suatu himpunan
Kita pandang D4 yaitu grup simetri dari bangun bujur
sangkar. Dy = {I, R, R?, R3, M, My, Mp,. Mp,}.
Sekarang jika notasi Dy kita ganti yaitu
t(iota) = I = operasi simetri identitas
pr(rho) = R; pp = RY; p3 = RY; py(mu) = M

py = My; B)(delta) = Mpyi dan &) = Mp,. Maka
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D4 = {L’ P, P2, PR3, M. “2! 51: 62 }-

4 P3 83 3
S4 d2 dl 59
Py e P2
m)
1y B 2

Gambar 4,9: Bujur sangkar 1234

Dalam gambar 4.9 diperlihatkan suatu bujur sangkar dengan
titik-titik sudut 1,2,3 dan 4. Sisi-sisinya kita beri nama
S}. sy, s3, sy4; diagonalnya d; dan d;; sumbu horisontal
dan vertikalnya dengan m; dan my; titik pusat € dan titik-
titik tengah Pj dari sisi s;. Jika
X = {1,2,3,4,51,82,33,84,nq,mg,dlidz,C,Pl,PQ,P3,P4},

maka X adalah suatu Dg-set. Tabel 4.6 di bawah ini
menyatakan secara lengkap aksi Dy pada X.

Tabel 4.6: Tabel aksi Dy pada suatu himpunan X

123 4s) sy 33 s¢mymp dj dy CPy Py Py Py
L 123 4 sy 53 s3 sgmmgdy dg CPp Py Py Py
P1 [ 2 3 41 sy s3 84 57 mym dy dy C Py Py Py By
Py 3412 s3 54 8 89mmdy dy C Py Py Py Py
P31 41 23 54 81 sp symm dy dy C Py Py By P3
#1143 21 S3 Sp 5] Sq¢ m my dyp dy C F3 Py Py Py
o | 21 43 51 84 853 89 mp m dy dy C By Pg Py Py
81 (1432 s34 535059 mm dy dy C Py Py Py Py
S 1321 43 si Sg s3 My m d; dy C Py P| Py Py

Dari Tabel 4.6 kita dapat menunjuk himpunan-himpunan
yang tidak berubah ("fixed set") X; untuk setiap o ¢ Dy

vaitu
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X, = X Xy = {32,34,ml,m2,C,P2,P4}
Xp = {C) . Xyp= {s1,83,m,my,C, P, Py}
Xp,® {mp,my,dy,dy,C} X51= {1.3,dy,4d,,¢}

Xps™ {c) X§,= {2,4.dy,4y,¢}

Jika G = D4 maka Gy untuk setiap x ¢ X adalah
G1 = {1,861} = G3, Gy = {1,8} = ¢4,

Gs;= {trp} = Gsy = Gpy= Gy,

Gsp= Lo} = Ggy= Gpy= Gy,
Cm= {t.p2.01, 1} = Gy »
Gq = {1.,p2.61,87) = Gy,

Ge = Dy.

Kalau kita memperhatikan para Gy di atas maka para
subset G; adalah subgrup~subgrup dari a. Gy inilah yang
disebut Stabilisator dari z (stab X},

Kita perhatikan lagi Dy~set, X, elemen-elemen dalam
subset {1,2,3,4} dipetakan ke elemen-elemen dari subset
yang sama terhadap aksinya Ds. Dan masing-masing dari ele-
men 1,2,3 dan 4 dipetakan oleh elemen~elemen Dy vyang
bervariasi ke semua elemen dari subset itu, Menurut teore-
ma 2.39, setiap G-set X dapat dipartisikan ke dalam sub-
set-subset seperti subset {1,2.3,4) itu, vyang disebut or-
bit. Maka orbit-orbit dalam X terhadap Dy adalah
{1,2,3,4}, {s1,5),83,54}, {m ,m}, {cC}, {d;.dy} dan
{P),Py,P3,P¢}. Dan orbit s; = {sy.89,33.54}, sehingga
IO0rb s3] = 4; sedangkan |Stab s3l= 1{e, muo}i= 2,

Jadi indeks Stab sy dalam Dy = [Dg:stab s3] = |Orb s3).

Contoh: Menentukan banyaknya rotasi sebuah kubus,
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Andaikan G adalah grup simetri rotasi dari suatu
kubus. Andaikan kubus digambarkan dan diberi nomor se-
perti pada gambar 4.6,

Stabilisator dari titik sudut 7 dalam gambar 4.6
adalah Stab 7 = {(1), (8 6 3)(5 4 2), (8 3 6)o(5 2 4)}.
Orbit 7 adalah himpunan semua titik sudut, karena ada
suatu elemen dari G yang akan menempatkan 7 ke sebarang
titik sudut. Oleh karena itu, menurut teorema 2.41 |G} =

iStab 7ix 10rb 7i= 3 x 8 = 24.p

b. CGrup tetrahedral A4, octahedral S; dan icosahedral Ag
Teorema 4.4

Grup simetri rotasi dari suatu tetrahedron beraturan
adalah isomorphik dengan A4.
Bukti.

Pertama-tama tetrahedron beraturan kita beri label 1,
2, 3 dan 4. Sebarang rotasi dari tetrahedron itu akan mem-
permutasikan titik-titik itu. Maka, Jika G adalah grup
rotasi dari tetrahedron beraturan, kita mempunyai suatu
homomorphisma x : G — S3 yang kernelnya hanya memuat ele-
men identitas. Jadi menurut: teorema homomorphisma G adalah
isomorphik dengan x(G}.

Kita dapat mempergunakan teorema 2.41 untuk menghitung
banyaknya elemen dari G. Stabilisator titik sudut 1 adalah
himpunan para permutasi dengan syarat yang menentukan
titik sudut 1 tetap, yaitu {(1), (2 3 4),(2 4 3)}.
Kemudian titik 1 digantikan oleh sebarang dari keempat

titik dari G, maka orbit dari 1 adalah himpunan keempat
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titik. Jadi |G| = |Stab 1]|0rb 1} = 3 x 4 = 12.

Ada 2 tipe elemen nontrivial dalam ¢ yang diilus-

trasikan dalam gambar 4.10 a dan b.

Gambar 4.10 : Tetrahedran beraturan

Rotasi tingkat 3 dengan sumbu garis yang menghubungkan
satu titik sudut dengan titik pusat bidang sisi di ha-
dapannya. Rotasi ini menampilkan suatu permutasi genap
dari titik-titiknya karena masing-masing rotasi dengan
satu titik sudut tetap dan mempermutasikan ketiga yang
lain secara siklis.
Rotasi berordo 2 yang sumbunya adalah garis yang meng-
hubungkan titik tengah sepasang rusuk yang saling ber-
silangan. Permutasi yang berkorespondensi dengan rotasi
itu, saling menukar dua pasang titik-titik sudut dan
permutasi itu adalah hasilkali dua transposisi yang me-
rupakan permutasi genap.

Jadi bayangan X memuat 12 permutasi yang semuanya
genap dan x(G) = A4.o

Grup alternating A4 juga disebut grup tetrahedral.
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Teorema 4.5

Grup simetri rotasi dari suatu oktahedron beraturan

dan kubus isomorphik dengan 84.

Bukti.
B’ P’ A’
(Y ‘4
Cl 1 \ Dt //
-~ e
\‘3\5\2\V////
] ~
T N
[ A ™
/i/ 1 =19
o \
A | 3

Gambar 4.11: Kubus ABCD C'D’A‘B’

Diagonal AA‘’ dikorespondensikan dengan bilangan 1, BB’
dengan 2, CC’ dengan 3 dan DD’ dengan 4. Dengan demikian
diagonal-diagonal itu diberi nomor 1, 2, 3 dan 4 seperti
diilustrasikan pada gambar 4.ll. Sebarang rotasi dari
suatu kubus akan mempermutasikan diagonal-diagonal itu,
dengan demikian kita telah mendefinisikan suatu homomor-
phisma 6 : G - 84, dengan G adalah grup rotasi dari
kubus.

Stabilisator dari sebarang titik tengah rusuk kﬁbus
adalah suatu grup siklik berordo 2, elemen-elemennya yaitu
identitas dan rotasi 1800 dengan sumbu yang melalui titik
tengah rusuk itu. Orbit dari sebarang titik tengah itu
adalah himpunan keduabelas rusuknya. Jadi menurut teorema
2.41 1G] = 2 x 12 = 24.

Dipandang rotasi berordo 2 dengan sumbu garis yang

menghubungkan P dan P’ seperti digambarkan dalam Gambar
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4,11. Permutasi yang berkorespondensi dengan rotasi itu
adalah transposisi (1 2) € 6(G). Transposisi-transposisi
yang lain adalah dalam 6(G). Karena setiap permutasi dapat
ditulis sebagai hasilkali sikel-2 (tidak perlu saling
asing) maka 6(G) = 84.

Menurut teorema homomorphisma, G/Kerf x S; dan

G|
{Kerf|
dan 6 adalah suatu isomorphisma.

= |S41. Karena IG| = [841 = 24, maka |Kerol = 1,

Octahedron beraturan adalah dual dari kubus, sehingga
grup rotasinya sama dengan grup rotasi kubus.p

Grup simetrik S4 disebut grup octahedral.

Teorema 4.6

Grup simetri rotasi suatu dodecahedron beraturan dan
suatu icosahedron beraturan adalah isomorphik dengan Ag.
Bukti:

Ada 30 rusuk dalam suatu icosahedron beraturan, dan
ada 15 garis yang melalui pusat icosahedron itu yang meng-
hubungkan titik~titik tengah dua rusuk yang berhadapan
(Refleksi setiap rusuk menurut titik pusat icosahedron itu
adalah suatu rusuk paralel, disebut rusuk yang saling
berhadapan). Jika ditentukan satu sebarang dari kelimabe-
las garis itu, ada tepat duvua yang lain yang keduanya tegak
lurus pada yang pertama dan tegak lurus satu sama lain.
Retiga garis yang saling tegak lurus itu kita sebut tiga
serangkai. Ke limabelas garis itu terbagi menjadi 5
himpunan para tiga serangkai. Kita beri nomor pada ke 5

himpunan itu 1, 2, 3, 4 dan 5. Gambar 4.12 memperlihatkan
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separoh dari suatu icosahedron beraturan bagian atas dan
kita beri label titik-titik ujung dari masing-masing tiga
serangkai itu.

Suatu rotasi dari icosahedron beraturan mempermutasi-
kan 5 tiga serangkai itu di antara mereka sendiri, dengan
demikian kita telah mendefinisikan suatu homomorphisma 6 :
G — S5, dengan G adalah suatu grup rotasi dari

icosahedron beraturan.

Gambar 4.12: Separch icosahedron beraturan bagian atas
Stabilisator dari sebarang titik sudut dari icosahe-
dron itu adalah suatu grup berordeo 5 yang mempermutasikan
secara siklik kelima titik yang berdekatan. Orbit dari se-

barang titik sudut adalah himpunan semua titik-titik su-

dutnya. Jadi menurut tecrema 2.41 |G| 5x12 = 60,
Ada 3 tipe elemen nontrivial dari G yaitu:

1. Rotasi berordo 5 dengan sumbu rotasi melalui suatu ti-
tik sudut. Rotasi dengan pusat A pada gambar 4.12 ber-
korespondensi dengan perkalian para permutasi siklik
(1 2 3 4 5), yang semuanya adalah permutasi genap.

2. Rotasi berordo 3 yang sumbu rotasinya melalui titik pu-

sat suatu bidang sisi. Rotasi dengan sumbu melalui B

pada gambar 4.12 berkorespondensi dengan perkalian per-
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mutasi (1 4 2) yang adalah permutasi genap.

3. Rotasi berordo 2 dengan sumbu-sumbu ke 15 garis yang
menghubungkan titik-titik tengah dari rusuk-rusuk yang
berhadapan. Permutasi yang berkorespondensi dengan sua-
tu rotasi dengan sumbu melalui €, dalam gambar 4.12
adalah (2 3).(4 5), yang merupakan permutasi genap.

Menurut teorema 3.8 setiap permutasi genap dapat
ditulis sebagai hasilkali para sikel-3 maka 6(G) = A;.
Karena G dan A; kedua-duanya berordo 60, maka implikasi
dari teorema homomorphisma adalah bahwa G adalah iso-
morphik dengan As.
Suatu dodecahedron beraturan adalah dual dari icosahe-
dron beraturan maka grup rotasinya sama.o

Grup alternating As disebut grup icosahedral.

Kita telah membahas grup simetri berhingga dalam ruang
berdimensi 3 secara khusus grup rotasinya. Selain "Plato-
nic Solids" masih ada bidang banyak yaitu piramida bera-
turan, prisma beraturan dan "Archimedian Solids" (ada 13
macam). Grup simetri prisma beraturan adalah grup simetri
Dp. Grup simetri (rotasi/isometri langsung) piramida bera-
turan dan "Archimedian Solids" ialah grup Siklik Cyp, grup
tetrahedral A4, grup octahedral S; atau grup icosahedral
As.

"Archimedian Solids" mempunyai sifat istimewa yaitu
bahwa bidang-bidang sisinya merupakan segi banyak beratur-
an dan semua titik sudutnya sama, maksudnya bidang-bidang

sisi yang mengelilingi titik-titik sudutnya sama dalam
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jumlah dan macamnya.

Suatu piramida beraturan /piramida-n (& 2 3) adalah
suatu piramida tegak yang alasnya adalah segi-n beraturan.
Grup simetri dari suatu piramida-n adalah isomorphik
dengan C;. Garis penghubung titik pusat bidang alasnya
dengan titik di luar bidang alasnya merupakan suatu sumbu
putar/lipat-n, dan elemen-elemen dari grup itu adalah
rotasi mengelilingi sumbu putar itu.

Alas suatu prisma beraturan/prisma-n (n = 3) adalah
segi~n beraturan. Grup simetri dari suatu prisma-n adalah
isomorphik dengan D;. Garis penghubung antara titik pusat-
titik pusat bidang alas dan tutupnya merupakan sumbu putar
tingkat n. Untuk n genap, garis yang menghubungkan titik
tengah~titik tengah 2 bidang sisi yang berhadapan (bidang
selimut) adalah sumbu putar-2, Kalau n ganjil, setiap ga-
ris penghubung titik pusat dari suatu bidang sisi dengan
titik tengah rusuk di hadapannya adalah suatu sumbu putar-
2, Elemen-elemen dari grup itu adalah rotasi-rotasi
terhadap sumbu-sumbu yang berbeda ini.

Selanjutnya ke 13 "Archimedian Solids" diperlihatkan
dalam Gambar 4.13. Ada 13 bidang banyak yang mempunyai ti-
tik sudut yang ekuivalen dan rusuk-rusuknya sama panjang.
Permukaan-permukaan dari suatu "Archimedian Solid" adalah
segi banyak beraturan. Benda-benda itu dinotasikan dengan
memberi nomor pada bidang-bidang permukaannya dalam ordo
siklik dari salah satu{sebarang) titik sudutnya. Tabel 4.7

adalah daftar notasi dan nama dari "Archimedian Solids".
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Gambar 4.13 : “Archimedian Solids"



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

117

Tabel 4.7 : Daftar notasi dan nama "Archimedian Solids®

BENDA NO PERMUKAAN KETERANGAN

1 3.62 tetrahedron terpancung

2 (3.4)2 cuboctahedron

3 4.62 . octahedron terpancung

4 3.82 ‘kubus terpancung

5 3.43 rhombicuboctahedron

6 4.6.8 "archimedian dual™ dari cubuctahedron
7 34.4 snub cube

8 (3.5)2 dodeca/icosahedron terpancung

9 3.102 dodecahedron terpancung
10 5.62 icosahedron terpancung
11 3.4.5.4
1 34 5 snub dodecahedron
13 4,6.10

Dalam mempelajari tentang grup-grup simetri kebanyak-
an homomorphisma dan isomorphisma dengan sendirinya muncul
kalau kita sedang dalam proses mencoba mendapatkan alat/
sarana menghitung yang efektif untuk mencatat hasil-hasitl
operasi simetri. Alat penting untuk masalah grup simetri
itu antara lain permutasi. Selain permutasi masih ada re-
presentasi grup simetri yaitu matriks, Dalam pembahasan
grup simetri langsung dalam ruang berdimensi 3 diperlukan
representasi matriks ini.

Himpunan para matriks real nxn dinotasikan dengan
w{nxn;R). Perkalian matriks adalah suatu operasi yang ber-
sifat assosiatif pada ®{nxn;R). Matriks identitas I terha~
dap perkalian ini ialah matriks yang elemen ke (ij) nya
adalah 1 jika 1 = j, dan 0 3jika i g 3. Matriks yang

mempunyai invers terhadap perkalian itu disebut matriks
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nonsingular.
Misalnya: X,Y € ®(2x2;R), X = a dan Y = (¥ *) maka
¢ d Y %

- W X4 . raWwtby axt+bz
XY = (c S)(y z) - (cw+dy cx+dz)'

o .
Matriks identitasnya ialah I = (é g). Dan tidak semua

matriks anggota himpunan ini mempunyai invers, yang mempu-
nyai invers hanyalah matriks nonsingular. Matriks yang de-
terminannya 1 atau -1 pasti mempunyai invers. Cara menen-
tukan invers matriks nonsingular antara lain dengan metode
mereduksi matriks itu menjadi matriks identitas I dengan
transformasi elementér atau dengan metode partisi,

Matriks berordo nxl disebut vektor kolom atau vektor
saja. Elemen-elemen bilangan real di dalam vektor itu di-

sebut komponen. Misalnya

v = al w = bl
- as ‘ . by
an by

Untuk memudahkan menulis vektor-vektor itu ditulis dalam
bentuk transposnya, yaitu

vt = (ay,a3, ... ,ap), wt = (b;,by, ... ,by). Dan dua buah
vektor tidak bisa dikalikan secara matriks kecuali bila

taktor sebelah kiri kita transpose dulu, seperti
viw = (ay,a7, ... ,ap) £ b1y = ajby + aghy + ... + ajby,.
by

by
Sekarang kita definisikan perkalian titik atau perkalian
gkalar dari dua buah vektor v dan w sebagai berikut

_Y_-_U_ - albl + azbz + .,., + anbn_
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Maka kita peroleh hubungan vty = v.w .

Jika v = w maka kita peroleh

viw = v.v = a2 + a2 + ... + a2 = {vi?, dengan |y| =

nl

Joag? + a2 + ...+ agl 2 0
Lambang {v| kita sebut besar vektor. Jika v dan w bukan
vektor nol dan v.w = 0, maka kita katakan bahwa kedua vek-
tor itu ortogonal atau saling tegak lurus. Dan vektor-vek-
tor berbentuk et = (1,0, ... ,0), £ = (0,1, ..., 0) ...
kita sebut vektor satuan, karena panjangnya adalah 1.

Dalam geometri suatu vektor adalah éuatu ruas garisg
berarah, misalnya a, BB dan sebagainya. Tetapi dalam hu-
bungannya dengan translasi, vektor adalah himpunan semua
ruas garis berarah yang menunjukkan satu translasi, jadi
dapat menyatakan suatu transformasi.

Sekarang kita lihat beberapa matriks yang digunakan
dalam transformasi.
1. Rotasi

R(0,90%) = rotasi dengan titik pusat O dan sudut rotasi

; . 0 -1
900 atau Ryjyq ditunjukkan oleh matriks ( 10 ],

‘ : -1 o
R(0,1800) atau R)/; oleh matriks [ o 1J' R(0,2700)

0 1
atau R3sq oleh matriks ( - ] .

1¢
Matriks untuk trasformasi identitas I = (0 ].

cosq -sin

sina cosad
cos(-«) —sin(~a)J

Jika sudut rotasinya « maka matriksnya [

dan inversnya ialah [

( Cosw sina]
-gine cCcosw

sin(-a) cos{~a)
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2. Refleksi

1

o .
}, terha-
0 -1

Matriks refleksi terhadap sumbu x, M; = (

-1 0
dap sumbu ¥y, My = ( 0 l]‘ Sedangkan matriks untuk re-

1
fleksi terhadap garis bagi sudut kuadran I, My = [i 0]

o -1
dan terhadap garis bagi sudut kuadran II, sz ( 1 0).

Sedangkan matriks refleksi terhadap garis g yang mela-

lui titik O dengan persamaan garis y = X tga, adalah
cos 20  sin 2

Rl iy
sin 20  -cos 2w

Jadi grup simetri dari bujur sangkar Dy dan segitiga
samasisi 853 dapat kita nyatakan dengan matriks sebagai

berikut.

S S N e N M e N e )

Determinan dari para matriks rotasi adalah 1 dan dari
matriks refleksi -~1. Ini sesuai dengan pernyataan bahwa
suatu rotasi tidak mengubah arah sedangkan suatu refleksi
mengubah arah. Hasilkali dua refleksi 4juga tidak mengubah

arah. Dan pada matriks rotasi kita lihat bahwa vektor-
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vektor kolom maupun vektor-vektor barisnya merupakan vek-

tor-vektor ortogonal. Yaitu, matriks rotasinya

cosa -sinﬂ]
. ’
sing cosy,

o ] ‘ = ' n
vy = 1 cosa + j sina dan v -i sinx + j cosa

<
r>
1

vi.¥y = 0 maka v} + ¥y,

1 sina + 3§ cosa

W) = 1 cosa =~ j sino dan wy

W1.¥W9 = 0 maka w; 1 w3,

Sekarang kita membahas subgrup-subgrup dari grup Eu-
¢lides yang berkaitan dengan grup simetri bangun-bangun
ruang berdimensi 3.

Pemetaan-pemetaan yang mengawetkan jarak dari ruang
berdimensi 3 membentuk suatu grup disebut Grup Euclides,
yang dasarnya adalah CGeometri Euclides. Dengan kata lain,
grup semua isometri dari R3 disebut grup Euclides berdi-
mensi 3 dan dinotasikan dengan E(3). Himpunan semua trans-
lasi dalam R?® membentuk subgrup yang dinotasikan dengan
T(3). Subgrup T(3) ini isomorphik dengan 0(3), karena T(3)
adalah suatu subgrup normainya E(3) yang grup faktornya
adalah E(3)/T(3), dan 0(3) adalah grup ortogonalnya
dimensi 3. Grup 0(3) ini memuat semua matriks ortogonal
real 3x3 terhadap perkalian matriks. Suatu matriks
ortogonal berkorespondensi dengan suatu transformasi
linear dari R? yang mengawetkan perkalian skalar dan
jarak. A adalah matriks real ortogonal 3x3 bila aAl = 1,
dengan I adalah matriks identitas dan AT adalah transpose

dari matriks A.
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Teorema 4.7

Grup isometri dalam R} yang tidak mengubah titik asal
adalah isomorphik dengan grup ortogonal 0(3).

Bukti.

Andaikan « adalah suatu isometri dalam R3, yang tidak
mengubah titik asal, x dan y adalah 2 vektor dalam 11?3.
Dipandang jajaran genjang dengan titik-titik o, x, y dan
RX+y. Oleh isometri o jajaran genjang itu ditransformasikan
ke o, «(z), af(y) dan o(x+y). Jadi o«(x+ty) = a(x)+a(y).
Garis yang menghubungkan ¢ ke x melalui Ax, untuk setiap
bilangan real 1. Oleh « garis ini ditransformasikan ke ga-
ris yang menghubungkan o dengan o(x), vang melalui a(2x).
Juga a(ix) = 2x(x), sehingga a« adalah suatu transformasi
linear,

Jika A adalah matriksnya transformasi linear o« ini
terhadap sistem koordinat maka A pasti matriks ortogonal.
Sebaliknya, sebarang matriks ortogonal menentukan suatu
transformasi linear yang mengawetkan jarak, sekaligus me-
rupakan suatu isometri yang tidak mengubah titik asal. Ko-
respondensi antara matriks-matriks dan tranzformasi linear
menghasilkan suatu isomorphisma antara 0(3) dan isometri-
isometri yang tak mengubah titik asal.g

Untuk selanjutnya kita mengidentifikasi grup ortogonal
0(3) dengan isometri-isometri dari R} yang tidak mengubah
titik asal.

SBelanjutnya matriks ortogonal adalah invertibel dengan
Al = -at. Jika detA adalah notasi dari determinan dari

suatu matriks A, maka dethA = 1 jika B ortogonal, karena
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jika A ortogonal maka det(afn) = (detal)(deta) = (deta)?.
Jadi dapat kita katakan bahwa grup orthogonal 0(3) adalah
suatu grup matriks real, dan sebarang elemen pastilah
mempunyai determinan +1 atau -1. Pemetaan determinannya
adalah

det: 0(3) — {1, -1}
adalah suatu homomorphisma dari (0(3),.) ke ({1,-1},.).
Kernelnya yang memuat matriks-matriks orthogonal dengan
determinan +1 disebut grup orthogonal spesial dimensi 3
dan dinotasikan dengan S80(3) = {A e 0(3){deta = +1}., Grup
orthogonal spesial: itu merupakan suatu sﬁbgrup normalnya
0(3) vyang berindeks 2. Elemen-elemen dari 80(3) disebut
isometri langsung, sedangkan elemen-elemen di dalam koset
yang lain dari 0(3) oleh S0(3), memuat matriks-matriks or-
thogonal dengan determinan -1, disebut isometri lawan atau
tidak langsung.

Grup-grup rotasi langsung dari "Platonic Solids" semua
menjadi subgrup-subgrup dari S0(3). Setiap elemen A ¢
80(3) mempunyai sumbu tetap, dan A itu adalah suatu rotasi
terhadap sumbu tersebut.

Oleh setiap elemen dari 0(3) bola satuan berjari-jari
1, yaitu s? = {x ¢ RS | Ix) = 1} dipetakan ke dirinya sen-
diri. Setiap grup rotasi menetapkan titik asalnya ditentu-
kan oleh beraksinya grup itu pada 8? itu., Karena setiap
elemen « ¢ S0(3) mempunyai sumbu tetap dan « adalah rotasi
terhadap sumbu itu maka untuk setiap elemen nonidentitas «
€ S0(3) pasti ada 2 titik kutub yang berlawanan pada 82

atau dengan kata lain ada x ¢ 5?2 sedemikian hingga a{(x) =



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
124

x dan of(-x) = ~Xx. x dan -x ini disebut kutub-kutub dari .
Jika ditentukan P ("pole") adalah himpunan para kutub dari
elemen~elemen G yang bukan identitas. G adalah suatu sub-
grup dari S0(3) yang ordonya berhingga, maka @ beraksi

vada himpunan P.

Teorema 4.8

G adalah subgrup dari SO(3) dan P adalah himpunan se-
mua kutub dari elemen-elemen nonidentitasnya maka G berak-
si pada P.
Bukti.

Kita melihat bahwa G mempermutasikan kutub-kutub itu
di antara mereka sendiri. Andaikan «,f & ¢ dengan «,8
bukan elemen identitas dan x adalah suatu kutub dari «.
Maka (o l)B(x) = Ba(x) = B(x).
Jadi B(x) adalah suatu kutub dari Buag’l, Akibatnya bayang-
an dari sebarang kutub adalah kutub yang lain, jadi ¢ ber-
aksi pada himpunan kutub-kutub itu.g

Sekarang marilah kita mengklasifikasikan grup-grup ro-
tasi dengan melihat banyaknya elemen dalam Stabilisator
dan Orbit dari para kutub., Stabilisator dari suatu kutud
x, yaitu Stabx = {@ € G |e(x) = x} adalah suatu subgrup
dari G, sedangkan Orbx = {B(x) | B € G} adalah suatu
himpunan dari P. Dalam Tabel 4.11 kita melihat stabilisa-
tor dan orbit kutub- kutub dari grup Cpr Dp, By, 84 dan
A;. (Kita bagi menjadi 2 bagian yaitu bangun yang mempu-

nyai dual dan yang tidak).
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Pabel 4.11: Daftar stabilisator dan Orbit CpoDnohg 84,85
Grup G = Ch Dy _ By

(6i= |n @ 7n @ 19 4A
Simetrinyal "
bangun piramida-n prisma-n tetrahedron

[Meiihat ag .

sudut pan-|
dang arah & ][ ° ®
kutub x
18tabz|= n 1 12 2 41 2 3 3
{0rh xi= 1 1 n n 2 6 4 4
Grup G = 54 Ag

[G]= 24 60
Simetrinyal 5
bangun kubus/octahedron dodecahedron / icosahedron
Melihat dg
sudut pan- .
dang arah s <$E;> f.
kutub x

' ‘atay  atau  atau atau atau atau

jstabxi= 2 3 4 _ 2 3 5
|0th x|= 12 8 6 30 20 12

Setiap grup Stabilisator, Stabx, adalah suatu subgrup
siklik dari para rotasi bangun beraturan itu menurut sumbu
yang melalui x. Orbit dari x yaitu Orbx adalah himpunan
para kutub vang bertipe sama dengan x%. Untuk memeriksa ba-
nyaknya elemen-elemen dalam para stabilisator dan para or-
bit dipergunakan rumus |G} = [Stabx]|Orbgl, untuk setiap
kutub x.

Misalnya, kubus mempunyai 3 tipe kutub dan 4 tipe ele-
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men nontrivial dalam grup rotasinya, ini kita ilustrasikan

dengan gambar 4.14,

-l o oo few

Melihat dg

sdt pandang

arah kutub x % 550
Orde rotasinya 2 3 4 gtau 2

Gambar 4.14: Rotasi-retasi dari kubus,

Teorema 4.9

Sebarang subgrup berhingga dari S0(3) adalah isomor-
phik dengan salah satu dari Cy(n 2 1), Dp(n = 2), B4, 84
atau Ag.

Bukti.

Andaikan G adalah suatu subgrup berhingga dari S0(3).
Diambil suatu himpunan kutub-kutub X1: o« , Xy, satu dari
masing-masing orbit. Selanjutnya p; = {stabx;! dan g =
j0rb xi|, maka pjq; = n = |G}.

Setiap elemen G yang bukan elemen identitas mempunyai

2 kutub, maka banyaknya kutub dengan pengulangan-pengu-
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langannya adalah 2(n -1). Kutub x; terpikir/bertindak se-
bagai suatu kutub dari suatu elemen adalah sebanyak pi-1
kali. Ada sebanyak g; kutub yang bertipe sama seperti Xi .
Maka dari itu, banyaknya kutub total, dengan menghitung

pengulangannya, adalah

2(n-1) = ij_lqi(pi-l) F i‘ﬂqipi- qi = i)_l(n-qi)

sehingga
2 - 2 - : (1 -2 ) {kedua ruas dibagi n). ..... 1)
87t TR
Jika G bukan grup trivial, n z 2 dan berlakulah
2
1s gV <2 00N S 2)

Karena x; adalah sebuah kutub dari elemen-elemen noniden-

titas, Stabx; memuat sebuah elemen nonidentitas, dan pi22.

Maka dari itu % <1 - %, < 1. Menurut persamaan 1) bilang-

i
an r-pasti 2 atau 3.

Jika orbitnya 2, maka 2 - 2: 1 - lﬁ+ 1 ~i2
2 1 1 : ,
- B % = + ’
) & 2 qi qs {(dikalikan n)

Jadi g = q; = 1, dan py = py; = n., Ini berarti x; = x;,
sehingga hanya ada satu sumbu rotasi. Maka dari itu, G i=-
somorphis dengan grup siklik C,.

Jika ada 3 orbit, maka

1 1 1

2
y S - =+ - =+ 1 - =
= 1 fl 1 D) B dan
2 1
4+ -z o D — T
1 n P; P2 P3 3)

Andaikan p)< pss p3. Bila pi2 3, maka
1 1 1 1 1 1
-+ 4+ 2 + + =
P1 Py b3 S S K1 oy

Menurut persamaan 2) dan 3) maka ada kontradiksi sebab

2 . _n
5>0. Jadi p; = 2 dan ¢ = -
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. oy 2 1 1.1
Jika = 2 maka 1 + = = =+ =
Pl . % %_ ;' By atau
_ 1
'2' + ﬁ" “'Ez+ "53 e e 4)o
Jika pyz 4, maka -l-+‘-1'-s 2+ L=l dan menurut 4) maka
pp p3- 4 F T 7
ada kontradiksi sebab % > 0. Jadi pp adalah 2 atau 3.

Kemungkinan-kemungkinannya sebagai berikut.
Kasus (i) pj= 2, po= 2, p$=”gj n genap dan n 2 4,
Q= 3. @= 3 dan q= 2.
Kasus (ii) pj= 2, py= 3, p3= 3, n = 12,
9= 6, q3= 4 dan qi= 4.
Kasus (iii) p3= 2, P2= 3, p3= 4, n = 24,
= 12, g9y= 8, dan g3= 6,
Kasus (iv) pj= 2, py= 3, P3= 5, n = 60,

q1= 30, qp= 20 dan q3= 12,

1 L 1 1 _ 1 ' L,
f&+ 2 S + Z ° % Yang kontradiksi dengan persamaan

3), karena % > 0.

Kasus (i). Andaikan H = Stab ®3. H ini adalah suatu grup
rotasi terhadap 1 sumbu putar, itu berarti suatu grup si-
klik berordo %. Sebarang elemen A yang lain yang tidak di
H adalah berordo 2, berarti setengah putaran (half turn).
Maka dari itu, 6 = H v HA, dan G adalah isomorphik dengan
Dpfa. grup dihedral berordo n.

Kasus (ii). Andaikan y), y;, y3 dan ygs adalah 4 buah kutub
dalam orbit x;. Sekarang P; = |S8tab y;l = 3; jadi Stab Y1

mempermutasikan ys, yi3 dan y4 seperti dalam gambar 4.15.
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S’tab _y; y"

Gambar 4.15¢ Stab y) mempermutasikan 79 Y3, V4
Maka dari itu, Iyy - w1l = jy3 - v1l = 1y - nl.
Dengan cara yang sama akan diperoleh Stab yy dan Stab y3.
Jadi vy, ¥3, Y3 dan y4 adalah titik-titik sudut suatu

tetrahedron beraturan, dan G adalah suatu subgrup simetri

tetrahedron. Karena |G| = 12, maka G adalah grup rotasi
penuh Ag.
Kasus (iii). BAndaikan ¥}, ¥y, ... yg adalah keenam kutub

dalam Orb x3. Karena p3 = 4, suatu rotasi dalam stabilisa-
tor yi pasti menentukan 2 dari para kutub dan merotasikan
kutub~-kutub yang lain siklik 4 kali. Jadi Yy, ¥7 ... Yg
tetap pada titik-titik sudut suatu octahedron beraturan.
Karena |Gi= 24, maka G merupakan grup rotasi penuh dari
octahedron yaitu Sy.

Kasus (iv).

Gambar 4.16: Operasinya suatu elemen berordos 5

Andaikan y¥;, ¥, ... , Y19 adalah ke 12 kutub dalam
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Orb xj3. Sebarang elemen berordo 5 dalam G mempermutasikan
kutub-kutub itu dan pasti akan menetapkan 2 kutub dan mem-
permutasikan yang lain-lainnya, seperti Gambar 4.16 dalam
2 bqah sikel-5 yang saling asing, kita sebut

(2.3 456)-(7 89 10 11), dengan notasinya Yy adalah i.
Selanjutnya 1y, ¥3, V¥4, ¥5 dan yg; membentuk segi-5
beraturan dan jarak mereka dari y; semuanya sama. Dengan
cara yang sama untuk rotasi berordo 5 terhadap kutub-kutub
yang la-in, kita 1lihat bahwa kutub-~-kutub adalah titik-
titik dari suatu icosahedron, d4an grup G adalah grup

rotasi langsung A5 dari icosahedron.p

B. Grup Simetri tak berhingga dalam ruang berdimensi 2
‘Bangun—bangun yang grup simetrinya tak berhingga dapat

kita temukan misalnya pada dekorasi atau hiasan yang me-
lintang pada dinding di dalam/luar rumah atau gedung, pada
kain, atau kain batik; dengan ciri khas coraknya berulang-
ulang takberhingga kali. Ada 2 klas grup-grup simetri tak-
berhingga.

1. Grup Simetri dari jalur tak berhingga, yaitu grup sime-
tri dari bangun-bangun yang membiarkan satu garis lurus
tetap. Ada 7 macam kelompok jalur tidak berhingga yang
masing-masing mempunyai grup operasi simetri yang ber-
lainan, dan disebut "Frieze group”. Setiap jalur tidak
berhingga mempunyai grup simetri salah satu dari 7 ma-
cam grup tersebut. Berikut ini contoh jalur-jalur yang
dapét dipandang sebagai kelompok dasar yang mempunyai

grup simetri tidak berhingga.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
131

2 —F = E - =

b - — — - —
b — - S

o, |- - - | -~ i

- — — - —l

a. B — - o R — I
JE P JOUE —ti, JRG A

- = =F

£ [ - |- [ - [

- S - - —

g. i - S (o i .

= J . IO U N

Gambar 4.17 : Sebuah contoh dari ke 7 jalur tak
hingga/"Frieze group”

Grup=-grup simetri takberhingga dari bangun yang tidak

membiarkan satu garis lurus yang tetap. Ada 17 macam
kelompok bangun demikian. Pola dari tipe bangun-bangun
semacam itu biasanya ditemukan pada hiasan dinding, la-
ngit-langit rumah/bangunan atau aransemen tembok vang
dibuat dari batubata. Gambar-gambar berikut ini dapat
dipandang sebagai satu pola yang berkorespondensi de-

ngan masing-masing grup, sekaligus para generatornya.

Gambar 4.18: pl dihasilkan oleh 2 translasi
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L‘? < e < I < I
i
%Ha. %—;{l — —
47 < e < s < s

AN TN
AN AN
AT N
R2
Gambar 4.20

F

pm dihasilkan oleh 2 refleksi dan sa-

A

N

tu translasi

LTLTLT

Gambar 4.21 :pg dihasilkan oleh 2 refleksi geser

yang sejajar

R

132
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AN AN AN AN AN
;
AN f AT TN TN
AN AN N AN
AN AN AN
AN AN ™ AN

T

Gambar 4.22 : cm dihasilkan oleh 1 refleksi dan 1
refleksi geser

= & &

SR> &>
R4‘;"f“""'"':i Ry

o B e o

Gambar 4,23 : pmm dihasilkan oleh semua refleksi
terhadap ke 4 sisi suatu persegi panjang

N
/

NA O ONAN

N PN N N

AY
7/

s N b N

W

Gambar 4.24 : pmg dihasilkan oleh } refleksi dan 2

setengah putaran
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Gambar 4.25 : pgqg dihasilkan oleh 2 refleksi geser
yang saling tegaklurus

TR = TR S
R I B
e xRS
L S
> S >

Gambar- 4,26 : cmn dihasilkan oleh 2 refleksi saling

tegak lurus dan 1 setengah putaran

A /1 7] y
~ NS e ~ ~
L~ 74 L
= =
1 ‘
/_5. E ) a I ! 4 . d ~
< 0 AN ™~
L 1 Rj /:4 L~ L~
.

Gambar 4.27 : p4 dihasilkan oleh 1 setengah putaran
- dap 1 seperempat putaran
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Ry ‘
LN
’ ~

Gambar 4.28 : p4m dihasilkan oleh semuz refleksi
terhadap ke 3 sisi segitiga yang su-
dutnya 459, 450, 900,

Gambar 4,29 : p4qg dihasilkan oleh 1 refleksi dan 1
seperempat putaran

QE : &J; P

g L) I [ %
Gambar 4.30 : p3 dihasilkan oleh 2 rotasi dengan
sudut putar 1200

S
Y

N
073
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&$&d§? &&Jv N
& & BN

Gambar 4.31 : p3ml dihasilkan oleh 1 refleksi dan
1 rotasi._dengan sudut putar 1200

5»5»5&1—5»
5%295959
L

Gambar 4.32 : p31m dihasilkan oleh semua refleksi
terhadap ke 3 sisi suatu segitiga sa-
masisi

AVANAVA ’><3
AVAVARRVAY
_/\7\ _\/\7\ /\7V, 1\73
AV /\/ N \z\,
/\71
\Z\/ VA% Z\/

Gambar 4.33 : p6 dihasilkan oleh 1 setengah putaran
dan suatu rotasi dg sudut putar 1209
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K KX

Gambar 4.34 @ p6m dihasilkan oleh semua refleksi
menurut ke 3 sisi suatu segitiga vang
sudutnya 300, 600, 909,

Sekarang marilah kita membahas ke tujuh jalur takber-
hingga. Tetapi untuk memperjelas grup tipe jalur ke 6 dan
7 kita perhatikan dulu contoh tentang "direct product”
berikut ini. L e
Contoh: Z3 = {[01,[11,[2]} dan Sy = {(1)}, (1 2)}, maka
Z3 x Sy = {({01.(1)), ({11,(1)), (L21,(1), ([0}.(1 2)).

(E17.(1 2)), ([23.,(1 2))}.
Dan hasilkali (([1],(1 2))(f2],(1)) = (({1]el2]),(1 2)(1))
= ({0],(1 2)).

Dengan mengasumsikan bahwa jalur-jalur itu diperpan-
jang tak hingga kearah kanan dan kiri maka Grup simetri

dari ke 7 jalur tak berhingga ialah

Grup dari jalur di atas hanya memuat translasi.

Jika T adalah notasi dari translasi dengan jarak terke-~
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cil ke arah kanan, maka grup itu dapat dinyatakan de-
ngan Fj = {Tkx | k € Z }, yang merupakan grup siklik tak
berhingga yang dihasilkan oleh translasi tunggal dan
dinotasikan dengan Cg. Grup simetri ini juga sering

ditulis sebagai

Fp={ ... 1 ¢, 1,0, 2 o0, ... ).
G2 I 62
r . O e
G-l G G3

Grup dari Jjalur di atas hanya wmemuat refleksi
geser. Jika G adalah notasi dari refleksi geser itu,
dan pangkat genap dari refleksi geser itu adalah trans-
lasi maka grup simetri dari jalur itu juga grup siklik
tak berhingga atau €, yang dihasilkan oleh G.

Jadi Fy = {CK| k ¢ 7 }

= { .. .,6? @l, 1,06, @6 63, . . ...}
HoHiHoHy HoHy 5 I 5 HiHo HiHoH1H»
EE e if“ A = [
el o —d —
HoHyHp Ry Hy HijHoHy

Grup simetri ini terdiri dari 2 macam setengah
putaran ("Half-turn'") H; dan Hy;. Sehingga grup itu
dapat ditulis sebagai ¥y = { ... ,HsHHy, HpHy, Hy, I,
Hy, HjHy, HiHoHy, ... }.

Grup Jjalur di atas juga dapat dikatakan memuat
sebuah translasi dan rotasi, atau dihasilkan oleh suatu
translasi misalnya dinotasikan dengan T dan suatu rota-

si 180% dengan pusat suatu titik misalnya 0;, dinotasi-
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kan dengan R = Hj;. Dengan demikian grup simetrinya
adalah suatu grup dihedral tak berhingga, Dy.

Jadi Fs = { T"R" { Kk € Z, m = 0,1 }.

MHMH M:iT HMH HMHM
—_— . a— O —r—
MHM , MH ¢ _ H HM

Grup simetri Jjalur di atas dihasilkan oleh suatu
refleksi M dan suatu setengah putaran H, sehingga grup
simetrinya adalah grup simetri dihedral tak berhingga,
Dy dan dinyatakan sebagai Fy = { ..., MHMH, MHM, MH, M,
I, H, HM, HMH, HMHEM, ... }.

Grup simetri jalur di atas jugé dapat dikatakan di-
hasilkan oleh suatu refleksi geser G dan suatu rotasi
1800 dengan pusat suatu titik misalnya titik O dan di-
notasikan dengan R. Jadi Fy = {GkRm |l k ez, m = 0,1 }.

MoMiMo Mai ie M1 MiMsM

S R R A
i
1

; I ! 1
MMy MM,

Grup simetri jalur di atas dihasilkan oleh 2 re-
fleksi M; dan My berturut-turut terhadap cermin c¢; dan
¢y, sehingga grup simetrinya adalah grup simetri dihe-
dral tak berhingga, D, dan dinyatakan sebagai

Fs = { L Y | MQMler MQM],.- Mzr I, M}_r M]_Mz, MleMll e }'

Grup simetri ini juga dapat dikatakan dihasilkan
oleh suatu traslasi T dan suatu refleksi M dengan cer-

min c}. Dengan rumus TM = MT! maka -
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Fy = {TAM" | Kk e Z, m = 0,1}.

72 =1 1 T T2
£. = = = - -
MT-2 MT~1 M MT MT?2

Grup simetri jalur di atas dihasilkan oleh suatu
translasi T dan suatu refleksi M dengan sumbu simetri
garis horisontal. Grup simetrinya adalah "direct pro-
duct" dari grup simetri siklik tak berhingga dengan
grup simetri dihedral Dy, yaitu Fg = { ..., (719%,1),
(r2,1)y, (rl, 1), (1,1), (T,1), (72,1), (73,1), .... ,

c AT M), (T2M), (L), (ILM), (T,M), (T!,M),

.}. Jadi grup simetri jalur di atas adalah Co x D,
M3Ma, M3 3y . Mp,MjM3, MyM3My

g. 1~ . i : Wl i) Ml Pol
=l 2 - " k8 == 1
MiM3Mg MiM3 My ‘MiMo ,M1MoM3 ,M1MoM1M,
i 3 <2

Grup simetri jalur di atas dihasilkan oleh 3 re-
fleksi, berturut-turut M; dengan sumbu simetri horison-
tal, My terhadap cermin ¢y dan M; terhadap cermin cj.
Grup simetrinya juga “"direct product”™ dari grup simetri

dihedral tak berhingga D, dengan grup simetri dihedral

Dlo
Jadi Fr = { ..., (MMy,I), (M3, I), (I,I}, (M, 1),
(MoM3, 1), (MoMaM,y, I)  , ..., cee o (MgMy, M), (M3,Mp),

(I,My), (My,My), (MsM3,My), ... }, dan grup simetri

jalur di atas adalah Dy, x Dj.

Grup simetri dari pola gambar 4.18 - 4.34 disebut ke

tujuh belas grup "crystallography" dalam ruang berdimensi
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dua atau ke tujuh belas "wallpaper groups". Tabel 4.9 be-

rikut ini memperlihatkan notasi dari masing-masing grup

sekaligus para generatornya.

Tabel 4.9 : Daftar ke 17 “crystallegraphy groups"

GAMBAR | SIMBUL GENERATOR-GENERATOR

-4.24 pl 2 macam translasi

4,25 p2 3 setengah putaran

4,26 Pm 2 refleksi dan sebuah translasi

4,27 g g 2 refleksi geser yang sejajar

4.28 cm 1 refleksi dan 1 refleksi geser sejajar

4,29 i pmm para refleksi terhadap ke 4 sisi suatu

§ persegi panjang

4,30 pmy Suatu refleksi dan 2 setengah putaran

4.32 | cmm 2 refleksi saling tegak-lurus dan 1 sete-
ngah putaran

4.33 p4 1 setengah putaran dan 1 seperempat pu-
taran _

4,34 p4m semua refleksi menurut ke 3 sisi segitiga
yang sudutnya 459, 450 gan 909

4,35 pdg l refleksi dan 1 seperempat putaran

4,36 p3 2 rotasi dengan sudut putar 1200

4.37 p3ml l refleksi dan 1 rotasi dengan sudut pu-
tar 1209

4,38 p3lm semua refleksi menurut ke 3 sisi suatu
segitiga samasisi

4.39 p6 1l setengah putaran dan suatu rotasi de-
ngan sudut putar 120U

4.40 pém semua refleksi menurut ke 3 sisi suatu
segitiga yang sudutnya 309, 600 dan 909.

Gambar-gambar pada Lampiran 2 - 7 adalah gambar dari

motif kain atau kain batik yang telah ditentukan grup

simetrinya seperti telah tercantum pada keterangan dari

masing-masing gambar.
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BARB V

RESIMPULAN

A. Kesimpulan

Grup simetri suatu bangun T adalah himpunan semua
operasi simetri yang membiarkan bangun T invariant terha-
dap komposisi. Grup simetri berhingga suatu bangun dalam
bidang adalah €, atau D;, sedang dalam ruang Cp atau Dy
atau grup tetrahedral As atau 54 atau grup icosahedral As.
Grup eimetri tak berhingga bangun dalam bidang adalah ke
tujuh jalur tak berhingga "Frieze group'" dan ke tujuhbelas
"crystallography group”. Ada 2 representasi grup simetri
yaitu representasi permutasi dan representasi matriks,

.~ Untuk menentukan tipe simetri bangun-bangun dalam bi-
dang maupun dalam ruang dipergunakan teorema-teorema anta-
ya lain: Teorema Koset suatu subgrup dan Teorema Lagrange,
yang mengatakan tentang hubungan ordo suatu grup dan sub-
grupnya; teorema homomorphisma yang muncul untuk memberi
nama grup simetrinya dan mencari representasinya yang se-
suai; grup faktor; subgrup normal; direct product; kernel
dari suatu homomorphisma, aksi grup pada suatu himpunan;
elemen konjugat dan klas konjugat serta teorema Leonardo
da Vinei.

Ada hubungan antara grup simetri (Matematika) dan seni
vaitu bahwa Grup Simetri dapat dipergunakan untuk mengukur
keindahan suatu bangun. Maksudnya, setiap bangun dapat di-
tentukan ukuran simetrinya, yaitu ordo dari grup simetri

bangun tersebut. Ordo grup simetri bangun, baik dalam bi-

142
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dang maupun dalam ruang berbeda-beda. Semakin besar ordo
grup simetri suatu bangun, maka semakin nampak indah ba-

ngun tersebut.

B. Implikasi

Ilmu Pengetahuan dan Teknologi terus berkembang,
demikian pula Matematika. Grup simetri dapat diajarkan di
sekolah Menengah supaya dijadikan bekal untuk mempelajari
Matematika terutama geometri transformasi, matriks, dan
struktur Aljabar. Grup simetri juga meluaskan cakrawala
siswa sehingga mudah menemukan model-model Matematika dari
benda-benda nyata yang banyak terdapat di sekitar kita,
Sedangkan penerapan grup simetri secara langsung pada Iimu
Pengetahuan adalah untuk memecahkan masalah-masalah penge-
lompokan kristal-kristal sesuai dengan tipe simetrinya.
Tipe simetri suatu kristal adalah ukuran keteraturan su-
sunan atom-atom atau molekul-molekul dalam kristal terse-
but. Susunan atom-atom atau molekul-molekul ini kemungkin-

an dapat dilihat melalui teknik penyinaran dengan sinar-X.

C. Saran

Bagi calon guru alangkah baiknya memperdalam grup si-
metri dan memperhatikan keindahan dari benda-benda nyata,
mengingat kedua hal ini bisa dipergunakan untuk memotivasi
peserta didik dalam mempelajari dan mencintai Matematika
terutama Geometri Transformasi, Matriks, dan Struktur

Aljabar.
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LAMPIRAN
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LAMPIRAN 1

Arabic (13th century).

San Frangesco in
Assist (13th centuryl,

San Francesco in
Assisi {13th centuryl.

Gambar 1, diambil dari buku Durbin, John R
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LAMPIRAN 2

7 uN v

Gambar 2 Grup p2, Nian §. Djoemena hal. 54
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LAMPIRAN 3

Gambar 4 Grup pg, Harcld R, Jacobs hal 227
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LAMPIRAN 4

Gambar 5 Grup cm, Harold R. Jacobs hal 227

Gambar 6 CGrup prmg, Martin, George E hal 113
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LAMPIRAN 7

Gambar 11 Grup p31m, Harold R. Jacohs hal 227




