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ABSTRAK

Grup pada beberapa Irisan Kerucut ini memperlihatkan
hubunzan antara Aljabar dan Geometri. Adapun materi dari
Aljabarnya ialah Grup dan dari Geometrinya berupa Irisan
Kerucut. GCrup 7pada beberapa Irisan Kerucut ini adalah
suatu grup dihedral dan Irisan Eerucutnya meliputi
Parabola, Hiperbola dan Lingkaran.

Grup dihedral adalah grup vang dihasilkan oleh dua
generator yaitu a dan b dengan hubungan a® = e, be = e, ba
= a" 1y atau ban_l = ab, dengan e adalah elemen identitas.
Dalam grup pada parabola dan hiperbola, persamaan parabola
dan hiperbolanya dinyatakan sebagai persamaan parameter.
Generator-generator yvang akan membentuk grup dihedral pada
parabola dan hiperbola berupa suatu fungsi parameter
dengan syarat bahwa fungsi-fungsi tersebut berperiode dua
vaitu merupakan suatu involusi. Grup yang dihasilkan oleh
dua elemen berperiode dua adalah sustu grup dihedral.
Dalam grup pada lingkaran fungsi-fungsi tersebut disajikan
sebagai pemetaan titik potong kedua suatu garis dengan
lingkaran.

Dalam grup pada parabola dan hiperbola, fungsi-
fungsi vang disgunakan fungsi parameter t antara lain £(%t)
t

(t + 0), —— (& - 14 0),
t g Y ¥

1

sama dengan - {t % 0y,

Fa N I =

t
1 - t, -t. Jika komposisi dari dua fungsi tersebut di atas
mempunyai periode dua, wmaka pada parabola atau hiperbola
dihasilkan grup dihedral Do demikian juga jika komposisi
dari dua fungsi itu berperiode n maka pada parabola atau
hiperbola dihasilkan grup dihedral D, . Dan jika komposisi
dari dua fungsi itu berperiode tak hingga maka dihasilkan

grup dihedral Do
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Fungsi-fungsi parameter vang digunakan, masing-

1
masing mempunyai keistimewaan. Misalnya fungsi f(t) = — -
+

(t = 0), keistimewasnnya bahwa setiup titik pada parabola
akan ditransformasikan ke titik lain pada parabola oleh
fungsi tersebut dan garis penghubung kedua titik tersebut
melalui fokus. Tetapi pada hiperbola fungsi tersebut
mempunyai keistimewaan lain vaitu bahwa setiap titik pada
hiperbola akan ditransformasikan ke +titik lain pada
hiperbola dan garis penghubung kedua titik tersebut
mempunyai gradien 1.

Dalam grup pada lingkaran ditentukan fungsi-fungsi £
dan g. Diberikan titik-titik F dan G, fungsi £ memetakan
suatu titik A pada lingkaran ke titik potong kedua dari FA
dengan lingkaran tersebut. Demikian Jjuga fungsi £
memetakan suatu titik A pada lingkaran ke titik potong
kedua dari GA dengan lingkaran tersebut. Titik-titik F dan
¢ dapat berada di dalam maupun di luar lingkaran. Jika
titik-titik F dan G di berhingga dan titik F terletak pada
garis kutub titik G maka pada lingkaran akan terjadi grup
dihedral Do. Untuk titik F dan titik G yang berada di Jjauh
tak hingga, grup dihedral yang terjadi +tergantung daril
basar sudut vang diapit oleh zrah-arah yang ditentukan
oleh F dan G. Grup dihedral D, terjadi, Jjika arah-arah itu

360°
, misalnva terjadi D3 Jjiks arah-arah

mengaplt sudut
2n

vang ditentukan oleh I dan G mengapit sudut sebesar 60°.
Dan grup dihedral D ¢» pada lingkaran terjadi Jika arah-
arah vwvang ditentukan cleh ¥ dan G wengapit sudut yang

besarnya bukan pembagi bulat dari 380°.
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ABSTRACT

Groupe on conic sections show a relationship between
Algebra and Geometry, groups is a toplc in Algebra and
conic sections is that of Geometry. The conic sections arvre
parabolas, hyperbolas and circles and the groups on them
are dihedreal grouvps.

A dihedral group 4is a group generated by two
elements a and b with defining relations a® = e, b2 = e,
ba™ 1l = ab or ba = a® b and e is the identity element.
To get the groups on parabolas and hyperbolas, these conic
sections are presented by parametric equations. The
generators of the group are parametric functions of period
two or involutions. A Group generated by two elements of
period two is a dihedral group. The groupa on circles are
generated by functions defined by determining the second
intersection of a line through a point and the circle.

The functions used to get the groupes on parabolas
and hyperbolas sre parametric functions in ¢, for instance

1 1 t
f(t) is equal to - — (£ 4 0), — (¢t & O),
t t

t -1
(t -~ 14£90), 1 - t, or -t. If the composition of two of
those functions is of periode two, than the dihedrsl group
generated by those functione on the psarabolas and
hyperbolas is the dihedral group Do. If the composition of
two of those functions is of periode n 1t will give the
dihedral group D,. And naturally if the composition of two
of +those functions le of infinite period, the dihedral
group will be D,

Each of the parasmetric functions used has its

i
speciality. For example if f(t}) = - — (¢t # 0), then
t

viii
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a point @ on a parabola will be transformed to @Q°, such
that the line QQ- passes through the focus. But a point S
on a hyperbola will be transformed to S$7, such that the
gradient of the line 857 is one.

Groups on circles are generated by two functions £
and g. The function f(or g) transforms a point A on the
circle to the second intersection of F2 { ‘or GR) with the
circle. The points F and G may lie inside or outside the
circle or at infinity. For example if F lies on the polar
line of G with respect to the circle, than the group on
the circle will be Do. IF F and G are at’ infinity, then
the group generated depends on the directions determined
by F and G. If the measure of the angle batween the

360

directions determined by F and G is5 — then it will
2n

give the dihedral group Dn. For enamplse if the measure of
the angle determined by ¥ and G is 680 it will give the
dihedral group Da and if the measure of the angle is
incommonsurate with 360, the group on the circle will be

the infinite dihedral group Do
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BAB 1
PENDAHULUARN

A. LATAR BELAKANG MASALAH

Geometri dan Aljabar merupakan bagilan dari
pelajaran Matematika di Sekolsh Menengah yang sangat
renting. Geometri dipelajari dengan dua cara yaltu
secara sintetls dan secara analitis. Geometri vyvang
dipelajari secara sintetis merupakan geometri vang
sudah sering kita pelajari di Sekolah Menengah.
Geometri vang dipelajari secaras analitis yaitu Geometri
Analitik.

Selain dipelajari secara sintetis dan analitis,
geometri dapat dipelajari dengsan menggunakan beberapa
cara, di antaranya dengan menggunakan vektor dan
transformasi. Untuk mempelsajari geometri dapat diguvas-—
kan vektor, karens vektor-vektor dapat dipakail untuk
mencari persamasn vektor garis, dan luasan-luasan.
Selain itu vektor mempunyai hubungan dengan koordinaﬁ—
koordinat Cartesius.

Geometri vang dipelajari dengan menggunakan
transformasi sering disebut Geometri Transformasi.
Transformasi adalah kata lain untuk fungsi yvang diguna-
kan dalam geometri. Transformasi dalam geometri
meliputi translasi, refleksi, rotasi, refleksi geser,
dilatasi sentral, similaritas, refleksi dilaﬁ;if{> rotasi

dilatif. Transformasi dalsm geometri berbeda dengan
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Geometri Transformasi. Dalam Geometri Transformasi
dipelajari grup-grup transformasi.

Geometri mencakup materi yang banyak sekali di
antaranya tentang Irisan Kerucut yang nanti akan kita
uraikan. Irisan kerucut terbentuk dari hasil
rerpotongan suatu kerucut dan suatu bidang datar.
Irisan Kerucut meliputi Parabola, Ellips, Lingkaran dan
Hiperbola. Dalam kehidupan kita secara tidak sengaja
kita sering mengetahui bentuk-bentuk yang menyerupai
suatu Irisan Kerucut, salash satunya adalah suatu
lintasan peluru vyang ditembakkan yang berupa suatu
parabola.

Geometri khususnya Geometri Analitik berkembang
malai tahun 1637, vang diperkenalkan oleh Rene
Descartes. Dalam Geometri Analitik sudah ditunjukkan
bahwa antara Aljabar dan Geometri ada kaitan, karena
Geometri Analitik dipelajari dengan menggunakan sistem
koordinat sehingga dengan demikian metode Aljsbar dapat
diterapkan untuk mempelajari Geometri.

Geometri Analitik mempunyadi aplikasi vang
bervariasl yaitu digunakan antara lain dalam bidang
astronomi, ilmu alam, teknik, bisnis, pengobatan, ilmu
sosial, psikologi, statistik dan ekonomi. Khusus untuk
transformasi dalam geometri dijumpai dalam Archeolozi.
Transformasi geometri yang dijumpai dalam Archeologi di
antaranya refleksi dan translasi. Hal itu tampak dalam

dekorasi rot-pot atau jambanganwjambanéan bunga.
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Dekorasi itu aken simetris dan selalu berulang atau
dengan kata lain menerapkan suatu refleksi dan
translasi. Gambar vang digunakan dalam dekorasi itu
dapat berupa segitiga, lingkaran atau bangun datar -~
bangun datar lainnya. ©Selain dspat dijumpai dalam
Archeologi, transformasi geometri dapat juga digunakan
untuk membuktikan sifat-sifat penting Aljabar valtu
dengan menggunakan bangun datar geometri.

Aljabar berkembang sudah lama sekalil bahkan Jjauh
gebelum Masehi. Aljabsr vang berkembang itu sering
disebut Aljabar Klasik. Hal itu untuk membedakan dengan
Aljabar Modern vang baru berkembang pada abad 19.
Aljabar Modern atau sering disebut Aljabar Abstrak
mempe lajari tentang struktur-struktur Aljabar. Dalam
mempelajari Aljsbar ada heberapa tingkatan yang sering
kita kenal vyaitu Aljabar Rendah, Aljsbar Menengah,
Aljabar Tinggi dsn Aljabar Modern. Di sekolah menengah
lebih banyak dipelajari Aljabar Rendah.

Tujuan wutama Aljabar Klasik adalah menggunakan
manipulasi  Aljabar untuk menvelesalkan  persamaan-
perssmaan  polinomial. Aljsbar Klasik Juga telah
menghasilkan suatu algoritma yang berguna untuk
menyelesaikan semua persamaan polinomial satu variabel
dengan derajat kurang dari atauw sama dengan empat.
Lebih kurang tshun 1802 - 1828 Niele Hendrik Abel
menemukan metode Aljabar yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan polinomial dengan derajat lima

atzu lebih.
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Aljabar Modern vang berkembang pada abad 19
sampal sekarang, Juga menggunakan metode aksiomatik
atau metode postulat untuk mempelajarinya. Demikian
Juga Euclid ( 300 SM) mengumpulkan postulat-postulat,
definisi~definisi dan dalil-dalil kemudian menyusunnya
menjadi satu sistem deduktif. Meskipun demikian, sistem
deduktif wvang disusun Eueclid mempunyai kekurangan-
kekurangan dan disempurnakan antara lain oleh Hilbert.

Aljsbar meliputi materi vyang 1luas, Aljabar
khusuenya Struktur Aljsbar meliputi materi-materi
antara lain: grup,ring, field, daersah integral; vyang
akan kita uraikan selanjutnya adalah grup. Grup
merupakan materi paling dasar dalam Struktur Aljabar.
Grup adalsah himpunan elemen-elemen vang dapat
dikomposisikan oleh operasi biner seperti penjumlahan,
perkalian. Grup dengan operasi biner penjumlahan
disebut grup aditif, sedangkan grup dengan operasi
biner vperkalian disebut grup wultiplikatif. Operasi
biner pada grup tidak hanya penjumlahan dan perkalian
saja tetapi dapat berupa operasi biner - operasi biner.
vang lain.

Ada bermacam—macam model dari grup, model dari
grup ditentukan oleh elemen-elemen grup tersebut. Dalam
Geometri ada wmodel grup transformasi yvang elemennya
berupa suatu rotasi dengan satu titik pusat vang
disebut grup rotasi, dan elemen vyang lain adalah

translasi yvang disebut grup translasi. Model grup lain
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elemen~elemennva berupa bilangan misalnya himpunan
semua bilangan bulat dengan operasi biner pendumlahan,
model grup lain elemen-elemennysa berupa permutasi.

Grup ada  bermacam-macam di antaranya grup
dihedral, grup siklik, grup simetri, grup permutasi.
Dalam gruy sikllk model-model grup dapat berupa
transformasi, dapat Juga berupa bilangan misalnyva
himpunan bilangan bulat module lima kecuali nol dengan
operasi biner perkalian bilangan bulat wmodulo lima.
Palam grup dibhedral, elemen-elemen grup dapat berupa
transformasi atau bilangan. Grup dihedral vang elemen-
nya berupa transformasi dijumpail dalam grup dihedral
pada segi-n beraturan. Dan grup dihedral vang elemennvsa
berupa bilanganﬂ adalah grup dihedral bilangan primsa

vang kurang dari 12.

RUMUSAN MASALAH
Dalam tulisan ini akan kita selidiki:
i. Apakah vang dimaksud dengan Grup ?
Apakah yang dimaksud dengan Irisan Kerucut ?
Apakah elemen-elemen dari Grup pada Irisan Kerucut 7

4. Grup aprakah vang terjadi pada Irisan Kerucut ?

TUJUAN PENELITIAN

Dengan memilih topik atau judul skripsi "Grup
pada Beberapa Irisan Kerucut khususnya pada Parabola
dan Hiperbola"”, penulis mempunyail beberapa tujuan
vaitaa:
1. Untuk mendalami pengertian Grup
2. Untuk mendalami pengertian Irisan Kerucut

3. Untuk mendalami pengertian Grup pada Irisan Kerucut



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

PEMBATASAN MASALAH

Dalam topik skripsi ini akan diuraikan tentang
Erup vang termasuk materi dari Struktur Aljabar,
kemudian tentang irisan kerucut yang meliputi ellips,
lingkaran, parabola dan hiperbola. Dan Juga akan
dibahas tentang grup pada irisan kerucut khususnya grup
pada parabola dan grup pada hiperbola serta sedikit
pembahasan tentang grup pada lingkaran. Grup pada
ellips tidak dibahas karena persamaan ellips dapat
diturunkan dari persamaan lingkaran. Dalam grup pada
parabola dan hiperbola, persamaan parabola vang diguna-
kan adalah persamaan parabola vang sederhana (persamaan
kanonik parabola) dan persamaan hiperbolanya adalal

persamaan hiperbola orthogonal.

MANFAAT PENELITIAN

- Adapun dengan tulisan ini penulis berharap semoga
dapat berguna bagi kita supaya lebih memahami
pengertian grup, lebih memahami pengertian irisan
kerucut dan vyang lebih penting supava kita lebih
memahami pengertian grup pada irisan kerucut. Khususnya
bagi calon guru dengan mempelajari grup pada beberapa
irisan kerucut dapat meningkatkan kemampuannya dalam
mengajarkan Matematika khususnya tentang irisan
kerucut. Selain itu, seorang guru dapat memperkenalkan
pengertian grup dan penerapan-penerapannya kepada siswa
sehingga siswa menjadi termotivasi untuk mempelajari

Matematika.
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F. METODE PENELITIAN
Metode yvang digunskan untuk membshas topik-topik
itu ialah metode studi pustaka. Metode studi pustaka
ialah metode atau strategi pencarian sumber dengan
mengumpulkan sumber pustaka di perpustakéaan dan
menggunakan pengetahuan selama mengikuti perkuliahan.
Jenie-Jenis sumber pustaks vang digunakan tercantum

dalam daftar pustaka.
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BAB 1Y
LANDASAN TEORI

A. IRISAN KERUCUT
1. Pengertian Kerucut
Definiei IT_A.1.1.
Suatu bidang kerucut atau dengan singkat suatu
kerucut adalah tempat kedudukan titik-titik
dari garis-garis vyang melalui sebush titik
tertentu dan yang memotong atau menyinggung
sebuah garis lengkung (tertutup) vang
diketshui yang tidak sebidang dengan titik
tersebut.
Titik itu disebut puncak kerucut, garis lengkungnya
disebut garis arah kerucut dan garis-garis vyang
titiknya membentuk kerucut digebut garie pelukis
keruvcut. Untuk lebih jelasnya dapst dilihat gambar
berikut:
Titik P disebut puncak kerucut.

Garis bl’ b2 disebut garis pelukis
keruout. Garis lengkung K disebut

garis arah kerucut.

Gambar 1 : Kerucut



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Dalam uraian-uraian selanjutnya, kerucut vang
dimakesud adalah keruvcut lingkaran tegak. Disebut
kerucut lingkaran tegak bila garis arah kerucut itu
berupa lingkaran dan garis yvang menghubungkan puncak
kerucut dengan pusat lingksran tegak lurus pada
bldang lingkaran. Garis ini disebut sumbu kerucut.

Sudut vang dibentuk oleh sumbu kerucut dengan
salah satu garis pelukis kerucut sadalah setengah
sudut puncak kerucut. Pada gambar berikut:

Titik P merupakan puncak kerucut
lingkaran tegak, garis PA adalah
garis pelukis dan lingkaran (M,
MA) adalsh garis arah kerucut.
Sumbu  kerucut digambarkan oleh
garis vyang menghubungkan titik P

dan M. Besar setengah sudut puncak

dinvatakan dengan o (ZiAPM).

Gb.2. Kerucut
lingkaran tegak

Irisan Kerucut

Suatu kurva vang diperoleh dari perpotongan
antara suatu kerucut dengasn suatu bidang datar
disebut irisan kerucut. Bentuk-bentuk kurva yang
terjadi itu tergantung dari letak bidang datar
sebagai bidang pemotong terhadapr kerucut.

Bentuk-bentuk irisan kerucut ada bermacan—
macam bila bidang datar sebagai bidang pemotong

tidak melalui puncak kerucut. Bentuk-bentuk irisan
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kerucut dapat ditunjukkan dengan mengamati besar
sudut antara bidang datar dan sumbu kerucut (sudut
8) terhadar besar setengah sudut puncsk EKerucut
(sudut a). Jika & > a irisan kerucut berupa ellips
dan Jika © = B80° irisan kerucut akan berupa
lingkaran. Kemudian wuntuk © = a irisan kerucut
berupa parabola, sedangkan Jdika © < a irisan kerucut
akan berupa hiperbola. Untuk lebih jelasnya, dapat

dilihat gambar penampang berikut:

AW an A
(b.3. Fllips Cb.4. Lingkaran Gb.5. Parabola Gb.6. Hiperbola

Irisan kerucut yang berupa ellips (lingkaran),
parabola dan hiperbola itu terbentuk karena bidang
pemotong tidak melalui puncak kerucut. Jika bidang
pemotong melalui puncak kerucut, maka irisan kerucut
itu Dberturut-turut akan berupa titik, sebuah garis
lurus, atau sepasang garis lurus vyang saling
berpotongan. Dan irisan kerucut yvang terjadi disebut
irisan kerucut vang tidak sebenarnya. Sedangkan
ellips (lingkaran), parabola dan hiperbola disebut
irisan kerucut vang sebenarnyva. Selanjutnya akan
dibahas tentang irisan kerucut vang sebenarnya yaitu

ellips, hiperbola dan parabola.

10
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3. Ellips

8.

Persamaan Ellips

Sebelum mendefinisikan ellips, perln
diketahui dahulu pengertian tentang tempat
kedudukan titik. Tempat kedudukan titik-titik
adalah suatu hiwmpunan titik yang memenuhi syarat-
svarat sebagail berikut:

a. Semua titik vang wempunyai suatu sifat vang
ditentukan adalah anggota dari himpunan.

b. Bemua titik anggota himpunan mempunyal satu
sifat vang sama tersebut.

Definisi I1.A.3.1.

Suatu ellips jalah tempat kedudukan titik-

titik vang Jumlah Jaraknyva terhadap duoa

titik tertentu tetap besarnva.
Dengan definisi di atas, masih ada sedikit
keterangan vaitu bahwa Jjumlah jarak harus lebih
besar daripada 4, Jika 4 jarak keduas titik tetsp
tersebut. Kedua titik tertentu tersebut dinamakan
fokus dari ellips.

Untuk mendapatkan persamaan suatu ellips
diambil sebagal sumbu X garis vang melalul kedua
titik tetap vyaitu titik Fy; dan Fo. Sedangkan
sebagai sumbu vy diambil sumbu dari f;ﬁg. Jika

F{Fy = Zc, maka Fy (¢, 0) dan Fo (-c, 0).

11
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» /

Ful-¢,0) 0 ¥ (e,0) X

81 (01 "b}

Gb. 7. Ellipe dengan pusat O (0, 0) dan fokus
prada sumbu X
Mipalkan +titik P (x, y) edalah suatu
titik eebarang pada ellips, dan Jika Jumlah
jarak yang konstan itu adalah 2a, maka akan
berlaku:
PFy + PFp = 2a, dengan a > 0

Dengan definisi ellips di atas diperoleh:

Ellips = {T ! TFl 4 TFZ = Za}
=k W) |\ (k-0 vy 4
\| (x40 4y =20)
setelah diuraikan diperoleh
= {(x, ¥) | (&% - )X + &*y* = a® (8% - %)},
Jika 8% ~ c® = B?
= {(x, y) | ¥x* + &y® = 87}
x* Nl
={(x,v)[ +-——~=1}
a* [od
xz yz
+ =1 .... (1)
a? bz

12
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Persemsan (1) disebut persamsan suatu ellips
dengan titik pusat O (0, 0) dan fokuenya
terletak pada sumbu x dengan Fy (¢, 0) dan Fo
(~¢, 0). Jarak kedua fokus sama dengan 2c.
Titik-titik A4, Ao, By. By merupakan titik
puncak - titik puncak ellips. Dengan AqAp  =2a
dan ByBp, = Z2b. 5132 merupakan sumbu mayvor
ellivs dan ﬁ;ﬁz merupakan sumbu minor ellips.
Perpotongan sntarsa sumbu mayor dan sumbu minor
merupakan titik opusat ellips. Garis vang
melalui A; dan Agp serta sumbu dari Fy; dan Fy
merupakan sumbu simetri ellips.

Jika sumbu x dan sumbu v kita tuksrkan,
maka dari persamean ellipe di atas akan

diperoleh persamaan baru, vaitu:

+ =1, (a>b >0y .... (2)
a* b®

Perssmasan (2) merupakan persamsan ellips dengan
titik pusat O (0, 0O) dan fokusenyas pada sumbu vy,
vaitu Fy (0, ¢) dan ¥y (0, -c¢). Dalam hal ini
sumbit mayor ellips terletak pada sumbu y dan

sumbu minor ellips pada sumbu x.

13



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

A

A((O/G)
Filg

b B (5 o)
0| X

¥ (04-¢)
A. (v, -q)

Gb. 8. Ellips dengan pusat O (0, 0) dan fokus
pada sumbu Y

Bila dalam persamasn (1) ditemukan a = b

maka diperolieh persamasan

=2 Vz
o+ Sl
32 az
atau x* + y® = a® dan disebut persamaan lingkaran

dengan Jari-dari a. Jadi lingkaran adalah keadaan
istimewa dari ellips.

Untuk ellips vang titik pusatnya P (a., 3)
dan sunbu~sumbunya sejajar dengan sumbu-sumbu
koordinat, persamaannya dapat kita tentukan
sebagal berikut:

(x ~ a)® (y — B3)®

as b=

Garis Singgung pada Ellip:

1) Garis Singgung pada Ellips dengan gradien m

14
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Misalkan suatu garis dengan
gradien m, yvaitu y = mx + n merupakan
persamaan geris singgung pada ellips

x2 yz

a* b®

Kita akan mencari titik potong garis
singgung itu dengan ellips. Absis titik
potongnya didapat dari:

x? (mx + n)*®

+ = 1,
az b®

setelah diuraikan diperoleh:

(b* + a®*m* )xX* + Za®mnx + (8?n® - 82*b?)

= 0

Garis akan menyinggung ellips apabila
titik-titik potongnya berimpit, atau
persamaan kuadrat di  atas mempunyal
dua akar vang sama, terjadi Jika
diskriminannya sama dengan nol. Dan
apabila diskriminannya sama dengan nol,

diperoleh:

n==%\ a*m® + b*
Jadi ada duva garis singgung vang

gradiennya m vaitu:

vy = mx N\ &a8mE + b2

15



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

2)

Jika persamaan ellipsnyva:

(x - h)= (v - k)*
+ = 1,
a® b=

maka dengan menggunakan translasi SUSUNan
sumbu  akan didapat persamaan garis singgung

rada ellips dengan gradien m vaitu:

(y — k) = m {(x - h) £ \ a®*m* + b®

Garis Singgung pada Hllips dengan Titik
oinggung T(xqy, vq)

Persamaan garis singgung vyang melalui_m
T(xl, ¥1) dengan gradien m adalah:
vV-oyyp mm (X - X)) ... (D)

Persamaan ellips:

XZ y2
+ = 1 atau b¥x® + a%y?® = a*h® . ..(2)
a® fola
bzxa + a?_y2 - azbz
dy bex
ax aty
dy ~b2x1
m = [.—_—__——:! T e aa (3)
dx R = B 8%y

Dari persamaan (1) dan (3) diperocleh:
'—b‘?X]

vy - vy = ~ﬁt—*4w (x - X¢) ,
a8%yq

i6
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L

setelah diuraikan diperoleh:

X1XR AR
+ = 1
a° b

Jadi persamsan garis singgung ellips dengan

titik singgung T(xy, v4q) adalah:

HiX ¥y
-+ = 1

8= b=
IIntuk ellips yang persgamaannya:

(x - h)® (y - k)*®

az b2

persamasan garis sipggung dengan titik singgung

T (%4, y1) adalah:

(g - h) (2 - h) (vy - k) (¥ - k)
+ =1

a® b®

Sifat Utama Garis Singgung

Sifat utama garis singgung berbunyi:
Garis singgung di suatu titik pada ellips
membagi dua sama besar sudut antara garis
penghubung titik itu dengan titik ari vang

satu dan perpandangan garis penghubung

titik tersebut dengan titik api lainnva.

17
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,////////,

< :F,

Gb. 9. Ellips dengan garis singgung melalui
titik T

X W

Bukti:

Persamaan garis singgung pada ellips di titik
T(xq, ¥1) adalah:

XX vivy b® x4 Lo

+ = 1 atau ¥y = - e X 4
a® b*® a®yq Vi

Persamaan garis penghubung T dan ¥y adalah:

v X - ¢ ¥1
= atau ¥y = —e (X~ C)
Yl Xl - Xl -

Jika a;i adalah sudut antara garis singgung dan

garis TFq, maka:

"ble ’ Yl
, . a®yq Xy - ¢ . b® (cxy - &%) _ o
B 1- L - - -
; X v cyy (exq ~ &%) cyy
+ .

aayl Xy - ©C

Jika sudut antara garis singgung dan garis Tho
kita sebut ao, dengan Jjalan vang sama seperii

di atas, didapat:

18
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bz
g Go =

cyl

Jadi tg ay = tg ag, berarti ag = ag {terbukti)

d. Garis Arah atau Direktriks Ellips

Jika T(xl, Vi) sebarang titik pada ellips

maka Jarak T terhadap titik-titik api Fq (c, O)
dan Fo (-¢, 0) dapat kita hitung sebsgai berikut:
TFy dan TF, kita sebut sebagai dq dan do

d{® = (xy — ©)® + yy3® = x4® - 2cxy + ¥ 4+ y4F

do® = (g + €)® + y1® = ®4® + Zoxryg + 0F 4 y4q®

dza - d}_z = 4X10
do + dy = Za, Jadi didapat:
4xqcC 2xlc

dg = dy = =
2a a

Dari persamaan-persamaan ini dapat dihasilkan:

¢ 4
dl:w(:

a C

=

2

C &
- X4 ] dan dg = [ + X4 }

=1 C

19
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e ™

1
a 2
= — — -
c K= 2.

2
a
Gb. 10, Ellips dengan garis arsh x = ~ -— dan
c

Jika sekarang kita lukis garis-garis

az
x = % , maka tampak bahwa:

C - a®
dy :{ —! x {jarsk T sampai garie x = ]
a A S c
’ gt
dan do = |~} x [Jarak T sempel garis x = ]
o]

az — aa
dan % =
e c

Garis-garis x =

digebut geris-garis arah atau direktriks dari
ellips. Ternyete garis arsh - garis arah adalah
garis kutub -~ garis kutub dari titik api -

titik api Fl {(c, 0) dan Fo (-c, O)

20
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Definisi I1.A.3.2.:
Ellips adalsh tempat kedudukan titik-titik
veng perbandingan jaraknya terhadsp suatu
titik dan suatu garis tertentu tetap
besarnya dan perbandingan ini lebih kecil

dari 1

c
e disebut ekesentrisitas dan disingkst dengan e
a

Garis Tengah Sekswan

Pada suatu ellips kita tarik talibusur-
talibusur yang sejadar dengan garis y = mx + n;
kita akan mencari tempat kedudukan titik tengsh -
titik +tengah talibusur-talibusur ini. Ini dapat
kita cari sebagail berikut:
Kita mencari titik potong antara garis v = mx + n
dengan ellips kemudian kita mencari titik tengsh-
nya, dengan n suatu parameter.
b2x2 4+ a® (mx + n)* = a°b°
(b® + am®)x® + 28%°mnx + a*n® - a*b® = O
Absis—-sbsis titik potongnya adalah askar-akar dari
perssmaan kXuadrat di atas. Jika titik tengah

talibusur-talibusur itu T, maka:

21
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282 mn
Rp = s {Xl+x2) = -
2({b® + &8°m®)
a®mn
= - dan
'be + a2m2

—a*m*n bn
yT = -+ n =

'ba + aZmE 'b2 + aema

Tempat kedudukan vyang kita cari didapat
dengan mengelinminir n dan menjalankan koordinat-—
koordinat titik T.

Vop b*®

HKep &% m
Jadi persamaan tempat kedudukannya adalah:
bz

v o= - ® dan ini adalah persamaan suatu
a®*m

garis tengah dari ellips. Garis tengsh - garis
bz

tengah v = mx dan y = - —— x disebut garis
& m

tengah -~ garis tengah sekawan. Jika m; = m dan

meg = - i disebut arah-arah sekawan, maka
a*m
b2
my.my = - = , Mymy < O
Jadi my dan my tandanys  berlawanan. Yang
berarti bahwa garis tengsh - garis @ tengah
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sekawan ellips dipisahkan oleh sunmbu-sumbu

koordinat.

f. Persamaan Parameter Ellips
Persamaan parsmeter suatu ellips tidak

tunggal. Jika diberikan perssmasn suatu ellips:

2

Persamasn bherikut adalah persamsan parameter dari

ellips:

{X
¥

Jika vparameter o dihilangkan dan cosfa + sinfa

a Cos «

H

b sgin a , dengan o parameter

= 1 maka akan diperoleh persamaan ellips seperti

di atas.

4. Hiperbola
a. Persamaan Hiperbola
Definisi IL.A.4.1.:
ouatu hiperbola adalah tempat kedudukan
titik-titik yvang selisib Jaraknya terhadap

dua titik tertentu tetap besarnva atau

oo
W
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Definisi IT.A.4.2.:
ouatu  hiperbola adalah himpunan titik,
vang titik-~titiknya memenuhi syardt bahwa
selisinh  Jaraknya terhadap “dua  titik
“tértentu tetap.
Kedua titik tertentu tersebut disebut fokus
dari hiperbola vaitu Fy dan Fo.
bekarang kita akan menentukan persamaan
suatu hiperboela, tetapi sebelumnya kita membuat
sumbu X yaitu melalui Fy dan Fr dan sebagai
sumbu y adalah sumbu dari f;?é. Jarak Fy dan Fo
adalah 2¢ maka Fy (¢, 0) dan Fo (gek 0).
sesuatl dengan definisi di atas didapat:

Hiperbola:

i

(T [TFp - TFy| = 2a}

(G, v | N (x4 o) o+ oyE -

)

\l (x ~ )® + y® = 2a} .

setelah diuraikan diperoleh:

(x, y) | (c® - &%) x* ~ a”y®

i

a® (EN -t cEE B Re e R N T

1

{(x, ¥v) ' b2 x& - aZy® = ab? 1}

x* vE
= {(x, v) | ’ = 1}
a® b*®
XZ -y-?..
- =1 ... (D)
az 'bz

24



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Persamaan (1) disebut persamasan kanonik
hiperbola atau perssmaan pusai hiperbola dengan

pusat 0.

a
9

-c 0 a

Gb. 11i. Hiperbola dengan pusat 0 (0, 0O)

Sumbu-sumbu simetrinya adalah sumbu x dan sumbu
v. Sumbu Xx disebut juga sumbu nyata karena
titik potong sumbu x dengan hiperbola nyata dan
sumbu v disebut sumbu imsginair karena titik
potong sumbu y dengan hiperbola imajinair.
Titik pusat hipverbola adslah titik potong sumbu
eimetri - esumbu simetrinya. Titik  puncak
hiverbols adalah titik potong sumbu x dan
hiperbola.

Pada persamassn hiperbola:

a® b*

jika b = s meka persamasamya menjadl x* - y* =

a? dan disebut persamsan hiperbola orthogonsl.

25
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b. Asimtut Hiperbola
Diberikan suatu persamaan hiperbola

Y-‘?.

kemudian kita akan mencari titik potong hiperbola
dengan garis y = mx.
e w? . azyz - 2h2 3

setelah diuraikan diperoleh:

ab mab
x = % dan vy = *
N he -~ a8°m® N P2 ~ afm®
Apabila:
b b
b - a*m® > O atay -~ ——— < m <
a &

maka ada dua titik potong berlsinan.

b b
b* -~ a*m® < 0 atau m < ~ —— atauz m >
a a

maka tidak ada titik potong atau titik potongnva
khayal.

b
b - a®*m® = 0 atau m = + —

.;}

maka titik potongnya tidak dapat dicari.
b
Garis-garis y =t w  disebut
a8
agsimtut-asimtut hiperbola. Asimbut hiperbola

adalah garis vang menvinggung hiperbola di  jauh

tak hinggs.
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Gambarannva sebagai berikut: Jika Tl (x4, vq)
suatu titik psde hiperbola dan Tp (X1, v¥g)
guatu titik pada asimtut hiperbols, dengan

sbeis sama, msaka:

2

X ve= b
1 - ! = 1 atan vy = e J— \‘ xia - g*
&

as ol

b
Vo =& — %y
a

b
!Vl-'ﬁ@':(—-——(\' xf—aa—xl)!
&
b
11!31!?1“3’2{:11!5 m!(\le—a2~x1)|

Xl——$ w Xi-—J @ A

ba
= Yim =90

Xy —> ©
& \[ x1= - &% 4+ Xy

Jadi titik-titik itu semakin

T Jauh dari sumbu v akan

B et
‘\\Y ] " pemskin mendekati  asimtut.
T\
, 5 N\\fDan dari persamasan asimtut di
&/ 2 atas, diperoleh persamaan

sugunan asimtutnya yaitu:

= 0

Gb.12. Hiperbola
dengan asimbut-

asimtutnya
b

y= & -x
a

Jika b = s, makas asimtut-asimtut hiperbola

saling tegak lurus.
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. Garis Arah stau Direktriks Hiverbola
Suatu titik P (xy, vyy) terletak pada

hiperbola dengan persamaan

w32 2
- = 1
a* [
| \f Il 2 e 2 s
g ip PEYE = dq® = (%1 = ©)® + yq®
;I,.?:._._~_.___" P0x, 90 = Xla - QCX.l + of + Yla
1 d‘).
| L/ PRy = do® = (xq + ) + yq®

2omy + CF o+ yy°

= B

!
™
et

[
!

4cxq , d2 - d1

\g.
3
-
1 =l St Wy
V.
1
v
o
N
\i\
H
N S
ﬁ
"
0,
]
[
i
»
[Ty
t
.

B oom e —

w= %;‘ b %} = 2(‘:‘1
Gb.13. Hiperbola
dengan %&ris arah 5
a a8
R = - — dan ¥ = —
C £
Zcxl
Jadi dg + dy =
e a*®
dn = [ ®q + ]
a 1 C
s B
dj = [Xi - ]
# & C
8.2
(3aris x = = dapat digambar, tampak bahwa
C
'} c
d2 = ee— PD2 dan dl L —— le
& a.
aE
Dan garis—-garis x = % disebut garis arah -~
C

garis arah hiperbola. Sehingga diperoleh definisi

paru dari hiperbola:
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Definisi I1I.A.4.3.:

Titik

puatu hiperbola ialah tempat kedudukan
titik-titik vang perbandingan Jaraknya
terhadap suatu titik dan suatu garis
tertentu tetap besarnya dan perbandingan

ini lebih besar dari 1

{e:—g—->1}

itu disebut fokus dan garisnya adalah

direktriks.

Contoh:

1.

Carilah persamaan hiperbola yang titik api -

titik apinva terletak pada sumbu X,

simetris terhadap 0, Jjarak antara kedua

direktriksnya

8
3

3
—— dan eksentrisitasnya e = ——r
2

Jawab:

Misal persamaan hiperbolanya:

xz yz
A = 9
a? b
8
Jarak antara kedua direktriksnya ~—- dan
3
3
& % e, sehingga didapat a = 2 dan ¢ = 3
2
b* =g - 582 = 9§ - 4 = 5

29
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Jadi persamaan hiperbolanva:

2. Diketahui suatu hiperbola yang mempunyai titik
apli F (-2, -3) dan persamaan garis arah vang
herpasangan dengan titik api ini adalsh = + 1
= { dan titik A (-3, ~5) ‘terletak padsa
hiperbola tersebut. Carilah pPerSansan
hiperbolanya !

Jawab:
Misalkan (%, v) sebarang titik pada hiperbola,

maka berlaku:

NP o o+ 22X 0+ (y 4+ 3)°® = e | x+ 1}

(x + Z2)% + (y + 3)*

e® (x + 1)®

Karena titik A (-3, -5) terletak pada

hiperbhola, maka berlaku:

Jadi persamsan hiperbolanya:
5

(x + 2% + (y + 3)° = —— (X + 1)% atau
4

X2 o~ 4y® - 6% - 24y - 47 = 0

d. Garis Singgung pada Hiperbola
Kalau kita perhatian persamaan ellips dan

persamaan hiperbola herikut:
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xa ya
Persamasn e€llips: + = 1 dan
a* ok
=@ y2
Persamaan hiperbols: - = 1 atau
32 bz
XZ y..
+ — il
aa __,b?.

Tampak bahwa perbedasan kedusa persamaan di  atas
hanva pada tanda dari b*, untuk ellips tandanyva +
dan untuk hiperbola tandanya -.

Untuk ellips dengan titik opusat (a, 3

persamaannya:
(z - a)® L P T
+ = 1
aa bz
Maka untuk hiperbola dengan pusat (a, B3,
persamaannya:
(x — a)t (y - B)*
- = 1
a® b*

1) Garis Singgung pada Hiperbola dengan Gradien m

Persamaan garils singgung pada ellips:

y:mxi\! a*m* + b®

Jadi persamaan garis singgung pada hiperbola:

y = mx £ A\ afm® - b5 ..., (1)
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&3

Persamaan (1) mungkin, Jjika a*m® -~ b®
> O berarti
b b
m> — atau m < - e
a a

Untuk hiperbola dengan pusat (a, £} maka

pergamaan garis singgungnva:

¥y - B=mx - a) 2\ amF -~ b

Garis Oinggung pada Hiperbola dengan Titik
Singgung T(xy, vi)

Persamaan garis singgung ellips dengan
titik singgung (Xy, ¥1):

XX ¥yi¥
+ = i

a?_ bz

Jadi persamaan garis singgung hiperbola dengan
titik singgung (xq, vi):
xlx Vly

= = i
aa 'ba

Jika persamasn hiperbolanva

(2 - a)® (y - 8)°

a® h?
maka persamaan garis singgungnva:

(xg ~ @) (X ~ a) (yy - B (y -~ 3

a® <
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e. Persamaan Parameter Hiperbola
Berikut ini kita akan membicarakan
persamasan parameter suvatu hiperbola. Seperti pada
ellips, persamaan parameter suatu hiperbola Jjuga
tidak tungegal. Persamasn parameter berikut ini
adalah persamaan parameter hiperbola:

{ x = a cosh t

tH

v b sinh t, t parameter

dengan cosh © = % (et + e%) dan sinh t = % (et -
et). Pada persamasan parameter di atas, Jika
parameter t dihilangkan diperoleh rersamaan

hiperbola

Karena cosh® t - sinh® +t = 1

Persamaan parameter hiperbola yang lain:

a sec W

It

[,

Pada persamsan parameter tersebut, jika parameter

b tg 1 , u parameter

u dihilangkan maka diperoleh persamaan hiperbola

Xt -y-E
- = 1 karena sec®u ~ tg*p = 1
a® b*

Sekarang kits akan membicarakan persamaan

hiperbola orthogonal. Pada gambar berikut,
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pergamaan hiperbola itu terhadap susunan sumbu

X0Y adalah:
X2 —~ y® = a?
Jika grafik hiperbola ter-
<t sebut dirotagikan dengan
sudut rotasi 45°.
Xt R (0,45%) @ (x, ¥) —> (X7, ¥7)

-

%" = x cos 45° ~ v gin 45°
Gevy)

FR " v’ = x sin 45° + y cos 45°

atau

S
s

o x=xx\2 -xy\| e

Yy =%x\ 2 +%y\l2

atan
Gbh.14. Hiverbola
orthogonal
l: X’] % N\ 2 -% \| 2 [ p. 4 ]
v’ —— e v
% A\l 2 %\l 2
sehingga
[ % j ¥ N1 2 kN 2 [ x‘]
v s —— v’
-% \| 2 % \I 2

Jadi diperoleh persamean : X2y’ = % a*., Dan
karena susunan sumbunya adaleh X0Y maka
persamaan tersebut dapat mendedi xy = % a&®.

Persamaan Xy = % a? adalah persamaan hiperbola
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orthogonal dengan asimtut-asimtut sumbu-sumbu
koordinat.
Persasmaan rarameter hiperbola orthogonal Xy

= % g%, antara lain:

x ¥ at

a

, t rparameter t + O

t
Pada persamaan psrameter tersebut, jika parameter
t. dihilangkan maka dipercleh persamaan hiperbola
orthogonal xy = %*a®.
Persamaan parameter hiperbola orthogonal xy = %a®

vang lain adalah:

x = Zat
.

L v , £ parameter t + O
41

5. Parabola

a.

Persamaan Parabola
Definisi 1I1.A.5.1.
Parabola adalah tempat kedudukan titik-
titik vang berdarak sama dari suatu titik
dan suatu garis tertentu vang diketahui.
Titik tertentu tersebut dinamakan titik api atau
fokus dan garisnya dinamakan garis arah atau
direktriks.
Sumbu utama parabola adalah garis

vang melaluil fokus dan tegak lurus direktriks
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parabola. Puncak parabola adalah titik
perpotongan antara parsebola dan sumbu  utama
parabola.

Untuk mendapatkan persamaan parabola,
pertama kita membuat sumbu X garis yang melalui
titik tertentu yaitu titik F dan tegak lurus
garis yang ditentukan tadi yaitu garis d. Misal
titik potong antara garis yang telah ditentukan
atau garis d dengan sumbu X adalah A, msaka
sebagai sumbw ¥ diambil sumbu dari AF. Jika AF

= p, maka F (%p, 0) dan persamaan garisnya x =

—%p.
. Menurut definisi  parabolsa,
P = diperoleh:
1 G )
{ Parsbola = {T | TP = TF}
E , TP = Jarak T sampai garis x = -%p,
E // sehingga:
A(-;j?:d) 14 Flie, 00 X ="l
i Parabola = {(x, ¥)| \| (x + %p)?
: =} G- ) 4 )
i = {{=, v)| v* = Zpx}
d vy s P, (1)

Gb.15. Parabola
dengan puncak O (0, 0),
fokas F {(-% p, 0) dan
garis arah x = -% p
Persamsan (1) disebut persamaan puncak
atauw persamaan kanonik parabola. F  disebut

fokus dan O disebut puncak parabola. Garis » =

~&p  disebult garis arah atau direktriks dan
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sumbu X adalah sumbu simetri parabola, p adalah
parameter parabola.

Seperti pada ellips dan hiperbola, karena
rerbandingan antara Jarak setisp titik pada
rarabola ke fokus sama dengan Jjarak setispr titik
rada parabola ke direktriks, maka eksentrisitas
numeriknva yaitu e = 1.

Jika diketahui suatu parabola dengan puncak
{(ct, B) dan sumbu simetrinya sejajar sumbu X maks
dengan menggunakan translasi susunan sumbu  dapat
dijabarkan dan diperoleh persamaan parabolanva:

(y - )2 = 2Zp (x - a).

Garis Singgung pada Parabola
1) Persamaan Garis Singgung pada Parabola dengan
Gradien m
Misalkan persamasan parabola v = Zpx dan
persamaan garis singgung rada parabola
tersebut vy = mx + n. Kemudian dicari
koordinat—-koordinat titik potong garis
singgung dengan parabola, dan diperoleh: mdx®
+ (dmn - 2p)x + n® = 0. Jika garis menyinggung
parabola maka kedua titik potongnva berimpit
valitu absis kedua titik potongnva Sama.

Sehingga haruslah diskriminannyva sama denganp

nol dan terdapat
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=)

Jadi persamsan  garis singgung pada

parabola v® = 2px dengan gradien m adalah
P
v o= omy +
2
Jika persamaasn parabolanya (y -~ )% = Z2p
{x - a) maka persamaan garis singgung pada

parabola tersebut dengsan gradien m adalah

P
v - 3 =m (x ~ a) +

Zm

Persamaan Garis Singgung pada Parabola y° =
2px dengan Titik Singgung T(xy, vq)
Persamaan garis yang melaluil titik T(x4y, vq1)
dengan gradien m adalah

v -yyEmo(x - xy) ... (1)

Persamaan parabolanya:

My
dy je
ax v
dy P
m:[ ] S &3
dx X = Xy Vi

Setelah diuraikan diperoleh:

vy = p (x + %y)
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3)

Jadi persamaan garis singgung parabola
v¥ = 2px dengan titik singgung T(x4, vy
adalah vyiy = p (% + xy). Apabila diketahui
parabola puncaknya di (a, 8) dengan persamaan:
{(y -~ ) = Zp (5 ~ ), maka persamaan garis
BLDEEUNENY A di  titik T(x4, Vi) adalah:

(yv4 = 8) (y - ) = p (x + x4 - 2 a).

Persamaan Garis Singgung pada Parabola vang
ditarik dari suvatu titik T(xq, vy) di luar
Parabola

Misalkan titik singgung dari suatu garis
singgung pada parabola adalabh P(x~, v,
persamaan garis singgungnya adalah v’y = p(x +
®"). Garis singgung ini melalul titik T(xq,

v1) di luar parabola, maka diperocleh:

14

(1) v'vy p(xqy + X7)

(iiy (y7)® 2px”
Dari kedua persamaan ini x° dan v~ dapat
dicari dap perssmasn garis singgungnva daepat

diperoleh.

. Sifat Utams Garis Singgung pada Parabola

salah satu sifset garis singgung vada parshols

ialah:
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Garisa singgung di  esuatu titik pada
parabola membagl dus sama besar sudut
antara garils vang menghubungkan titik
singgung dengan fokus dan garils vang
melalui  titik singgung sedajar sumbu
simetri.

Bukti:

Misalkan titik singgung pada parabola T(xq,

V). Maka persamaan garis singgung?ya di  titik

T adalah:

viy = P {(x + xq) dengan

P
gradien m = tg w4 = ——
¥
P L
tgp = , M L.Tl = 41, M Z_Tg = A - fd, m [_T:a
Vi
Y1
tga = —
N
tga - tgu
¥t ///%g {(aa - @) =
1 + tga t
Ll T x50 2 Eu
i Yi _ P
//{/ ; Xy - %p vi
M fcv.,o) -
0 F(8P0) i 4 ¥i P

Xl‘“;‘ép - ¥i

Setelah diuraikan diperoleh:

'E')
tg (- y) o —— = tgu,
Y1

Gb.16. Parabola
dengan garis singgung
melalui T
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sehingga
a ~ go=u
a = 2u

terbukti m LTy = m LTg = u

Jadi terbukti bahwa garis singgung d4i suatu titik
pada parabola membagi dua sama besar sudut antara
garis vang menghubungkan titik singgung dengan
fokus dan garis vang melalui +titik singgung

sejadar sumbu X.

d. Persamaan Parameter Parabola
Suatu persamaan parameter parabola tidsk
tunggsl, berikut ini salah satu persamaan

parameter dari parabola vaitu:
{X
¥

Persamaan tersebut merupakan persamaan parameter

xpt~

1

rt, dengan t sebagai parameter

parabola karena Jjika parzmeter t dihilangkan,
diperoleh persamaan parabola y® = Zpx.
Fersamaan parameter parabola yvang lain:

{ x = Zptc

il

v 2pt, dengan t sebagsai parameter
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Jika parameter t dihilangkan, skan diperoleh

persamaan parabolas v = Z2px.

B. FUNGSI
1. Fungsi/Pemetaan
Pemetsan (fungei) dari suatu himpunan ke
himpunan vang lain merupakan suatu relasi vang
khusus, artinya pemetaan adalah suatu relasi tetapi
suatu relasl belum tentu suatu pemetaan. Relasi
adalah suatu hubungan di antara dua obyek, dalam hal
ini suwatu hubungan antara dua himpunan. Hubungan itu
sifatnya umum dan dalam relasi itu tidak ada aturan
atau ketentuan tenteng perkawanan itu, berbeda
dengan pemetsaan.
Definisi J1.B.1.1.
Diberikan himpunan A dan himpunan B. Hasilkali
kartesius dari A dan B adalah himpunan dari
semua pasangan terurut (a, b) dengan a€A dan
beB dan suatu pasangan terurut (a¢, by) sama
dengan pasangan terurut (ss, bp) Jika dan
hanyva Jikea a1 = 8g dan bi = b2.
Notasi: A x B
Definist IT.B.1.72.
Diberikan himpunan A dan himpunan B. Suatu
relasl R terdefinisi dari himpunan A ke
himpunan B dengan singkat didefinisikan aRb

vang artinva bahws pasangan terurut {(a, b)
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adalah suatu anggota dari R dengan a € A dan

b € B.

Suatu relasi R dari himpunan A ke himpunan B adalah
subset dari A x B. Jika R relasi rada himpunan A
meka R himpunan bagian dari A x A. Suatuy relasi R
pada A dapat dituliskan dengan a1Ras  vang artinya
pasangan terurut (ay, ao) anggota dari R.

Definisi I1.B.1.3.

Jika 5 dan T himpunan-himpunan vang tidak

kosong, maka suatu pemetasn M dari & ke T

adalah suatu himpunan bagian dari oxT

sedemikian hingga untuk setiap s€S ada dengan
tunggal €T sedemikian hinggs pasangan terurut

(g, t) dalam M.

Jika «a pemetaan dari himpunan 8 ke himpunan T,
dituliskan dengan: a : § —> T, maka untuk setiap
& €5, als) = t, untuk teT.

Pari definiei tampak perbedaan antars relasi
dan pemetasan. Suatu pemetaan a dari himpunan A ke
himpunan B mensyvaratkan bahwa setiap anggota dari
himpunan A harus mempunyai kawan vang tunggal di
himpunan B. Sedangkan suatu relasi tidak mensyarat—
kan bahwa setiap anggota himpunan rertama harus
mempunyai hawan dan kawannya pun di himpunan kedua
tidak harus tunggal.

Fungsi atau pemetaan itu sama, hanva saja
tungsi sering merupakan pemetaan dari R (himpunan

semua bilangan real) ke R.
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Definisi I1.B.1.4.

Pemetaan a disebut pemetaan injektif dari A ke

B Jika alap) = alap) dengan a(ay), afag) € B

maka ay = ag dengan ay, ag € A.
Definisi II1.B.1.5.

Pemetaan o disebut pemetaan surjektif dari A

ke B jika untuk setiap beB pasti ada suatu a€a

sedemikian hingga b = a(a).
Jika a : A —> B adalah pemetsan injektif dan
surjektif maka a disebut pemetaan bijektif dari A ke
B atau o adalah korespondensi satu-satu dari A ke B.

Suatu pemetaan tidak harus dari himpunan A ke
himpunan B atau dari himpunan-himpunan vang
berlainan, tetapi suatu pemetasn dapat dari himpunan
A ke himpunan A sendiri. Suatu pemetaan identitas
rada himpunan A adalah suatu pemetaan dari himpunean
A ke himpunan A dengan setiap anggota himpunan A itu
mempunyal bayangan dirinva sendiri. Dinotasikan
dengan ip(a) = a untuk setiap acA. Jika a : A —> B
suatu pemetaan bijektif maka al . B —> A Jjuga
pemetaan biljektif, karena setiap ach oleh a dibawa
ke «a(a) sehingga a{a) €B. 0Oleh pemetaan a“l, ala)
dibawa ke a atau a i (a(a)) = ip(8) = a, acAh.
Definisi I1.B.1.6.

Dua pemetaan o dan 8 dari S ke T disebut sama

Jika o{B) = B(s8) untuk setisp s€5.
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 Definisi IT.B.1.7.
Jika o ¢ § > T dan 8 : T —> U maka kompo-
sisi dari @ dan o (hasilkali dari @8 dan o)
adalah pemetaan fiesc : § — U vang
didefinisikan dengan (fe0)(s) = B(a(s)) untuk
setiap s€5.
Lemma IT7.B.1.1.
Jika 0 : S —> T, 8 : T —> U dan u : U —> V¥
maka (pu*Blec = pe(Be0).
Bukti:
Pemetaan B+c adalah suatu pemetaan dari S ke
U, kemudian p¢{(B¢o) pemetasan dari S ke V. Demikian
Juga pemetasan (14*f3) adalah pemetaan deri T ke V dan
pemetaan (u*f3) * o pemetaan dari S ke V. Kemudian
akan ditunjukkan bahwa kedua pemetsan itu sama yaitu

untuk sebarang s€S, akan dituniukksn bahwa:

((peBleci(s) (e (B0l ()

4]
it

((ueB)eo)(s) (=) (o(s)) (B{o(s)))

il
1

(e {(Bea)) (&) p{(B=o)(s)) H{B(c(s)))
Darli wuraian di atas diperoleh ((ueB)ec){(s) dan
(1 (B+0)) () sama atau pada komposisi pemetaan
dipenuhi sifat assosiatif. Jadi terbukti (ueR)ec =
tee (Bec).
Lemma IT.B.1.2.

Diberikan ¢ : S —> T dan 8 : T —> U maka:

{1) Beo eadalah surjektif Jika masing-masing

dari o dan 8 surjektif.
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(2 Bec adalah indektif Jika masing-masging
dari o dan 3 injektif.

Bukti:

(1) Diambil sebarang u€eU, karena 3 pemetaan
surjektif maka pasti ada suatu t€T sedemikian
hingga @(t) = u, t€T dan karena ¢ pemetaan
surjektif mska pasti ada suatu s€5 sedemikian
hingega o(s) = €.

u = BL)y = Blola)) = (Beo)(s)

Jadi untuk sebarang uwel, pasti ada 5€S
sedemikian hingga u = (Beo)(8).

Jadi terbukti f+o pemetaan surjektif.

(2) Diambil eebarang sy, 6o €5 dan sy ¥ 85. Karena o
pemetaan injektif maka o(s4)) & 0olsp) dengan
o(8q), ol(Bg) € T. Dan karena @ pemetaan injektif
maka B(o(s4)) $ B(clsn)) vang artinya (B+0)(8q)
£ (Beo)(Bo).

Jadi terbukti Reo pemetaan injektif,

2. Transformasi Titik-titik pada Bidang

Pengertian fungsi tidak hanya terbatas pada
fungei dari R ke R, dalam Geometri pun kita mengenal
pengertian fungsi vaitu pada transformasi.
Transformasi adalah pemetaan satu-satu titik-titik
pada suatu bidang onto titik-titik pada bidang 1itu

sendiri.
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Transformasi vang akan kita bicarakan adalah
transformasi vang tidak mengubah Jarak dan
transformasi yang mengubah jarak. Transformasi vyang
tidak mengubah Jarak disebut igometri atau
transformasi kongruensi. Sehinggas Jika (T, T7) dan
(@, @) dua pasang titik vang berkorespondensi, maka
TR = T°Q° atau T@ £ T°Q".

Berikut ini adalab transformasi yang tidsk

mengubah Jarak:

a. Translasi
Suatu tramslasi ditunduvkkan oleh vektor
translasinya. Diberikan suatu translssi dengan
vektor translasi & dinvatakan dengan T& dan dan
didefinigikan sebagai berikut:

— P’
Tgé : P ww> P7°, PP’ wakil dari &

e
-

@ —> @7, é@' wakil dari &

Dari uraian di atas diperoleh: - &
—F ry e} e
PPT = QO

Gbh.17. Translasi
dengan vektor
translasi &

Dan PP° = QG-
Jadi PRA'P7 Jjajaran genjang
sehingga PQ // P'Q° dan PG =
- _ PR
PE” /7 Q@7
Diberikan suatu translasi dengan vektor

transliast b, dengan ketentuan sebagai berikut:

> INATBCY

Te @ A ABC
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Maka A'B” // AB; B°C” // BC;
C°A° // CA

Dari contoh-contoh 41 atas

}\
E;>>O
0’—.

menunjukkan bahwa suatu

translasi adalah suatu

T

isometri yang tidak mempunyvail B ¢ 2
titik invariant (titik tetap). .

Jika v = O maka transglasi itu /////Z;K\\“
merupakan suatu transformasi A =
identitas. Gb.18. Translasi

dengan vektor

translasi b
Titik invariant adalah suatu titik yvang bavangan-
nya oleh suatu transformasi adalah titik itu
sendiri. Sehingga dalam translasi setiap titiknva
berpasangan dengan titik lain.

Suatu translasi Juga tidak mengubah arah
artinya bahwa jika diberikan suatu /A ABC maka
oleh suatu translasi /A ARC akan ditransformasi-
kan ke AAB'C° sedemikian, hingga vrutan A-B-C

dan A'-B"-C” berarah sama.

b. Rotasi
Suatu rotasi dengan 0 titik tertentu dan ©
sudut dengan uvkuran tertentw, dinvatakan dengan
R(0O, 8). Sudut dengan ukuran 6 positif jika arah
perlawanan dengan arah perputaran Jarum Jam. Jika
9 = k.360° maka rotasi itu berupa transformasi

identitas. R(0O, 8) didefinisikan sebagail berikut:
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R(O, 6) ¢ Q0 —> O T
T > T ]
m/ TOT* = &, OT = QT* &

G T

Gb.19. Rotasi dengan
pusat 0 dan sudut
rotasl 6

0O adalah titik invariant

Diberikan suatu rotasi sebagai berikut:

R(O, o) © AABC —>AA"B°C”
Dapat dibuktikan bahwa suatu
rotasi adalah suatu isometri
dengan satu titik invariant

O dan suatu rotasi juga tidak

mengubah arah. :

Gb.20. Rotasi dengan
rusat O dan sudut
rotasi a

c. Refleksi
Suatu reflekst dengan cermin ¢ dinyatakan

dengan Mc, dan didefinisikan sebagai berikut:

Me = A —> A, jika A pada cermin T i} T/

PR T I )

T —> 177, dengan ¢ adalah

sumbu TT" c
Gb.21. Refleksi
terhadap cermin o

Diberikan suvatu refleksi berikut:

!

A Porelo s fmA’ Mo = A ABC —> AA’B C”
k ¢ BB 2 KB
1 BC £ B°C" | AABC 22
! v, S NA“B°C

Gb.22. Refleksi A ABC terhadap cermin e
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Dari gambar diperoleh bahwa suatu reflekei
mengubahb arah. Suatu refleksi adalah suatu
isometri vang titik-titik invariantnya adalah
titik-titik suatu garis lurus yvaitu titik pada

cermin.

d. Refleksi Geser
Refleksl geser adalah hasilkali refleksi

dan +translasi sejadar cermin. Refleksi geser
ditulis dengan G. Suatu refleksi geser dengan
cermin < dan vektor translasi v dan v + 0,

dinvatakan dengan Go, maka transformssinva

v

disadikan sebagai berikut:

Aj\ Gc, 4 A —> A7
. v
: fa Ternvata titik tengah AA° ter-—

iy
\\\\\\ letak pada cermin.
v

JAI

Gb.23. Refleksi geser
terhadap cermin ¢ dan
vektor translasi v

Diberikan refleksi geser dengan cermin ¢  dan

vektor translasi v sebagai berikut:

Me : A ABC > A AoBaCy
Ty 1 AAgByCy —>  AATBCT
TM, : AABC > NATBCT, a};m”’%\&\
T.\_, : A ABC —_ AAIBlC:L
o AagByC; —>  AATBICY
M.T, : O ABC o Aa‘BeC
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Jadi didapat bahwa:

Ce, v = TyMe = MoTy A B Ay g,
B
c <
—
Cy c
S
A sy WY B’

Gb.24. Refleksi geser
A ABC terhadap cermin c
dan vektor translesi v
Dari contoh di atas menunjukksn bahwa suatu
refleksi geser mengubah arah dan pada refleksi
geser tidak ada titik invariant.
Contoh~contoh transformasi vang mengubah Jjarak:
1) Dilatasi
Definisi II.B.2.1.
Dilatasi adalah transformasi vang
memetakan garis ke garis vyang sejajar
dengan garis semula.
Dilatasi meliputi +translasi dan dilatasi
sentral. Dilatasi yang akan dibicarakan adalah
dilatasi gentral. Suatu dilatasi sentral
dengan titik pusat O dan faktor skala k
dinvatakan dengan {0, k7.

fO, k¥ : © > 0, O titik invariant

A —> A7, OA” = kOA
(63’ = k@ﬁ), k £ ©
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N

A/
AB —> A°B” : QA = kOA
0B” = kOB

Gb.25. Dilatasi dengan
rusat O dan faktor
skala k

Dari contoh dan gambar di atas mernmduk-~

kan bahwa suatu dilastasi sentral mempunyai

satu titik invariant dan tidak mengubah arah.

Jika ;k| = 1 maka dilatasi sentral itu suatu
isometri karena untuk k = 1 merupakan
transformasi identitss dan untuk k = -1

merupakan setengsh putaran.

Similaritas

Definisi 11.B.2.2.
Similaritss adalah suatu transformasi
vang mentransformasikan setiap segmen AR
ke segmen A’B” sedemikian, hingga
ranjangnya ditentukan oleh
A"B”

_.-..m.._.__:u

AB

b

dengan u suatu bilangan positif konstan

vang disebut faktor perbanvakan.
Similaritas dapat berupa suatu dilatasi [0, uj
atau  suatu hasilkali dilatasi dan isometri.

Similaritas ada dua macam vaitu:

&
NV}

A
A"B" // AB = =
AB” = RAB Ke/

C.’
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a) Similaritas langsung
Definisi 11.B.2.3.
Similaritas langsung adalah suatu
similaritas vyang tidak mengubah
arah.
Yang termasuk similaritas langsung, antara
lain: dilatasi, rotasi, transliasi,
transformasi identitas, dan rotasi dilatif
(gimilaritas spiral) yvang merupakan hasii-
kali suatu rotasi dan dilatasi sentral

dengan titik pusat vang sams.

b) Bimilaritas berlawanan
Befinisi II1.B.2.4.
Similaritas berlawanan adalah
similaritas yang mengubah arah.
Yang termasuk similaritas berlawansan,
antara lain: refleksi, refleksi geser, dan
refleksi dilatif vang merupakan hasilkali
suatu  refleksi dan suatu dilatasi sentral

vang titik pusatnya terletak rada cermin.

C. GRUP
1. Operasi Biner
Sebelunm mewmbhicarakan Grup dan Subgrup,
terlebih dabulu  kita aken menguraikan sedikit

tentang operasi biner, definisi operasi biner.
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' Definisi I1.C.1.1.

Diberikan suatu himpunan A. Suatu overasi
biner "+" pada himpunan A adalah suatu aturan
vang mengawankan setiap a, b € A dengan
tunggal anggota a*b = ¢ dengan ¢ € A.

Karena definisi operasi biner dalam suatu himpunan
mensyaratkan hasil operasinya Juga berada dsalam
himpunan vyang sama, maka kalau suatu himpunan
dilengkapi dengan operasi biner, dengan sendirinya
himpunan itu tertutup terhadap operasi yvang
bersangkutan.

Contoh:

1. Diketshui Z adalah himpunan semua bilangan bulat.
Operasi penjumlahan dan perkalian  bersifat
tertutup dalam 7, artinya setisp kali kita
mengambil dua anggota sebarang dalsm Z maka hasil
penjumlahan dan perkalian dua bilangan itu berada
dalam Z.

2. Diketahui Ng adalsh himpunan semua bilangan asli
gan}il. Operasi perkalisn bersifat tertutup dalam
Ng vaitu perkalian dua anggots sebarang dalam Ng
berada dalam Ng. Tetapi operasi penjumlahan tidak
bersifat tertutup dalam Ng, artinya setiap dua
angeota sebarang Ny, hasil penjumlahannya tidak
berada dalam Ng.

Untuk operasi penjumlahan dan perkalian, kita
dapat menggunakan notasi yang umum yaitu a + b dan

a*b (a*b dapat disederhanaksan menisdi ab).
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- Definisi 11.C.1.2.

2. Grup

Diberikan susatu operasi biner > rada
himpunan A, maka:

(1) Operasi "»" dikatakan bersifat komutatif
Jika dan hanya Jika a*b = bea untuk
semua a, beA,

(1i) Operasi "+¢" dikatakan bersifat aessosia-
tif Jika dan hanva Jika (a*b)sc =
ac{bsc) untuk semua a, b, ceA.

(1ii) Suatu anggota e dari A dikatakan elemen
identitas terhadap operasi "<" jika dan
hanya Jjika a*e = eea = a untuk setiap

ach.

Pefinisi I1.C.2.1.

Suatu himpunan G yang tidak koesong, dan pada G
telah didefinisikan operasi biner "¢". Maka
(G, ¢) disebut grup jika memenuhi sifat-sifat
berikut:
(i} Jika a, b, ¢ € G, maka (a*b)ec = ae(bsc)
(sifat assosiatif).

(ii) Ada tepat suatu e € G sedemikian hingga
eca = a*e T a untuk setiap anggota a
dari G (keberadaan elemen identitas).

(111 Jika a € G, ada tepat esuatu x € G
sedemikian hingga aex = =xea = e

(keberadaan elemen invers).
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Untuk eifat (iii), =x disebut invers dari a dan
dinotasikan x = a 1,
Teorema I1.C.2.1.
Jika (G, =) grup maka berlsku bahwa, elemen
identitas dari grup G adalah tunggal.
Bukti:
Andaikan elemen identitas dari G tidak tunggal.
Berarti ada e dan f anggota G dan edf.
Karena e elemen identitas dari G dan f anggota G,
maka:
fee = esf = f ... (1}
Karena f elemen identitas dari G dan e anggota G,
maka:
e=f i fe clpoaye W AAGESY)
Dari (i) dan (ii) didapat:
fee = esf = f
fee = e«f = ¢
Karena G grup maka G tertutupr terhadap operasi "="
Jadi f = e, kontradiksi dengan yang diketahui. Maka
pengandaian harus diingkar. Jadi elemen identitas
dari G adalah tunggal.
Teorema 11.C.2.2.
Jika (G, +) grup maka berlaku bahwa invers
dari tiap anggota dalam G adalsh tunggal.
Bukti:

Andaikan invers dari suatu anggota dalam G tidak

tunggal, Misalkan b dan d invers dsri sebarang a
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anggota G dan b % d. Karena b invers dari a, maks:
a*h = heag = e

Dan karena d invers dari a, maka:
a*d = dea = e

Maka b = bee (e elemen identitas dari G)

be(a=d) (4 invers dari a)

H

i

{bea)ed (berlaku sifat assosiatif)
= aged (dari definisi bea = &)
= d
Ternyata didapat b = d, kontradiksi dengan vang
diketshui. Maka pengandaian harus diingkar. Jadi
invers dari tiap anggota dalam G adalah tunggal.
Teorema I1.C.2.3.
Dalam (G, =) spuatu grup, berlaku: Jika a, b, ¢
€ G sedemikian hingga a*b = acc maka b = ¢
(hukum kanselasi kiri).
Bukti:
Ambil sebarang a, b, ¢ € G sedemikian hingga a*b =
a*c. Karena a€G dan (G, <)} suatu grupr maka a‘leG,
sehingga:

asb

I

8eC
a~le(ash) = a"le(acc)
(a”learyeb = (a~len)ec (berlaku sifat assosiatif)
e*bh = e=C
b =c
Jadi terbukti bahwa Jika a, b, ¢ € G dan a*b = a-c

maka b = ¢.
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.Teorema I1.C.2.4.
(G, ) suatu grup, maka berlaku: Jdika a, b,
€ G esedemikian hinggs b*a = c+a maka b =
{hukum kanselasi kanan).
Bukti:

Ambil sebarang a, b, ¢ € G sedemikian hingga bra

cen. Karena a€G dan (G, +¢) grup maka a—leG,

sehingga:

bea = c=a
(bea)ea™ 1 = (cea)ea 1
be(aca 1) = celara™l). (berleku sifat assosiatif)

bhee = cee

bh = ¢

Jadi terbukti bshwa jika a, b, ¢ € G dan bes = c*a

maka b = c.
Teorema 11 .C.2.5.
(G, =) suatu grup, maka berlaku: jika a, b

G, ada tepat anggota tunggal =x dari

&

G

sedemikian hingga a*x = b dan suatu anggota

tunggal v dari G sedemikian hingga yera =

1

Dalam kenyatsannva, X = a ~°b dan y = bea

Bukti:

(1Y Ambil sebarang a, b € G. Karena a € G maka

terdapat a"leG sehingga:
a_1°a = g
asx = b

a—l-(a'x) = a”lvb
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(a"legyex = a~lep (berlaku sifat assosiatif)
eex = a tep
x = g lep
(1i) Ambil sebarang a, b € G. Maka terdapat a_leG,
sehingga:
vea = b
(yea)ea™! = peg1
ve(asa 1y = pea~? (berlaku sifat assosiatif)
yee = bea~1
¥y = bea~l
Jadi dari (i) dan (ii) karena a1 anggota tunggal di
G dan hasil operasinya tunggal maka x = a"leb dan y
= bea~1 anggota tunggal di @ dan  merupaksn
penyelesaian tunggal dari aex = b dan yeca = b.
Teorema 11.C.2.6.
(G, «) suatu grup, make berlaku: jika a, b € @
maka (asb)™! = p=leg-1
Bukti:
Ambil sebsrang a, b € G maka a~1, b1 e g karena G
grup.

{a'b)‘(b“l-a_l) a-(b-b“1)°a"1

i

(berlaku sifat assosiatif)
= a*e*a—l
= geg !
= e
Karena b™l, a ! ¢ aq maka b lea"! € @ dan (asb) e
(asb)™l = e. Jadi untuk a, b € G maka (asb) 1l =

b_lva“l (menurut hukum kanselasi kiri).
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Teorema II.C.2.7.
(G, *) suatu grup. maka berlaku: Jika a€G maka
(a~1y-1 = 4.
Bukti:
Ambil sebarang ecG maka a~leG,
ara”™ = e ... (1)
Karena a~leG maka (a~1)~leg
(aby~teg1 = o il (4t)
Dari (1) dan (ii) didapat: aca ! = (a~1y~1l.5-1
] ~1y-1

il

a (a
{hukum kanselasi kanan)
Jadi, Jika acG maka (a"1})"1 = g
Definisi 11.C.2.2.
Jika dalam grup G dengan operasi “"¢", asb =
bea untuk semua &8, b € G, G disebut Grup

Abelian (atau grup komutatif).

Subgrup
Definisi II.C.3.1.
Jika (G, =) merupskan grup, dan H C G dengan H
+ ¢g. Maka (H, ) disebut subgrup dari grup (G,
*) Jika (H, =) Juga merupaksn grup terhadap
operasi biner yang sama pada G.
Notasi: H subgrup dari G ditulis H = G.
Teorema II.C.3.1.
a. K suatu himpunan bagian vang tidak kosong
dari grup (G, ). K adalah subgrup dari G
Jika dan hanva Jika:
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(1) a, b € K, maka a*h € K
(ii) acK, maka a”leg.
b. Jika K mempunyai anggota-anggota vang
berhinggs, maka (1i) implikasi dari (i).

Bukti:

a. (1) Diketshui bahwa K subgrup dari G maka menurut
definiei, K merupakan grup terhadap operasi
biner vang sama pada G sehingga keadaan (1)
den (1ii) Jjelas dipenuhi.

(2) Diketahui keadsan (i) dan (ii), akan dibukti-

kan bashwa K subgrup dari G.

(1) Operasi biner "+" bersgifat teftutup
terhadap K, dipenuhi oleh (i) wyaitu
dJika a3, b € K maka a*b € K.

(ii) Operasi biner "+" bersifat assosiatif
dalam K. Karena a, b, ¢ € K dan K C @
maka a, b, ¢ € G. (G, +¢) grup maka
berlaku sifat assosiatif sehingga dalam
K Juga berlaku sifat assosiatif.

(1i1) K mempunyai elemen identitas yaitu e
karena jika a€K maka menurut (ii) a~lek
dan menurut (i) aca”! = eeK.

(iv) Betilsp anggota dari K mempunysi invers,
dipenuhi oleh (ii).

Dari (i) seampai (iv) diperoleh bahwa K

subgrup dari G.
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b. Untuk membuktikan b ini, kita membuktikan bahwa

Jika a, b € Kdan a = b € K maka a_leK untuk

semua aekK.
Diketahui K berhingga dan jika a, b €

maka a*b € K. Diambil sebarang ackK maka a-a

2 2

aZGK, karena a“€k maka a

2 3

o5 = aaeK dan seterusnya

sehingga &, a“, a“, ... merupakan anggota-anggota

K . e = a¥%eK sebab K subgrup. Karena X berhingga

maka terdapat r, seZt. Sedemikian hingga af =

Misalkan O < r < & maka al' ¥ = 5T, Jadi a®F

e. EKarena r, s¢2% dan s-r > 0 maka s-r-1 2
sehingga a® ¥ 1 ¢ XK.
araS - lespldeapr=d, __s~r _ 4

ab~P-l.y = g5 -1+l _ _&-r _ .

I

Jadi a® ¥ 1 - 5471 € K. Jadi terbukti bahwa untuk

setiap a£K maka a1 e K.

Dalam suatu grup G, banyaknya anggota dalam grup G

disebut order dari grup G. Jika banvaknva anggota

berhingga atau ordernya berhingga, maka G disebut

grup berhingga atau "finite group” dan jika banyak-

nya anggota tak hingga, maka G disebut grup tak

hingga atau "infinite group". Dalam suatu grup G,

dengan a anggota G, maka a dikstakan memiliki

periode n bila dan hanva bila n adalah bilangan

bulat positif terkecil sedemikian hingga a =

dengan e elemen identitas dari G.
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4; Macam-macam Grup

Dalam bab ini akan diuraiksn tentang grup
permutasi, grup siklik dan grup dihedral.
Pembicaraan pertama tentang Grup Permutasi yang
meliputi permutasi, sikel-gikel dan teorema-teorems
pada grup permutasi. Selanjutnya tentang Grup Siklik
yang meliputi teorema-teorema penting tentang grup
giklik. Uraian terakhir dalam subbab ini tentang
Grup Dihedral yang meliputi Grup Simetri, dan

teorema-tecorema penting tentang Grupr Dihedral.

a. Grup Permutasi
Definiai 11.C.4.1.
Permutasi pada himpunan S adalah suatu
pemetaan satu-satu dari himpunan § onto
himpunan S (atau permutasi pada himpunan §
adalah suatu pemetaan  bijektif dari
himpunan S ke himpunan § itu sendiri).
Contoh:
Diketahui himpunan S = {1, 2, 3}. Permutasi-
rermutasi pada himpunan S adalah
et 3
a = [ ] , artinye o (1) = 1; a (2) = 2
123
a (3) = 3. a= i, dengan i
elemen identitas dalam A(S).
123
43:[ ],artinyaemzz;a(z)zu

213
B (3) = 3.
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123
"o lie,]
132
123
Sl
321
- 1 2 3
' =
L 312
- 12 3,
ka:‘_"
=2 L]

Jadi ada 6 permutasi rada himpunan S, Kemudian
untuk komposisi permutasi, untuk contoh di atas

dapat disajikan sebagai berikut:

123 123
3«6 = [ ] - [ ] , artinya
213 33E s
Be® (1) = 8 (6 (1))
123
=[ } = 3 (3)

312

= 3, demikian

seterusnya.

Teorema 11.C.4.1.
A(S) adalah himpunan semua permutasi padas
5, maka oleh suatu komposisi permutasi
(hasil kali permutasi) A(S) merupakan grup.
Bukti:
1. Akan ditunjukkan bahwa komposisi dua permutasi
merupakan suwatu permutasi, sudah terbukti
bahwa komposigi dua remetaan vyang bijektif

pastl pemetaan bijektif. Jadi diperoleh bahwa
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komposisi dua permutasi merupakan suatu
permutasi.

2. Sifat assosiatif sudah terbukti

3. Elemen identitas dari A(S) adalah pemetaan i
S > B dengan i (%) = x, karena untuk semua X
€ 5 dan untuk semua 3 € A(S) maka (R+1) (x) =
{(1=8) (x) = B(x).

4. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap B € A(S)
maka 3 mempunyal invers. Jika B € A(S) maka 8
suatu pemetaan bijektif dari S ke §. Karena
setiap remetaan bidektif pasti mempunyai
invere dan andaikan 87! suatu invers dari
pemetaan 6. Maka 8'6'1 = 1 dan 8"1*6 =M i,
dengan i elemen identitas dalam A(S).

Jadi p71 merupakan invers dari 3.

Jadi terbukti bahwa (A(S), °) suatu grup dan

dinyatakan dengan A(S5) yang disebut grup simetrik

pada 3.

Definisi 11.C.4.,2.

Diberikan n suatu bilangan bulat positif.
Grup dari semusa permutasi pada suatu
himpunan dengan n anggota disebut grup
simetrik pada n lambang, dinotasikan dengan
on.

Grup simetrik tersebut disebut Juga grup

permutasl penuh.
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Contoh:
Diketahui S = {1.2, 3}. maks

- 123 123 12 3,
wo=[[1aa] i) ]
- 128 3 213 ] 132"5

123 123 123, .
-321] [312} [231}-_

£l 7

Dipercleh bahwa o(A(S)) 31 = 3.2.1 = 6.

H

Jika 8 = {1, 2, ..., n} dengan o(S) = n maka
0(A(B)) = n = (n-1) * (n-2) ... 1 = n!

0(%) disebut orde (banyvaknya anggota) dari S dan
0(A(5)) disebut orde (banyaknya anggota) dari
A(S).

Untuk suvatu himpunan S = {1} maka Py = 1
vang merupakan permutasi dari 1 anggota (Py).
Jika S = {1, 2} maka Po = 2P1 = 2 yang merupakan
due kali permutasi dari 1 anggota. Jika S = {1,
2, 3} seprerti contoh di atas, maka Pg = 3Py = 6
vang merupakan tiga kali permutasi 2 anggota
(Pp). Demikian seterusnya sehingga untuk S = {1,
2, ..., n} maks P, adalsh n kali permutasi n - 1

anggota. Dari uraian di atas diperoleh:

Pl.PQ.PS oo o Pn = 1'2'P1‘3‘P2 o - n*anl
Pn T 123 .. (n-2)(n-1)en
Jadl diperoleh bahwa jika S = {1, 2, 3, ..., n}

maka o(A(S)) = n!
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Sebelum membicarakan orbit dan sikel, akan
lebih baik kalau kita membahas dahulu tentang
relasi ekuivalenesi berikut. Diberikan himpunan 8
dan grup permutasi A(S). Jika o ¢ A(B), a, b € 8
kemudian didefinisikan relasi "> * rada himpunan
S sebagai berikut: aw b <=> b = o (a) untuk
suatu n € 2 dan o € A(S). Akan ditunjukkan bahwa
relasi "<» " merupakan relasi ekuivalensi.

1. Refleksif
Untuk semua a € S5,a ¢vra, karena a = 1 (a)
= g%a)
2. Simetrik
Jika a b maka b = o™(a) untuk suatu n € 7
dan 0 € A(S8). b = o(a) maka a = o™ "(b) dengan
-n € Z. Jadi b &,
3. Transitif
B colpmes—Enl Y ————

od™b), me 2

b e ==> ¢
Sehingga ¢ = o (af(a))
g4 N e N, T o
Jadi a we.
Jadi 2> merupakan relasi ekuivalensi sehingga
dalam himpunan 8 ada partisi atau himpunan 8§
terbagi atas kelas-kelas ekuivalensi.
Jika o permutasi pada himpunan S, kelas-
kelas ekuivalensi yang ditentuksan oleh o disebut

orbit dari anggota-anggota S oleh o, Semua
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anggota S pasti mempunyai orbit. Orbit dari suatu
8 € 8 oleh permutasi o terdiri dsri semus angsgota
ol(ey, &+ = 0, £1,+2, ... Jika S suatu
himpunan berhingga dan o suatu permutasl pada
himpunan S, maka ada bilangan bulat positif
terkecil 1 sedemikian hingga ol(s) = s. Jadi
orbit dari s € S oleh o terdiri dari anggota-
anggota s, o(s), oz(s), s B 01"1(5}.

Seperti dil atas, Jika o suatu permutasi
rada himpunan S dan s € S maka suatu sikel adalah
suatu himpunan terurut (s, o(s), cz(s), C ey
ot~1l(g)). Pada svatu sikel urutan dari anggota-
anggota dalam sikel diperhatikan. Pandjang suatu
aikel adalah banyaknya anggota dari sikel
tersebut.
Contoh:

1. Diberikan 5

H

{1, 2, 3, 4} dan permutasi

123
o=

4
2143 ]

1!

Orbit dari 1: o(l) 2
c2(1) = o(2) = 1
Orbit dari 1 sama dengan orbit deri 2 vaitu

{1, 2}.

t
Fe 8

Orbit dari 3: o(3)
o2(3)

o(4) = 3
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Orbit dari 3 sama dengan orbit darl 4 vaitu
{3, 4%,

Sikel-sikel dari o adalsh (1, 2) dan (3, 4).
Fanjang sikel (1, 2) sama dengan panjang sikel

{3, 4) vaitu 2.

2. Diberikan & = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, B} dan
r 123456728
wermutasi € = L }
I BB 741482
Orbit dari 1 : (1) = 3, 82(1) = 8(3) = &,

9%(1) = 8(6) = 1

arbit dari B

It

Orbit dari 1 = orbit dari 3

[}

vaite {1, 3, 6%,

6(2) = 8, 682(2) = 6(8) = 2

AN

Orbit dari
Orbit dari 2 = orbit dari 8 vaitu {Z. 8}
4

Orbit dari 0(4) = 7. 6%(4) = 6(7) = 5,

{1

63(4) = 6(B) = 4

Orkit dari 4 = orbit dari b = orbit dari 7

vaitu {4, 7, b}.
Sehingga sikel-sikel dari € adalah (1, 3, 8),
(2, 8), (4, 7, 5). Pandang sikel (1, 3, 6) =
panjang sikel (4, 7, 5) vaitu 3. Pandang sikel
(2, 8) adalah 2.
12345678
3. Diberikan a : [ _ ]
457631:z8
dapat dituliskan dalam bhentuk sikel-sikel

vaitu o = (1 4 6) (2 5 3 7) (&).
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Bukti:

Suatu sikel (1 4 8) dapat dinyataksn dengan
12345678

[ 423865178 ]

Sikel (2 5 3 7) dapat dituliskan dengan
1234567178

[ ] dan
15743628

Sikel (8) dapst dinyatakan dengan

[ 12345678 ]

12345678

Sehingga perkalian dari sikel-sikel tersebut

dapat dituliskan dengan:

1234567 8—{:1 2345678 ][].2 34567 8}

L 42365178 L15743628 12345678

123456178 |

L 45763128
Jadi terbukti bahwa a = (1 4 6y (2 B 3 7)) (&)

Teorema 11.C.4.2.
Setiap permutasi adalah hasilkalt dari
sikel-sikelnya.
Bukti:
Diberikan € adalah suatu permutasi. Sikel-sikel
dari 6 berbentuk (s, B8(&), ..., 61"1(5)) dengan s
sebarang anggota dalam S. Dengan menggunakan
hasilkali sikel-sikel yang telah didefinisikan di

atas dan karena sikel-sikel dari 9 saling asing,
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maka bayangan dari s €S oleh 0 adalash 6(s8”) vang
sama dengan bayangan dari 8 ° oleh hasilkali
slkel-sikel dari © misal B. Jadi 8 dan B
mempunyai pengaruh yang sama pada setiap anggota
dari &, sehingga 6 = @. Jadi terbukti bahwa
setiap permutasi adalah hasilkali dari sikel-
sikelnya.

Dari contoh 3 di atas dapat ditunjukkan
kebenaran teorema 11.C.4.2. tersebut yaitu misal
diambil anggotanya 2, maka a(2) = 6 dan £ (2) =
5 dengan @ adalah hasilkali dari sikel-sikelnya

vyaitu 8 = (1 4 6) (2 b 3 7) (8).

Grup Giklik

Dalam bagian ini kita akan menguraikan Grup
S5iklik, tetapi definisi grup siklik diawali oleh
pengertian-pengertian sebsagai berikut: Jika G
suatu himpunan dan terdiri dari lambang-lambang
al dengan i = 0, 1, 2, ..., n - 1 dan ditentukan

bahwa a° = a® = e, alead = al*d 54ka 1 + 3 < n

dan atead = al*3D 4ixs 3 + 5 > n. Himpunan @
dapat dituliskan sebagal berikut: G = {a, a2,
aa, .., al'}e G tersebut membentuk suatu grup
karena memenuhi sifat tertutup, assosiatif,

mempunyal elemen identitas vaitu a® = a' = e dan
setiap anggota dari G mempunyail invers dalam G. G

tersebut disebut grup siklik dengan order n.
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Grup Siklik G wvang dihasilkan coleh & dapat

dituliskan sebagai G = <a>.

Contoh:

1.

0

S}

Grup Siklik €3 dengan generator a dapat

dituliskan Cq = {a, a2, e} dengan as =

e
Grup ©Siklik Cg dengan generator b dapat Cg =
(b, b2, b3, b%, e} dengan bB° = e.

Jadi secara  umum  Grup Siklik Ch dengan

generator d dapat dituliskan Cn = {d, dz,

dS, e s dn~1’ e} dengan d? = e dan n disebut
preriode dari 4.

Diketahui thimpunan bilangan bhbulat modulo 3
kecuali bilangan O {(Zg ~ {0}). (23 - {0}
suatu grup terhadap operasi perkalisn billangan
bulat modulo 3. (23 - £0%) = {I, 2}. Karena
{Zz - {0}) berhingga maka perkalian bilangan

bulat medulo 3 dapat disajikan dalam bentuk

diagram Cayley berikut:

@ Ay Generator dari (Zg - {0}, @g)
_ i adalah 2, karena
i N2 I _
N b AL 5
2 2 1 > _
; 52 = 1

Jadi (Z3 - {0}, @3 = <2>

Diketabhui himpunan billangan bulat module 4

kecuall 5, akan diselidiki apakah himpunan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

4.

bilangan bulat modulo 4 terhadap operasi

bilangan bulat modulo 4 berupa suatu grup.

&y 123 Ternyata (Z4 - {0}, @&y
_ - bukan grup karena sifat
1 123
_ e tertutup tidak dipenuhi.
2 202
31 321

Piketahui himpunan bilangan bulat modulo 5
kecuali 0O, akan diselidiki apakah himpunan
bilangan bulat module & terhadap operasi
rerkalian bilangan bulat modulo 5 berups suatu
erup. Ternvata tampak dari diagram Cayvley

berikut bahwa T {0},(25) suatu grup.

& 12 3 4 Generator dari (Zg - {0},
_ S ®5) adalah 2 atau 3,
1 12 3 4
¥y S — karena:
2| 23173 L )
- - L = P G E
3] 3122 o oy
N S 52 = 4 32 = %
i| 13371 g ] -

2R A 3 =73
74 = 34 = 1

Jadi (Zg - {0}, &) = <Z> = <3>. Dari contoh 4
ini tampak bahwa generator dari suatu grup

siklik tidak tunggal.

Dari teberapa contoh di atas menunjukkan

bahwa hanya himpunan bilangan bulat modulo

bhilangan prima sada vang dapat membentuk
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supatu grup terhadap operasi perkalian modulo
bilangan itu.

Jika operasinya penjumlahan, maka grup G
dapat dinyatakan sebagai G = <{kajkeZ}. Berikut
ini adalsh beberapa teorema penting tentang Grup
Siklik.

Teorema 11.C.4.3.

Setiap Grup Siklik pasti Grup Abellan.
Bukti:

Misalkan (G, <) grup siklik dengan generator a,
maka G = {aP|n€Z}. Ambil sebarang x, vy € G maka

ada n, m € 2 sedemikian hingga x = a, y = a™.

Maka xey = allegM

o grtm

am+ n

i1

m

= & n

°a

= yex
Terbukti bahwa (G, ¢) Grup Abelian sebab untuk
getiap X, v € G berlaku x+y = yex,.
Teorema 11.C.4.4.

Subgrup dari grup siklik pssti siklik.

Bukti:
Misal (G, ) grup siklik dengan generator a dan H
subgrup dari G. Ada dua kemungkinan anggota dari

himpunan H.
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Kemungkinan:

1.

Jika H = {e} maka (H, *} Grup Siklik dengan
generator e vyaitu H = <e>, Grup vang hanva
mempunyai satu anggota disebut "gingleton

group'.

- Jika H 4 {e}, maka ada & € H untuk suatu

n € Z. Andalkan m adalah bilangan bulat
positif terkecil sedemikian hinggs a® € H.
Akan ditunjukkan bahwa H = <als,

Diambil esebarang x € H, maka % € . Sehingga
terdapat k € Z sedemikian hingga x = a¥. k ¢ 7

dan m € Z maksa terdapat r, s € 7.

k =mr+8, 0 L8 <n

x = af = glr+s _ mr,,s

®x = (aMTegut

a¥ = (a™Tea® maka a® = (a~Mry.gk
aS = (a Mlyegk

H

(am)_r,ak
(a™~T 2K ¢ H jadi a® € H, padshal s < m,

terjadi kontradiksi dengan pengandaisn jadi s

= 0.

Sehingga x = a™e5®
- gmr
= (a™mT

Jadi = = (aMmY, » ¢ 2.
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Jadi terbukti bahwa H adalah subgrup siklik

dengan generator a® atau H = <af>,

Grup Dihedral

Sebelum membicarakan grup dihedral,
terliebih dahulu akan diuraikan tentang operasi
gimetri dan grup simetri.

Pefinisi 11.C.4.3.
Operasi simetri suatu bangun adalah
isometri yang memetakan bangun itu ke
dirinva sendiri sedemikian, hingga bangun
itu tidak berubah dan hanya terjadi
permutasi dari bagian-bagilannva.
Yang akan kita bicarsksn selanjutnya adalah
operasi simetri pada suvatu bangun dan pada suatu
segi-n beraturan. Suatu gegi-—n beraturan
mempunyvai beberapa operasi simetri.

Himpunan operasi simetri -~ operasi simetri
segli-n beraturan membentuk suatu grup dan disebut
grup simetri atau grup operasi simetri suatu
segi-n beraturan.

Definisi 11.C.4.4.

Suatu grup dihedral Dn adalah grup vang

dihasilkan oleh dua g&néré%or vaitu a dan b

dengan hubungan a = e, b2 = e, ba = al lp
ateu ba® 1 = ab, dengsn e adalah elemen

identitas.
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Banyaknya anggota dari grup dihedral D, adalah 2n
vaitu D, = {e, a, a2, ..., a®1 b, ab, a%b, ...,
at~lpy,
Teorema 11.C.4.5.
Suatu grup yang dihasilkan oleh dua
generator yaitu a dan b vang masing-masing
mempunyal periode dua adalah dihedral.
Jika &b mempunyail periode n, maka grup
dihedral yang terjadi adalah Dn; Jiks &b
mempunyail periode tak hingga, maks grup
dihedral yang terjadi adalah D., .
Bukti:
Diketahui a2 = e dan b = e. Dimisalkan bahwa ab
mempunyai periode n, skan ditundukkan bahwa grup
dihedral vang terjadi adalsh D,.
Misalkan (ab)? = e

ab (ab)yn—1 = e
a.eb (ab)®1 = a6
aZ.b (ab)P"1 = a
e.b (ab)i~1 = B
b (a1 =z ae
b (a1 = 5,b2
b (ab)? 1 = (ab).b

Migalkan (ab) = r
Maka b (ab)?" 1 = (ab)eb

ber? 1 = yeb dengan b2 = e dan ! = e
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Jadi terbukti bshwa grup dihedral vang terjadi
adalah Dn'
Untuk memperijelas pengertian di stas, akan

diberikan beberapa bangun dan segi~n beraturan

berikut:
1.
B
c 0 A

Gbh.26. Swastika

Suatw swastiksa mempunvai simetri putar.
Himpunan operasi simetri dari swastika G = {I,
R, R, R%} dengan R = R (0, 90°) dan disebut

grup simetri swastika. Grup simetri swastika

disebut grup siklik dengan generator R.

o

1
1
I
|
|
|
|
|

o o oo oo ., w..1.,,.,...._._____.....__._c

Gb.27. Persegi panjang dengan sumbu-sumbu
simetri cq dan Co
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Suatu persegl panjang mempunyail dua cermin.
Himpunan operasi simetrl dari persegi pantang
G = {I, Mgy, Mop, Hy = R (0, 180°)} dan
disebut grup simetri persegi panjang. Grup
simetri persegi ranjang disebut grup dihedral

D2 rada persegil panjang.

i
!
|
[
!
t
{

A

VAN

I
i
!
!
f
i
!

|
Gb.28. Segitiga samasisi dengan sumbu-sumbu

simetri Cys Co dan cg
Suatu segitiga samasisi mempunyai tiga cermin.
Sudut antara dua cermin berurutan adalah
180°
——— . Himpunan operasi simetri dari segitiga

3
samasisi G = {I, R, Rz, Mcl’ Moz’ McS} dengan

360°
R=R [ 0, ] . Kemudian setelah
3

dijabarkan diperoleh: MCIR = MOS = Rchl dan

MolRZ = MCZ = RMol' Himpunan operasi simetri
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dari segitiga samasisi tersebut membentuk grup
dihedral, karena memenuhi sifat-sifat grup
dihedral yaitu RS = I, Mclz = I dan M 4R =
R2M01 atau MclRZ = RM,q. Grup dihedral yang
terjadl pada segitiga samasisi tersebut adalah
Ds karena ada 3 cermin pada segitiga semasisi
dan banyaknya anggota dari Dg ada 6. Dy dapat
dinyatakan Jjuga sebagai Dg = {I, R, RZ, Me1s
RM.q. R2M01}. Dg mempunyai subgrup siklik Cg =

{I. R, RZ} dengan banyvaknys anggota 3.

Ve
LA
Ve

Gb.29. Persegl dengan sumbu~sumbu simetri
€y, Co, Cg dan Cy

Suatu persegi mempunyal empat cermin. Sudut

180°

antara dua cermin berurutan
4

Himpunan operasi simetri dari persegi

G = {I, R, R, R3, M 4, Mgp, M.3, M.4} dengan
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@3]

360°
R = R [ 0, — ] . Setelsh dijsbarkan

diperoleh Mo R? = Myp = RMoy, MoqRZ = M,g =
RZMCl, dan MoqR = M4 = RSMcl. Himpunan
operasl simetri dari persegi membentuk grup
dihedral, karena memenuhi sifat-sifat grup
dihedral yaitu R?* = i Mclz = I dan MclRB =
RMn1, atau M 4R = Rsﬂcl. Grup dihedral pada
persegl adalab Dy karena ada empat cermin pads
rersegl tersebut dan banyaknya anggota dari By
adalah 8. Dy dapat juga dinvatakan dengan Dy =
{1, R, B%, RS, M.y, RM.y, R%M_y, R¥M_;3. Dy
mempunysail subgrup siklik Cqg = (I, R, Rz, RB)

dan banyaknyva asnggota dari C4 adalah 4.

Gb.30. Segilima beraturan dengan sumbu-sumbu
simetri cy, Co, €3, €4 dan cg
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Pads segilima beratursn sda § ceyrmin. Sudut

180°
antara dua cermin berurutan -

5
Himpunen operasi simetrinya G = {I, R, R2,

R3, RY, M_y, Moo, M,3. M4, Mo5} dengan

360°
R=R [ 0, ] . Dari penjabaran diperoleh

5

bahwa: M 4 RY = M., = RM M RS = M =
3 cl o2 el el c3

R2M01= Mcle = Myyg = RSMcl’ MotR = Mupy =

R4MC1. Himpunan operasi simetri dari segilima
beraturan membentuk grup dihedral, karena
memenuhl sifat-sifat grup dihedral yaitu RO =
I, M.y? =1 dan MyyR? = RM_y, atau M 4R =
R4M01. Grup dihedral pada segilima beraturan

adalah Dg karena ada lima cermin pade segilima
beraturan dan banyaknya anggota dari . Dy ada
10. Dy dapat juge dinyatekan dengan Dg = (I,
R, R, R3, R%Y, My, RMgy, R%M.q, R4,
R4M01}. Subgrup siklik dari Dy adaleh Cg = {1,

R, Rg, Ra, R4) dengan banyaknyva anggota 5.
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Gb.31. Seglenam beraturan dengan sumbu-sumbu
simetri cy, Co, €3, C4, Cp dan e

Pada seglenam beraturan ada 6 cermin. Sudut

180°

antara dua cermin berurutan . Himpunan

6
operasi simetrinyva G = {I, R, Rz, RS, R4, R5,

Mo1s Moo, Moz. Moy, M. Mg} dengan

360°
R =R [ 0, e ] . Dari penjsbaran diperoleh:
a8

5 . 4 _ .
MoiRY = Mop = RMoy. MogR® = Moz = R¥Mgy, Mo4RI

i

- il 2 _ - pd -
- Me4 i R3M01= MelR ] McS = R Mcl’ MolR - MCG

i

Rsﬂcl. Himpunan operasi simetri dari
segienam beraturan membentuk grup dihedral,
karena memenuhi sifat-sifat grup dihedral
vaitu RS = I, Mclz = I dan M01R5 = RM,q, atau
Ma1R = R5M01. Grup dihedral pada segienam
beraturan adalah Dg karena ada 6 cermin pada

segienam beraturan dan banysknya snggota dari
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Dg ada 1Z. Dg dapat juga dinyatakan dengan Dg

)

= {I, R, R4, R%, B%, RY, M q. RM,y, RZM,q,

EoM,1> R*Mgq. B°Mg1}. Subgrup siklik dari Dg

2

adalah Cg = {I, R, R, K%, R%, RP} dengan

banyaknyva anggota 6,

Suatu segi-n bersturan mempunvai n cermin,

igo°

sudut antara dua cermin berurutan
N

Himpunan operasi gimetri segi-n beraturan

. 7 k. %
C'.' = {I;\ R;\ ij = =on er 15 Mcl* M(:\Z’ &2 I'v}(:;n}
360°
dengan K = K [ 0, ] . Himpunan operasi
i o

gimetri pada segi-n beraturan membentuk grup
dihedral karena memenuhi gifat-sifat grup
dihedral yaitu R® = I, M % = I, M iR = RO7IM
ataun Moan“l = BM,q{ dengan I transformasi
identitas. Grup dihedral yang terjadi pada segi-n
beraturan adalah D karena ada n cermin pada
gegi-n  beraturan. Banvaknya anggota dari Dy
adalah Zn dan dapat dinyvatakan juga sebagsai D, =
{I. R, R%, ..., B, M ., RM_y. BM {. ...,
Rnwlﬁcl}. D, mempunyal subgrup siklik Cp = {1, R,
RZ, Ces Rn“i}. Banyaknys anggota dari C, adalah

.
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Dari uraisn 41 ates telah kita peroleh grup
prada bangun-bangun yaitu grup simetri swastika,
grup simetri persegi pandang dan grup dihedral
pada eegi-n beraturan. BSelan)utnya akasn kita

selidiki grup pada irisan kerucut.
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BAB 111
GRUP PADA BEBERAPA IRISAN KERUCUT

A. PERIODE SUATU FUNGGI
Kita akan mengawall pembicaraan grup pada
beberapa irisan kerucut ini dengan terlebih dahulu
mengulang definisi periode.
Definisi III.A.1L.
Diberikan suatu grup G dan a anggota dari G. Maka
a dikatakan memiliki periode n bila dan hanya
bila n adalah bilangan bulat positif terkecil
sedemikian hingga a® = e dengan e adalah elemen
identitas dari grup G.
Yang sudah sering kitas bicarakan adalah suatu grup
dengan anggota berupa bilangan, permutasi, rotasi
dengan titik pusat vang sama, translasi. Seandainya
anggota dari grup berupa fungsi-fungesi (transformasi-
transformasi), berikut ini merupakan definisi dari
periode suatu fungsi.
Definisi IIT.A.Z.
Diberikan suatu grup G dengan anggota-anggotanyva
berupa fungsi-fungsi dari t. Fungsl f£(t) anggota
G dikatakan mempunyeai periode n bila dan hanva

bilsa n adalah bilangan bulat positif terkecil

sedemikian hingga f9 (t) = ©.
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Contoh:
1

1. Diberikan suatu fungsi f(t) = — (i % 0y. Kita akan
t

mencari periode dari fungsi f£(t).

£t

1

1
t
£

I

£2(t) (£F(E))

e [2]

Pl [ = I S

ot

Jadi fungsi f{t) mempunyal pericde Z.

2. Diberikan suatu fungsi g(t) = 1-%. Kita akan mencari

periode darl fungsl g(t).

g(ty = 1 - ¢t

g2(t) = g (8(t))
= g (1-%t)
= 1 %,
= t

Jadi periode dari fungsi g(t) adalah 2.

1
3. Diberikan fungsi h{t) = - - (¢t £ 0) . Kita akan
%

mencari periode dari fungsi hit).
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1
h{t) = - -
t
2
h=(t) = h (h{t))

1
oy
I I—
1
o
| RIS §

Jadi periode fungsi hi{t) adaiah 2.

. Dibverikan fungsi f(t) = (t + 0) dan g(t) = 1 - t.

] o

Kita akan mencarl periode dari fungsi feg(t).

fe(t) = 1 (glt))
3 Pt
1
i
(f2)%(t) = fe (£8(t))
1
= fg [ Itz } , setelah diuraikan diperocleh
(f2)%(t) = o
-t
(£f2)3(t) = fe ((£2)%(%))
-t
= fg [ mt; ] , setelah diuraikan diperoleh
(£2)3¢t) = ¢ .

Jadi periode dari fungsi fg(t) adalah 3.
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-1
5. Diberikan fungsi h(t) = — (t 3 0) dan fungsi g(t) =
T

i-4t. Kita skan mencari periode dari fungsil heg({t).

hg(t) = h (g(t))
= h (1-t)
-1
.
(hg)2(t) = he (hg(t))
-1
= hg [ — ] . setelah diuraikan diperoleh
1-%
-1+t a -2 + 1
(hg)2(t) = , (hg)S(t) = ———
2-t 3 - 2t
-3 + 2t e -5 + 3t
(hg)4(t) = —— (he)® (£) = —e——
5 - 3t 5 - 5t

Setelah dijabarkan diperoleh bahwa periode dari
fungsl hg(t) adalah tak hingga.

Dari contoh-contoh di atas tampak bahwa ada suatu
fungsi vang mempunyai periode berhingga dan ada suatu
fungsi vang mempunyai periode tak hingga. Pengertian
periode suatu fungsi di atas serta contoh-contoh
tersebut, akan banvak digunakan dalam pemblcaraan

tentang grup pada parabola dan hiperbola.
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B. GRUP PADA PARABOLA

Sekarang kita akan membicarakan tentang grup pada
parabola. Fembicaraan kita tentang grup pada parabola
ini tidak lepas dari pengertian-pengertian sebelumnya
khususnya tentang periode suatu fungsi, grup dihedral
dan teorema pada grup dihedral.

Dalam grup pada parabola ini kita menggunakan
persamsan parameter dari parabola. Langkah-langkah
menentukan grup pada parakola 1ini  sebagal berikut:
diberikan suaiu persamasan parabola dengan persamaan
parameternva tertentu dan diberikan fungsi-fungsi daril
t misalnya fungsi £(t) dan g(t). Jika pericde dari
fungsi £(t) dan g(t) adalah 2 dan periode fungsi fg(t)
adalah n maka menurut teorema pada grup dihedral, pada
parabola tersebut akan terjadl grup dihedral D, dengan
banyvaknya anggota 2n vaitu D, = {I, £, g, fg.
ST R E I ey V6 O T E LS U =180 Loy

Anggota-anggota dari grup dihedral D tidak Tharus

n
berbentuk fungsi-fungsl seperti di atag, tetapl darat
berupa fungsi vang lain tetapi ekuivalen dengan fungsi-
fungsl itu. Jika perilode daril fungei f(t) dan g(t)
adalah 2 dan periode fungsi fg(t) adalah tak hingga
maka menurut tecorema pada grup dihedral, pada parabola
tersebut skan terbentuk grup dihedral Des

Fungsi-fungsi f(ti yang digunikan dalam grgp pada

parabola ini adalah - - (t & 0), — (t £ 0),
% t t -~ 1

(t - 140, 1 -1t -t .
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Fuﬁgﬁi—fungsi tersebut semuanys berperiocde 2. Dalam
contoh~contoh selanjutnya fungsi-fungsi tersebut dapat
sebagal fungsi f£{(t) maupun fungsi g(t).

Dengan mengetahul keistimewaan-keisgtimewsan dari
fungei £{(t) dan g(t) sebagai suatu transformasi vang
mentransformasikan suatu titik ke +titik lain pada
parabola, kita dapat mengetahui bentuk dari grup
dihedral D, dan D.., pada parabola. Untuk dapat memberi-
kan gambaran konkrit, sebelum diberikan contoh akan
diberikan persamasn umum parabola berikut: Diberikan
suabtuy persamasn parabola y2 = 4ax dengan fokus F(a, 0),
persamaan parameter parabolanya:

x = at?

{ v = Zat, dengan t parameter
Diberikan dua titik yaitu T(at?, 2at) dan T°(at’?,
2at”) dengan f£(t) : T(at?, 2at) —> T‘{at’z, 2at”) dan
f(t)y = t°. Persamaan garis vang melalui kedua titik
tersebut adalah:

y — 2at’ x - at‘2

= , setelah diuraikan diperoleh
Zat—-2Zat” at? - at” 2

rersamaal

28 — (L + L7y vy 4+ Zatt” = 0O ... (L)

Dari persamaan (1), kita dapat menentukan t° vang
mervpakan fungsi dari t supaya persamaan (1) mempunyai
keistimewaan-keistimewaan tertentu. Keistimewaan—

keistimewaan itu antara lain:
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1
1. Jika t7 = - — (% # 0) meka gariszs dengan persamaan
%

(1) akan menjadi

r 1 1
2K — t - — ] v + 2a.t [ - — } = 0
L t t
- 12 -1
2% - e — ] v - Z2a = 0; untuk setiap
L t
t, Jika v = 0 maka x = a.
1
Jadi dika t° = - — maka garis dengan persamaan (1)
t
azkan melalui fokus (a, 0).
1
2. Jika t° = —~ (t # 0) maka garis dengan persamaan
(1) akan menjadi
2 1 1
2% - t o+ — ] vy + Zat [ . ] = 0
L. € t
- b2 1
2% - —— } v + 2a = 0 ; untuk setiap
L t
t, Jika v = 0 maka x = -a.
1
Jadi Jika t° = — maka garis dengan persamaan (1)
t

akan melalul titik potong direktriks dan sumbu
vaitu titik (-a, O).
1

. Jika t7 ¥ ——— (at - 1 + 0) maka garis dengan
at - 1

]

persamaan (1) akan menjadi:
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- t ' t
2x - t o — ] vy + Z2at . —— = 0
L at - 1 at - 1
~ at? 2 at?
2xn - SE— ] v+ —— = O; untuk setisp
-~ at - 1 at - 1
t, Jika x = O maka y = 2.
£
Jadi jika t° = —— meka garis dengan persamaan
at - 1
(1) akan memotong sumbu y di titik (0, 2).
4. Jika +° = 1 - t maka garis dengan persamaan (1)

mendadi:
2x - (t + 1 - t)y + 2at . (1-t) = O
2% — v + Za (t - tz) = ; untuk setiap ¢,
garis ini mempunyal gradien 2.
Jadi Jika +° = 1 - t meaka garis dengan persamaan (1)
akan mempunyal gradien 2.
5. Jika t° = -t meka garis dengan persamaan (1)
menjadi:
2% - (t - ) ¥y + 2at . (-t) = O
ox - 2 at2 = 0
% - at? = 0; untuk setiap t, garis ini sejajar
sumbu V.
Jadi Jika t° = -t maka garis dengan persamaan (1)
akan sejajar sumbu y.
Untuk keistimewaan nomor 3 dan 4 di atas, kita dapat
Juga menentukan titik potong (1) dengan sumbu y selain
titik (0, 2) dan kita dapat juga menentukan gradien (1)

jselain 2.
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Derngan beberapa contoh berikut, keistimewaan—

keistimewaan di atas aken tampak Jelas.

Contoh:

1. Diberikan suatu persamaan parabols yz = 4%, dengan

rersamasn rarameternya:

x = £2
{ ¥y = 2t, t parameter

Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2 adalah f(t)
(t + 0) dan g(t) = -

Akan kita selidiki EYVp dihedral yang +ers
pada parabola tersebut, sehingga kits menc
periode fungsi fg(t).
ta(t)

It

f(g(ty).

I}

1
£(-t) = — = - _ = gf(t)
t

ot | pa

ETel

ari

Dalam contoh 3 halaman 88 telah diperoleh bahwa

periode fg(t) adalah 2. Karena periode fungsi f

dan g(t) adalah 2 dan periode fungsi fg(t) Juga

(t)
2

maka menurut teorema pada grup dihedral, pada

parabola tersebut akan terjadi grup dihedral

Do.

Anggota-anggota dari Do adalah D2 ={I, £, g, fay.

Kemudian askan kita selidiki keistimewsaan fungsi-~

fungsi f(t) dan g(t) sebagai suatu transformasi yang

mentransformasikan suatu titik ke titik lain pada

rarabola kecuali titik runcak parabola karena t #

C.

Demikian juga untuk contoh-contoh selanjutnya dengan

fungsi seperti di atas pada parabols.

94



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Dalam persamaan parabola dan persamaan
parameter parabola di atas dipercleh a = 1. Sehinggs
jika diberikan 2 titik yaitu T(t%, 2t) dan T° (t°2,
2t7), dari persamaan (1) dipercleh persamaan garis
vang melalul keduwa titik itu adalah:

2% = (t + 7y vy + 2L = QO ... (2)

Jika f(t) = t° = maka menurut keterangan di atas

ot | =

diperoleh bsahwa garis dengan persamasan (2) akan
melalui titik potong direktriks dan sumbu x  yaitu
titik (~1, 0).
Jika g(t) : T(t%, 2t) —> T° (t°2, 2t°) dan g(t)
t” = —t maka persamaan (2) menjadi:

Z2x —F ATy “ull-girey g G

2 (x - t%) = 0

x - t2 =0 ... (3)
Artinva wuntuk sebarang nilai t, coleh fungsi g(t)
setiap titik akan ditransformasikan ke titik lain
pada parabola dan garis penghubung kedua titik
tersebut sejajar dengan sumbu y.

Untuk sebarang nilai t dan dengan keterangan-

keterangan di atas, diperoleh gambar berikut:
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\{1‘

L

(3

Contoh:
Diverikan nilai t tertentu t = 2. maka hasil
tranaformasi +titik (tz, 2t) oleh fungsi-funegsi

anggota Dy adalah:

1 1 T
(4, 4) > (4, 4) 4 -~
3
f 1 b
(4, 4) :’[“’l] A
4
L - ro2 3 &5
g \OP fo(1)= of (1) %
(4> 4) > {45 ""4> *
RS
fe 1 . 9(1)
(4, 4) > {— , —1} ; T~
4
1
Gb.33. £(t) = - , g(t) = -t
t
untuk t = 2
. Diberikan persamaan parabola y2 = 4x, dengan

persamaan paramebernva:
£2

[ .
v = 2t, t parameter
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Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2 adalah

1 1
£(t) = — (% 4 0y, dan g(t) = ~ — (t £ O)
t t
i
fg(t) = = -t = gf(t)
1
t

Dalam contoh 1 di atas diperoleh bahwa periode
fungsi fg(t) adalah 2. Karena periode fungsi f(t)
dan g(t) adalah 2 dan periode fungsi fg(t) adalsh 2
maka menurut teorema pada grup dihedral, pada
parabola tersebut akan terjadi grup dihedral Ds.
Anggota~anggota Do = {I, £, g, fg}. Kemudian akan
kita selidiki keistimewaan-keistimewaan fungsi f(t)
dan g(t) sebagai suatu transformasi vang mentrans-

formasikan suatu titik ke titik lain pada parabola.

Jika f(t) = t° = maka menurut keterangan di

|

atas diperoleh bahwa garis dengan persamaan (2)
{(hal. 95) akan melalui titik potong direktriks dan
sumbu x yaitu

1
titik (-1, 0). Jika g(t) = t° = - — maka menurut
i
keterangan di atas dipercleh bahwa garis dengan
persamaan (Z2) (hal. 95) akan melalui fokus (1, 0).
Untuk sebarang nilai t dan dengan

keistimewaan~keistimewaan dari fungsi f£(t) dan g(t)

di atas, diperoleh gambar berikut:
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i

KN

-2
-3
~4

1 1
Gb.34. f(t) = - , g{t) = - —
t t
Contoh:
i
Diberikan nilai € tertentu t = — maka hasil
2

transformasi titik (t2, 2t) oleh fungsi-fungsi

1
— adalah:
2

il

anggota D2 untuk t

1 . i 1
—'31 >l:“"11] o
[ 4 A 4 2 £e1)
1 £ 3
[—,l > (4, 4) 2
4 A
Y\ ) g 2 Nej AN 2 3 4 5 v
St > (4, —-4) R AN N
L 4 J =
3
r—l 3 fg 1 "4
Y > [ — a1 ] 8(r)
L 4 ~ 4
1 1
Gb.35. £{(t) = — , g(t) = - —
t t
untuk € = %
3. Diberikan persamaan parabola y2 =  4x, dengan

persamaan parameternya:
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il

x-t2
{ v 2t. t parameter

Fungei-fungsi berperiode 2 vang diberikan adalah

1
£(t) = ~ - (t £ 0) dan g(t) = - ¢
t
1
fa(t) = = gf(t)
t

Dalam contoh 1 di atas juga telah diperoleh bahwa
pericde fungsi fg(t) adalah 2. Karena periode fungsi
£(t) dan g(t) adalah 2 dan periode fungsi fg(t)
adalah 2 maka menurut teorema pada grup dihedral,
pada parabola tersebut akan terjadi grup dihedral
Do. Anggota-anggota Dy = {I, f, g, fg}. Kemudian
akan kita selidiki fungsi-fungsi f(t) dan g(t).

1

Jika f(t) = t° = - maka menurut keterangan

t
sebelumnya diperoleh bzhwa garis dengan persamaan
(2) (hal. 95) akan melalui fokus (i, 0). Jika g(t) =
t” = -t maka menurut contoh 1 diperoleh bahwa garis
dengan persamaan (2) (hal. 95) akan sejajar dengan
sumbu y.

Untuk sebarang nilai t dan dengan
keistimewaan-keistimewaan dari fungsi f£(t) dan g(t)

dl atas, dipercleh gambar berikut:
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r A otry=of (T

- M

40 2 % 4
-

NS
.3

4

o~

Gb.36. f(t) = - — , g(t) = ~-¢

Contoh:
Diberikan nilai t tertentu t = 2., maka hasil
tranaformasi titik (t2, 2t) oleh fungsi-fungsi

anggota Dg untuk t = 2 sdalah:

H
2 > (4,
(4, 4) { 43 :T i/’/
f 1 3
(4, 4) > [.,.. _. wl] |
4 w4 osn)
g -1 ¢ i z 3 L - %
(4, 4) > (4, -4) ALY
2
fe 1 3
(4, 4) > [—, l} " 6 ()
4 Y
1
Gb.37. £(t) = - —~ |, g{t) = -,
t
untuk ¢t = 2
4., Diberikan persamaan parabola yz = 4x, dengan

persamaan parameternya:

X = tz
{ v = 2t, © parameter
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Fungsi-~fungsi berperiode 2 vang diberikan adalah

1
ity = — (% % 0, dan g{t) = 1 - ¢
t

1
fe(t) = sehingga
1 - t
T
fgf(t) = = gfg(t)
t - 1
5 1 - ¢
(fg1e (t) = = gf(t)
=
(fe)? (ty = ¢

Karena pericde fungsi f(t) dan g(t) adalah 2 dan

pericde fungsi fg(t) adalah 3 maka menurut teorema

pada grup dihedral, pada parabola tersebut akan

terjadi grup dihedral DB- Anggota-anggota D3 adalah

Dg = {1, £, g, fg, gf, £(gf)}. Menurut keterangan-

keterangan sebelumnya dipercleh bahwa jika f(t) =

AN maka garis dengan persamaan (2) (hal. 95)

ct |

akan melalui titik potong direktriks dan sumbu X

vaitu titik (-1, 0). Dan Jdika g(t) = t° = 1 - t maka

garis dengan persamaan (2) (hal. 85) akan mempunysai

gradien 2.

Untuk sebarang nilai t dan dengan

keistimewaan-keistimewaan fungsi £(t) dan g(t)

atas, diperoleh gambar berikut:
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o

%}

-

1
Gob.38. f(t) = o g{t) =1 -t

Contoh:
Diberikan nilai t tertentu t = 2, maka hasil
transformasi +titik (t2, 2t) oleh fungsi-funasi

anggota D3 adalah:

I
(4, 4) > (4, 4) Y
f 1 i (£)=55(1)
(4, 4) > [_ , 1]
4 3
1
E 1
(4, 4) > (1, -2 s .
fg —h& ’ *
(4, 4) > (1, -2) 2l Noay «fou)
gt 1 >
4 £
fgf
(4, 4) > (4, 4)

1

Gb.39. f(t) = — , gty = 1 - ¢
i

untuk t = ¥
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Contoh di atas merupakan contoh khusus karena pada
parabola tersebut seharusnya ada 6 titik oleh grup
dihedral D3, tetapi hanya ada 3 titik karena 3 titik
vang lain berimpit dengan 3 titik itu. Titik

1
[ 1 , 1 ] merupakan titik singgung pada parabola
dengan gradien sama dengan gradien garis dalam

persamaan keterangan 4 (hal. 93). Persamaan garis
1

singgung pada parabola di titik [ = g 4L } adalah
4

1
vy oz 2% + — .
2
Demikian Juga untuk titik (1, -2), persamaan garis

singgung parabola di titik itu adalash v = -x - 1

vang sama dengan persamaan garis vang melaluil titik

(-1, 0) dan titik (1, -2). Jadi titik [ = B
4
1 -
oleh g(t) ditransformasikan ke titik [ —
4 i

dan titik (1, -2) oleh f(t) ditransformasikan ke

titik (1, -2).

Untuk nilai t vang lain vaitu t = ., maka

Dl

hasil transformasi titik (tz, 2t) oleh fungsi-fungsi

anggota Dg adalah:
9 I 9
HE RN
4 4

103




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

~ 9 . f - 4 4 y
-, 3 > -, — T Tofr)2
L 4 - 9 3 °r St )
3
- 9 . g - 1 . 4 r
-5 3 > -, -1 5
L. 4 ] 4 )
A
- 9 . fg - . ofer)
-, 3 > 4, —4 -ﬁi 12 3 4 5 TR T
- 4 d L - (r)
A
- 9 . gf ~ 1 2 5 -
- = 8 > ™" 7 -4
L 4 L 9 3 4 s Tt
- 9 fgf - . -
— 83 > g9, 6
L 4 L _
1
Gb.40. £(t) = ~ , g(t) = 1 -~ ¢
+t
3
untuk t = —
2
. Diberikan persamasn parabola y2 = 4, dengan

bpersamaan parameternva:
_ o2

0 4
v = 2t, t parameter

Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2,f(t) = 1 - ¢

T
dan g(t) = {(t - 1 = 0.
t - 1
-1 1
fg{t) = , dan fgf(t) = — = gfa(t)
-1 t
5 1~ %
(fg)= (t) = = gf(t)
-t
(F2)2 (£) =
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Karena periode fungsi f(t) dan g(i) adalah 2 dan
periode fungsi fg(t) adalah 3 maka menurut teorema
pada grup dihedral, pada parabola tersebut akan
terjadi grup dihedral Dg. Anggota—anggota D3 adalah
Py = {I, £, g, £g, gf, £(gf)}.

Menurut keterangan-keterangan sebelumnya
diperoleh bahwa Jjika f(t) = ¢t = 1 -~ ¢ maka garis
dengan persamaan (Z) (hal. 895) akan mempunyal

t

gradien 2. Jika g(t) = t° = maka garis
t - 1

dengan persamaan (2) (hal. 895) akan memotong sumbu v
di titik (0, 2).

Untuk sebarang nilai t dan dengan
keistimewasan-keistimewaan daril fungsi f(t) dan g(t)

di atas, diperoleh gambar berikut:

¥ 97 = ofcr)
4 ;
18
\ B
3.
{
I (4
S i ¥
=3
,.5
-4 (1)
t
Gb.41. f¢t) = 1 - t, g(t) =
Tt o~ 1
Contoh:
Diberikan nilal t tertentu t = 2, maka hasil

tranaformasi titik (tz, 2t) oleh fungsi~-fungsi

anggota Dy adalah:



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

I
(4, 4) > (4, 4)
i
(4, 4) > (1, ~2) " 1=9
4
g 3
(4, 4) > (4, 4) 5
fe <X 9% LD)/a fortlt= ofCl)
(4, 4) > (1, -2) i %
gt - 1
(47 4) > = 1
4
fef - 1 -
(4, 4) > — 1
S
%
Gh.42. f(t) = 1 - t, g(t) =
- 1

untuk t = 2

1
Contoh di atas seperti contoh 4 (b). Titik [ -5 1 ]
4

merupakan titik singgung parabola dengan persamasan
1

garis singgungnya vy = 2x + — . Gradien persamaan
2

garis singgung tersebut sama dengan gradien garie

pada persamaan Reterangan 4 (hal. 93). Persamaan

garis singgung parabola di titik (4, 4) adalah vy =

vang sama dengan persamaan garis vang

NI
b
+
0J

menghubungkan titik (0, 2) dan titik (4, 4).
i

Sehingega untuk titik [ — 1 ] cleh fungsi g(t)
4
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1
ditransformasikan ke titik [ - 1 ] lagi, demikian
4

Juga titik (4, 4) oleh fungsi g(t) ditransformasikan
ke titik (4., 4) lagi.

Contoh:

Diberikan nilail t vang lain vaitu t = , maka

ra i oW

hasil transformasi titik (tz, 2t) oleh fungsi-fungsi

anggota D3 adalah:

- 9 I -~ 9 .
— > -, 3
L 4 L 4 -
~ 9 £ = -
- > — R il
L 4 ] L 4 |
~ 9 - g
L 4 J
~ 9 s fe
— . 3 > (4, —-4)
L 4
- 3 gf 1 2 -
_ﬁ,,a >[_.ﬁ,_
L 4 J g 3
#9 b fgf 4 4‘
._,8 }I:.__,m
L 4 ] 9 3 A
t
Gb.43. f(t) = 1 - t , g(t) =
t ~ 1
3
untuk t = -
2
6. Diberikan persamaan parabola y2 = 4x, dengan

persamaan parameternya:
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® o= tz
{ v 2t, t parameter

i

1
Diberikan fungei-fungsl berperiode 2, f(t) = —
t
t
(t + 0) dan g(t) = (t = 14 0
Lo~ 1
t - 1
fg(t) = , dan fgf(t) = 1 - t = gfg(t)
t
5 -1
{fg)= (t)y = = gf({t)
t - 1
(fe)2 (t) = t

Karena pericde fungsil f(t) dan g(t) adalah 2 dan
pericde fungsi fg(t) adalah 3 maska menurut teorema
pada grup dihedral dipercleh bahwa pada parabola
tersebut akan terjadl grup dihedral D3. Anggota-
anggota Dy adalsh Dg = {I, f, g, fg, gf, f(gf)3.
Menurut keterangan-keterangan sebelumnya
diperoleh kelstimewaan dari fungsi-fungsi £(t) dan
1
g(t) sebagal berikut: jika £(t) = t~ = ; maka
garis dengan persamsan (2) (hal. 85) akan melaluil
titik potong direktriks dan sumbu x vaitu titik (-1,
t

0y dan Jika g(f) = t7 = maka garis dengan
t - 1

persamaan (2) (hal. 85) skan memotong sumbu y di

titik (O, 2.
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Untuk sebarang nilai t dan dengan
kelstimewaan-keistimewasan dari fungsi £(t) dan g(t)

di atas, diperoleh gambar berikut:

. af (L)
q {—(?.
13
/ ata ) = £9FCE)
AT é?(mz 5 4 & & >’<

-2
-3

-4

9(1)

1
Gb.44. f(t) = ~ , g(t) =
t t -1

Contoh:

Diverikan nilal t tertentu t = ., maka hasil

e R ot

transformasi titik (tz, 2t) oleh fungsi-fungsi

anggota DS adalah:

e 1 9 - s 8cz.)
“‘“‘:8 }[“"38 [
L 4 4 ~ |

, 4 I
- 9 £ 4 4 :
. - >[“’— s
L 4 g g 1

AR 1

-9 i g ~|\Ql.za4ss7z>9{(
2:3 - (9, 6) R Fm:9‘F9CI)
- i 3
- 9 1 fe 1 2 4 S
SN T
= 4 J 6 3 -
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- 9 - ef
-, 3 > (4, ~4)
L 4 3
- 9 4 fegf 1
~ .3 >[—,—1]
L 4 J 4
1 t
Gbo.45. f(t) = — , g(t) =
t . -1
3
untuk t = -
P
Diberikan persamaan parabola y2 = 4x, dengan

paersamaan parameternya:
- t2

[,

v = 2Zt, t parameter

Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2 , f(t) = - —
(t £ 0) dan gl(t) = 1 - ¢

Dalam conteoh 5 halaman 89 pada periode suatu fungsi
telah diperoleh periode fungsi fg(t) adalah tak
hingga. Sehingga menurut teorema pada grup dihedral
diperoleh bahwa pada parabola itu akan terjadi grup
dihedral De,dengan banvaknya anggota tak hinggsa.
Menurut keterangan-keterangan sebelumnya
dipercleh kelstimewasan-keistimewaan fungsi~-fungsi
1
f(t) dan g(t) sebagai berikut: Jika f(T) = t° = - ;

maka garis dengan persamaan (2) (hal. 88) akan

melalul fokus (L, ©) dan Jika g(t) = t° = 1 - t maka
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garis dengan persamaan (Z2) (hal. 95) akan mempunyai
gradien 2.

Untuk sebarang nilai t dan dengan
keistimewaan-keistimewaan dari fungsi f(t) dan g{t)

di atas, dipercleh gambar berikut:

Gh.

8. Diberikan persamaan parabola y2 =  4x, dengan

persamaan parameternyva:

_ 42

W =
{ v = 2t, t parameter

1
Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2 ,f(t) = -
t
t
(t ¥ 0) dan g(t) = (t - 1 4 O
t - 1
i - %
fg(t) =
t
2t ~ 1
(£f8)% (t) =
i-t
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3 2 ~ 3t
(fg)w (t) = ——
2t - 1

4 bt - 3
(£fg)™ (t) = e
2 - 3t

Setelah dijabarkan diperocleh periode fungsi fg(t)
tak hingga. Xarena pericde fungsi f{t) dan g(t)
adalah 2 dan periode fungsi fg(t) adalah tak hingga,
maka menurut teorema pada grup dihedral, pada
parabola akan terjadi grup dihedral Des .

Menurut keterangan-keterangan sebelumnyva
diperoleh keistimewaan fungsi-fungsi £(t) dan g{i{)

1

sebagai berikut: Jjika f{(t) = £t~ = - E maka garis
dengan persamaan (2 (hal. 85) akan melalul fokus

t
{1, 0) dan Jika g(t) = t7 = maka garis dengan

persamaan (2) {(hal. 95) akan memotong sumbu v di
titik (0, 2).

tntuk sebarang nilai [ dan dengan
keistimewaan-keistimewaan dari fungsi f(t) dan g(1t)

di atas, diperoleh gambar berikut:

-

3

3

3

{

~+ 0 7 &% 2 *
-+
4
t
Gb.47. £{t) = - , g(t) =
t t -1
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Contoh~contch berikut ini adalah contoh-contoh
grup dihedral pada parabola yz = 4x dengan persamaan
parameter vyang berbeda dari contoh-contoh sebelum-
nya.

2 -

Diberikan persamaan parabola y= = 4x dengan

pergamaan parameternya:

x = 489
{ v = 4t, t parameter
Diberikan 2 titik vaitu T (4t2, 4t) dan T~
(4t‘2, 4t7), persamaan garis vyang melalul kedua

titik tersebut adalah:

y - 4t” x - 4172
g — e = », oetelah diuraikan
4t - At° 4t2 -~ 474

diperoleh: x -~ (bt + t7) v + 4%t” = 0 ... (4)

Dalam contoh-contoh selanjutnya, fungsi-fungsi £(t)

1 i T
vang digunskan - — (t + ), — (t 4 0) ,
4t 4t v -1

(t ~14+£0), 1-t . Fungsi-fungsi tersebut adalah
fungsi-fungsi yang berperiode Z.

Dengan persamaan parameter yang berbeda, kita
dapat menentukan t° yang merupakan fungsi dari ¢
supayva persamaan (4 mempunyal keilstimewaan-
keistimewaan tertentu, dengan keistimewsan-

keistimewaan tersebut antara lain sebagal berikut:
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1
1. Jika t7 = ~ — (% + 0) maka garis dengan
41

persamaan (4) akan mendadi;

- 1 i
X o~ t - e J vy + 4.t [ - — ] =0
L 4t 4t
- 482 - 4
= —— } v - 1 = 0 ; untuk setiap t,
g 4t

Jika v = O maka x = 1.

i
— maka garis dengan persamsan
4%

Jadi Jika t-

11

(4) akan melalui fokus (1, 9).

1
2. Jika 7 = — (t + 0) maka garis dengan persamaan
4t

(4) akan menjadi:

= i 1
x - LR Sp— ] v + 4.t . — 3 0
L 4% 4t
- 462 4+ 1
x - --———-} v+ 1 = 0 ; untuk setiap ¢,
L 4%

Jika v = 0 maka x =-1.

1
— maka garis dengan persamaan
4%

Jadi Jika t~

(4) akan melalul titik potong direktriks dan
sumbu x vaitu titik (-1, ©).
<

3. Jikse t° = (t - 1 % 0) maka garis dengan
t -~ 1

rersamaan (4) akan menjadi:
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e t - 1.
setiap t, Jika ® = O maka v = 4.
4

Jadi Jika t7 = maka garis dengan
t - 1

versamaan (4) akan memotong sumbu vy di  titik
(0,4).
4. Jika t7 = 1 - t maka garis dengan persamaan (4)
akan menjadi:
- (t +1-1t) v+4t (1 ~t) =0
X -y +4(t-1t?) =0 ; untuk setisp t,
rersamaan garis tersebut akan mempunyvai
gradien 1.
Contoh:
9. Diberikan persamaan parabola y2 =  4x, dengan

persamaan parameternysa:

B

% 4%
{ Yy = 4t, 1t parameter
Fungsi-fungsinya berperiode 2 yvang diberikan adalah
1 1

£ty = - — (t § 0) dan g(t) = — (t $ 0)

4t 4t
Karena ¢t + 0 maka tidak berlaku untuk titik puncak
parabola. Demikian Juga uvntuk contoh selanjutnys
dengan fungsi-fungsi seperti di atas.

tg(t) = -t = gf(t)

(fgi2(t) = t
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Karena periode fungsi f(t) dan g(t) adalah 2 dan
periode fungsi fg(t) adalah 2 maka menurut teoremsa
pada grup dihedral diperoleh bahwa pada parabols
tersebut terjadi grup dihedral Dp. Anggota dari Do
adalah Do = {I, £, g, fg}. Kemudian akan kita
selidiki keistimewaan fungsi-fungsi f£{t) dan g(t)
sebagai suatu transformasi yang mentransformasikan
titik pada parabola ke titlk lain pada parabola.
Menurut keterangan di atas diperoleh bahwa
1
Jika f(t) =t = - E€~ maka garis dengan persamaan
(4 (hal. 113) askan melalui fokus (1, 0) dan Jika
1
g(ty = t° = ;; maka garis dengan persamaan (4) (hal.
113) akan melalul titik potong direktrike dan sumbu
® vaitu titik (-1, 0.
Untuk sebarang nilai ¢ dan dengan kelstimewaan

fungsi f(t) dan g(t) di atas, diperoleh gambar

berikut: 4
~
<f
3
4
7 ge1e
e
-tg] 3 4 & X
-t
%
4
“4r focr)
1 1
Gb.48. £(t) = - — , g(t) =
4% 4%
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i0.

Dibverikan persamaan parabola y2 = 4x, dengan

persamaan parameternyva.
® = 4t2
{ v = 41t, 1t parameter
Fungsi-fungsinya berperiode 2 vang diberikan adalah
it
f{t) = - — (¢t # 0) dan g(t) = -t
4%
1
feg(t) = — , menurut contch 9 di atas periode
4t
fungsi fg(t) adalah 2.
Karena periode fungsi £(t), g(t) adalah 2 dan
periode fungesi fg(i) adalah 2 maka menurut teorema
rada grup dihedral diperoleh bahwa pada parabola
terjadi grup dihedral Do. Anggota Do adalah Doy =
10T 2f Rhd s
Menurut keterangan sebelumnya diperoleh bahwa
1
Jika f(t) = t° = - — maka garis dengan persamaan

4t

(4 (hal. 113) zkan melaluwi fokus (1, ¢).

Jika g(t) : T (4t9, 4t) — > T’ (4t°2, 4t°) dan
g(t) = +t° = -t, maka persamaan (4) (hal. 113)
menjadi:

X - {t -ty vy - 4.t.t = 0
x - 4t2 = 0 .... ()
Artinva untuk sebarang nilai t, oleh fungsi g(t)

setlap titik pada parabola ditransformasikan ke
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i1,

titik lain pada parabola dan garis penghubung kedua
titik itu sejajar sumbu vy.

Pengan keistimewaan fungsi f(t) dan glt) di
atas dan untuk sebarang nilai t, diperoleh gambar
berikut:

{4

4
3

2

@cwn

1

) b % [} £
Y octy

-y

H

1
Gb.49. f(t) = - — , 2(t) = -t
4t
Piberikan persamaan parabola y2 =  4x, dengan

persamaarn paramebternva.

x = 4t2
{ ¥y = 4t, t parameter

1
Diberikan fungsi-fungsi berperiode THEEE DN —
4t
(t £ 0) dan g(t) = -¢
1
fe(t) = - — = gf(t), menurut contch 9 4&i
4t

atas periode fungsi fg(t) adalah 2.
Karena periode fungsi f£(ty, 8(t) adalah 2 dan
pericde fungsi fg(t) adalah 2 maka menurut teorema

pada grup dihedral, pada parabola tersebut terjadi
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12.

-'grup dihedral Dz. Anggota DZ adalah D2 = {1, £, g,

fal.

Menurut keterangan sebelumnya dan contch 10

1
diperoleh bahwa Jika f£(t) = t7 = —
4t
maka garis dengan persamaan (4) (hal. 113} akan

melaiul +titik potong direktriks dan sumbu 3 vaitu
titik (-1, 0) dan Jjika g(t) = £t~ = -t maka garis

dengan persamaan (4) (hal. 113) akan sejajar dengan

sumba V.
14 I/
3
r
1 ()
—h{ 1 2 3 % ¢ %
NS = ofty
-2
-3
T6y)
\1\
Gb.50. £(t) = — , g(t) = -t
4t
Diberikan persamaan parahbola y2 =  45f dengan
persamaan parameternya.
o 4t2
{ v = 4t, L parameter
Diberikan fungsi-fungsi berperiocde 2,f(t) = - ¢

1
dan g(t) = — (& + 0y
t
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Dari contoh 1 di atas telah diperoleh bahwa
periode fungsi fg(t) adalah 2 sehingga menurut
tecrema pada grup dihedral diperoleh bahwa pada
parabola tersebut terjadi grup dihedral Do. Anggota
dari D5 adalah Do = (I, f, g, fg3.

Menurut keterangan sebelumnyva diperoleh bahwa
Jika f£(t) = t° = -t maka garis dengan persamaan
(4 (hal. 113) skan sejadar dengan sumbu y.

Jika g(t) : T (4t2, 4t) —> T° (4t°2, 4%°) dan

i
g(t) = t° = — , maka persamaan (4) (hal. 113)
i
menjadi:
- i - 1
x - t + - vy + 4.t — = O
L Lt t
L3
~ t= + 1 .
% - _ — vy +4 =0 ... (8)
L 1, J

Artinya untuk sebarang nilail t, oleh fungsi g(t)
setiap titik pada parabola ditransformasikan ke
titik lain pada parabola dan garis penghubung kedusa
titik itu melalul (-4, 0).

Dengan kelstimewaan fungsi f(t) dan g{(t) di
atas dan untuk sebarang nilai t, diperoleh gambar

berikut:
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1i3.

-3
fx)
~
fOCT) =of D)

il
Gb.bl. f(t) = -t , g{t) = ;\\\\“
T

Diberikan persamaan parabola yé =  4dx, dengan

persamaan parameternyva.

®x = 4t~
{ v = 4t, t psrameter
Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2,£(t) = -t dan
1
g(t) = - - (£ £ 0)
t
Dari contoh 3 di atas telah diperoleh bahwa
periode fungsi £g(%) adalah 2 sehingga menurut
teorema pada grup dihedral diperoleh bahwa rada
parabola tersebut terjadi grup dihedral DZ~ Anggota
Do adalah Dy = {I, £, g, fg}l.
Menurut keterangan sebelumnya diperoleh bahwa
Jika f(t) = £t = -t maka garis dengan persamaan (4)
(hal. 113) akan sejajar dengan sumbu vy.
Jika g(t) : T (4t2, 4t) — > T° (4t°2, 4t°) dan
1

g{t) = 7 = - — , maka persamasan (4) (hal. 113y
t
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mernjadi:
- i 1
X~ |t - — ] vy - 4.t. — =0
L t t
-2 -1
X - —_— } v-4=0... (T
L t

Artinya untuk sebarang nilai t, oleh fungsi g(t)
setiap titik pada parabola ditransformasikan ke
titik lain pada parabola dan garis renghubung kedua
titik itu melalui titik (4, 0).

Untuk sebarang nilai t dan dengan
keistimewaan fungsi-fungsi f£(t) dan e(t) di atas,

dipercleh gambar berikut:

1T
i ’/
4 foln) =

3/
-l 0 T2 3 - ),(

I

":\

'V QLI) ki{z] 1
G52, £(5) ==t , gl{t) = = =

14. Diberikan persamaan parabola y2 =  4x, dengan

persamaan parameternya:

x = 4t%
{ v = 4t, t parameter
Fungsi-fungsi berperiode 2 yang diberikan adalah
1 i

£(£) = ~ (t 4 0) dan g(t) = - ~ (% & 0)
t &
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Dalam contoh 2 telah diperoleh periode fungsi

fg(t) adalah 2 sehingga menurut teorema pada grup

dihedral dipercleh bahwa pada parabola tersebut

terjadl grup dihedral Ds. Anggota Do adalah DZ
{I, £, g, f&}.

Menurut keterangan sebelumnya dipercleh bhahwa

1
Jika £(t) = t7 = —~ maka garis dengan persamaan
€

(4) (hal. 113) skan melalui titik (-4, 0) dan jiksa

1
g(t} = t° = - — maka garis dengan persamaan (4)
t

(hal. 113) akan melalui titik (4, 0).

Untuk sebarang nilai t dan dengan

keistimewaan fungsi-fungsi f(t) dan g{(t) di atas,

diperoleh gambar berikut:
+cr)

.
1 ¥
. !
/
-?ﬁ\i\i; : 3 : 4
,.'5.
1 1
Gb.B3. (&) = — , g(t) = - —
t t
15. Diberikan persamaan parabola y2 = 4%, dengan

persamaan parameternvas
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X = 4t2
{ vy = 4t, t parameter
Fungsi-fungsi berperiode 2 vang diberikan adalah
T

£(t) = (t = 14 0) dan g(t) = 1 ~ ¢
t - 1

Dalam contch 5 di atas telah diperoleh bahwa
periode fungsi fg(t) sama dengan periode funegsi
gf(t) wyaitu 3, sehingga menurut teorema pada Erup
dihedral diperoleh bahwa pada parabola tersebut
terjadi grup dihedral D3. Anggota-anggota Dg adalah

D8 = {Is fs g, fg: gf: f(gf)}'

1 -1
fg(t)y =
-~
o -1
(fgy=(t)y = = gf{t)
1 -t
1
fef(t) = — = gfeg(t)
t

Menurut keterangan-keterangan sebelumnya

t
dipercleh bahwa jika f(t) = £ = maka garis
t -1

dengan persamaan (4) (hal. 113) akan memotong sumbu
y di titik (0, 4) dan Jika g(t) = t° = 1 - t+ maka
garis dengan persamaan (4) (hal. 113) akan

mempunyal gradien 1.
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Untuk sebarang nilai t dan dengan
kelstimewaan-keistimewaan fungsi f(t) dan g(t) adi

atas diperoleh gambar berikut:

"f 2
gfcn
o
8 {Q-RI‘,}-:
oo ()
i N
z
9
-2 _‘: 4 f %5 X
-4 fo(
-8 fa1)
o
2
Gh.54. f(t) = . gty = 1 - ¢
t -1
16. Diberikan persamaan parabola y2 = 4x, dengan

rersamaan parameternya:

x = 4t2
{ vy = 4t, t parameter
Fungsi-fungsi berperiocde 2 yang diberikan adalah
t 1

fit) = (t ~ 1 4 0) dan g(t) = — (t &£ O
t - 1 t

Dalam contoh 8 di atas telah diperoleh bahwa
periode fungsi fg(t) sama dengan pericde fungsi
gf(t) wyaitu 3. Menurut teoremsa pada grup dihedral
diperoleh bahwa pada parabola tersebut terjadi grup
dihedral Dgz. Anggota Dg adalah Dgq = {I, £, g, fg,

gf, £{gf)}.
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fe(t)y =

t
= gf{t)

It

(fg)2(t)

fgf(ty =1 - t = gfgl(t)
Menurut keterangan-keterangan sebelumnya
T
t - 1

diperoleh bahwa Sika f(t) = t7 =

dengan persamaan {4) (hal. 113) akan memotong sumbu

1
v di titik (0, 4) dan jika g(t) = t° = — mnaka
t

garis dengan pergsemaan (4) thal. 113) askan melalui

titik (-4, O).

Dengan keistimewsan fungsi f(t) dan gt

atas dan untuk sebarang nilal t, diperoleh gambar

kerikut:
\f{‘

Hf (D) = oo (t)

maka garis

)
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i7.

Diberikan persamaan parabola y2 =  4x, dengan

persamaan paraneternya:

x = 4t2

{ v = 4%, t parameter

Fungsi-funegsi berpericde Z yang diberikan adalah
1
f(ty =1 - ¢ dan g(t) = ; (t £ 0)

Dalam contoh 4 telah dipercleh bhahwa periode
fungsi fg(t) sama dengan pericde fungsil gf(t) vaitu
3. Menurut teorema pada grup dihedral diperoleh
bahwa pada parabola tersebut terjadi grurp dihedral
Da. Anggota Dg adalah Dg = {I, £, g, fg, &f,

f(gf)}.

fel(s)y =1 -

(fg)2(t) = = gf(t)

Menurut keterangan-keterangan sebe lunnya
diperoleh bahwa Jjika f(t) = ¢t = 1 - t maka garis
dengan persamaan (4) (hal. 113 &akan mempunvai

1
gradien 1 dan Jika g(t) = t7 = ; maka garis dengan

PErSamasan (4) (hal. 113) akan melalui titik

(-4, 0).
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Untuk sebarang nilai t dan dengan
keistimewaan fungsili f£(t) dan g{t) di atas,

diperoleh gambar berikut:
9CL)

1
Gb.56. £(t) = 1 -t , g(t) = —
t

Contoh:
Dikerikan nilail © tertentu vaitu t = 2. maka hasil
transformasgi titik (4t2, 4t) oleh fungsi-fungsi

anggota Dg adalah:

I

(16, 8) w—> (16, 8)
fg

(i6, 8) ——> (1, 2)
egf

(16, 8) > (4, -4)
f

(165 8) — (43 —4)

(16, 8) —> (1, 2)

{16, 8) —> (16, 8)
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Gb.57. f(t)

1
|--A

I
ot
131
Pt
et

I

P

G
=
d_.
b
52
ot

I
]

Contoh 17 untuk nilai t = 2 ini seperti contoh 4

dan B di atas. Titik (1, 2) dan titik (4,
selain merupakan titik hasil transformasi,

merupakan titik singsung pada parabola

gradiennya sama dengan gradien garis persamaan

keterangan 4 (hal. 113) dan garis penghubung titik

(-4, Q) dan (4, —-4).

Persamaan garis singgung di titik (1,

adalah v = % + 1. Gradien garis singgung parabols

tersebut 1 yang sama dengan gradien garis

pergamaan keterangan 4 (hal. 113). Sehingga titik

(1, 2) ditransformasikan oleh fungsi £(t) tetap di

titik (1, 2). Persamaan garis singgung di titik
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1
(4, -4) adalah v = - - x - 2 yang sama dengan
2
persamaan garie yang melalui titik (-4, 0)
(4, -4). Sehingga titik (4, -4) oleh fungsi
ditransformasikan ke titik (4, -4) lagi.

Contoh:

Diberikan nilail t yang lain vaitu t = . maka

Do

dan

g{t)

hasil transformasi +titik (4t2, 4t) oleh fungsi-

fungel anggota DB adalah:

1
(9, B) —> (9, 8)
f
(8, 8 —> (1, -2%
g 16 8
ey A _]
gl 3

(9, 8) —ff@[f,_j.]

(9, B) —> (16, -8)

49, &)

42

L od L b

-2}

1 3
Gb.B8. f(t)y = 1 - t , g(t) = T untuk t = =
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18,

Diberikan persamaan parabola vy2 = 4%, dengan
persamaan parameternya:
x = 4t2
{ v = 4%, t parameter
Fungsi-fungsi berperiode Z yvang diberikan adalah
1

f{t) = - — (t + 0 dan g(t) = 1 - t
t

Dalam contoh 7 di atas telah diperoleh bahwa
pericde fungsi fg(t) tak hingga. Menurut teorems
pada grup dihedral diperoleh bahwa pada parabola
tersebut terjadi grup dihedral Deo

Menurut keterangan-keterangan sebelumnya

diperoleh kelstimewaan fungei-fungsi f(t) dan g(t)

[

sebagail herikut: Jika f(t) = ¢° = - — maka garis

dengan persamaan (4) (hal. 113) akan melalui titik
(4, 0) dan Jika g(t) = t7 = 1 - t maka garis dengan
persamaan (4) C(hal. 113) akan mempunyail gradien 1.
Dari keterangan-keterangan di atas dan untuk
sebarang nilai t, dipercleh gambar grup dihedral

D¢ pada parabola sebagai berikut:
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x
;- fr;
-3
~o
-{1
1
Gb.03. £(t) = - — , g{t) = 1 - &
t
18. Diberikan wversamaan parabola yz = 4x, dengan

persamaan parameternya:
p 4¢°
{ y = 4t, t parameter
Fungsi-fungsi berperiode 2 yang diberikan adalah
t

(t 4 0) dan g(t) = (t - 1 4 Q)
t = i

)y = -

I

Dalam contcoch 8 telah dipercleh bahwa periode
Tungsi feg{t) adalah tak hingga. Menurut teorema
pada grup dihedral diperoleh bahwa pada parakola

tersebut terjadi grup dihedral Den .
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Menurut keterangan~keterangan sebelumnya

diperoleh keistimewsan-keistimewaan fungsi~fungsi

1
f{t)y dan g(t) sebagai berikut: Jika f(t) = t° = - .
t
maka garis dengan persamaan (4) (hal. 113) aksn
t
melalul titik (4, O) dan Jika g(t) = t7 =
t - 1
maka garis dengan persamaan (4) (hal. 113) akan
memotong sumbu v di titik (&, 4).
Untuk sebarang nilai (i dan dengan
keistimewaan fungei f(t) dan g(t) di atas,

diperoleh gambar berikut:

x¥

36

'W‘ii\%
(1)

o £
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GRUP PADA HIPERBOLA

Seperti rada pembicaraan tentang grup pada
Parabola, dalam grup rada hiperbola ini kita juga saskan
banvak membicarakan tentang periode suatu fungsi. Grup
rada hiperbols ini merupakan grup dihedral, sehingga
kita akan menggunakan teorema pada grup dihedral itu
untuk menentukan grup dihedral vang akan terjadi pada
hiperbola.

Dalam grup pada hiperbola ini, kita menggunakan
persamasn hiperbola orthogonal dan langkah-langkah
untuk menentukan grup dihedral pada hiperbola ini sama
dengan tangkabh~langkah pada waktu menentukan grup
dibedral pada parabola.

Diberikan suatu persamaan hiperbols orthogonsal
dengan persamaan parameter tertentu dan diberikan Juga
fungsi-fungsi €(t) dan g(t), Jika periode fungsi ()
dan g(t) adalah 2 dan reriode fungsi fg(t) adalsh n
maka menurut teorema rada grup dihedral terjadi grup
dibhedral P, pada hiperbola tersebut . Dan jika periode
fungsi fg(t) adalah tak hingga wmaka pada hiperbola
tersebut terjadi grup dihedral Dc,. Seperti dalam grup
rada oparabola, dalam grup pada hiperbola ini fungsi

1 1
berperiode 2 yang diberikan adalah — (t F£ 0), —-t, - .
t t

t

(t £ 0), 1 - ¢, (t - 14 0)

t -1
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Gambaran dari grup dihedral D, vang terjadi pada
hiperbola dapat kita tentukan dengan menerapkan
keistimewaan fungsi-fungsl f(t) dan g(t) sebagal suatu
transformasi yang mentransformasikan suatu titik pada
hiperbola ke titik lain pada hiperbela Jjuga. Sebelum
diberikan contoh akan diberikan persamaan umum
hiperbola kerikut:

Diberikan suatu persamaan umum hiperbola

orthogonal xv = o2, dengan persamaan parameternya:

X = ¢t
e}

v = - , t parameter dan t # G
T

C C
Diberikan 2 titik vaitu T { ot , -} dan T7 [ ct”, },
T (i

persamaan garis yvang melalui kedus titik itu adalsh:

cC
-y_..
7 ®x - et”
= , setelah diuraikan diperoleh:
C ] ct - ct”
t 7
x + tt’y - clt” + ) =0 .... (1*)

PDari persamaan (1*), kita dapat menentukan t° vang
merupakan fungsl dari t supaya persamaan (1*) mempunyal
keistimewaan-keistimewaan tertentu. Kelstimewaan—

keistimewaan i1tu antara lain:
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t
. Jika t7 =

(t - 1 % 0) maka garis dengan
t -~ 1

persanasn (1*) akan menjadi;

t t
X+t o- L Y - c [ + % ] =0

£ t
X + *y-—c[ }:0
i 1 t - 1

Tampak bahwa titik potong garis tersebut dengan

sumbu ¥y untuk sebarang harga t ialah (0, ¢).

t
Jadi Jika t7 = maka garis dengan persamaan
v - 1

(l*) akan memotong sumbu vy dititik (0, o).

Jika t° = 1 -~ t maka garis dengan persamaan {1*)
akan mendadi:
X+t {1l -1t)y -c ({1l -+t +¢t) =20
Lyl
¥+ {t - 8=y vy - c =0
Titik potong garis tersebut dengan sumbu x  untuk
sebarang harga t ialah (¢, 0.
Jadi Jika t7 = 1 - t maka garis dengan persamsan
(l*) akan memotong sumbu x dititik (¢, 0).
1
Jika t7 = - - (¢t + Q) maka garis dengan persamsasn
+
(1*) akan mendadi:

i 1
X+ t [ - — } v — [ - — 4+ t } = 0
T
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sebarang harga t sama derigan 1.
1
Jadi jika t° = - — maka garis derngan persamaan
t
(1*) akan mempunyai gradien 1.
1
4, Jika t7 = — (% + 0) maka garis dengan persamaan

(1*) akan mendadi:

1 1
X+ 1L« — v - [ — + % } = 0
€ t

1+ £2
X +y - o [ —————, J = Q0 ; dan gradien garis
t.

ini untuk sebarang harga t sams dengan -1.

Jadi Jika t° = maka garis dengan persamaan (l*)

ot |

akan mempunyai gradien ~-1.

5. Jika t° = -t maka garis dengan persamaan (1%) akan
menjadi:
X BNl v M (—Le A
x - t2 vy = 0 ; dan untuk sebarang harga ¢t
persamaan garis ini akan melalui titik 0 (0,
0.
Jadi Jika t” = -t maka garis dengan persamaan (1%)
akan melalui 0 (0, 0.
Contoh:

1. Diberikan suatu persamaan hiperbcla orthogonal Xy =

4, dengan persamaan rarameternya:
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s t parameter dan % F 0

<
I
o |

Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2,f(t) =

F | s

(t $ 0) dan g(t) = -t

Akan kita selidiki grup dihedral yang terjadi
pada hiperbola tersebut oleh fungsi-fungsi itu. Dari
contoh-contoh sebelumnys telah dipercleh bahwa
pericde dari fungsi-fungsi f{t) dan g(t) adalah 2
dan periode fungsi fg(t) adalah 2. Menurut teorema
dalam grup dihedral didapat grup dihedral pada
hiperbola =zxv = 4 adalah Ds. Banyaknya anggota Do
adaleh 4 yaitu Dg = {I, £, g, fg}.

Akan kita selidiki keistimewaan fungsi £(t)
dan gty sebagai suatu transformasi vang
mentransformasikan suatu titik pada hiperbola ke
titik lain pada hiperbola sehingga kita dapat
menentukan gambaran dari grup dihedral Do pada

1

hiperbola oleh fungsi f(t) = — dan g(t) = -t.
T

5
Diberikan dua titik yaitu T { o, — } dan

2

T [ 2t7, — ] y persamaan garis yang melalui
t

kedua titik tersebut adalah:

%4 bty - 2(t 4 t7) = 0 .... (2%
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Menurut keterangan sebelumnva diperoleh hahwa jiks

f(t) = t°7 = maka garis dengan persamaan (2*)

| -

akan mempunyal gradien -1 dan jika g(t) = t° = ~t
maka garis dengan persamaan (27) akan melalui titik
00, O).

Dengan kelstimewaan fungsi-fungsi f(t) dan
g2(t) tersebut, kita dapat menentukan gambaran grup

dihedral Ds pada hiperbola untuk sebarang nilai o.

~

1
Gb.B81. f(t) = — , gl{t) = -t
t
fg(t) = £(gl(t))
= £(-t)
1 1
= — = - — = gf({)
-t ©
gfe(t) = g(fg(t))
- l-
Zg -
L t
~ - 1
= - - — = — = f{t)
L T t.
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fef(t) flgf{t)

(-]

= = -t = g(t)

H

1

e

[ =

Jadi grup dihedral Do pada hiperbola oleh fungsi
1

fiffe = ; dan g{t) = -t dapat digambarkan seperti

al atas. Tampak bahwa titik I oleh fungsi (&)
ditransformasikan ke titik £(I) dengan gradien garis
penghubung kedua titik itu adalah -1 dan titik f¢(I)
oleh fungsi g(t) ditransformasikan ke titik gf(Iy
dernigan garis penghubung titik £(I) dan gf(I) melalui
titik (0, 0), demikian meterusnya.

Kita dapat menentukan contoh grup dihedral Do
prada hiperbola oleh fungsi f(t) dan 2(t) untuk nilai
t tertentu dengan mentransformasikan titik

2
[ 2%, ; ] oleh fungei-fungsi anggota Ds.

Migal untuk nilai t = 2, diperoleh:

I
(4, 1) —> (4, 1)

f
(4, 1Y —> (1, 4
(4-1 1) —_—F (._'49 _'1>

(4, 1) —> (-1, &)
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Dari wuraian di atas, diperocleh gambar sehagali

berikut: ¢
K
t
Yo N e ]
.5
¥
i
Gb.B2. f(t) = — , g(t) = -t untuk t = 2
t
Tampak bahwa:
f g f
(4, 1) —> (1, 4) > (-1, -4) —> (-4, ~1)

£
— > (4. 1.

Gradien garis yang melalul titik (4, 1) dan (1, 4),
titik (-1, -4) dan (-4, -1) adalah -1, kemudian
garis penghubung titik (1, 4) dan (-1, -4), titik
(-4, -1) dan (4, 1) melalul titik (0, 0).

2. Diberikan persamassn hiperbola orthogonal xv = 4,
dengan persamaan parameternya:

® = 2t

. t parameter dan t + 0

g
I
20 B\S ]

Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2 adalah f(t)
1 1

=~ (t £ 0) dan &(t) = ~ — (t + 0)
© &
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Dari contoh 2 dalam grup pada parabola telah
diperoleh bahwa periode fungsi. fe(t) adalah 2.
Karena periode fungsi f(t), g(t) dan fe(t) adalah 2,
mska grup dihedral yang teriadi pada hiperbola oleh
fungsi~fungsi tersebut adslah Do yaitu Do = {1, £,
g, fgl.

Akan kita selidiki keistimewaan fungsi f(t)
dan g{t) sebagal suatu transformasi vang
mentransformasikan suatu titik pada hiperbola ke

titik lain pada hiperbola.

Z
Piberikan dua titik vaitu T [ it } dan
t
2
T [ 2%, } » seperti pada contoh 1 maka
r ol

Persamasn garie yang melaluil kedus titik itu adsalah:

b+ ttTy - 2 (6 + 67y =0 ... (2%

1

Jika f(t) = ¢t = ; maka menurut keterangan
sebelumnya diperoleh bahwa garis dengan persamsan
(2%) akan mempunyal gradien ~1 dan jika g(t) = +-

1

= - ; maka menurut keterangan sebelumnys Juga
diperoleh bahwa garis dengan persamaan {2*) akan
mempunyai gradien 1.

Dengan keistimewaan fungsi-fungsi f(t) dan

g(t) tersebut, kita dapat memperoleh gambar grup
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dihedral

Ds  pada hiperbola

untuk sebarang nilai t.

Y; 1)

oleh fungsi

tersebut

1
Gb.B3. f(t) = — , gty = - —
t t
gfg(t)y = g(-t)
1
= = f(t)
t
fagf(t) = f(gf(t))
= £ (%)
1 1
S — = - — = g(t)
—t %
Akan kita tentukan contoh grup dihedral DZ
pada hiperbola oleh fungsi £(t) dan g(t) tersebut

vntuk nilai t tertentu dengan mentransformasikan

titik [ i

nilai &t = 2,

I

(4, 1) —->»
T

(4, 1) >

(24

2

e

diperoleh:
(4, 1)
(1, 4

(-1, -4)
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fg
(4, 1) > (=4, ~-1)

Sehingga didapat gambar herikut:

o7 A4

VRS oy x
i
2(t) = - — untuk t = 2
1
Diverikan persamaan hiperbola orthogenal xy = 4,

dengan persamaan parameternya:

x = 2t

» bt parameter dan + o

o 1D

Piberikan fungsi-fungsi berperiode 2,f(t)y = -t dan

1
g(t) = - — (t & 0)
b

DPalam contoh 3 hal. 99 telah diperoleh bahwa
periode fungsi fg(t) sama dengan periode fungsi
gf(t) vaitu 2. Dan karena periode fungsi f(t), g{t)
dan fg(t)y adalah 2, maka grup dihedral pada
hirerbola cleh fungsi-fungsi f(t) dan g{t) tersebut
adalah Do yang mempunyail anggota sebanyvak 4 vaitu Do

= {1, £, g, feg}. Kemudian akan kita selidiki
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keistimewaan fungsi £(t) dan g(t) sebagai suatu
transformasi vang mentransformasikan suabu titik
pada hiperbola ke titik lain pada hiperbola.

2

Diberikan dua titik vaitu T [ 2t, ] dan
t

} , maka persamsan garis yang

-

melalnl kedua titik itu adalah:

A+ By - 206+ £7) = 0 ... (2%

Jika f(t) = 7 = -t maka menurut keterangan
sebelumnya dipercleh bahwa garis dengan versamaan
(2*) akan melalul 0O(0, 0) dan jika g(t) = t~ =

e

— maka garis dengan persamaan (2*) akan
i

mempunyail gradien 1.

Dari wuralan di atas yaitu setelah diperoleh
keistimewaan fungsi £(t) dan g(t), kita dapat
menentukan gambar grup dihedral Dy pada hiperbola

oleh fungsi-fungsi tersebut untuk sebarang nilai .

Y 1

-

foc1) = of (1)

Gb.65. f(t) = -t , glb)y = — —
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gfg(t) = g(fg(t))
~ 1
Lt
- 1
= = e = -t =z f{t)
1
Loy
fgf(t) = £(gf(t))
1 -
= -
Lt
= I 1
= = - 1= - — = g{t)
I t
Berikut ini contoh grup dihedral Do pada
hiperbola oleh fungsi f{t) dan g(t) tersebut untuk
nilai t tertentu yvang diperoleh dengan mentrans-
2
formasikan titik { ) i ] oleh fungsi-fungsi
t

anggota Dg. Untuk nilail t = 2, diperoleh:

I T
(4, 1) —> (4, 1) gt AB@ oD
I
(4, 1) —> (-4, -1) t
£ R Ve) . [ S T
(4, 1) ——> (-1, -4) i
Ll
fg -
(4, 1) —>» {1, 4) e
Gh.66. £(t) = -t , gt

untuk t = 2
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Conton 1 sampal dengan contoh 3 di  atas
merupakan contoh grup dihedral Do pada  hiperbola.
Dalam setiap grup dihedral Do, untuk sebarang fungsi
f{t) dan g(t) yang diberikan maka akan dipenuhi

gifat—-sifat berikut:

1. fg(t) = gf(t)
2. faf{t) = g(t)
3. gfg(t) = f£(t)
Contoh:
4. Diberikan persamaan hiperbola ocrtheogonal xy = 4,

dengan persamaan parameternyas

x = 2t

t parameter dan t £ 0

i
i
et} DN

Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2,f(t) =

et | b

(t £ 0) dan g(t) = 1 ~ t.

Dari contoh 4 dalam subbab grup pada parabolsa
telah dipercleh bahwa periode dari fungsi fg(t)
adalah 3, sehingga grup dihedral yang terjadi pada
hiperbola oleh fungsi-fungsi tersebut adalah Do
dengan anggota—anggotanya sebanyak 6 vaitu {I, f, g,
fg, gf, fegf}. Kemudian akan kitsg selidiki
kelstimewaan fungel £(t) dan g(t) sebagai suatu
transformasi vang mentransformasikan suatu titik

pada hiperbola ke titik lain pada hiperbola.
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Menurut keterangan sebelumnya diperoleh

1

bahwa Jika £(t) = £t~ = maka garis dengan

%
persamaan (2*} (hal. 138) akan mempunyai gradien ~1
dan Jika g(t) = t7 = 1 - t maka garis dengan
persamaan (2*) {(hal. 138) akan memctong sumbu x di
titik (2, 0).

Dengan keistimewaan fungsi-fungsi f(t) dan
g(t) di atas, kitas dapat menentukan gambar grup
dihedral Dg pada hiperbola oleh fungsi-fungsi

tersebut untuk sebarang nilai t.

=
Y
1
GER'S7. TUC =X N Ex & i~uwin N
t
fe(t) = f{g(t))
g
i
= = (gf)e(t)y
1-%
gf(t) = g(£f{t))
1 1t - 1
=g _] = 1 - = =
; DT
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11

(fgy2(t)
faf(t)

1

Tlgf(t))
t -1
=]
t
1 t

= = = gfg(t)
t - 1 t - 1

t

Dari gambar tampsak bahwa titik I oleh f(t)
ditransformasikan ke titik f(I) dengan gradien garis
vang melaliui titik I dan £(I) adalah -1, kemudian
titik £(I) oleh fungsi g(t) ditransformasikan ke
titik gf(I) dan garis penghubung titik f£(I) dan
gf(I) wmelalui titik (2, 0), demikian seterusnya.

Berikut ini contoh grup dihedral D3 pada
hiperbola oleh fungsi f£{t) dan g(t) tersebut untuk
nilai t tertentu yang diveroleh dengan mentrans-

2
formasikan titik [ 2t ; } oleh fungsi-fungsi

anggota Da. Untuk nilai t = 3, dipercleh:

~ 2 ; I - 2

6 , — —> Sl ]
- 3 - 3
- 2 £ -2

6, - —> -—,6]
- 3 -3
r 2 &

6, - 2 {(—4, ~1)
L 3
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2 fg
[6,_ _—> {—_17_4)
3 4
2 gf 4
[ 6 , — > [ — ., 3 ]
3 4 3
2 1 fgf 4
[0-2) =5 o 4]
3 4 3

=]
o)
g
ed
e
o
5
=
m

- i y g 4 f
6,— —}[_36}_>['—v3] 5
L 3 3 3
- 45 g kil g
3, — —_—> (-1, -4) —> (-4, -1) —>
b 3—4
~ o
6, —
» 3
2
Gradien garis vang melalui titik [ 6, — ] dan
3
2 4 4
[m,s},titik [w,s} dan [3,_],
3 3 3

150



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

titik (-1, -4) dan (-4, -1) adalah -1 dan garis

4
, B ] dan [ —_, 3 } .
3

caf b

rvenghubung titik [

titik [ 3, ] dan (-1, -4), titik (-4, -1)

LTV I >N

dan [ g, melaluil titik (2, 0).

L)oo
| SN

5. Diberikan suatu persamaan hiperbola orthogonal xy =

4, dengan persamaan parameternya:

® = 2%
2
v = — , t parameter dan & = 0
t,
i
Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2,f(t) = —
t
t
(t & 0) dan g(t) = (t - 14 0)
t -1

Dari contoh 6 dalam grup pada parabola telah
diperoleh Ybahwa periode fungsi £fg(t) adalah 3.
Menurut teorema pada grup dihedral diperoleh bahwa
vada hiperbola tersebut terjadi grup dihedral Dg.
Anggota—~anggota Dz adalah Dy = {I, £, g, fg, zf,
fgf} dengan fungsi-fungsi fg(t), gf(t) dan fgf(t)
seperti pada contoh 6.

Menurut keterangan sebelumnya telah diperoleh

i

bahwa jika f(t) = t° = -« maka garis dengan persamaan
t
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(2*) (hal. 138) akan mempunyai gradien -1 dan Jjika

t ,
g{t)y = t° = maka garis dengan persamasn (2*}
t - 1

(hal. 138) akan memotong sumbu y di titik (0, 2.
Dengan keistimewaan fungsi-fungsi f£(t) dan

g(t) di atas dan untuk sebarang nilai ¢+ dapat

diperoleh grup dihedral D3 rada hiperbola sebagai

berikut: 7
L)

[
I
o
F]

t
Go®oE. (i) F= — o) B
t t - 1
Contch:
3
Diberikan nilai t tertentu vaitu t = — , maka hasil
z
2
transformasi titik [ Zhc § } oleh fungsi-fungsi
T

anggota D3 adalah:

- 445 I - 4
3, — —_— 3, — }
= 3 L 3
- 4 . f ~ 4
3, — ] —> -, 3 ]
B 3 L 3 J
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44 g
5] %
3 |

4 fg
(251
3

4 4 gf
[ 3, - e

3

4 fef
[+ 3]

3

6. Diberikan suatu persamaan hiperbola orthcgonal Ry =
4, dengan persamaan parametbernyea:

% 42

, T parameter dan t : 0

e
I
o

Diberikan fungsi-fungsi berperiode 2,f(t) = 1 - ¢

t

dan g{t)= (t - 1 # Q3

e Sl
Dari contoh 5 dalam grup pada parabola telah
direroleh bahwa rperiode fungsi fg(t) adalah 3.
Behingga menurut  tecrema dalam Erup dihedral
diperoleh bahwa pada hiperbola tersebut terjadi grup
dihedral Dz. Anggota-anggota dari Da adalah Dg = {I,
£, 8, fg, gf, fgf} dengan fungsi-fungsi fg(t), gf(t)

dan fgf(t) seperti pada contoh 5.
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Menurut keterangan sebelumnya diperoleh bshwa
Jika f(t) = t7 = 1 - £ maka garis dengan persamaan
(2*) (hal. 138) akan memcotong sumbu x di  +itik

t

(2, 0) dar Jika g(t) = t~7 = maka garis

t -1
dengan persamaan (2*) (hal. 138) skan memotong sumbu
v di titik (O, 2).
Dengan keistimewaan fungsi-fungsi f(t) dan
g(t) di atas untuk sebarang nilai t, dapat diperocleh

grup dihedral Ds pada hiperbola sebagai berikut:
g

t
Gb.71. f{(t) = 1 -t ., g{t) =
e Rl
Conton:
3
Diberikan nilai t = —~ ., maka hasil trancformasi
2
2z
titik [ 2t, — ] oleh fungsi-fungsi anggota D3
t
adalah
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- 4 - f

3, — — (=1, —-4)
» a |
- 4 4 g 2

8-, - & [ 6:‘ "’]
L 3 3
- 4 - fg

3, — > =] )
L 3
— 4 - gf —

8, — — ™ x 6
L 8 s = 8 -
- 4+ fgf -~ 4 .

3, — —_—> - 3 8
L an L 3 2

t
Gb.72. f(ty = 1 - ¢t , g(t) =
L - 1

untuk © = —

[\

Contoh 4, 5 dan 6 di atas merupakan contoh grup
dihedral Dz pada hiperbola. Dalam setiap grup
dihedral Dg. wuntuk sebarang fungsi £(t) dan g(t)
vang diberikan maka akan dipenuhi sifat berikut:

- fgf(t) = gfg(t)

Diberikan suatu persamaan hiperbola orthogonal xy =

4, dengan persamaan parameternya:

X = 2t
2
y = — t parameteyr dan £ 0
L
1
Piberikan fungsi-fungsi bherperiode 2,f(t) = - —
T

(t & 0) dan g{t) = 1 - t.
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Dari contch 7 dalam grup pada parabola telah
diperocleh ©bsahwa pericde fungsi fg(t) adalah tak
hingga. Menurut teorema pada grup dihedral diperoleh
hahwa pada hiperbola tersebut terjadi grup dihedral
valtu Deon .

Menurut keterangan sebelumnysa diperoleh bahwa

1
Jika f{(t) = t° = - — maka garis dengan persamaan

t
(2*) (hal. 138) akan mempunvail gradien 1 dan Jika
g{t) = t7 = 1 - t maka garis dengan persamaan (2*

{hal. 138) akan memotong sumbu x di titik (2, 0).
Dengan keistimewaan fungsi-fungsi f£(t) dan

g{(t) di atas dan untuk sebarang nilai t dapat

diperoleh grup dihedral De» pada hiperbola sebagai

berikut:

Gb.73. £(t) = - — , g(t) = 1 - t
%
8. Diberikan persamaan hiperbola orthogonal xy = 4,

dengan persamasn paramebernva:
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n = 2t
Z
v = — , t parsameter dan t + 0
t
1
Diberikan fungsi-fungesi f(ty = - - (b 4= 0)
t
t
dan g(t) = (t - 1 % 03
t -1

Dari contoh 8 dalam grup pada parabola telzh
diperoleh bahwa periode fungsi fg(t) adalah +ak
hingga. Menurut teorema pada grup dihedral diperoleh

bahwa pada hiperbola tersebut terjadi grup dihedral

Den .
Menurut keterangan sebelumnya diperoleh bahwa
1
Jika f(t) = t7 = - -~ maka garis dengan persamaan
t

(2*) (hal. 138) akan mempunyal gradien 1 dan Jjika

T

Rt =t = maka garis dengan persamaan (2F)

i ] 0

(hal. 138) akan memotong sumbu y di titik (0, 2).

Dengan keistimewaan fungsi-fungsi f(t) dan
g(t) di atas dan untuk sebarang nilai t, dapat
diperoleh grup dihedral Des pada hiperbola sebagai

berikut;
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Gb.74. f{t) = -~ -~ , g{t) =

Definisi III.C.1.

cuatu transformasi vang inversnya adalah

transformasi itu sendiri atau suwatu trans-—

formasi vyang berperiode 2 dinamakan suatu

involiuei.

Transformasi « adalah sustu involusi Jjika «? =
i, tetapl « ¢ 1, dengan i1 transformasi identitas.
Dalam grur pada parabola dan hiperbola di atas,
fungei-fungsi £(t) dan g{t) sebagal suatu
transformasi vang mentransformasikan suatu titik
pada parabola atau hiperbola ke titik lain pada
parabola atau hiperbola merupakan esustu involusi,
karena f2(t) = g2(t) = t dengan £(t) & t dan g(t) ¥
t. Atau dengan kata lain f(t) dan g(t) merupakan
suatu involusi karena f£{t) dan g{t) mempunyal
periode 2. Dengan demikian untuk fungsi fg(t) yang
mempunyal pericde 2 Juga merupakan suatu involusi,
fungsi-fungsi tersebut kita Jumpai dalam grup

dihedral D2 pada parabola maupun pada hiperbola.
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Hasil kali dua involusi disebut suatu
homografi. Dalam grup pada parabola dan hiperobola
di atas fungsi fg(t) merupakan suatu homografi.
Pariode dari homografl itu dapat 2, 3 atau tak
hingga.

Dalam bab sebelumnya kita telah membicarskan
tentang grup siklilik. Suatu grup dihedral D, pada
suatu segi-n beraturan mempunyal subgrup siklik C
dengan banyaknyva anggota n. Dalam grup dihedral Dn
pada parabola maupun hiperbola ini pan kita Juega
akan menemukan subgrup siklik Ch- Untuk grup
dihedral Do pada parabola maupun hiperbola dengan Do
= {I. £, g, fg}, subgrup siklik dari Dy tersebut
adalah Cp = {1, fg} generator dari Cp adalah fg.
Demikian Juga untuk grup dihedral Dg pada parabola
maupun hiperbola dengan DS = {i, £, g, fg, (fg)z,
fgf}, subgrup siklik dari D3 tersebut adalah Cg =
{1, fg, (fg)z} dengan generator fg. Sehingga akan
dipercleh hahwa untuk setiap grup dihedral Dn pada
parabola abtau hiperbola dengan D, = {I, f. g. {fg,
(£f)2, ..., ()", g(f@), g2, ..., g(fe)™ 23
maka akan kita peroleh subgrup siklik dari Dy
tersebut adalah C, = {I, fg, (£f&)%, ..., (f&)™ 1)
dengan generator dari C, tersebut adalah fg. Dan
untuk grup dihedral Des pada parabola atau hiperbola
dengan Deo = {I, £. g, fe. (f2)°%, (f&)?, ..., e(fe),

g(fg)z, g(fg)g, ...} maka subgrupr siklik dari Des
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adalah Ces = (I, fag, (f2)2.(f2)3, ...} dengan
generator dari Ceos adalah fg.
Contoh grupr dihedral Des pada suatu Jalur tak

berhingga, vaitua:

Gb.75. Grup dihedral Des pada jalur tak berhingga

Den = L., MoMyMn, MoMy, Mo, I, My, MiMg, MiMoMy,
.+ dengan My dan Mo adalah refleksi terhadap cermin

¢y dan co.

Centoh grup s8iklik Ces pada suatu Jalur tak

berhingga vang merupakan subgrup dari Des pada Jalur

tak berhingga, yaitu:

“Elop, o0 /.

Gb.76., Grup siklik Ce» pada Jalur tak berhingza

Cen = {..., T“Q, T“l, I, T, Tz, ...+ dengan T adalah

graty translasi dan T = M1M2 atau T™1 = Moy .
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D. GRUP PADA LINGKARAN

Grup pada lingkaran ini sedikit Dberbeda dengan
grup pada parabola dan grup pads hiperbola. Perbedaan
itu terletak dalam cara menentukan grup dihedral vyang
terjadi pada lingkaran. Dalam grup pada lingkaran ini
kita akan lebih banyvak menggunakan gambar meskipun
tetap diberikan fungsi-fungsil seperti dalam grup pada
parabola dan hiperbola.

Grup pada lingkaran ini adalah grup dihedral.
Deperti dalam grup dihedral pada parabola dan
hiperbola, grup dihedral pada lingkaran ditentukan Juga
cleh fungsi-fungsi £ dan g. Diberikan F dan G suatu
titik, fungsi f memetakan suatu titik A pada lingkaran
ke titik potong kedua dari FA dengan lingkaran tersebut
demikian Juga fungsi g memetakan suatu titik A pada
lingkaran ke +titik potong kedua dari GA dengan
lingkaran terssbut. Fungsi-fungsl f dan g merupakan
suatu invelusi atau fz = i dan gg =z 1 dengan 1

transformasl identitas.
ok A

FCA)

%®C) (
{8

Gh.77. Contoh suvatu fungsi f dan g vang memetakan titik
A, B dan C pada lingkaran

il
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Dari gambar tampak bahwse: Jika diberiksn titik F
dan titik perpotongan pertama lingkaran dengan garis |
vang melalui titik F dan memotong lingkaran adalsh
titik A, maka titik perpotongan keduanya adalah f(A)Y.
Demikian Juga Jika diberikan titik G dan titik
rerpotongan pertama lingkaran dengan garis yang melalui
titik G dan memotong lingkaran adalah titik €, maka
titik perpotongan keduanva adalah g(C).

Letak titik F dan G dapat di berhingga, dapat
Juga di Jauh tak hinggs. Kedua letak titik-titik F dan
G  tersebut akan menentukan grup dihedral vang terjadi
rada lingkaran. Jika letak titik F dan G di jauh tak
hingga, maka grup dihedral pada lingkarannya akan
ditentukan oleh arah-arah dari F dan G. Jika letak F
dan G tidak di jauh tak hingga kita akan memperoleh di
antaranya grup dihedral Dy dan Dg rada lingkaran. Suatu
grup dihedral D2 rada lingkaran dipercleh 3Jika letak
titik F pada garis kutub titik G dan titik @ Jugs
terletak pada garis kutub titik F. Menurut sifat garis
kutub: Jika titik @ terletak pada garis kutub p dari

titik P maka garis kutub g dari titik @ melalui P.

rLee
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Contoh:

o

Gb.78. Grup dihedral D» pada lingkaran dengan titik-
T RN IGETT 6 EES s hinsE

Dalam grup dihedral D2 rada lingkaran di atas
diperoleh fg = gf dan karena F dan G tidak di +tak
hingga maka F terletak pada garis kutub G demikian
Juga sebaliknya.

Jika letak titik F dan G tidak di jauh tak hingga,
kita dapat menentukan salah satu cara untuk
mendapatkan grup dihedral D3 pada lingkaran
sedemikian hingga fg mempunyail periode 3 dan fgf =
gfg. Pertama kita menentukan letak titik ¥ sebarang,
dari titik F dibuat garis singgung pada lingkaran.

Karena suatu garils singgung, maka +titik potong

is83
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pertama 1 dan titik potong kedua £{1) garis vang
melalui I menyinggung lingkaran hanya satu valtu
titik singgungnva sehingga I = f(I;. Kemudian kita
menentukan titik G secara sebarang di luar lingkeran
sedemikian hingga G terletak pada garis vang
menghubungkan titik I dan titik g(I) dengan g(I) =
gf{I). Setelah diperoleh titik gf(Il), kita Juga akan
mendapatkan titik fgf(l) = f£g{(l). Sehingga titik G
merupakan titik potong garis singgung lingkaran di
titik fgf(I) dan garis penghubung titik I dan titik
g(1}. Grup dihedral Dg pada lingkaran dengan keadaan
seperti di atas merupakan suatu contch khusue,
karena kita dapat menentukan grup dihedral DB VENg
lain wpada lingkaran setelah titik F dan G tertentu
letaknysa seperti di astas. Dan dapat dilihat pada
gambar di bawah ini. Anggota-anggota dari grup
dihedral Dq pada lingkaran yaitu Dg = {I, f, g, fg,
gf, fgf}. Dalam grup dihedral Dy ini akan dipercleh:

fgf = gfg = h

11

{(fgf) (fgf) (4> A

1t

he (4) A

fg (£2(8)) = fg(A)

11

(£gf) (£(A))

(fgf)(g(h)) (gfg)(g(A))

gf(g%(h)) = ef(h)

H

Karena h2 (AY = A, maka h Juga susbu involusi.
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1-£(T) g

Gb.79. Grup dihedral Do pada lingkaran dengan titik-
titik ¥ dan G di berhingga
Jika letak titik F dan G d4i javh tak hingga
dan arsh-arah dari F dan G mengapit sudut-sudut
tertentu maka akan terjadi grup dihedral - grup
dihedral tertentu pula.

3. Jika titik-titik F dan G terletak di Jauh tak hingga
dan arah-arah dari F dan G tegak lurus atau arah-
arah dari F dan G mengapit sudut 90° maka pada
lingkaran tersebut akan teriadi grup dihedral Ds.
Anggota—-anggota dari D2 ada 4 yaitu D2 = {1, £, g,
fgl. Bubgrur siklik dari D2 adalah Co = (I, £g}

dengan generator fg dan banyaknya anggota 2.
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ke G fo
o) Sf(Ly=Folr}
19
> ke F l
I ()
T

Gb.80. Gru? dihedral DZ pada lingkgran dengan titik-
titik ¥ dan G di jauh tak hingga
4, Jika titik-titik F dan G terletak di Jjauh tak hingga
dan fg mempunyal periode 3 dengan kata lain arah-
arvrah dari F dan G di Jauh tak hingsga mengapit sudut
80° maka pada lingkaran tersebut akan teriadi grup
dihedral Dg. Banyaknya anggota dari Dy ada 6 yaitu
Dy = {I, £, &, fg, gf, fgf}. Subgrup siklik dari Dg
adalah Cz = {I, fg, gf} dengan gf = (f2)¢ dan
generator dari Cg adalah fg. Jika kita perhatikan
rpada gambar 81, maka akan tampak bahwa CS membentuk
suatu segitiga sama sisl demikian juga dengan {f, g,

hy, h =

fofqy = fmzor/ sy L6y
9{9cz)‘\\é]/‘~-»::_::—“" \///
I\/‘ECL) re F

Gb.81. Grup dihedral D4 pada lingkaran dengan titik-
titik F dan G di Jauh tak hingga
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Jika titik-titik F dan G terletak di Jauh tak hingags
dan arsh-arah dari F dan G ataun sudut di antara arah
¥ dan G 45°, maka pada lingkaran tersebut akan
terdadi grup dihedral D4. Banyaknya anggota dari Dy
ada 8 yaitu Dy = {I, f, g, fe, gf, fegf, gfg, (fa)23.
Subgrup siklik dari By vaitu Cs = {1, fg, (fg)z,

(fg)3} dengan generator fg. . o

o53(1) (9) (D) = (OF 2 1)
//////// //////> s ke T

L £z
)

RFCD of Cx

Gb.82. Grup dihedral D4 vada lingkaran dengan titik-
titik F dan G di jauh tak hinggs

Jika titik-titik F dan G terletak di Jeuh tak hingga
dan arah-arah dari F dan G atau sudut di antara arah
F'odan G adalah 36°, maka rada lingkaran tersebut
akan terjadi grup dihedral Dg. Banyaknya anggota,
dari Dg ada 10 vaitu by = {I, f, g, fg, gf, fef,
efe. (fe)%, (ef)%, e(£e)%}. Subgrup siklik dari De
vaitu Cs = (I, fg, (f@)¢, (fg)9, (f2)*}  dengan

generator fg dan banvaknva anggota 5.
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R 47 ‘cz;

fga“/ (r)

(9f)*(1)

o)1)=
U9 (1)

\ "
SNl

Gb.83. Grup dihedral D5 pada lingkgran dengan titik-
titik F dan G di Jauh tak hingga
Jika titik-titik F dan G terletak di jauh tak hingga
dan arah-arah dari F dan G atau sudut di antara arah
' dan G adalah 30°, maka pada lingkaran tersebut
akan terjadi grup dihedral Dg. bBanyaknva anggota
dari Dg ada 12 yaitu Dg = (I, £, g, fg, gf, faf,
efa, (fg)%, (gf)?, £(gf)2, g(fe)2, (£f)3). Subgrup
siklik dari Dg vaitu Cg = {I, fa, (fa@)2, (f&)3,
(fg)4, (fg)S} dengan generator fg dan banvaknya

anggota dari CS ada 5.

Gort(t? 9fa(r)
QG%JW/ \ )y =
&fP () ke
@ ol
oMY % 1)
T fay ke E
Bfcry A

Gb.84. Grup dihedral Dy pada lingkaran dengan titik-
titik F dan G di Jauh tak hingga
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belain  grup dihedral Do, Dg, Dy, Dy dan Dg pada
lingkaran sepertl di atas, kita dapat Jjuga menentukan
grup dihedral pada lingkaran yang lain dengan ketentuan
balwa  suatu grup dihedral pada lingkaran disebut Py
untuk F dan G yang terletak di jauh tak hingsa dengan
sudut di antara arsh-arah F dan G misal o° dengan

360°

2n

Seperti rada parabola dan hiperbola, dalam
lingkaran pun ada grup dihedral D, dan ada Juga grup
dihedral Deoo . Jika titik-titik F dan G di jauh tak
hingga dan sudut © yaitu sudut di antara arah-arah f
dan g bukan pembagi dari 360°, kita akan mendapatkan

grup dihedral Dco» pada lingkaran.
ke &

oCL) fo(1)
{foricy) / (3o

TN NN

IV

% 1 3, -7

!

sfocr) (P (1}

L)

Gb.85. Grup dihedral Dos» pada lingkaran dengan
titik-titik F dan G di Jauh tak hingga

Dalam grup pada irisan kerucut ini grup pada

ellips tidak divahas. Kejadian khusus dari ellips
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adalah lingkaran. Dengan menggunakan transformasi
affine, dari suatu lingkaran akan dJdiperoleh suatu

ellips. Sebagail contoh diberikan suatu transformasi

o]
affine @ [ s, 90°. — ] dengan s adalah sumbu affinitas,
a
fe)
90° adalah sudut affinitas dan — adalah faktor =skalas
a

b
dari affinitas. Suatu transformasi @ [ s, 30C°, ~ 1
a

tersebut mentransformssikan lingkaran menjadi suatu

ellips.

Gb.86. Lukisan ellips yang diperocleh dari lukisan
lingkaran dengasn transformesi affine

| o

Dalam transformasi ¢ [ g, 890°, ] tersebut,

a
untuk sebarang titik T pada lingksran (Q, a) dan titik
Tl, pada lingkaran (0, b)) maka titik T tersebut akan

ditransformasikan terhadap sumbu affinitas dipercleh
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titik T*. Titik potong garis vang melalui Ty sejadar
sumbu affinitas dan garis yang melalui T dan T* adalsh
T . T adalah titik pada ellips. Sehingga akan

O L

= - dan untuk setisp titik pada

diperoleh %
T a

lingkaran (0, a) maka kita dapat memperoleh titik pada
ellips. Jika titik-titik tersebut dihubungkan akan
diperoleh suatu lukisan ellips. Demikian Juga kita
dapat melukis suatu lingkaran Jikse sudah diketahui
suatuz lukisan ellips. Cara mendapatkan suwatu Jukisan
lingkaran merupakan kebalikan dari cara memperoleh
jukisan ellips, Jika diketabui suatu Jukisan lingkaran-
DYa.

Jika kita mempunval garis singgung lingkaran vang
ditarik dari suatu titik tertentu maka kita dapat
menentukan garis singgung ellips di titik tertentu
pula. Diberikan suvatu titik Py di luar lingkaran
(0, a). Dengan titik Py di luar lingkaran tersebut
dapat dilukis garis singgung pada lingksran (0, a).
Garis singguwng lingkaran yang ditarik dari titik Py
memotong .sumbu affinitas di titik R dan menyinggung
lingkaran di titik 8. Kemudian skan dilukis garis
singgung ellipsnya. Dari titik S pada lingkaran ditarik
garis tegak lurus sumbu affinitas, diperoleh titik &7
pada ellips. Sehingga diveroleh garis singgung ellips
melalui titik R dan 87, dengan 8 titik singgung pada

ellips.
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Diberikan suabty titik P2 pada lingkaran (O, a),
dapat dilukis garis singgung pada lingkaran (0, a)
dengan titik singgung Po dan memotong sumbu affinitas
di titik @. EKemudian sakan dilukis garis singgung
ellipsnya. Dari titik Pop pada lingkaran (0, a), ditarik
garis tegak lurus sumbu affinitas dan diperoleh titik
Po” rada ellips. Sehinggs garis singgung ellips melaluil
titik @ dan titik Po~ dengan titik Pz’ titik singgung

ellips.
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BAB IV
KESIMPULAN, IMPLIKASI DAN SARAN

A. KESIMPULAN

Grup pada beberapa Irisan Kerucut yang telah
dibicaraskan hanva meliputi grup pada parabola, grup
pada hiperbeola dan grup pada lingkaran. Grup pada
ellips tidak dibicarakan karena ellips dapat diperoleh
dari suatu lingkaran.

Dalam grup pada parabola dan grup pada hiperbola,
persamaan parabola dan hiperbolanya dinyvatakan sebagai
prercsamaan pavameter. Grup pada Irisan Kerucut ini
merupakan esuvatu grup dihedral. Grup dihedral adalah
grup vang dihasilkan cleh dua generator vaitu a dan b
dengan hubungan a = e, b® = e, ba = a® 1 b atau bal"!
= ab, dengan e adalah elemen identitas. Grup pada
Irisan Kerucut tersebut dihasilkan oleh dua elemen.
Elemen-elemen dalam grup pada Irisan Kerucut berura
suatu fungesi dari psrameter dengan syarat bahwa fungsi-
fungsi tersebut berperiode dua atau dengan kata lain
fungsi~fungsi tersebut merupakan suatu involusi. Hasil-
kall dari dua involusi disebut sustu homografi.
Berbeda dengan grup pada parabola dan hiperbola, dalam
grup pada lingkaran fungei-fungsi tersebut tidak
disajikan sebagai fungei dari parameter tetapi disaji-

kan sebagail suatu pemetaan-pemetaan pada lingkaran.
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Dalam grup pada parabola dan hiperbola, fungsi-
fungsi vang digunakan fungsi parameter t antara lain

1 1 t
f(t) sama dengan: - — (t + 0), — (¢t & 0},
t t

t - 1

t - 1 ¥ 0), 1 - t, ~t. Jika komposisi dari dua fungsi
tersebut mempunyal periode dua, maka pada parabola ateau
hiperbola itu dihasilkan grup dihedral Dg. Jika
komposisi dari dua fungsi tersebut mempunvail periode
tiga, maka pada parabola atsu hiperbola itu dihasilkan
grup dihedral D3. Dan dika komposisi dari dua fungsi
tersebut mempunyal periode tak hingga maka pada
parabola atau hiperbola itu dihasilkan grup dihedral
Den. Karena fungsi-fungsi dari parameter vang digunakan
di atas adalah suatu involusi, maka komposisi dari
fungsi-fungsi tersebut merupakan suatu homografi.
Sehingga periode dari homografi-homografi tersebut
adalah 2,3 dan tak hingga.

Untuk setiap fungsi-fungsi dari parameter vang
digunakan, masing-masing mempunyai keistimewaan—
keistimewaan sendiri pada parabola atau hiperbola.

.
Fungss £(t) = -~ ; (t £ 0) pada parabola mempunyai
keistimewarsn vaitu bahwa setiap titik pada parabola
akan ditransformasikan ke titik lain pada parabola oleh
fungsi tersebut dan garis penghubung kedua titik

tersebut melalul fokus. Fungsi f(t) = - t pada parabola
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mempunyail  Reistimewasan yaitu bahwa setiap titik pada
parabola sakan ditransformasikan ke titik lain pada
parabola oleh fungsi tersebut dan garis penghubung

kedua titik tersebut akasn sedadar dengsan sumbu y.

Fangsi f{t) = (t 4 0y pada hiperbola akan mempunyeai

1
b
keistimewzan lain wvaitu bahwa sebtiap titik pada
hiperbola akan ditransformasikan ke titik lain pada
hiperbola dan garis penghubung kedua titik itua
memnpunyal gradien -1. Pungei f(t) = -t pada hiperbola
memnpunyal keistimewaan yvang berbeda dengan fungsi
tersebut pada parabola yvaitu bahwa setiap titik pada
hiperbola akan ditransformasikan ke titik lain pada
hiperbela dan garis penghubung kedua titik ituw skan

melaluil O (O, O).

IMPLIKAST DAN SARAN

Dengan mempelajari Grup pada beberapa Irisan
Kerucut, maka akan lebih mendalami materi grup dan
Irisan EKerucub. Selain itu juga akan lebih mendalami

materi fungsi.
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