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ABSTRAK

Macam-macam transformasi yang sudah dikenal antara lain isometri,
similaritas, transformasi affin. Setiap himpunan transformasi itu membentuk grup.
Menurut pandangan Felix Klein grup isometri merupakan subgrup dari grup
similar.itas,' grap similaritas merupakan subgrup dari grup transformasi affin dan
grup transformasi affin merupakan subgrup dari grup transformasi proyektif. Oleh
karena itu, transformasi proyektif dibicarakan berikut ini. ‘

Transformasi proyektif dalam bidang Euclides adalah transformasi yang

mempunyai persamaan sebagai berikut :

9 4 4
ax+a,y+a bx+b,y+b
AAMCLEN .y =2V Gengan A=B, b, b,|#0.
Cx-cy+cy ex+ 0y +c
3 cl CZ c3

Seperti halnya isometri dapat dinyatakan sebagai hasil kali beberapa refleksi,

transformasi proyektif dapat dinyatakan sebagai hasil kali beberapa proyeksi

dengan paling banyak satu proyeksi yang mempunyai anggota yang hilang.
Persamaan umum untuk transformasi lain yang sudah dikenal antara lain :

, x' = ax+by+ b
persariaan umum transformasi affin : Vil , dengan y #0,
y=cx+dy+n c d
Y x'=ax+by+m 5
persamaan umum similaritas : . dengan o* + b* %0,
V' =#{~bx+ay)+n, _

X' = Ax+By+C

A mum isometri ;
parsarmag! {y’ = i(—Bx + Ay) +D,

dengan A2+ B> =1,
untuk similaritas dan isometritanda “+” untuk _transformasi searah

sedangkan tanda “-” untuk transformasi mengubah arah.
Jika pada persamaan transformasi proyektif ¢; = ¢, = 0 maka persamaan

tersebut akan menjadi persamaan untuk  transformasi  affin  yaitu
4 4
b b o 1la, a
a=i‘v—’—,b——--‘—zl,c=ﬁ,d=—2,m=gi,n=—3 dengan lc; ;3 =— ' 220,
TG o3 6 G Cs o O 0 b, b,

€ G

Vi
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Selanjutnya persamaan similaritas adalah persamaan transformasi affin dengan

2 2
c=-b yaitu ho & dan a=d yaitu 4 b dengan & +b° = (—a—‘J + (ﬁ) #0.
Cy s C G s Cs

2 2
Jika &* + B = 1 yaitu (ﬂJ +(91) =1 maka persamaan similaritas tersebut akan
Gy % ,

menjadi persamaan isometri dengan 4=a dan B=b.
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BAB1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah Gars, %\}LZ

Kita ketahui bahwa pengertian fungsi adalah salah satu pengertian yang
sangat penting dalam semua cabang matematika. Di sekolah menengah,
pengertian fungsi baru diperkenalkan dalam pelajaran aljabar dan kalkulus.
Konsep fungsi juga sangat penting dalam kajian bidang geometri untuk
memperkenalkan pengertian transformasi.

Fungsi yang daerah asal dan daerah kawannya sama disebut transformasi.
Dalam geometri, tranéformasi dalam suatu bidang adalah suatu pemetaan bijektif
yang daerah asal dan daerah kawannya merupakan suatu himpunan semua titik
pada bidang itu sendiri. Transformasi seperti itu dinamakan transformasi
geometri, Transformasi juga dapat digunakan untuk menjelaskan berbagai konsep
dalam geon.iletri murni, seperti kongruensi bangun-bangun dan simetri.

 Felix Klein (1849-1925) dari Jerman mempunyai pandangan‘ tentang

geometri, sebagai berikut : “Suatu geometri didefinisikan oleh suatu grup G dari
transformasi-transformasi, apabila definisi dan teorema-teorema dalam geometri
itu yang menyangkut sifat bangun-bangun , invarian oleh transformasi dalam grup
G, tetapi tidak invarian oleh transformasi yang mana pun dalam grup lain yang

memuat G.”

o
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Kita telah mengenal macam-macam transformasi, antara lain: translasi,
rotasi, refleksi, transformasi identitas, refleksi geser dan dilatasi yang semuanya itu
anggota dari grup transformasi geometri Euclides, yang disebut juga transformasi
- kesebangunan. Masih banyak transformasi-transformasi yang lain , diantai'anya
| Vfransforma-si affin dan transformasi proyektif, yang Bukan merupakan anggota
himpunan transformasi geometri Euclides.

Menurut gambaran Felix Klein, grup transformasi geometri Euclides termuat
dalam grup transformasi affin. Demikian pula grup transformasi geometri affin , grup
transformasi geometri hiperbolik dan grup transformasi geometri eliptik masing-
masing adalah subgrup dari grup transformasi geometri proyektif, sedangkan grup
transformasi geometri proyektif mérupakan suatu subgrup dari grup transformast
topologi.

Berdasarkan hal-hal tersebut di atas, penulis menjadi tertarik untuk

-mempelajati transformasi proyektif di bidang Euclides. Selain itu dengan
mempelajari transformasi proyektif di bidang Euclides penulis dapat memperluas
wawasan mengenai hubungan grup transformasi geometri proyektif dengan grup

transformasi geometri Euclides yang sudah dikenal di sekolah menengah.

B. Perumusan Masalah

Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini dirumuskan
sebagai berikut :
- apakah yang dimaksud dengan transformasi proyektif di bidang Euclides ?
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- bagaimana sifat-sifat transformasi proyektif ?
- bagaimana hubungan grup transformasi geometri proyektif dengan grup

transformasi geometri Euclides ?

C. Tujuan Penulisan
Tujuan yang ingin dicapai dari penulisan ini adalah untuk :
. memahami pengertian transformasi proyektif di bidang Euclidaes,
- ﬁlengeﬂi sifat-sifat transformasi proyekdtif,
- dan mengerti hubungan grup transformasi geometri proyektif dengan grup

transformasi geometri Euclides.

‘D. Pembatasan Masalah
Pada pembahasan tentang taransformasi proyektif ini, ada beberapa hal yang

tidak dibicarakan: Masalah-masalah tersebut antara lain: aksioma-aksioma dan

teorema-teorema dalam geometri proyektif yang tidak berhubungan dengan
transformasi proyektif, geometri affin yang mempai{ah keadaan khusus dari geon;eﬁi
proyektif, bidang proyektif, grup transformasi hiperbolik, grup transfom;asi eliptik
yang masing-masing adalah suatu subgrup dari grup transformasi proyektif, dan grup
transformasi topologi vang mencakup grup transformasi proyekﬁf sebagai subgrup

dari grup transformasi topologi.
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E. Metode Penulisan
Metode yang penulis gunakan dalam membahas topik tersebut adalah
metode studi pustaka dari buku-buku acuan yang digunakan, yang tercantum pada

daftar pustaka, sehingga dalam penulisan ini tidak ditemukan hal-hal yang baru.

F. Sistematika Pembahasan
BABI PENDAHULUAN
BABII LANDASAN TEORI
A. Fungsi atau Pemetaan
B. Transformasi dalam Geometri
C. Grup .
D. Geoxhetri Proyekﬁf
BAB III TRANSFORMASI DALAM GEOMETRI EUCLIDES
A. Transformasi Kongruensi (Isometri)
1. Contoh-contoh transformasi kongruensi (Isometri)
2. Komposisi pada refleksi
B. Transformasi Kesebangqnan (Similaritas)
C. Persamaan Umum Iéometri dan Similaritas
D. Affinitas Perspektif
BABIV TRANSFORMASi PROYEKTIF DALAM BIDANG EUCLIDES
A. Transformasi Affin sebagai Hasil Kali Perspektivitas

~ B. Proyeksi
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1. Proyeksi paralel
2. Proyeksi sentral
C. Perspektivitas
D. Transformasi Proyektif sebagai Hasil Kali Rangkaian Proyeksi (Hasil |
Kali Perspektivitas) '

E. Persamaan Transformasi Proyektif dalam Bidang Euclides

BAB V KESIMPULAN
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BABII

LANDASAN TEORI

A. Fungsi atau Pemetaan

Telah diketahui bahwa transformasi dalam geometri tidak lepas dari
pengertian fungsi atau pemetaan. Dalam geometri, transformasi dalam suatu bidang
adalah suvatu pemetaan bijektif yang daerah asal dén daerah kawannya berupa
himpunan semua titik pada bidang itu sendiri. Oleh karena itu pada bagian ini akan
dibahas mengenai fungsi.atau pemetaan untuk mempermudah dalam penulisan dan
pembahasan di bagian selanjutnya. Pada bagian ini akan disajikan beberapa definisi,

teorema maupun lema mengenai fungsi atau pemetaan beserta contoh-contohnya.

Definisi 2.A.1 :

Fungsi f dari A ke B (ditulis f : A — B) ialah suatu relasi dari A ke B yang

memenuhi sifat ; (VxeA)3lyeB)(= f(x)).

Contoh 2.1
a. Andaikan A={p,q,r} dan B={6,9,10}, f adalah fungsi yang didefinisikan sebagai
 f(p)=6, f(q)=10, dan f(r)=9 adalah suatu fungsi dari A ke B.

b. Fungsi lainnya yaitu g: U—V, dengan U={ p,qr}, V={6,9,10} dan g(p)=9,

g(q)=10, g(r)=9.
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c. Pemetaan dari U=V dengan U={p,q,r},V={6,9,10}.
Pemetaan 4 didefinisikan sebagai #(q)=6, h(q)=10, A(r)=9. Pemetaan di atas
bukan merupakan fungsi karena kawan dari qeU tidak ﬁmggal dan ada peU yang

tidak mempunyai kawan di V.

Definisi 2.A.2 :

Fungsi f: A—>B disebut fungsi injektif (fungsi 1-1) bila dipenuhi : (Vx; x; €A)
(F()= flx2) = x1=x2)

~Contoh 2.2:

Fungsi f pada contoh 2.1.a merupakan fungsi mjektif, sedangkan fungsi g pada

contoh 2.1.b bukan fungsi injektif, karena g(p) = g(r) tetapi p #r.

Definisi 2.A.3 :

Fungsi f : A—>B disebut funsi surjektif (onto) bila dipenuhi (VyeB)(@xeA)(y= f(x))
Contoh 2 3:

Fungsi f pada contoh 2.1.a. merupakan fungsi surjektif, sedangkan fungsi g pada

contoh 2.1.b. bukan fungsi surjektif karena ada 6V vyang tidak mempunyai kawan di
U.
Definisi 2.A.4:

Fungsi f : A — B disebut fungsi bijektif bila fungsi itu fungsi injektif dan fungsi

surjektif.
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Contoh 2.4:
Fungsi f : A — B pada contoh 2.1.a merupakan fungsi bijektif.

Misalkan suatu fungsi memetakan himpunan ke dirinya sendiri yaitu
fi A = A yang didefinisikan oleh rumus f(x) = x, yaitu, misalkan f memétakan tiap-
tiap elemen dalam A ke elemen yahg bersangkutan itu sendiri. Maka f disebut fungsi

identitas pada A.

Definisi 2.A.5:
Jika f suatu fungsi injektif dari A ke B, maka untuk x € A dan y € B, f'

didefinisikan oleh x = f () jika dan hanya jikay = f (x),f' dinamakan invers f. ,

Misalkan f suatu fungsi injektif dari A ke B, ada kemungkinan bahwa 7(5)

untuk lb €B dapat terdiri dari {} dan dapat terdiri dari satu elemen di A.

- Untuk kemungkinan pertama, jika terdapat b € B, f l(bj tidak mempunyai kawan
di A, maka f' dari B keVA bukan merﬁpakan fungsi. Karena ada elemen di B
yang tidak mempunyai kawén di A berarti f : A — B bukan merupakan fungsi
surjektif.

- Kemungkinan kedua,' untuk setiap ‘peB, f'l(b) mempunyai kawan tepat satu
elemen di A, ini berarti untuk b1, b2 € B, f'(b1)= f(b2) maka by = by, yang
artinya /" merupakan fungsi injektif dari Bke A.

Karena setiap beB mempunyai kawan (a€A) 3( b = f(a)). maka f : A -B merupakan
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fungsi surjektif. Berarti pula bahwa f : A —B adalah fungsi bijektif. Dalam keadaan
ini, bila f : A —B bijektif, maka kita menyebut ' fungsi invers f.
Jadi dari pemyataan-pernyataan di atas umumnya untuk suatu fungsi f dari

A ke B, f belum tentu merupakan suatu fungsi.

Definisi 2.A.6 :
Misalkan f : S—T dan g : T—>U, maka komposisi dari f dan g adalah suatu fungsi
- go f : S—U yang didefinisikan sebagai suatu fungsi (g o f)(x) = g(f (x)) untuk setiap

S.

X

M

Penulisan g o f dapat juga dinyatakan sebagai gf, yang dapat dibaca sebagai hasil

kali fdan g. jika g = f, maka hasil kalinya adalah f*.

Contoh 2.6 :
Untuk tiap-tiap bilangan real, misalkan f menetapkan kuadratnya, yaitu f(x) = x*.
Untuk tiap-tiap bialngan real, misalkan g menetapkan bilangan yéng bersangkutan
ditambah 3, yang berarti g(x) = x +3, maka

(fog)2)=f(g2)=f(5)=25

(go N =g(f2)=gH)= 7
kita perhatikan bahwa hasil kali fungsi fo g dan g o f bukanlah fungsi yang sama.
Dapat dicari suatu pernyataan umum untuk hasil kali fungsi ini.

(fo)x) = flgt) = fxr+3)=(x+ 3 =x*+6x+9

(g0 N)E) = g(f(x) = g&x") = x* +3
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Teorema 2.A.1 :

Misalkan f: ST dan g ; T>U

10

a. Jika f dan g injektif, maka g o f injektif.

b. Jika g o f injektif, maka f injektif.

c. Jika f dan g surjektif, maka g o f surjektif.

d. Jika g o f surjektif, maka g surjektif.

Bukﬁ:

*  Diketahui f dan g keduanya fungsi - fungsi injektif. Untuk membuktikan bahwa

go fadalah fungsi injektif harus ditunjukkan bahwa jika x;, x; € S dan (go /()

= (gof)(x2), maka X1 = x,. Diambil sebarang x;, x, € S sedemikian hinga (g° Hix1)

= (gof)(x2), akan ditunjukkan x; = x,.

(o) = (go /i)
grx)) = - glf(m)
fx) = flx)
X = x
terbukti bahwa go finjektif.

diperoleh
berdasarkan definisi komposisi fungsi
karena g fungsi injektif

karena f fungsi injektif

* Diketahui go finjektif, akan dibuktikan f injektif,

Untuk membuktikannya, harus ditunjukkan bahwa untuk sel;érang x1, X3 €85, jika

fxy) =f(x2) maka x;=x,.

Diambil sebarang x; , x, € S sedemikian hingga f(x;) = f (x2), maka g(f (x;)) =
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g(f(x,) berdasarkan definisi komposisi fungsi diperoleh (go f)(x1) = (go fixo),
karena gofinjektif maka x; = x;.

Terbukti bahwa f injektif.

¢. Diketahui f dan g keduanya fungsi surjektif. Untuk membuktikan go f fungsi

surjektif harus ditunjukkan bahwa jika zeU, maka ada sebuah elemén xéS

sedemikian hingga (g o f)(x) =z. Misalkan zeU, karena g sﬁrjektif, maka ada yeT

~ sedemikian hingga g(y) = z. Karena f j.uga surjektif, maka ada xeS sedemikian
hingga /() =, sehinga (2 ° /)(¥) ~g(f(0) = £0) ==

Jadi g o f adalah surjektif.

d. Diketahui e f surjektif, akan ditunjukkan g surjektif.
Diambil sebarang zeU, karena g o f surjektif maka ada xeS sedemikian hingga
(g° @)=z Sedangkan (g °f)(x) =g(f(x)) dengan f(x) T dan g(f(x)) = =.
Jadi untuk sebarang z € U ada f(x)eT sedemikian hingga g(f(x)) = z.

Terbukti bahwa g surjektif,

Definisi 2.A.7 :
Diberikan sebarang himpunan S # ¢. Operasi biné-r pada S adalah fungsi dari

SxS—>S. ' N—

P - .
: R s 4
vt ‘o {

A s

Dari definisi 2.A.7 di atas dapat dikatakan bahwa operasi biner bersifat

tertutup pada S. Operasi “*#” pada S dapat dinyatakan sebagai *: SxS — S, dengan
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a*b =c bila dan hanya bila *(a,b) = ¢ untuk sebarang z,b,c € S.

Contoh 2.7 ;

Misalkan Z adalah himpunan semua bilangan bulat. Operasi jumlahan pada Z dapat

didefinisikan sebagai f: Z x Z — Z dengan f(m,n) = m + n untuk setiap mn € Z.

Lemma 2.A.1 :
Jikaf:S—T,g T—Udanh: U V, maka (hog)of =ho(gof)
Bukti :

Bukti dari lemma 2.A.1 di atas menggunakan definisi 2.A.6 mengenai komposisi

fungsi sebagai dasarnya,

(oo 1)) = (b)) menurut definisi 2.A.6 (g £Yx) = g(f(x))
= h(g(f(x)))

C=h(geffx)  monurutdefnisi 2. A6, ) = (go)x)

=(ho(gof))x) Untuk sebarang xeS

Jadi (hog)ef =ho(gof)

Lemma di atas menunjukkan berlakunya sifat assosiatif pada perkalian fungsi.
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- Teorema 2.A.2 :

Misalkan fungsi f : A— B adalah bijektif yang berarti f': B — A merupakan fungsi.

Maka hasil kali fungsi (f of): A — A adalah fungsi identitas pada A, dan hasil kali

fungsi (fof™): B B adalah fungsi identitas pada B.

Bukti :

Diketahui bahwa f: A— B bijektif maka f pastilah injektif sehingga dapat dibentuk
f B — A untuk xs€A, xpeB sehingga xa=f"(xg) kemungkinan yang terjadi adalah
untuk setiap xgeB, f '(xp) terdiri atas paling banyak satu elemen dari A. Dan karena
f : A->B  bijektif , sudah tentu f juga surjektif sehingga
(Vx, € BY3x, € A)>f(x,)=x,. Karenanya (Vx, e Balx, e A)>f(x;)=x,.

Jadi untuk setiap xzeB, [ (xg) terdiri atas tepat satu elemen dari A.

Jadi Vx, €A, (f Elof, Xx 2) = (f(x,)) komposisi fungsi definisi 2.A.6
=17 (xp) * definisi fungsi invers 2.A.5
=Xa

Tadi (f o )x,)=x,

'(f of ™ ): A—>A fungsi identitas pada A,
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-dan

(vx, e B)(f of XXB ) =T (f (xy )) definisi komposisi fungsi 2.A.6

=flxa) definisi fungsi invers
=
'Jadj (ot Xxp)=x,
(f of ™ ): B—B adalah fungsi identitas pada B.

Teorema 2.A.3 :
Fungsi f: S—T adalah fungsi bijektif bila dan hanya bila ada suatu fungsi g : T—>S
sedemikian hingga gof dan fo g berturut-turut adalah fungsi identitas pada S dan T.

Bukti :

a. Diketahui fungsi f: S—T fungsi bijektif. Akan dibuktikanr ada suatu fungsi g
T—$ sedemikian hingga go f dan fo g berturut-turut adalah fungsi identitas pada
S dan T. Diambil sebarang teT, karena f surjektif pasti ada séS sedemikian
hingga f{s)=t. Karena f injekﬁf, -maka s tersebut pasti tunggal. Didefinisikan
fungsi g : T—>S dengan g(-t) = s bila dan hanya bila f{s) = ¢. Fuﬁgsi g disebut
@gsi invers dari f. Diambil sebarang seS, misalkan f{s) = ¢. Dari definisi

diperoleh (g f)(s) = g(f(s)) = g(r)=s. Tampak bahwa go f adalah fungsi identitas
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dari S. Demikian juga untuk setiap reT. (fo 2)(¥) = flg(¥)) = fls) =t, yaitu fog

adalah fungsi identitasi dari T.

b. Jika f: S—T adalah suatu fungsi sedemikian hingga ada suatu fungsi g : T—>S
dengan sifat go f'dan fo g berturut-turut adalah fungsi-fungsi identitas pada S dan

T, maka akan ditunjukkan bahwa f; S—T adalah fungsi bijektif.

1. Ditunjukkan bahwa f':-S—T adalah fungsi surjektif. Diambil sebarang teT ,
k karena fo g adalah fungsi identitas pada T maka ¢ = (- 4 2)®) =flg@®)). Karéna
g ‘TS adalah fungsi, maka untuk sebarang 7T ada seS' sedemikian
hingga g(¢¥) = 5. Oleh karena itu diperoleh fg(?)) =f(s) =12 J adi untuk setiap

teT ada seS sedemikian hingga £s) = ¢. Jadi fadalah fungsi surjektif.

2. Ditunjukkan bahwa f: S—T adalah fungsi inj¢k1i£ Dimisalkan f{s1) = f(s2)
untuk sebarang s, , s; €S. Dengan menggunakan sifat bahwa go f adalah
fungsi identitas pada S diperoleh : s, = (g0 H(s1) = g(fs1)), karena f(s)) =
f(s;) maka diperoleh g(f(s1)) = g((s2)) = (g f)(s2) = 52. Jadi §1 = 55. Terbukti

bahwa f'adalah fungsi injektif.

Karena f : S—T merupakan fungsi surjektif dan juga fungsi injektit maka terbukti

bahwa f merupakan fungsi bijektif. Terbukti.
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' B. Transformasi dalam Geometri

Dalam bagian ini akan dibicarakan mengenai transformasi dalam geometri
secara umum yang akan sangat membantu kita. Transformasi dalam geometri ini
- berkaitan erat dengan pengertian fungsi yang telah kita bicarakan. Adapun definisi

dari transformasi geometri adalah sebagai berikut:

. Definisi 2.B.1 :
Transformasi geometri adalah suatu fungsi bijektif dari himpunan semua titik pada

suatu bidang ke himpunan semua titik pada bidang itu sendiri.

Dengan kata lain, jika diberikan suatu transformasi o berrlaku bahwa untuk
setiap titik P terdapat d¢ngan tunggal titik P’ sedemikian hingga a(P) = P'dan
sebaliknya untuk setiap titik Q' terdapat dengan tunggal titik Q sedemikian hingga
| Q= Q). _Transformasi yang kita bicarakan adalah transformasi dari himbunan titik-

titik dalam bidang Euclides.

Seperti halnya pada fungsi, pada transformasi dikenal jupa hasil kali atau

komposisi dua transformasi.

Definisi 2,B.2 :
Misalkan o dan 3 dua transformasi dengan
a: VoV

B: VoV



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

17

maka hasil kali atau komposisi dari & dan Byang ditulis sebagai ae § didefinisikan

sebagai (oo B)(p) = a[B(p)], VpeV.

Pada definisi 2.b.1 dinyatakan bahwa transformasi merupakan fungsi yang

bijektif, dengan demikian sifat-sifat fungsi bijektif merupakan sifat-sifat transformasi.

Ada pun beberapa sifat fungsi yang merupakan sifat transformasi adalah

sebagai berikut ;

i)

iii)

Transformasi merupakan fungsi yang bijektif, yaitu fungsi yang surjektif dan
injektif. Maka menurut teorema 2.a.1 (a) dan (c), komposisi dua fungsi yang
bijektif adalah fungsi yang bijektif pula. Dengan demikian transformasi

memenubhi sifat tertutup terhadap komposisi.

Lemma 2.a.1 menyatakan bahwa pada komposisi fungsi berlaku sifag

assosiatif, ini berarti sifat assosiatif berlaku juga pada komposisi transformasi.

Seperti identitas pada fungsi yang sering disebut sebagai fungsi identitas,
yaitu suatu fungsi yang memetakan suatu anggota himpunan pada dirinya
sendiri, maka transformasi juga mempunyai transformasi identitas yang

mentransformasikan sebarang titik pada suatu bidang ke titik itu sendiri.

Pada fungsi bijektif terdapat invers fungsi untuk sebarang fungsi sehingga
komposisi dari fungsi itu dengan inversnya adalah fungsi identitas. Demikian

juga pada transformasi, setiap transformasi mempunyai inversnya sehihgga
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komposisi transformasi itu dengan inversnya menghasilkan transformasi

identitas.

Menurut sifat-sifat di atas himpunan transformasi membentuk grup transformasi
terhadap komposisi transformasi. Untuk lebih jelasnya mengenai grup, selanjutnya

akan dibahas mengenai grup dan beberapa sifat yang dimilikinya.

C. Grup

Dalam penulisan ini pengertian grup diperlukan karena permasalahan
mengenai transformasi proyektif ini mencakup suatu grup. Oleh karena itu, pada
bagian ini akan dibicarakan mengenai definisi-definisi penting tentang grup serta

teorema-teorema yang dibuktikan berikut ini.

Definisi 2.C.1 ¢

Suatu himpunan G yang tidak kosong disebut grup bila dalam G didefinisikan suatu
operasi biner “*” sedemikian hingga memenuhi aksima-aksioma berikut : |

(1) Operasi * bersifat assosiatif, yaitu : a * (b * ¢) = (a*b)*c, Va,b,c € G.

(2) Ada elemen identias / € G sedemikian hinga betlaku i *a=a* i=a, Va G.

(3) Setiap elemen acG mempunyai invers yang juga dalam G yaitu terdapat xeG

sedemikian hingga a*x = x*q =i . Invers dari a dilambangkan dengan a’.
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Definisi 2.C.2 :

Bila dipenuhi juga a*b = b*a untuk sebarang a,b€G, maka G disebut grup komutatif

(grup abelian).

Berikut ini kita ulang kembali beberapa teorema mengenai grup tanpa bukti.

Teorema 2.C.1:

Bila G grup, maka elemen identitas dlaam G adalah tunggal.

Teorema 2.C.2 :

Bila G grup, maka masing-masing elemen dalam G mempunyai invers yang tunggal

dalam G.

Definisi 2.C.3 :
Suatu himpunan bagian H # {} dari suatu grup G disebut subgrup dari G, bila H

membentuk grup terhadap operasi pada G.

Lemma 2.C.1:
Misalkan (G, *) grup dan H subgrup dari G
a) Jika felemen identitas dari H dan / elemen identitas dari G, maka f= .

b) Jika a €H, maka invers dari a di H sama dengan invers dari a di G.

Teorema 2.C.3 :
Misalkan G grup dengan operasi * dan H himpunan bagian G, H subgrup dari grup G

bila dan hanya bila:
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a) H={},
b) Jikaa, b € H, makaa*h € H,

¢) Jika aeH, maka a® eH.
Bukti :
(=) Diketahui H subgrup dari grup G maka H # ¢ sebab ecH.

sifat b) dan c) dipenuhi di H sebab terhadap operasi “*”, H merupakan

grup.

(<) Diambil sebarang acH maka a'eH sehingga a*a”’ = ¢ e H. Jadi ada elemen.

identitas di H. Sifat assosiatif jelas dipenuhi di H sebab H c G dan diketahui

(G, *) grup.

D. Geometri Proyektif

Geometri proyektif dibedakan menjadi dua yaitu geometri proyektif sintetik
dan geometri proyektif analitik. Geometri proyektif sintetik merupakan geometri
proyektif yang pembahasannya menggunakan sistem aksiomatis, sedangkan geometri

prbyektif analitik merupakan geometri proyektif yang dibalias secara aljabar.

Dalam hal ini geometri proyekfif yang dibicarakan bukan geometri proyektif
sintetik, melainkan geometri proyektif di sini dibicarakan secara analitik. Ada pun

definisi geometri yang digunakan di sini sebagai dasar adalah definisi geometri
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menurut Felix Klein (1849 - 1925) dari Jerman. Dalam program Erlangernya yang

disampaikan di Erlangen pada tahun 1872, Felix Klein mendefinisikan geometri

berdasarkan grup transformasinya.

Definisi 2.D.1 :

Suatu geometri didefinisikan oleh suatu grup G dari transformasi - transformasi,
apabila definisi dan teorema-teorema dalam geometri itu yang menyangkut sifat
bangun-bangun, invarian oleh transformasi dalam grup G, tetapi tidak invarian o'lre.h

transformasi yang mana pun dalam grup lain yang memuat G.

Dari pandangan Felix Klein tentang geometri, maka dapat digambarkan

ikhtisar geometri sebagai berikut :

Topologi
G. Proyektif
G. Affin G. Hiperbolik G. Eliptik

|

G, Euclides

Ikhtisar geometri di atas menyatakan bahwa grup transformasi geometri
Euclides termuat dalam grup transformasi geometri affin. Demikian pula grup
transformasi geometri affin, grup transformasi geometri hiperbolik. dan grup

transformasi geometri eliptik masing - masing termuat dalam grup transformasi
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geometri proyektif. Grup transformasi geometri proyektif ini termuat dalam grup
transformasi topologi yang merupakan cabang geometri yang paling umum, yang

termuda dan masih terus berkembang.
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BAB III

TRANSFORMASI DALAM GEOMETRI EUDLIDES

Sampai pada abad XVII, geometri Euclides hanya dipelajari dan
dikembangkan dalam bidang—b{dang non-aljabar saja. Sifat-sifat metrik adalah
sifat-sifat yang berkaitan dengér; pengukuran, seperti jarak dua titik, panjang
sebuah ruas garis, ukuran sudut dan ukuran luas. Pada perkembangan selanjutnya
digunakan metode aljabar yang berhubungan dengan sistem koordinat, juga sifat-
sifat non-metrik dari bangun-bangun !geometri. Pembicaraan mengenai sifat-sifat
non-metrik dilakukan a‘ntara lain melalui pembahasan tentang grup transformasi.

Grup transformasi geometri Euclides disusun oleh transformasi

kongruensi (isometri) dan transformasi kesebangunan (similaritas). .

A. Transformasi Kongruensi (Isometri)

Untuk membahas transformasi kongruensi (isometri) terlebih dahulu
dibahas hal-hal mendasar yang mendukung pembahasan isometri. Dalam
membahas  transformasi Vperlu dipelajari  unsur-unsur  yang invé.n’an
(bertahan/tetap) terhadap transformasi tersebut. Suatu titik yangkinvarian terhadap
transformasi a disebut titik iﬁvan'an dan suatu garis yang invarian terhadap
transformasi o disebut suatu garis invarian.

Suatu keadaan khusus untuk transformasi, yaitu transformasi identitas,

yang membiarkan semua titik invarian. Transformasi identitas i adalah

transformasi yang memenuhi i(P) = P untuk setiap titik P. Tampak bahwa

23
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transformasi i mengawetkan semua ftitik pada bidang. Jadi semua titik pada

bidang adalah titik invarian oleh i.

Definisi 3.A.1 :

Suatu transformasi disebut suatu kolineasi bila hasil traﬁsformasi sebuah garis
akan berupa garis lagi, bila g garis maka transformasi a adalah suatu kolineasi
bila a(g) berupa garis lagi yang tak léin adalah himpunan titik P'= a(P) dengan P

terletak pada garis g.

Definisi 3.A.2 :

Suatu transformasi y merupakan suatu involusi bila y #i dan y* =i , ini berarti

_
Y=Y .

Definisi 3.A.3 ;

Transformasi o merupakan suatu isometri bila dan hanya bila untuk setiap

pasang titik P dan Q dipenuhi P'Q’ = PQ dengan P’ = a(P) dan Q' = a(Q).

Dengan perkataan lain definisi di atas menyatakan bahwa isometri

mengawetkan jarak, sifat-sifat lain dari isometri tercakup dalam teorema berikut

mni.

Teorema 3.A.1 :
Isometri adalah suatu kolineasi.

Bukti:
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Misalkan o suatu isometri, A dan B dua titik yang berlainan sehingga dapat
ditarik garis AB.
Misalkan a(A) = A" dan a(B) = B'. Jika C suatu titik pada garis A?3 “akan

ditunjukkan bahwa C' pada garis A'B'. Salah satu dari ketiga titik itu, misalkan B
di antara A dan C sehingga 7

(1) AB+BC=AC.
Misalkan a(C) = C'. Karena o0 suatu isometri maka AB = A'B’, BC=B'C’, AC =
A’C’. Sehingga diperoleh

2) AB +BC=AC.
Jika C' tidak pada garis A'B', A’B',C’ merupakan titik sudut-titik sudut segitiga,

maka persamaan (2) tidak dipenuhi. Karena pastilah A’'B’' + B'C' > A'C'.

Dengan demikian C' ada pada garis AR Dengan cara serupa dapat dibuktikan
jika C di antara A dan B serta A di antara B dan C.

Terbukti bahwa isometri merupakan kolineasi.

Teorema 3.A.2 :
Himpunan semua isometri membentuk grup (G, o).

Bukti : ‘ o

Karena himpunan isometri merupakan himpunan bagian dari transformasi, maka
menurut teorema 2.C.3 halaman 20 cukup dibuktikan bahwa G #{}, G tertutup

terhadap operasi “o” dan setiap elemen dalam G mempunyai invers dalam G.
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(a) G pasti memuat paling sedikit satu isometri, yaitu transformasi identitas i,
jadi G= {}.

(b) Dimisalkan sebarang iﬁometri o, P dalam G akan ditunjukkan Boa suatu
isometri dalam G. Misalkan A, B sebarang titik berlainan pada bidang.
Jika a(A) = A’, a(B) =B’

B(A")=A", dan B(B') =B", maka

(Bea) (A) = B(a(A)) = B(A") = A" dan

(Bea) (B)=B(a(B)) = B(B")=B".

Karena a isometri, maka AB = A’B’ dan karena B isometri, maka A'B'=
A"B". Jadi Bo a adalah isometri. Jadi G tertutup terhadap opgrasj <O P

(c) Misal a sebarang isometri dalamG, dan A’, B sebarang titik pada bidang.
Karena o adalah transformasi, pastﬂéh terdapat titik A dan B sedemikian
hingga a(A) = A’ dan o(B) =B’. Karena transformasi o isometri maka
A'B' = AB.
al(A) = a(o(A) = o o (A) =i (A)= A
a'(B) = o (aB) =a'o a(B)=i(B)=B dan
memenuhi AB = A'B’. Jadi o adalah suatu isometri.

Terbukti bahwa himpunan isometri membentuk suatu grup.

Teorema 3.A.3 :
Suatu isometri mentransformasikan suatu segitiga ke segitiga yang kongruen

dengan segitiga semula,
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Bukti :
Misalkan diketahui suatu segitiga ABC. AB, AC, B B’
dan BC sisi-sisi A ABC. A, B, C titik sudut —
titik sudut A ABC, dengan a(A) = A’ A C A C’

o(B)=B’, a(C) =C' sedemikian hingga gambar 3.a.1

A’, B, C' titik sudut-titik sudut A A'B'C".

Karena transforamsi o isometri maka AB = A'B/, AC = A'C dan BC = B'C'.
Berturut-turut sisi kedua segitiga itu sama panjang. Menurut teorema Igeometri

dasar AABC = A A’B'C". Terbukti.

Dengan sendirinya teorema 3.A.3 di atas menyatakan bahwa isdmetri
tidak mengubah besar sudut antara dua garis. sebagai akibat lain juga tidak
mengubah kesejajaran.

Sebelum membicarakan contoh-contoh isometri, perfu diketahui detinisi

mengenai transformasi searzh dan transformasi mengubah arah.

Definisi 3.A.4 :
‘Transformasi yang mempertahankan arah "setiap sudut disebut searah (langsung),

sedangkan yang tidak mempertahankan arah setiap sudut disebut transformasi

mengubah arah.
B c C B’ B ~ C ¥ c’

gambar 3.a.2a o gambar 3.a.2b
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Gambar 3.a.2a menunjukkan transformasi mengubah arah, sedangkan gambar

3.a.2b menunjukkan transformasi searalt (tidak mengubah arah).

1. Beberapa contoh isometri
a. Translasi

Definisi 3.A.5 :

Suatu translasi adalah suatu pemetaan yang mempunyai persamaan

T =x+
{x . dengan vektor translasi (a,b) .
y' =y+th

Notasi ; T
AB

Himpunan semua ruas garis berarah yang menunjukkan satu translasi

disebut vektor, yaitu vector translasi. Setiap ruas garis berarah menentukan

sebuah translasi, jika AB suatu ruas garis berarah maka dengan notasi T

maksudnya adalah suatu translasi (geseran) yang sesnai dengan AB. Berikut
ini diberikan teorema-teorema mengenai sifat-sifat translasi dan ada beberapa

teorema diberikan tanpa bukfi.

Teorema 3.A.4 :

T = T_. bila dan hanya bila AB=CD.
AB CD

Suatu translasi T akan menjadi identitas I bila A = B, yaitu AB = 0 -

(n_ol).
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Teorema 3.A.5:

Bila A, B, C tiga titik tak segaris maka TXB’ = Tc_ﬁ bila dan hanya bila

CABD merupakan jajaras genjang.

B D
Z o
A C

" gambar 3.a.3

Teorema 3.A.6 :

Translasi adalah suatu isometri.

Bukti :

Misalkan TA_E memetakan P ke P’ yaitu T (P)=P' dan Q ke ', yaitu
TE (Q) = Q' yang memenuhi PP = @7 - AB , akan dibuktikan P'Q’ =PQ

Bila P,P",Q)' tidak segaris maka QPP'Q’ 4.8  Bh B

jajar genjang (menurut teorema 3.A.5), P P!

13

sehingga PQ =P'Q’ dan PQ = P—’Q_'

Jadi P'Q’ = PQ. Terbukti. Q Q
gambar 3.a.4

Karena setiap isometri adalah kolineasi maka dengan bukti di atas dapat

disimpulkan bahwa translasi suatu kolineasi. - ,

. Teorema 3.A.7 :

Translasi mempertahankan kesejajaran.




Bukti : A B
—
Misalkan T 2 sebarang translasi yang P E&
memetakan P ke P’ dan Q ke Q’, berarti Q Q
PP = 66’ = A—l—?; Apabila P,P’, Q gambar 3.a.5

titik-titik tak segaris (non-kolinear), maka menurut teorema 3.A.5, QPP'Q’

merupakan jajar genjang, sehingga PQ=PQ . Jadi PQ// P'Q’. Terbukti.

Teorema 3.A.8 :

Terhadap Ty = I tidak terdapat titik tetap. Semua garis yang sejajar AB akan
menjadi garis tetap (invarian)

Bukti :

Untuk titik tetap (invarian) sudah cukup jelas.

Untuk garis invariant, misalkan g garis yang sejajar AB diambil sebarang titik P

P’ pada g, maka TA_B, (P) =P’ dan memenuyhi
i T . =) e - ..
A g PP'= AB. Berarti PP'//AB. Karena g sejajar
gambar 3.A.6 m, P pada g dan PP/ XB?, maka pastilah P’ pada

&, dan ini berlaku untuk setiap titik pada g. Jadi Tﬁ(g) =g,

Terbukti bahwa garis g garis invariant (garis tetap).
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Teorema 3.A.9 :

Hasil kali dua translasi TA—B dengan TEB akan berupa translasi lagi yaitu T;é
dengan PQ -~ AB+CD.
Bukti :

e —

Untuk sebarang titik Q dalam bidang ., berlaku TXB'(Q) = Q' dengan QQ' = AB.

T_(Q)=Q"dengan QQ" =CD, maka T_T_(Q)="T_(T..(Q))=T..(Q)=Q"

dengan QQ"=0QQ'+Q'Q" = AB+CD = P_(j . Jadi TE]STE meupakan translasi

lagi dengan vektor tanslasi P_Q’ =AB+CD.

Teorema 3.A.10 :

Himpunan semua translasi merupakan grup abelian (G, o).

Bukti

Cukup dibuktikan bahwa :

a) G={}
G pasti memuat paling sedikit satu transformasi, yaitu trasnformasi identitas i.
Jadi G #{}.

b) G tertutup terhadap operasi “o”.

~ Sudah dibuktikan pada teorema 3.A.9.

¢) Setiap elemen dalam G mempunyai invers dalam G.

Diambil sebarang elemen TX’B eq.
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Misalkan invers dari T, adalah T_, sedemikian sehingga
AB CDh ’
T,oT, =T, oT, =i=T, |
AB  CD CD  AB AA ,
T—) °T =ls 5 .= T—-)
AB CD AB+CD AA v
- o> o
AB+CD = AA
- 5> o
AB+BA = AA
- - _
Jadi CD = BA sehingga T, =T,
cD BA
Jadi T, mempunyai invers yaitu T = T, €G. Terbukti.
AB AB BA
d) Pada G berlaku sifat assosiatif terhadap operasi “o”.
Diambil sebarang T, , T, , T, € G ditunjukkan bahwa
AB CD LF
o T [)) T_) s T —) o T——))
CD EF
(T—> oT,, .°T—> = (T—> —>) oT,
AB C EF AB+CD EF’
=T - =\ -
(AB+CDJ+EF
= T Pada penjumlahan vektor berlaku sifat
AB+(CD+F,FJ
assosiatif
=T, T

AB ( Cb+ EFJ

:T_)O(T_)OT_))
AB

CDh EF
Terbukti pada G berlaku sifat assosiatif terhadap operasi “o”.

e) Pada G berlaku sifat komutatif terhadap operasi “o”.
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Misalkan T, (P) =P’ dan TC_],)(P’) =P" untuk sebarang titik P pada bidang.
AB

5> > o
Maka (T, oL, J(P) = T, [T, (F)) = T, (P) = P" dengan PP" = AB+CD.
CD cD AB CcD

Karena jumlahan dua vektor bersifat komutatif, maka berlaku

> > 2 o . )
AB+CD=CD+AB . Sehingga T, oT, =T, oT,. Terbutki pada G
CD AB AB CD 7

berlaku sifat komutatif terhadap operasi “o”.

Dari a), b), ¢), d), €), terbukti bahwa himpunan translasi membentuk grup abelian. _

Persamaan Translasi
Misalkan ditentukan B(a, b) pada bidang XOY. Bila suatu titik P(x.y)

pada bidang  XOY maka T&,a( P) = P’ yang sama dengan
T,((xy))=(x+ay+b), T, yang memetakan P(x.y) ke P'(x',y’) di atas dapat
Of OB

~ dirumuskan sebagai berikut
| B P'(x'y’)
Ay

Plx.1)
Ny

Ola

gambar 3.A.7

; atau s = +
{y =y+b Yy Wl Lb
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b. Refleksi
Definisi 3.A.6:

Refleksi pada garis ¢ adalah pemetaan yang didefinisikan oleh

CL P, jika titik P pada ¢
P P’ Mc(P) = {
| S=g P’ jika P di luar c,
gambar 3.a.8 dengan ¢ sumbu dari PP’

c disebut sebagai sumbu refleksi atau sering disebut juga cermin.

Dari definisi diA atas dapat dilihat bahwa melalui refleksi Mc, P
akan tetap jika P pada ¢ oleh refleksi Mc. Dengan Kkata lain reﬂekéi Mc
mempunyai garis tetap titik pertitik yaitu sumbu c. Titik-titik pada sumbu ¢
ini disebut titik-titik invarian dari refleksi Mc. Pada refleksi Me, setiap
garis yang tegak lurus ¢ merupakan garis ;tetap tetapi tidak titik pertitik,

makSudnya garisnya tetap tetapi titik-titik pada garis tidak tetap.

Teorema 3.A.11 :
Refleksi Mc merupakan suatu involusi.
Bukti :

‘Mc # i, diambil sebarang titik P pada bidang, dengan Mc(P) = P'. Akan

ditunjukkan Mc? = i. ¢ sebagai sumbu PP’ c
Mc(P) =P’ ...(1), karena ¢ sumbu PP’ maka P’
Mc(P)=P ..(2)

dengan mensubstitusikan (1) ke (2) diperoleh gambar 3.a2.9
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Mc(P) = Mc(Mc(P)) = Mc? (P) =P
Untuk Mc # i, Mc*(P) =P

Terbukti bahwa Mc suatu involusi.

Teorema 3.A.12 :

Refleksi merupakan suatu isometri.

Bukti :

Untuk menunjukkan refleksi merupakan suatu isometri, diambil sebarang
refleksi Mc dengan cenniﬂ' ¢, dan sebarang titik P dan Q yang berlainan.

P’ = Mc(P) dan Q' = Mc(Q) harus ditunjukkan bahwa PQ =P'Q}’.

¢ sumbu dari PP’ dan 66 schingga W/) 66 PP’ melalui T pada ¢
dan. QQ’ melalui S pada ¢ sehingga PT = TP’ dan QS = SQ’ ditarik garis

PRLQQ’ sehingga PR //c dengan R pada QQ’ dan R’ =Mc(R). ¢ sumbu

RR'. Jadi RR' pada QQ’ sehinggaRS =SR’. P 1_1 P’
1 i
Sekarang kita lihat QR dan R'Q’ %
' { m I o B s
QR = QS-RS =SQ' -SR' = R'Q’ Q" R'Y "R Q
Jadi QR=R'Q’ L gambar 3.2.10

Sekarang kita lihat PP'// QQ' maka PT//RS.

PT// RS dan PR/ /TS schingga PT=RS dan PR = TS, telah diperoleh

PT = TP",RS = SR’ maka TP’ = SR’

- PP’ =RR’ dan PP’/ /RR’
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akibatnya PR//P'R’ dan PR = PR’ ..(2)

karena —15§_LQQ' maka WLGQT sehingga mZPRQ = 90°= mLP'R'Q’
diperoleh QR = R'Q’, ZPRQ = £P'R'Q’",PR = P'R’

- APRQ = AP'R/QY

~PQ=PQ

terbukti bahwa PQ = P'Q', jadi refleksi adalah isometri.

Gambar 3.a.10 pada bukti teorema 3.A.12, memperlihatkan bahwa
refleksi memetakan APRQ ke AP'R'QY’. Arah sudut £PRQ pada APRQ
berlawanan dengan arah sudut Z/P'R'Q’ pada AP'R'QY’. Arah sudut ZPRQ
searah dengan perputaran jarum jam, sedangkan hasil refleksinya ZP'R’Q'

berlawanan dengan arah perputaran jarum jam.

Definisi 3.A.7 :
Transformasi yang mempertahankan arah setiap sudut disebut transformasi

searah, transforinasi yang tidak mempertahankan arah setiap sudut disebut

transformasi mengubah arah.

Refleksi merupakan isomeri yang mengubah arah. Berkut ini
gambar yang menunjukkan refleksi merupakan isometri yang mengubah

arah.
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B ¢ B’

gambar 3.a.11
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Hasil kali dua refleksi merupakan isometri yang tidak mengubah arah, dan

itu bukan suatu refleksi. Pernyataan ito menunjukkan bahwa refleksi tidak

memenuhi sifat tertutup terhadap perkalian. Jadi refleksi tidak membentuk

suatu grup.

Persamaan umum refleksi akan kita peroleh sebagai berikut,

misalkan Mc dengan persamaan sumbu ¢ c
c: ax+by+c=0 ..»1) P(xy) Q')
misalkan suatu titik P = (x, y) dan : gambar 3.a.12

Mc(P) = (x', )= Q. Untuk P di Inar garis /'sumbu ¢ maka PQ.Lc, sehingga

diperoleh persamaan
b(x'-x)=a(y'y)

sedemikian hingga bx'-ay' = bx-ay  ...(2)

Misalkan titik potong PQ dengan ¢ adalah R, karena R tepat di tengah

— + 13 !
PQ, maka diperoleh R(f‘—-zi%) -(3)

R adalah titik tengah PQ dan terletak pada ¢, maka didapat

' + v
a(x 5 ) + b(y 2y ) +c=0 dengan mensubstitusikan (3) ke

2

(1) sedemikian hingga ax + ax' + by + by’ =-2¢
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dan diperoleh ax'+ by’ =-2c-ax - by ..(4)
Dengan mengeliminir y’ dari (2) dan (4) diperoleh
bx' + a’x' = b’x - a*x - aby -aby - 2ac
dengan sedikit perhitungan diperoleh .
(B + a2) b — bzx + a’x - 2a°x - 2aby - 2ac sehingga

L (b2 +a2)x—2a(a.x+ by+c)
b* +a’

2a(a_x + by + c)

=Xx-
a*+p?

..(5
Dengan mengeliminir x’ dari persamaan (2) dan (4), diperoleh ' sebagai
berikut :

, _ b(=2c—ax-by)-a(bx - ay)
g a’ +b?

_ —2bc—abx—b’y—abx+a’y
- a’+b*

a*y + by — 2bc - 2abx — 2b%y
a’ +b*

2b(a.x +by+ c)
a’ +b*

!

Yy =y=-

.(6)

sehingga diperoleh persamaan umum refleksi adalah

, 2a(a.x+by+c)
X =X= 2, 72

a +b
) 2b(a.x+by+c)
y=y-

a’+ b
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¢. Rotasi

Definisi 3.A.8 :

Misalkan A suatu ttik dan o suatu sudut. Pemetaaﬁ yang memetakan A
pada dirinya sendiri dan titik yang lain P pada bidang ke titik P’

sedemikian hingga AP = AP’ dan m<PAP' = o, disebut suatu rotasi.

A disebut sebagai pusat rotasi, sedangkan o adalah sudut putar.

Rotasi tersebut dinotasikan sebagai R ). Definisi diatas menyatakan

bahwa
Ropa(A) = A P-Rpo®) P
{] Ra,w(P) =P, dengan mLPAP' = q.. ’ a
Sudut a positif bila o berlawanan - A=Ra 0(A)
arah dengan arah jarum jam, sudut o - gambar 3.a.13

negatif bila a _searah dengan arah jarum jam. Rotasi dengan o=0 adalah
R0 = I, untuk kelipatan 2%, R juga suatu identitas. Jika R, o # I maka

titik tetapriya/titik invariannya- hanya A yaitu titik pusatnya.

‘Teorema 3.A.13:

Suatu rotasi adalah suatu isometri.

Bukti :

Dimisalkan R oy(P) = P’ dan R w(Q) = Q' sedemikian sehingga A,P,Q
dan A,P’,Q" merupakan titﬂ( sudut - titik sudut segitiga.

Ditunjukkan AAPQ = AAP'QY'.
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AP = AP, AQ = AQ’ P’<§Q’ 5

Karena R(A,a.)(P) = PI, N A Q

sedemikian sehingga m/PAP' =« . gambar 3.a.14

dan  Rso(Q) = Q', sedemikian sehingga m/QAQ' = o

maka mZPAQ =mAP'AQ - mLP'AP = m/P'AQ -

=msP'AQ - mLQ AQ = mLP'AQ’

. ZPAQ= /P'AQ.

40

Menurut postulat (s.sd. §) AAPQ = AAP'QY. Jadi PQ = P'Q’ terbukti bahwa

rotasi suatu isemetri:

Untuk mencari persamaan rotasi- pertama kita perhatikan rotasi

dengan pusat O(0,0) dengan sudut rotasi o pada sistem koordinat kartesius,

dan misalkan P(x.y) dan P'(x’ /).

x=rcos0 '
‘ (1) y
y=rsinb y ~
x'=rcos(0+a)=r(cosO cosa-rsindsina) "(x' )
L A P(x.¥)
=rcos O cos o+ rsin 0 sin o) H Sy
=X Ccoso-ysino gambar 3.a.15

Yy =rsin(©+a)=r(cosOsina+sindcosa)
=rcos O sina+rsinBcosa

=xs8inO + ycosa

Jadi rotasi dengan pusat O(0,0) dan sudut rotasi o mempunyat persamaan
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x'=xcosa—ysina x' cosa —sina || x
) ..(2) atau =]
V' =xsino+ycosa y' sina. coso ||y

Kita tahu bahwa suatu transformasi linear adalah suatu transformasi yang

mempunyai bentuk :
X'=ax+by+c
¥y =cx+dy+n, dengana,b,c,dmneR danad-bc+0

Dengan demikian persamaan rotasi dengan pusat O(0,0) di atas mewakili
suatu transformasi linear yang determinan matriksnya A adalah

cos*o-tsin*o =1. Persamaan (2) dapat ditulis dalam x, y, sebagai berikut :
x=x"coso+ ' sinow x cosa  sina, || x'

) atau. % ‘
y=—x'sina+ ) cosa y —-siha. coso | '

Teorema 3.A.14 :

Himpunan semua rotasi (R,o)dengan titik pusat yang sama adalah grup
komutatif.

Bukti;

Karena rotasi- mefupakan himpunan bagian dari isometri, dan isometri
merupakan suatu grup terhadap operasi “o”, maka cukup dibuktikan
bahwa R tidak kosong; R tertutupterhadap operasi “o”, setiap elemen R
mempunyai invers-dalam R -dan-operasi “o” memenuhi sifat komutatif.

(i) R tidak kosong, karena memuat paling sedikit satu rotasi yaitu

transformasi identitas R oy(A) =A.
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(i1) R tertutup terhadap :operasi “o”,

Misalkan R, o dan R(A, py sebarang

rotasi dan P sebarang titik pada bidang.
Ra,w(P) = P' sedemikian hingga gambar 3.a.16

mZPAP =q,

Reap(P)=P" sedemikian hingga m/P'AP" = 3, Rixpy ©Ra w)(P)=P"
sehingga mZPAP" = o:€+B, jadi Riapy ©Riao)(P) = Ra cep)(P).

Terbukti bahwa R tertutup terhadap operasi “o”.

(iii) R memenuhi sifat komutatif terhadap “o”.

Misalkan R4 oy dan Ra py sebarang rotasi dan sebarang titik P pada
bidang maka Ra g0 Riaw) = Riaarp) = Reaproy = Riaoy °Reap).
Terbukti bahwa R memenuhi sifat komutatif terhadap operasi “o .

(iv) Ditunjukkan bahwa untuk setiap-elemen R ada inversnya dalam R.
Diamiail sebarang rotasi- Ris ,, dengan sebarang titik P pada bidang.
Misalkan R invers -dari  Rp,), sedemikian  hingga
Reafy © Rena(PY=P, Roniy(P) = P maka o+ = 0 sehingga = -a.

. invers dari R(s oy adalah-Ria,yeR.
- Terbukti bahwa untuk sebarang Ry €R, 3 Rpue) = Ra- o€R,
sehingga Ra ) Ria o= 1.
Dari (i), (ii), (iii), (iv) terbukti bahwa (R, o) subgrup dari grup isometri,

subgrup yang komutatif. Jadi (R, o ) merupakan grup komutatif.
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Rotasi dengan titik pusat O(0,0) telah dibahas sebelumnya, untuk
pusat sebarang titik (k&) persamaannya dapat dicari dengan dasar
persamaan ..(2) pada halaman 41. Untuk Iebih mudahnya digunakan

translasi susunan sumbu dari XOY ke XOY . Jika koordinat untuk P dan P’
dalam XOY adalah (J_c;)dan (Q,?)maka menurut ...(2), persamaan
rotasi dengan pusat O(0,0) pada XOY, terhadap susunan sumbu XOY

) ;c—'=;ccosoc—;sinoc
diperoleh R, , adalah: q__ _ Z
. (o) Yy =xsina+ycosa

x=x-n x=x+h
dengan rumus - rumus translasi §_. maka -
y=y—k y=y+k

4 x'=x"+h — -
sehinga { iy Nyl PGLY)
V' =y'+k.
Terhadap susunan sumbu XOY Q )
¥~ h=(x - h) cos o.- (y - k) sin & Tolknr x
y-k=(x-hysino+({y-k)cosa 0 b
Jika dijabarkan diperoleh : gambar 3.a.17

x' —h = xcoso—hcoso,— ysina+ k sino.
= x'—h = x cosQ. — ysino.—hcoso+ ksino
¥y —k = xsina— hsina+ y cosa.— k cosa.
=y —k = Xsino, + y coso, — hsina.— kcoso

sehingga diperoleh
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x' = xcoso.— ysina. +h—hcoso+ k sina
atau

y' = xsind+ ycoso+ k — hsino — k coso

x’=xcasa—ysina+a dengan a=h-hecoso +ksing
y'=xsinq+ycoso+b dengan b=k—hsino—kcoso

Jadi persamaan umum untuk rotasi Res, oy adalah

x'=xcosa—ysino+a
Y'=xsino+ ycosa+b

2 Komposisi Refleksi
Perkalian dua refleksi akan menghasilkan transformasi identitas,
wranslasi atau rotasi. Akan menghasiltkan transformasi identitas jika kedua

cermin berhimpit, dan akan menghasilkan translasi jika kedua cerminnya

sejajar. Misalkan jarak kedua cermin itu adalah d = d

C C) ! ¢ C”
AAB B'/f\- ' A B”
v Al N A, N
gambar 3.2.18
Mei(A) = A’
Mey(A) = A

Me,Me(A) = A"

AA, = A A

" =2AA"+2A'A
A'A, = AZA"}AA ‘ ?
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=2(AA'+ A’'Ay)=2d
Mec; (AABC) = AA'B'CY
- Mc, (AA'B'C')y= AA"B"C”
MciMc,(AABC) = AA"B"C" dan AABC mempunyai arah yang sama
(searah) dengan AA"B"C".
Jadi perkalian dua réﬂeksi dengan cermin sejajar dan jarak kedua cermin
itu d, menghasilkan suatu translasi dengan besar vektor translasinya dua
kali jarak kedua cermin itu.
Mec,Mc; = Tyq
Perkalian-dua refleksi itu menghasilkan suatu rotasi jika dua cermin
itu saling berpotongan. Misalkan kedua cermin itu mengapit sudut sebesar
a maka akan diperoleh rotasi dengan besar sudut 2o yang berpusat pada
titik potor;g kedua sumbunya.
Mc(APAB) = APA'B-

Mc,(APA'B) = APA"B"

mLAPBL=msA'PB, mZA'PD =mZA"PD ¢

mZLAPA" = mLAPA" + LA'PA"
=2m/A'PB + ZmLA_’PD gambar 3.a.19
= 2(mLA'PB + mLA'PD)
=2a

mZBPD. = m/B'PD sehingga m/BPB' = 2m/BPD = 2a. Tampak bahvx%a

MCzMC] = R(p’ 20)
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Secara khusus, jika kedua cermin berpotongan tegak lurus,
komposisinya. adalah setengah putaran.' Setengah putaran sering
-dinotasikan sebagai H. Hal tersebut di atas menunjukan bahwa refleksi
merupakan dasar dari transformasi identitas, translasi maupun rotasi.

Sebelum dibahas mengenai komposisi antara refleksi dengan

translasi juga refleksi dengan rotasi , kita lihat dulu definisi refleksi geser

(G).

Definisi 3.A.9

Refleksi geser adalah hasil kali suatu refleksi dengan suatu translasi yang

sejajar cermin.

A B
. ¢y
K K, K’
C
gambar 3.A.20

Refleksi geser sering dinotasikan sebagai G. Gambar 3.A.20 menyatakan

G =Mg¢ o T, yang memetakan bangun K ke bangun K". TKB =Mc, o Mgy,
AB
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dengan jarak cic, =%AB, ¢i//c; dan keduanya tegak lurus AB, schingga

T, (K)=Mg, o Mc(K) =Mcey(Ky) =K’
AB
Dengan demikian G = Mc o (Mc, o Mcy). Jadi refleksi geser dapat
dinyaiakan pula sebagai hasil kali tiga refleksi.
Untuk sebarang ruas gaﬁs berarah AB dan garis c tidak tegak lurus

AB , pada teorema berikut akan dibuktikan bahwa TXB o Mc=G.

Teorema 3.A.14 :
Untuk sebarang AB dan garis c tidak tegak lurus KB, terdapat G sehingga

T, o Mc=G,

AB
Bukti:
Ditentukan titik C sedemikian hingga ACLc dan CB// ¢ maka menurut

teorema 3.A.9 (halaman 31) T, =T, oT, =T, oT, .
AB CcB

AC cB AC

Selanjutnya dibuat c,//c dan jarak ¢; dengan ¢ adalah -;IEAC, sehingga

T—-) OMC=(T—> OT-’)OMC C VB
AB CB AC
=T, O(MC]C‘MC)OMG AV ¢
CB

=T, eMg ol c
CB

=T, oMg, gambar 3.A.21
CcB
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=@, karena C_B'//cl

Terbukti bahwa T, o Mc suatu refleksi geser.
CB

Kita tahu refleksi dan reﬂeksi. geser merupakan isometri mengubah arah.
Transformasi identitas, rotasi dan translasi meriupakan isometri searah. Ketiganya
dapat dinyatakan sebagai komposisi dua refleksi.

Komposisi refleksi adalah isometri. Jika banyaknya refleksi genap,
menghasilkan isometri yang tidak mengubah arah (isometri searah). Jika
Banyaknya refleksi ganjﬂ, komposisinya menghasilkan isometri yang mengubah
arah. Reﬂeksi mempunyai titik-titik "inva.riant berupa garis. Rotasi mempunyai
titik invariant yaitu titik pusatnya. Sedangkan translasi dan refleksi geser tidak

mempunyai titik invariant.

B. Transformasi Kesebangunan (Similaritas)
o Isometri adélah transformasi yang mempertahankan / tidak mengubah
jarak. Selanjutnya, berikut ini akan dibicarakan transformasi yang lebih luas dari
isometri, yang mencakup isometd-di,;dalamnya. Transformasi ini mempertahankan
besar sudut, yang selalu membawa segitiga ke segitiga lain yag ssebangun.
Transformasi tersebut adalah transformasi kesebangunan atau similaritas.

Ada pun bentuk khusus dari transformasi kesebangunan / similaritas, yaitu

dilatasi. Berikut ini dibahas sedikit mengenai dilatasi.
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Definisi 3.B.1 :
Dilatasi adalah suatu transformsi yang tidak mengubah arah yang

mentransformasikan setiap garis ke garis yang sejajar dengan garis semula.

Dilatasi yang tidak mengubah jarak adalah translasi. Dilatasi lain selain
translasi adalah dilatasi yang mempimyai titik pusat sebagai titik invariant dan

suatu bilangan nyata & sebagai faktor pengali.

Suatu dilatasi dengan titik pusat O dan faktor pengali £ merupakan dilatasi

sentral yang dinyatakan dengan O(k) sehingga berlaku

O(k) (A)= A" dengan OA’ = k-OA | /BﬂB'

O(k) (B) =B’ dengan OB’ = kOB O A A’
O(k) (0) =0, gambar 3.b.1
sehingga AB//A'B’.

Jika dilatasi sentral itu berpusat pada pusat koordinat kartesius, yaitu O

!

dengan faktor pengali £, maka diperoleh persmaan dilatasi {y' ¥ k)
Untuk &> O; x dan x' pada pihak yang sama terhadap O, 7N

1

k <0, x dan x' pada pihak yang berlainan terhadap O, y

k = 1, maka O(1) adalah transformasi identitas, y \
k = -1, maka O(-1) adalah setengah putaran. O x X x
Dilatasi yang juga isometri terdapat jika k=% 1, , gambar 3.b.2

yaitu identitas, rotasi atan translasi.

Ada pun definisi transformasi kesebangunan / similaritas adalah sebagai

berikut :



Definisi 3.B.2 :
Suatu similaritas (S) adalah suatu transformasi S yang menggandakan setiap jarak
dengan bilangan positif £ yang sama sedemikian sehingga untuk setiap pasangan

titik A dan B dipenuhi S(A) = A’ dan S(B) = B’ dengan A'B’ = t-AB.

k disebut sebagai rasio dari transformasi kesebangunan / similaritas.

Similaritas yang juga merupakan isometri terdapat jika £ = 1.

Teorema 3.B.1 :

Similaritas - mentransformasikan suatu segitiga pada segitiga yang sebangun.

Bukti : C

Dimisalkan diberikan sebarang AABC A d |

serta similaritas S dengan bilangan B C
positif k, schingga S(AABC) = AA'B'C’ ALY,

dengan sisi — sisi segitiga A'B'C’ berturut— B!

turut A'B’ = k-AB, B'C' = k-BC, C'A’ = }-CA, gambar 3.b.3

maka menurut sifat kesebangunan- segitiga terbukti bahwa AABC ~ AA'B'C/,
dengan AA'B'C’ = k-AABC.
Terbukti.

Sebagai akibat similaritas mempertahankan besar sudut.

Teorema 3.B.2 :

Hasil kali suatu isometri dan- dilatasi- adalah suatu transformasi similaritas.
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Sebaliknya, diberikan transformasi similaritas sebagai hasil kali dari suatu - |

isomeétri dan dilatasi.

Bukii :

(®  Suvatu isometri akan menﬁansfomasikan suatu bangun ke bangun yang
kongruen dengan bangun semula. Selanjutnya bangun yang kongruep itu
ditransformasikan oleh dilatasi dengan mengalikan jaraknya menjadi &
kali. Jadi hasilnya merupakan transformasi similaritas dengan rasio k.

(i)  Sebaliknya, misalkan diberikan suatu similaritas § dengan rasio k dan

sebarang AA'B'C'. Karena S

transformasi kesebangunan, maka C

ada AABC sedemikian hingga

S(AABC) = AA'B'C’ dengan A

A'B'= k-AB, B'C'= kBC, gambar 3.b.4

A'C' = k-AC, sehingga AABC ~ AA'B'C’. Selanjutnya dibuat titik B” pada
A'B’ dan titik C” pada A'C’ sedemikian hingga AB = A'B", AC = A’C",
Isometri memetakan AABC pada AA'B"C”. Jadi AABC = AA’B"C". Jika
A’ adalah pusat dari dilatasi yang mempunyai faktor pengali £ sama seperti
S, maka A'(k) (AA'B"C") = AA'B'C’. Jadi hasil kal dilatasi dengan faktor
pengali & dan isometri adalah similaritas dengan rasio k. Dengan cara
serupa dapat ditunjukkan bahwa hasil kali isometri dan dilatasi juga suatu
similaritas.

Terbukti.
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Karena dilatasi adalah fransformasi yang tidak mengubah arah
(transformasi searah), S akan searah jika isometrinya adalah isometri searah, -
sebaliknya S akan mengubah arah jika isometri yang diberikan adalah isometri
yang mengubah arah. Yang termasuk similaritas searah adaléh transformasi
identitas, translasi, rotasi dan similaritas spiral (rotasi dilatasi). Sedangkan yang
termasuk similaritas mengubah arah adalah refleksi geser, refleksi dan refleksi
dilatif.

Yang disebut rotasi dilatif adalah hasil kali dilatasi dan rotasi dengan titik

pusat yang sama.

0®(AB)=AB, R, (AB)=AB
Ri,o(AB)=AR, O(kfAB,)=AR

R, o OkYAB)= A, O(k)oR,, ,(AB)= A5

R,y * O(kYAB) = O(k)o R, ,(4B)

gambar 3.b.5

Refleksi dilatif adalah hasil kali refleksi dengan dilatasi

A'=-<.1;;¢_" o()AB)= AB" Mc(AB )= AB,
I, A ’

S,

A ' B’ Mc(A'B )= AR’ O(kYA,B, )= AB"
0O A A McoO(k)fAB)=AB"  O(k)e Mc(AB)= A"B"
gambar 3.6 Mc o O(k){AB)= O(k)o Mc(AB) = A"B"

Himpunan isometri merupakan himpunan bagian dari himpunan

similaritas. Himpunan isownetri membentuk grup- terhadap operasi “o”. Akap
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ditunjukkan himpunan isometri merupakan subgrup dari himpunan similaritas

dengan menunjukkan bahwa himpunan similaritas membentuk grup terhadap

-operasi “o

<< kzd

Teorema 3.B.3 :

Himpunan similaritas (S, o ) membentuk suatu grup komutatif.

Bulkti :

)

Untuk sebarang AABC serta S;, S; € S dengan rasio 4, dan k, sedemikian

sechingga
A'B'

SI(AABC) = AA’'B'C' dengan AABC ~ AA'B'C’ dan =k

A'B 2

22

S,(AA'B'C') = AA"B"C"” dengan AA'B'C' ~ AA"B"C" dan

ditunjukkan bahwa S; o §; € S.

> ﬂ

gambar 3.b.7
S, 2 S1(AABC) =. S2(AA'B'C') = AA"B"C”
Karena AA"B"C "~AA'B'C’' dan AA'B'C'~AABC maka AA"B"C"~AABC
dengan A"B” 3 kyrA'B = k;-(kl-AB) = (kyk1))AB = (ki-k2)AB, atau

A'B"

= (kak)AB = (ky-k2)AB.

Sz 0S1=81 OSz eS.
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Jadi S memenubhi sifat tértutup terhadap operasi o ” sekaligus sifat

. '
b 14 22

komutatif terhadap operasi “o”.
(i)  Sifat-assosiatif terhadap operasi “o” dengan sendirinya terpenuhi karena
similaritas merupakan transformasi.
(iii) Ditunjukkan terdapat elemen identitas dalam S.
Similaritas merupakan hasil kali isometri dan dilatasi. Isometri adalah
transformasi yang mempertahankan jarak, jadi k = 1. Dilatasi akan
merupakan transformasi identitas jika k = 1, sehingga hasil kali isometri
dan dilatasi dengan k = 1 adalah similaritas dengan k = 1. Jadi S tidak
kosong karena ada transformasi identitas dalam S.
Terbukti S memuat elemen identitas.
(iv)  Untuk sebarang AABC dan S; €S dengan rasio k; sehingga S;(AABC) =
| AA'B'C’ dengan AABC ~ AA’B'C' dan A'B’ = k-AB, akan ditunjukkan
terdapat S’'es dengan rasio 4, sehingga S, o SI(AABC) = AABC.
Si” 0 81(AABC) = S;7'(S1(AABC)) |
=SI'1(AA’B’C’)>
= AA"B"C" dengan AA"B"C” ~ AABC dan
A"B"= ky(A'B") = (ky-k))AB  ...(1)

sehingga A"B" = AB,
: ) ' |
Diperoleh (k,-k1)AB =AB, dari (1), maka £,-4; =1 sehingga 4, :E ..(2)

Persamaan (2).disubstitusikan ke dalam persamaan (1) diperoleh A"B" =
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[%—-kIJAB = AB. Karena AA"B"C" ~ AABC dan A"B" = AB maka
1

AA"B"C" = AABC.

Terbukti untuk sebarang S;€S dengan rasio %, terdapat Sl'leS dengan
.1 . a1
rasio T sehingga S;" oS, =1

Dari (i), (ii), (iii), (iv) terbukti bahwa himpunan similaritas (S, o) membentuk

suatu grup komutatif.

3

C. Persamaan Umum Isometri dan Similaritas
1. Persamaan umum isometri
Persamaan — persamaan transformasi yang merupakan isometri adalah

sebagai berikut :

la
Translasi dengan vektor translasi [b:l :

atau

X=x+a | fx’:x+0y+a
y=y+b l_y':0x+y+b

Refleksi terhadap cermin ¢ - ax + by + ¢

2a(ax+hby +c) (b"—az) - 2ab - 2ac
x"—_ - x’: X+ dv d:
T Py T 7+ B
atau
, 2b{ax+by+c) . —2ab  (B*-a) —2bc
y=y- 2 12 Y= AT s ytees— 0
a +b a +b a“+b a +b

Rotasi dengan pusat sebarang titik (4, £) dan arah rotasi o :
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{x' = X cosq,— ysina.+a, a=h-hcosa+ksina

y' =xsino+ ycoso+b, b=k-hsino-kcosa

Refleksi geser :
b*—-a* 2ab
X' = X - +la+d
LT e
~2ab B -d*
= - +{b+e
210 P bre)

Persamaan — persamaan di atas, untuk translasi dan rotasi mempunyai bentuk

{x'=Ax+By+C’

y =-Bx+Ay+D, dengan 4+ B’ =], (1)

dan ustuk refleksi dan refleksi geser, isometri yang mengubah arah, mempunyai

x'5:Ax+By+C

B
bentuk { 4

, A+ B*=1 dan !
B

}=~—1 ..(2)
¥ =Bx—-Ay+D

Dari bentuk (1) dan (2) dipeoleh bentuk umum untuk persamaan isometri yaitu :
x' = Ax+By+C
' , ..(3)

y =H-Bx+4y)+D, A +B =1

dengan tanda “+” untuk isometri searah dan tanda “- untuk isometri _mengubah

arah.

2. Persamaan umum similaritas
Teorema 3.B.3 yang menyatakan similaritas sebagai hasil dari isometri
dan dilatasi, menggambarkan bahwa persamaan similaritas Vdapat diperoleh

dengan mengkomposisikan persamaan isometri dengan persamaan dilatasi.
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Similaritas searah merupakan hasil dari isometri searah dengan dilatasi.

Persamaan isometri searah :

X' =Ax+By+C
. (D
y'==By+ Ay+ D, A*+B* =1 :
dan persamaan dilatasi :
X' =kx o -
‘ , ..(2)
V' =ky, k>0
sehingga dari (1) dan (2) diperoleh
x' = k(Ax+ By+C)=kA-x+kB-y+kC, A2+ B =1 (
..(3)
y =k(-Bx+Ay+D)=~kB-x+kA-y+kD, k>0
Jika dimisalkan
kA=a, kB=b, kC=m,kD=n  ..(4) , maka persamaan (3) dapat
dinyatakan sebagai :
X =ax+by+m
..(5)
y =-bx+ay+n '

dengan a*+ b*= (kA)é + (kB)* = K*A* + K'B* = K A™+B%) =k*-1 = k%,

Similaritas mengubah arah dapat diperoleh dari hasi! isometri mengubah
arah dengan dilatasi. Persamaannya dapat diperoleh dengan cara seperti di atas.
Persamaan isometri mengubah arah :

X =A4Ax+By+C
{ ...(6)

¥y = Bx—Ay+D, A +B* =1

Sehingga dari (2) dan (6) diperoleh :




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
' 58

¥ =k(Ax+By+C), A*+B =1 -
v =kBr—-Ay+D), k>0
dengan memisalkan seperti (4) maka diperoleh
| =ax+by+m
dengan a’+5°#0 ..(8)
Y =+(—bx +ay)+n,

Dari (5) dan (8) dapat disimpulkan bahwa similaritas dengan rasio £ mempunyai
persamaan amum

X =ax+by+m
(9

y’=i(~bx+ay)+n, dengan g’ +b° #0
tanda “+” untuk similaritas searah sedangkan tanda “ untuk similaritas

mengubah arah.

D. Affinitas Perspektif
Dipilih sebarang garis s dalam bidang (Euclides) dan sebuah arah yang

ditunjukkan oleh sudut o yang diapitnya dehgan s, Dipilih pula suatu bilangan
nyata p # 0.
Didefinisikan suatu pemetaan dengan hukum korespondensi sebagai
berikut : _ |
a. QGarls — garis yang ménghubungkan pasangan dua tltlk P dan P’ yang
berkorespondensi sejajar dengan arah yang diketahui.
b. Untuk setiap pasang titik P dan P* didapat | |

PP *
pPp*

= ), dengan P* titik potong PP’ dengan s.
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Transformasi ini disebut affinitas perspektif, dengan s sebagai sumbu affinitas, p.
adalah faktor skala affinitas dan o adalah sudut affinitas. Transformasi ini -
dinyatakan sebagai ¢ (s, o, 1 ).

Contoh 3.D.1: (s, 0,2)

/A* / i

gambar 3.d.1 gambar 3.d.2

Suatu refleksi terhadaﬁ garis s yaitn Ms = ¢ (s, 90°, -1). Jika o = 90°
maka affinitas itu disebut affinitas normal (gambéx 3.d.2).

Berikut ini kita ulang kembali sifaf — sifat affinitas perspektif tanpa bukti,
yaitu :
1. Suatu afﬁnitas perspektif adalah suatu transformasi yang fidak mengubah

garis. Garis-garis yang berkorespondensi berpotongan pada sumbu affinitas.

Setiap titik pada sumbu affinitas adalah titik invariant dan setiap titik pada -
garis yang sejajar dengan arah affinitas berubah tetapi garisnya tetap.

T->T

g—>g

[ 7 T
V |
g =l

gambar 3.d.3
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2. Suatu affinitas perspektif memetakan garis — garis sejajar onto garis - garis
sejajar.

3. Transformasi tidak mengubah perbandingan dalam pernbagian. Perbandingan
dari jarak - jarak tiga buah titik pada scbuah guaris g san'm dengan
perbandingan jarak titik — titik bayangan pada garis g'.

AB:BC=AB": B'C”

. (03
gf AI BI gl ,
. CI

gambar 3.d.4

4. Perbandingan luas poligon dengan luas bayanganiya oleh affinitas perspektif

sama dengan 1: p.

v'd

e

P A* C’

gambar 3.d.5
Luas poligon dapat dipandang sebagai jumlahan luas segitiga — segitiga. Jadi
perbandingan - luas poligon dapat ditunjukkan dengan perban’dingan luas
segitiga dengan luas bayangannya oleh afﬁr}itas perspektif.

5. Suatu affinitas perspektif adalah suatu pemetaan yang 1-1 :
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Affinitas inversnya mempunyai sumbu yang sama dan arah yang sama, tetapi

. ' 1
mempunyai faktor skala p' = —
-

01(s, a, W)t A—> A’
1.

(I)z (S, a, —) TA'—A
n

jadi ¢2¢1=I (transformasi identitas)

6. Setiap affinitas perspektif yang bukan refleksi mempunyai hanya satu pasang
garis tegak lurus sesamanya yang invariant . Dengan sifat ini refleksi
dipandang sebagai hal yang istimewa, yaitu olehireﬂeksi setiap pasang garis
tegak lurus sesamanya adalah invarian ketegaklurusannya.

Jika suatu affinitas perspektif tidak mengubah luas, maka u = + 1 atau
=-1. Jika u = -1 terdapat refleksi nﬁring.

¢ (Sr Q, —l) C

i
et

CI

garnbar 3.d.6

d(s, a, 1) adalah identitas (a # 0°)

W/ |

C=C

gambar 3.d.7
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Identitas termasuk dalam affinitas perspektif jika p=1.
Jika p = 1 dan o=0°, maka terdapat suatu pelingsiran dengan sumbu .
Transfonnasi ini merupakan suatu affinitas perspektif yang tidak sebenmﬁya.
Kita pandang affinitas perspektif ¢( s, o, p ) dan dibuat susunan sumbu

siku ~ siku sedemikian hjngga sumbu x berhimpit dengan sumbu affinitas s.
Selanjutnya dapat ditentukan rumus affinitas perspektif dengan sudut o, tetapi
pelingsiran belum dapat dinyatakan dengan rumus itu.

Affinitas perspektif dengan sudut o tersebut yaitu ¢ (s, o, p ), dapat
dinyatakan dengan rumus transformasi

X=x+ (u -l)y cotga.
' {y’ =y

Agar pelingsiran dapat dinyatakan dengan rumus affinitas tersebut, dicari

parameter lain, yaitu swatu sudut o. Sudut ¢ adalah sudut antara AA; dan A,A’

(pada gambar 3.d.8) y
/] .
o AQ,y) = A (¥, )) ) A
_A'A*
AA*
0A; =0A; - A'A; /4 (00 Ay
. \ % >
=0A; - AjA tgo a A*A; A
=0A-A'Astgo gambar 3.d.8
x'=x-pytgo

: X =x-pyigo
sehingga diperoleh rumus transformasi ¢ :
V' =py
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‘Determinan dari rumus transformasi tersebut adalah p.

-Hubungan antara o dan o dapat dilihat sebagai berikut :

: 1-p-
(u-1)ctg a=-ptgo, diperoleh fgo = i clg o
_ oo

Definisi 3.D.1 :
Setiap hasil kali yang berhingga dari affinitas perspektif disebut transformasi affin

umum atau dengan singkat suatu affinitas.

Menurut definisi 3.D.1 maka affinitas adalah transformasi yang tidak

mengubah garis, kesejajaran dan perbandingan dalam pembagian.
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BABIV
TRANSFORMASI PROYEKTIF

DALAM BIDANG EUCLIDES

A. TRANSFORMASI AFFIN

Seperti telah diketahui bahwa semua similaritas diperoleh dari suatu -
transformasi khusus vaitu dilatasi sentral, maka dapat dipahami bahwa semua
transformasi affin berasal dari suatu transformasi khusus yang sederhana, yang
disebut transformasi primitif.

Persamaan untuk transformasi primitif yang dinotasikan dengan T adalah :

0 X =x - . x' =ax+by,a#0
Yy =cx+dy,d#0 y=y,

dalam x dan y persamaan (1) menjadi

X

xl
(2) ! ‘:(_ .y y% | atau

v (x' —by%

Y ey
dalam pembahasan ini kita menggunakan persamaan yang pertama.
Transformasi T mempunyai nilai determinan d, dan transformasi T bukan suatu
similaritas, kecuali kalau d =% 1 dan ¢ = 0. Jika d = 1, T suatu transformasi identitas
dan jjka d=-1 maka transformasi T suatu refleksi terhadap sumbu x.

Transformasi primitif mempunyai beberapa sifat, yaitu dalam suatu

transformasi primitif, bayangan untuk setiap garis adalah suatu garis, garis-garis yang

64
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| berlainan bayangannya berupa garis-garis yang berlainan pula, dan terdapat suatu
korespondensi 1-1 antara garis-garis pada bidang. Gaﬁs—garié berpotongan dipetakan
ke garis-garis berpotongan dan garis-garis sejajar ke garis-garis sejajar, dengan
demikian titik sudut - titik sudut suatu jajar genjang tetap titik sudut -titik sudut jajar
genjang,

Dimisalkan g merupakan suatu garis. Jika garis tersebut tegzik lurus pada
sumbu-x, transformasi T membawa setiap titik pada g ke suatu titik pada g’ karena
x'= x. Sebaliknya, setiap titik pada g merupakan bayangan untuk suatu titik pada g,
Dengan demikian suatu garis tegak lurus bayangannya adalah garis itu sendiri. :

Jika g tidak tegak lurus , denga persamaan
(3) y=4x+B
dengan menggunakan (2) diperoleh bahwa transformasi T mentransformasikan 3) ke
“® '~ (Ad + c)x’ + Bd
yang mewakili suatu garis g’ yang tidak tegak lorus, karena itu setiap titik pada g
dipetakan ke suatu titik pada g'. Sebaliknya, setiap titik pada g’ adalah bayangan
untuk suatu titik pada g. Dengan demikian bayangan untuk setiap garis yang tidak
tegék lurus adalah suatu garis yang tidak tegak lurus.

Dalam bidang Euclides transformasi affin djdeﬁnisikan sebagai trnsformasi
yang mempunyai persamaan yang merupakan persamaan transformasi linear, yaitu:

a b

d #0
engan d ,

C

{x’=ax+by+m

Yy =cx+dy+n,
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jika -b = ¢ dan a = d dengan 2’ + b’ ;tO transformasi tersébut merupakan transformasi
sirnilaritas, dan akan berupa isometri jika a* + b?= 1.

Sekarang kita lihat 5ahwa transformasi primitif merupakan kunci untuk
semua transformasi affin. Setiap transformasi affin tersebut dapat dipecahkan sebagai
transformasi-transformasi primitif dan suatu translasi, berturutan. |

Suatu transformasi affin

X' =ax+by+m
(M ,
Y'=cx+dy+n

merupakan hasil kali transformasi-transformasi

(%' = ax+by X"=x"+m

@ dan
' =cx+dy y'=y'+n

L .{m
berurutan. Yang kedua adalah suatu translasi dengan vektor translasi [ ] . Persamaan
n

yang pertama dapat dipecahkan menjadi hasil kali transformasi-transformasi primitif

jika a# 0, yaitu :
- . xl!__:x!
x' = ax+ by
3) , dan ,_ ¢, ad-bc_,
y'=y y'=—x+
a a

dan jika a = 0 dengan keadaan b # 0, persamaan pertama pada (2) dapat dipecahkan

menjadi hasil kali transformasi-transformasi primitif sebagai berikut :
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O

{x’Azx—y {x" =x'
y’ = y’ y" = x’ +y”
(4) V v iv
n n” n J x = x
{x =-x"+y x¥ = px™ p
y"’ = y”, y,v = y”” yv . ;xw + CyiV

Dengan demikian setiap transformasi affin dapat dipecahkan sebagai hasil kali
transformasi-transformasi primitif dengan translasi.

Telah dibicarakan bahwa hasil kali berhingga dari affinitas perspektif adalah
transformasi affin, dan kita tahu bahwa affinitas prespektif juga merupékan
transformasi sederhana. Dengan demikian affinitas perspektif pun dapat dipecahkan
sebagai hasil kali transformasi primitif, yaitu :

xSk xX"=x'-y'tgo

dan f
Y=ny y=y

Karena setiap transformasi affin adaiah hasil kali transformasi primitif dan

suatu translasi, maka dapat dinyatakan bahwa semua transformasi affin

mempertahankan sifat-sifat trasnformasi primitif.

Teorema 4.A.1:

Himpunan transforfnasi affin membentuk suatu grup.

Bukti :

(i) Untuk sebarang dua transformasi affin yang berbeda, hasil kalinya adalah

transformasi affin.



(if)

(iif)
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{x’=a1x+bly+m {x”zazx’+b2y’+h

Y =cx+dy+n y”=czx’+a'.zy’+k

hasil kali mereka adalah

x" = (a]a2 + Clbl)x + (b]a2 + dlbz)y.+ (ma2 + nb2 + h)
y" = (ac, + cldz)bc +(bc, + did,)y +(mc, + nd, + k)

dengan
aa, +cb, ba,+dbd,| la, b lay b
ac,+cd, bc,+dd, |c, d,|lc, d’
karena
| a, b, a, b . .
=0 dan # 0  maka hasil kali keduanya = 0.
6 4 G g

Terbukti bahwa himpunan transformasi affin memenuhi sifat tertutup
terhadap perkalian.
Himpunan transformasi affin tidak kosong, karena sekurang-kurangnya

x'=ax+by+m
‘dengan b =c¢c=m =n =0 dan

memuat elemen identitas { :
Y'=cx+dy+n

x'=x
a=d = 1, yaitu transformasi identitas
Y =yad-bc=1-0=1

Dengan sendirinya sifat assosiatif terhadap perkalian dipenuhi dalam

himpunan transformasi affin.
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xX'=ax+by+m

(iv)  Untuk sebarang transformasi affin { dengan

Y =cx+dy+n,ad —bc =0

x"=ax"+by +h

transformasi affin { , sebagai invers dari

Y=gy +dyy' +k,ad, -bc, #0

transformasi yang pertama. Sedemikian hingga hasil kali kedua transformasi
itu adalah identitas dengan detenﬁinan = 1. Hasil kali mereka adalah

{x” = (a,a, + cb,)x + (ba, + d\b,) y + (may, +nb, + h)

i = (al(;2 + cldz)x + (bl(;2 S d]dz)y +-(mc2 +nd, + k),

x" =x ]
{ ., sehingga
yo=Jy

aa,+cbhb,=1=bc,+dd,
ac, +¢d, =ba, +db, =ma, + nby +h=mc, +nd, +k = 0.

Dapat menggunakan perkalian matriks, yaitu :

aa,+cb, ba,+db, a, b,|la b 10

ac,+cd, bc,+dd,| |c, d,||c d| |0 1

Selanjutnya penjabarannya pada perkalian matriks dengan menggunakan

determinan matriks, dan diperoleh

xn _ dl xl _ bl, yl (_mdl' iz nbj)
ad -bg ad, —bg¢ ad, - b
" o_. -G X'+ a ' (mcl - nal) ’
g ad, - b ad, — b ad, - bg
da, —{~b, -{-c :
dengan — ( - ( 1)) # 0 (karena a;d; - byc; = 0).

(a1d1 - b101)2
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Terbukti bahwa untuk sebarang transformasi affin

terdapat transformasi affin lain sebagai
Yy =c¢x+dy+n,ad —be #0; P 8

{x’ =ax+by+m
inversnya, yaitu:

v d, g/ b, P (—-md1 + nbl)
ad —bc,  ad -b¢ ad, -bgc,

¥ 0 an¥P g y (mcl _nal) dia, —b¢
ady—be,  ad, - bg ad, - b’ (a1d1 = blcl)2

!

y =0

Dari (1), (‘i1 ), (iii ) dan ( iv ) terbukti bahwa himpunan transformasi affin

membentuk suatu grup.

B. Proyeksi

Pada bagian ini akan disajikan mengenai proyeksi. Proyeksi yang merupakan
trasnformasi khusus yang sederhana, yang akan menuntun kita pada transformasi
proyektif. Proyeksi terdiri dari dua macam, yaitu proyeksi paralel dan proyéksi

sentral.

1. Proyeksi Paralel

Terlebih dahulu dibahas mengenai proyekéi paralel, yaitu proyeksi paralel
- dari garis ke garis yang sebidang. Misalkan g dan g’ garis-garis sebidang yang
berlainan, dan misalkan ditetapkan suatu himpﬁnan garis sejajar yang sebidang
dengan g dan g’ tetapi didak memuat keduanya. Jika P adalah suatu titik pada g, ada

garis anggota himpunan garis sejajar tersebut yang melalui P. Garis yang melalui P
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ini memotong g’ di P'. Transformasi dari titik-titik pada garis g ke titik-titik pada
garis g’ oleh himpunan garis sejajar yang sebidang dan yang tidak memuat g atau pun

g’ disebut suatu proyeksi paralel dari garis g ke garis g'.

A B C D

A

gambar 4.b.1 g

Jika garis pada himpunan garis sejajar itu tegak lurus pada g’, maka proyeksi

itu disebut proyeksi ortogonal dari gke g'. . B |[C|D
Kejadian tersebut adalah keadaan khusus g
| proyeksi paralel dari garis g ke garis g'. A" B C D
gambar 4.b.2

Suatu proyeksi paralel dari garis g ke garis g’ ini jelas merupakan suatu
pemetaan 1-1. Karena setiap titik pada g dan g’ hanya dilalui tepat oleh satu garis,
jadi setiap titik pada g hanya mempunyai pasangan tepat satu titik pada g’. Sebaliknya
setiap titik pada g’ mempunyai pasangan tepat satu di garis g.

Kita perhatikan gambar 4.b.3 di.bawah ini, Misalkan AB,CD adalah dua

segmen pada g dan A’, B, C,’ D' berturut -

turut adalah bayangan dari A, B, C, D g gambar 4.b.3

dalam proyeksi paralel dari g ke g, A'B C D g
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Maka ‘ig = %g— atau A'B’ = k.AB dan C'D’ = k.CD, dengan k suatu nilai yang

sama untuk perbandingan-perbandingan di atas. Dengan demikian seluruh jarak
digandakan oleh k.

Jadi perbandingan dalam péinbagian dipertahankan, demikian pula dengan
keantaraan. Pada proyeksi paralel ini jarak tidak dipertahankan, kecuali jika k = 1.

Salah satu contoh proyeksi paralel yang tidak mengubah jarak adalah proyeksi paralel

dengan g // g'.

- 7/

AI BI CI DI gl AI BI CI DI 0 gl
gambar 4.b.4a gambar 4.b.4b

Untuk selanjutnya perlu diketahui juéa proyeksi paralel dari suatu bidang ke
bidang yang lain. Pada proyeksi ini , kita perhatikan bidang-bidang yang berlainan
yaitu bidang o dan bidang o’ dan himpunan garis sejajar yang tidak terletak pada o
dan o'. Jika A suatu titik pada o, akan terdapat suatu garis dari himpunan garis
sejajar itu yang menembus o di suatu titik A’. Trapsformasi dari titik-titik pada o'
dengan A’ merupakan bayangan dari A disebut suatu proyeksi paralel dari bidang «

ke bidang o'.

g A BC
o Al B} |C ¢ gambar 4.b.5
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Misalkan transformasi T merupakan proyeksi paralel dari bidéng o ke
bidang o'. Jika g adalah suatu garis pada o, maka anggota-anggota himpunan garis
sejajar yang melalui titik-tittkk pada g mémbentuk suatu bidang. Bidang yang
terbentuk dari himpunan garis sejajar tersebut memotong oc'. pada g’ yang merupakan
bayangan-bayangan dari titik-titik pada g. Dengan delﬁikian g’ bayangan dari g, dan
transformasi T mengakibatkan suatu proyeksi paralel dari g ke g’ yang sebidang.
Dengan demikian untuk sebarang titik A, B yang berlainan pada g terdapat A’, B’
pada g’ sedemikian hingga A'B'=k. AB. Karena g pada o maka transformasi T
mempertahankan keantaraan dan perbandingan dalam pembagiah. Demikian juga,
karena transformasi T adalah pemetaan 1-1 dan membawa garis ke garis,
transformasi T tentu mempertahankan kesejajaran dan konkurensi.

Kita lihat jarak c;leh transformasi T. Jika .0’ sejajar, demikian juga g, g,
dan karena itu k = 1, dalam kasus ini jarak dipertahankan. (gambar 4.b.6a)

ABC g
S o7
[ X\
,A/B/ cl o A kj\‘\\‘

r\‘\

a/ g B A /',/ a/ /} N ST
A

d

gambar 4.b.6a gambar 4.b.6b
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Jika o dan o berpotongan, nilai untuk k akan selalu berlainan untuk posisi g yang
berlainan. Jadi jarak pada proyeksi paralel dari suatu bidang o ke bidang o’ yang lain

tidak digandakan oleh suatu uilai k yang samé, kecuali jika jarak dipertahankan.

Teorema 4.B.1 :

Setiap transformasi affin dari suatu bidang pada dirinya sendiri adalah hasil kali dari

proyeksi paralel.

=

Bukti ;

Misalkan transformais T suatu transformasi
Ci
affin pada o dengan T(AABC)=AA"B"C".

- Misalkan transformasi T, adalah proyeksi
paralel dari a ke a; dengan o; memotong o A
sepanjang garis AB, sehingga Z r

, g B
T (A ABC) = A ABC,. Selanjutnya transformasi S, /

T, merupakan proyeksi paralel dari o, ke o, gambar 4.b.7

sehingga T,(AABC,) = A ABC”, dengan demikian T, - T; (A ABC) = A ABC", yang
merupakan pemetaan 1-1 dari o ke o. Dengan cara yang serupa A ABC”
diproyeksikan ke AAB"C”. Misalkan a, bidang yang memotong o sepanjang garis
AC", transformasi T3 suatu proyeksi paralel dari a ke o, dan transformasi T, prbyeksi

paralel dari o ke a, sehingga T3 (A ABC") = A AB,C", B, pada a, tetapi tidak pada



[

tlx a R/
N o e 7
N\ “ovane®

a dan T4AAB,C")=AAB"C". Dengan demikian hasil kali T4 T3(AAB,C") = AAB"C”,
yang merupakan pemetaan 1-1 dari a ke a.

Selanjutnya A AB”C” diproyeksikan ke A A”B"”C” dengan cara serupa. Misalkan
transformasi T;, T beﬂ:urut-tﬁrut merupakan proyeksi paralel dari o ke o3 dan
proyeksi paralel dari o3 ke a dengan o3 memotong o sepanjang garis B"C”, sehingga
Ts (A AB"C")=A A;B"C”, Aj; pada o3 tetapi tidak pada o, dan

Te (A AsB"C") = AA"B"C".

Dengan demikian Ts- Tg (A AB"C")=A A"B"C”, yang merupakan pemetaan 1-1 dari
o ke o, Jadi hasil kali trasnformasi Ts * Ts* T4 T; T, T, (A ABC) = T (A A"B"C")
= T (A ABC), yang merupakan pemetaan 1-1 dari o ke o. Terbukti bahwa
transformasi affin dari suatu bidang ke bidang iti sendiri merupakan hasil kali

proyeksi paralel.

Suatu pemetaan dari suatu bidang onto dirinya sendiri yang merupakan hasil
kali proyeksi paralel adalah transformasi affin. Misalkan proyeksi paralel dimulai
dari o ke o, kemudian a; ke o, o, ke o3, dan seterusnya sampai o, Misalkan o, =
a. sehingga proyeksi terakhir memetakan oy, ke o. Jika proyeksi tersebut berturut-
turut dinotasikan oleh transformasi Ty, Ty, T3, s T, maka T, (o) = oy, Tz (o) = 0y,
Ta(og)=as, ..., T(0n) = a. Ty " Tp " Ty *... T,, merupakan hasil kali n proyeksi yang

memetakan o ke dirinya sendjii. Hasil kali transformasi tersebut dapat dinotasikan
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oleh transformasi T, maka T (a) = o. Setiap proyeksi paralel merupakan
pemetaan 1-1, dan mempertahankan kolinearitas, perbandingan dalam pembagian,
begitu pula dengan transformasi T. Sifat-sifat yang diperthankan tersebut merupakan
sifat-sifat transformasi affin. Dengan demikian hasil kali proyeksi paralel tersebut

adalah transformast affin.

2. Proyeksi Sentral

Selanjutnya disajikan mengenai proyeksi sentral. Pada proyeksi sentral ini
garis-garis yang menghubungkan titik-titik pada bayangan mereka ( pri)yektomya )
tidak sejajar seperti pada proyeksi paralel, tetapi proyektor-proyektornya berpotongan
nada satu titik yang disebut sebagai pusatnya atau sentral. Jika proyeksi sentral itu
dari garis g ke garis g’ maka titik pusatnya tidak pada kedua garis tersebut. Begitu
juga jika proyeksi sentral itu dari bidang o ke bidang o', titik pusat (sentral) proyeksi
tersebut tidak pada kedua bidang itu.

Sekarang kita perhatikan proyeksi sentral dari garis g ke garis g'. Misalkan g
dan g’ adalah dua garis yang sebidang dan misalkan O suatu titik dalam bidang yang
sama tetapi tidak pada g atau pun g', maka dapat didefinisikan proyeksi sentral dari g
ke g’ adalah suatu transformasi yang mentransformasikan tifik—titik pada g ke titik-
titik pada g’ oleh proyektor-proyektor yang melalui O.

/A N
A” B C g
gambar 4.b.8 gambar 4.b.9

L j=]
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Misalkan titik V pada g adalah titik potong garis yang melalui O dan sgjajar
g’ dengan g, maka setiap titik pada g selain V mempunyai bayangan di g'. Titik V
tidak mempunyai bayangan di g’ karena OV tidak memotong g’.
Hal yang serupa, misalkan W’ titik potong garis yang melalui O dan sejajar
g dengan g’, maka W’ bukan bayangan dari titik mana pun ( tidak mempunyai asal ),
sedangkan titik-tittk pada g’selain W’ merupakan bayangan dari titik-titik pada g.
Penjelasan di atas memnunjukkan bahwa proyeksi sentral dari suatu garis ke garis
yang lain tidak selalu memetakan garis lengkap ke garis lengkap. Proyeksi sentral
dari garis lengkap ke garis lengkap terjadi jika garis-garis tersebut saling sejajar.
Dapat dilihat pada gambar 4.b.9, garis g / g’, dan itu merupakan kejadian khusus
pada proyeksi sentral dari suatu garis ke garis lain. Meskipun demikian, dalam
proyeksi sentral ini terdapat korespondensi satu-satu antara titik -titik pada garis g ;
selain V dan titik-titik pada garis g’ selain W'.
Berikut ini ciri-ciri penting yang lain pda proyeksi sentral dari suatu garis ke
garis yang lain :
a. Keantaraan tidak selalu dipertahankan.
Contoh :  dapat diperhatikan gambar 4.b.8 sebelumnya.
| Pada g, C terletak di antara A dan B tetapi setelah diproyeksikan pada
g’, C' tidak di antara A’ dan B’. Lebih jelasnya , tidak ada titik-titik di

antara A dan B yang diproyeksikan ke titik-titik di antara A’ dan B'.



PLAGIAT I\/IERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
78

Secara khusus titik tengah AB tidak diproyeksikan ke titik tengah -
A'B'. |
b. Ruas garis tidak selalu diproyeksikan ke ruas garis.
Contoh :  Dapat diperhatikan kembali gambar 4.b.8.
Ruas garis AV diproyeksikan ke suatu sinar yang merupakan bagian
dari g’, sinar garis tersebut berpangkal di A ke arah kanan. Begitu juga
dengan BV diproyeksikan ke sinar garis pada g’ yang berpangkal di B'
ke arah kiri.
c. Jarak tidak dipertahankan
Pada gambar 4.b.8 pula dapat dilihat bahwa titik-titik pada g yang
semula dekat dengan V, misalkan A dan B, yang satu dalam AV dan yang lain
dalam BV. Setelah diproyeksikan pada g’ satu sama lain ( A’ daﬁ B’ ) saling
berjauhan, A’ jauh di sebelah kanan sedangkan B’ jauh di sebelah kiri. Contoh

lain AC, Segmen AC diproyeksikan ke A’C’ pada g’ yang jarak A'CY kurang lebih

dua atau tiga kali AC.
d. Perbandingan dalam pembagian tidak selalu dipertahankan, g
Contoh-contoh mengenai perubahan /'\'[
jarak di atas, menunjukan bahwa jarak - jarak C o
itu tidak dapat digandakan oleh suatu konstanta - Al P By

yang sama. Dengan kata lain perbandingan gambar 4.b.10
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dalam pembagian jarak-jarak setiap segmen (Tuas garis) yang berkorespondensi
tidak selalu sama. Kita perhatikan gambar 4.b.10. Misalkan A, B, P titik-titik
yang berlainan pada g selain V dan misalkan A’,B’, P’ _berturut-ﬁ:rut bayangan
mereka. A, B pada sisi yang sama dari V. Telah ditentukan arah positif pada g
dan g’;

Perbandingan dalam pembagian dengan P membagi ABdan P’ membagi
A'B’ adalah -

A ! /4
APREL /S
BP BP

AB dan BP betlawanan arah, begitu pula dengan A'P' dan ﬁ)—’
maka nilai r danr’ negatif, |
Kita misalkan (APB) seperti pada gambar 4.b.10.

Diperhatikan A AOP, dengan aturan sinus diperoleh

sin ZAOP

(2) AP = AQ-————
sin ZOPA

dan diperhatikan A BOP, dengan aturan sinus juga diperoleh

(3) BP = BO-SRT08
sin ZOPB

Karena £OPB dan ZOPA adalah sudut - sudut pelurus dan mempunyai nilai
sinus yang sama, maka persamaan (3) dapat dinyatakan pula sebagai

sin ZPOB

(4) BP =BO-—————
(4) BP =B sin ZQPA
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Pembagian persamaan (2) dan persamaan (4) diperoleh

) AP AO sinZAOP
BP BO’sinZPOB

Selanjutnya kita perhatikan A’, P!, B'. Pada segitiga-segitiga bayangan mereka,
AP'OA' dan A B'OP’, dengan cara yang sama seperti di atas dengan menggunakan
aturan sinus diperoleh

AP’ A'O sinZA'OP'
B'P’ B'O sin/P'OB

(6)

mZA'OP' = mZAOP dan mZP'OB' = m/POB. Dengan membandingkan (5)

-dan (6) diperoleh
7 L. 40-BO 2 A0 BOY
r AO.BO’ AO-B'O

Dari (7) dapat dilihat hahwa r’# 1, karena itu perbandingan dalam pembagian

tidak dipertahankan, kecuali jika koefisien r adalah 1, yaitu i]:—'g' = —g—g— Hal itu

terjadi jika AAOB~AA’OB'. Dan itu mungkin terjadi jika g dan g’ saling sejajar.

e. Perbandingan raugkap djperta.hankan

Sebelum dibahas lebih lanjut, kita lihat terlebih dahulu definisi mengenai

perbandingan rangkap.

Definisi 4.B.1 :

Jika A, B, C, D adalah titik-titik segaris (kolinear), besar
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AC AD
CB DB

disebut perbandingan rangkap atau perbandingan silang dengan C,D pada garis AB,

dan diwakili oleh simbol / notasi (AB,CD), yang dibaca |

“ perbandingan rangkap / perbandingan |
silang untuk A, B, C, D”.

AC AD AC AD _AC BD
CB DB BC BD BC AD

(AB,CD) =

Perbandingan silang di atas akan gambar 4.b.11 g

bernilai negatif atau bernilai positif tergantung pada nilai masing-masing

perbandingan, dalam perbandingan di atas yaitu g(c: dan gg Jika keduanya

bernilai positif atau keduanya bernilai negatif maka perbandingan silangnya bernilai
o .. AC o BD -y . .

positif, sedangkan jika B bernilai positif dan D bernilai negatif atau sebaliknya,

maka perbandingan silangnya bernilai negatif.

Kita perhatikan gambar 4.b.11, %g— dan I—;Ag— keduanya bernilai positif

sehingga perbandingan silangnya bernilai positif; sedangkan ié—g dan ig% keduanya

~ bernilai negatif sehingga perbandingan silangnya bermilai positif juga. Jadi
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ACAD _AC AD .~ AC DB _AC BD
CB DB BC BD CB AD BC AD’

Untuk selanjutnya agar lebih

mudah kita gunakan

Perbandingan silang ini dalam suatu proyeksi dipertahankan (tetaﬁ).

Berikutnya kita lanjutkan bahwa perbandingan silang dalam proyeksi
seniral dipertahankan / tetap. Dengan menggunakan persamaan untuk luas segitiga
kita dapat menunjukkannya.

AC _LAOAC _1OA-OCsin ZAOC
BC LAOBC LOB.OCsin£BOC

_ OAsinZAOC
OBsin £BOC

(D

gambar 4.b.12

BD LAOBD _1OB-ODsinZBOD _ OBsin£BOD
AD LAOAD LOA.-ODsin£AOD OAsin ZAOD

2

A'C’LAOAC’ 10A'-OC'sin ZA'OC' _ OA':sin£A'OC’
B'C' LAOBC' 10B'-OC'sinZB'OC' OB'-sin£B'OC’

..(3)

dan
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BD' LAOBD' _LOB'-OD'sin/BOD'  OB'sin /B'OD’ "
AD' LAOAD' 1OA'-OD'sin Z/A'OD'  OA'sin ZA'OD'
dari (1) dan (2) diperoleh
AC BD _ OAsinZAOC OBsinZBOD _sinZAOC sin ZBOD )
BC AD OBsinZBOC OAsin ZAOD  sin ZBOC sin ZAOD
dari (3) dan (4) diperoleh
A'C' B'D _OA’sinZA'OC' OB'sinZB'OD’ _sinZA'OC' sinB'OD’

B'C' A'D' OB'sinZB'OC' OA’sinZA'OD’  sinZB'OC’ sin ZA’OD’

Dengan demikian untuk empat titik yang berlainan A, B, C, D pada g yang
mempunyai bayangan ﬁada g' besarnya perbandingan silang tetap. Dengan notasi
(AB,CD) = (A'B",C'D").

Proyeksi yang menjadi pokok bahasan pada bagian ini adala’lﬁ proyeksi dari
suatu bidang ke bidang itu sendiri. Tetapi untuk lebih rmemahami meng¢nai
transformasi proyektif, suatu proyeksi dari suatu bidang ke bidang yang lain perlu
sedikit dibicarakan.

Sebelumnya teléh sedikit disajikan mengenai pengertian proyeksi paralel
dari suatu budang ke bidang yang lain. Selanjutnya akan di sajikan pengertian
mengenai proyeksi sentfal dari suatu bidang ke bidang yang lain.

Misalkan terdapat bidang o dan bidang o’ yang berlainan dengan sentral O
" tidak pada kedua bidang itu. Jika A suatu titik pada o dan OA memotong o di suatu
titik A’, transformasi dari o ke a' dengan sentral O itu disebut proyeksi sentral _dari o

ke o dengan sentral O dengan A’ merupakan bayangan dari A.
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bidang yang melalui O dan sejajar o’.Semua titik pada perpotongan bidang tersebut
dengan bidang o tidak mempunyai bayangan di o'. Titik-titik tersebut terletak pada

satu garis yang disebut garis v. Garis v ini disebut garis di o

yang hilang, dan titik-titiknya disebut y v
. =7
titik-titik di o yang hilang. Demikian = O
pula pada o terdapat titik-titik yang: A" A Vi1 D—
‘ /// 4 //f //
hilang, titik-titik yang tidak mempunyai - /, — 7 [' 4
titik asal di o. gambar 4.b.13

Titik A’ pada o tidak mempunyai asal pada o jika garis yang
menghubungkén A’ dengan O sejajar o.. Semua titik yang terdapat pada perpotongan
o dengan bidang yang melalui O dan sejajar o tidak mempunyai asal di o . Titik-titik
itu terletak pada satu garis yang disebut garis w'. Garis w’ ini disebut garis yang
hilang pada o’ dan titik-titiknya disebut titik-titik yang hilang pada o'.

Setiap titik pada o selain titik-titik pada v mempﬁhyai bayangan yang
tunggal di o, demikian juga setiap titik pada o selain titik-titik pada w' mempunyai
asal yang tunggal di o. Dengan demikian selain titik-titik pada v dan w’, proyeksi
sentral dari o ke o' merupakan pemetéan 11

Misalkan proyeksi ini dinotasikan oleh transformasi T. Jika g adalah garis

selain v pada o, bidang yang melalui O dan g akan memotong o’ di garis g'. Garis g,
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g’ dan titik O ( sentral ) terletak pada satu bidang, O tidak pada g dan g'. Jadi
transformasi T mengakibatkan proyeksi sentral dari suatu garis ke garis yang lain.
3. Perspektivitas

Dalam kehidupan sehari-hari sering kita jumpai penggunaan perspektivitas.
Berikut ini adalah pengertian perspektivitas.

Dua segitiga ABC, A’'B'C’ dengan garis AA’, BB’, CC’ berpotongan pada
satu titik, misalkan pada O, maka kedua segitiga iti dikatakan perspektif terhadap
titik O tersebut. Jika dua segitiga ABC, A'B'C/ dengan perpotongannya 1., M, N
berturut-turut untuk pasangan-pas&ngan garis AB dan A'B’, AC dan A'C’, BC dan
B'C’ terletak pada satu garis maka kgdua segitiga itu 'dikétakan perspektif ferhadap

garis itu ( garis yang melalui L, M, N )

/ A | \B'

gambar 4.b.14.a gambar 4.b.14.b
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Kita perhatikan gambar 4.b.14a di atas. Pertama dapat diperhatikan bahwa A ABC
dan A A'B’'C’ perspektif terhadap titik O, karena garis-garis yang.menghubungkan
titik-titik yang berkorespondensi mel\é'lui tittk O. Titik O disebut sebagai pusat
perspektivitas dan garis-garis yang melalﬁi O disebut proyektor dari kedua segitiga
it |

Selanjutnya dapat dilihat pada gambar 4.b.14.b bahwa A ABC dan A A'B'C’
perspektif terhadap garis g, karena titik potong - titik potong pasangan - pasangan
garis yang berkorespondensi terletak pada gan'é g

Gambar di atas juga menunjukkan suatu proyeksi sentral dari A VABC ke
AA'B'C’ dengan sentral (pusat) O . Titik-titik yang berkorespondensi dihubungkan
oleh garis-garis yang melalui O . Dengan demikian proyeksi sentral dnegan pusat O
- disebut perspektivitas dengan pusat perspektivitas O , atau sebaliknya. Karena
perspektivitas dengan sentral O ini disebut juga proyeksi sentral dengan sentral O
maka pada perspektivitas itu dikenal juga adanya titik-titik yang hilang, yaitu titik
yang tidak mempunyai bayangan dan titik yang tidak mempunyai asal. Titik yang
hilang tersebut dalam gedmetd _proyektif dikenal sebagai titik ideal.

Ada  pun contoh perspektif dalam kehidupan sehari-hari. Misalnya
penggﬁnaén cermin. Titik-fitik pada cermin perspektif dengan titik-titik pada

bayangan dari mata.




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

gambar 4.b.15

Demikian pula titik-titik pada cermin dengan titik-titik pada benda terhadap
bayangan mata.

Sebagai contoh perspektif dalam ruang dapat dilihat pada kerucut lingkaran
tegak, yaitu sebarang lingkaran pada kerucut perspektif dengan suatu ellips terhadap

puncak kerucut.

C. Transformasi Proyektif

Transformasi affin dari suatu bf;iang ke dirinya sendiri dapat diturunkan
oleh proyeksi pararel dari suatu bidang ke bidang yang lain. Dengan menggunakan
keduanya, proyeksi paralei dan proyeksi sentral, kita dapat menuju ke konsep yang
lebih luas mengenai transformasi dari syatu bidang ke bidang itu seﬂdin', yaitu suatu

transformasi proyektif.

Definisi 4.C.1 :

‘Suatu transformasi proyektif dari suatu bidang ke dirinya sendiri adalah suatu

transformasi yang
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(a) membawa titik-titik pada suatu bidang ke bidang itu sendiri dengan jalan 1-1,
kecuali mungkin bahwa titik-titik pada satu garis tidak mempunyai bayangan dan
titik-titik pada satu garis tidak mempunyai asal, |

(b) mempertahankan kolinearitas, dan

(¢) mempertahankan perbandingan silang pada titik-titk.

Seperti telah kita ketahui bahwa himpunan similarifas memuat semua
isometri dan ada transformasi yang bukan isometri, yaitu dilatasi sentral dan hasil
kali dilatasi dengan isometri. Sementara itu himpunan transformasi affin memuat
semua similaritas dan ada yang bukan similaritas. Demikian pula himpunan
transformasi proyektif memuat himpunan transformasi affin dan ada transformasi
yang bukan affin.

Definisi 4.C.1 dan apa yang telah kita bahas mengenai transformasi affin
menunjukkan bahwa setiap transformasi affin pada bidang adalah suatu transformasi
proyektif dari suatu bidang ke bidanng itu sendiri. Transformasi affin tersebut
merupakan keadaan khusus dari transformasi proyektif yang berkorespondensi tanpa
melibatkan titik-titik yang hilang dan perbandingan dalam pembagian dipertahankan.

Sedangkan untuk transformasi proyektif dari suatu bidang ke bidang itu
sendiri yang bukan affin adalah transformasi yang berkorespondensi 1-1 yang
melibatkan titik-titik yang hilang. Suatu contoh untuk transformasi ini adalah hasil

kali suatu proyeksi sentral dari bidang o ke bidang o’ yang berpotongan dan suatu

proyeksi paralel dari o kembali ke a.
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Titik-titik pada satu garis istimewa yang disebut dalam definisi 4.C.1

disebut titik-titik yang hilang, yaitu titik-titik yang tidak mempunyai bayangan atau |

titik-titik yang tidak mempunyai asal, seperti halnya pada proyeksi. Sedangkan titik-
titik yang bukan titik-titik yang hilang sering disebut titik-titik biasa “ordinary”.
Berikut ini terdapat suatu teorema yang mendukung suatu pemyataan bahwa

dengan menggunakan proyeksi paralel dan proyeksi sentral kita dapat menuju ke

transformasi proyektif.

Teorema 4.C.1 :

Sebarang transformasi proyektif yang diberikan dapat diperoleh dari hasil kali suatu

rangkaian proyeksi, tidak lebih dari satu yang mempunyai unsur-unsur yang hilang.

Bukti untuk tfeorema ini ditunda sampai pembahasan mengenai peréamaan
transformasi proyektif.

Pada pembahasan mengenai transformasi affin telah dibuktikan bahwa
transformasi affin dari spatu bidang ke bidang itu sendiri merupakan hasil kah'
rangkaian proyeksi paralel dari suatu bidang ke bidang yang lain yang kembali ke
bidang itu sendiri. Transformasi affin ini mempertahankan sifat-sifat proyeksi paralel
dari suatu bidang ke bidang yang lain. Menurut teorema 4.C.1, Transformasi afﬁn ini
merupakan transformasi proyektif. |

Sekarang kita misalkaﬁ suaty proyeksi dari suatu bidang ke bidang yang lain

yang dimulai dari «, proyeksi dari o ke a;, dan proyeksi dari o; ke o, proyeksi dari
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o, keas dan seterusnya sampai ke ay,.;. Misalkan proyeksi-proyeksi tersebut_adzﬂah
proyeksi paralel. Yang terakhir dilanjutkan oléh proyeksi sentral dari o, ke oy,
dimisalkan o, = a.

Proyeksi paralel dari o ke ay tentu saja sifat-sifatnya sama dengan sifat-sifat
proyeksi paralel dari suatu bidang ke bidang yang lain, demikian pl;la proycksi
paralel dari o ke ay, proyeksi paralel dari a, ke o3 dan seterusnya sémpai proyeksi
paralel dari oy, ke o, ;. Selanjutnya proyeksi seeniral dari o, ke o, sudah pasti sifat-
sifatnya sama dengan proyeksi sentral dari suatu bidang ke bidang yang lain. Jadi
rangkaian proyeksi di atas memenuhi sifat-sifat proyeksi dari suatu bidang ke bidang
yang lain, yang juga merupakén sifat-sifat transformasi proyektif dari o ke o, karena
Oy = QL.

Jika proyeksi-proyeksi itu djnotasikaﬁ oleh transformasi T berturuf—turut
dengan Ty, Ty, Ts, ..., Tn(0tn1) = 0, = a. Rangkaian proyeksi Ty, Ty, Ts, ..., Tny, Ty
menghasilkan n proyeksi yang merupakan suatu pemetaan dari a onto a kecuali
mungkin ada satu garis yang hilang. Hasil rangkaian ini dapat dinotasikan dengan
transformasi T(a) = a.

Menurut teorema 4.C.1 hasil kali dari raﬁgkaia'n proyeksi yang dijelaskan di

atas merupakan suatu transformasi proyektif dari suatu bidang ke bidang itu sendiri.

Dengan demikian teorema 4.C.1 menimbulkan suatu akibat bahwa sifat-sifat khusus

dari transformasi proyektif tepat sama seperti sifat-sifat umum untuk semua proyeksi
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dari suatu bidang ke bidang yang lain. Dan karena itu sifat-sifat itu disebut sifat

proyektif.

D. Persamaan Transformasi Proyektif
Dalam pembahasan pada bagian ini telah ditentukan suatu persamaan yang
berbentuk pecahan yang akan ditunjukkan bahwa persamaan itu adalah bentuk

persamaan untuk transformasi proyektif. Persamaan itu berbentuk :

) ,_a)x+a,y+a, , bx+b,y+b,
X=— ESJL UL LA
ex+e,y+e ex+e,y+c,
a, 4, 4,
dengan b, b, b=0;
G G G

Untuk selanjutnya determinan di atas disebut sebagai determinan transformasi (1),
dan dinotasikan oleh A. Transformasi yang persamaannya ditunjukkan oleh (1)

disebut transformasi pecahan.

Berikut ini suatu teorema mengenai bentuk persamaan transformasi (1) di

atas.

Teorema 4.D.1 :

- Setiap transformasi pecahan pada bentuk (1) adalah suatu transformasi proyektif, dan
akan berupa transformasi affin jika ¢c;= ¢, =0.

Bukti :
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Untuk membuktikan teorma di atas, ditunjukkan terlebih dahulu bahwa persamaan

bentuk (1) dapat merupakan persamaan transformasi affin dan transformasi dengan

persamaan bentuk (1) memenuhi sifat-sifat transformasi proyektif pada definisi

4.C.1.

(i)  ditunjukkan bahwa persamaan bentuk (1) menunjukkan semua transformasi

 affin jika ¢; = ¢, = 0.

Kita perhatikan pada persamaan bentuk (1), jika ¢; = ¢, = 0 tidak

menyebabkan ¢; maupun a;b,-a;b; menjadi nol.
Misalkan ¢; = ¢, = 0 disubstitusikan ke persamaan (1) diperoleh

b b
x+-2ty+2
G

N [ PN il

C3

y'=

C3 G Gy C3

dengan c¢; # 0. Persamaan di atas adalah susunan persamaan dengan derajat

satu, yang determinannya

a, 4,

¢ € e, o
b3 b3 atau —

oy 2 G b b,
G G

tidak sama dengan nol karena a6, - a,6; # 0. Karena itu bentuk-bentuk di

atas menunjukkan transformasi affin.
Sekarang sebaliknya, sebarang transformasi affin yang diberikan

a4,
bl

a,
b,

#0

?

x'=ax+a,y+a,
Y =bx+b,y+0by




(i)
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dapat ditulis dalam bentuk (1) dengah pengambilan ¢; = ¢; =0, ¢c3 = 1 dan

menuliskan bahwa dalam kasus ini

a a a
1 Gy dy a a,
A=b, b, b= b b #0
1 D,
¢ € G

Dengan demikian, kita peroleh semua transformasi proyektif yang affin dari
(1) dengan pengambilan ¢, =c, =0.

Sekarang kita tunjukkan. jika c;, ¢, keduanya tidak nol, maka tiga sifat yang
didefinisikan pada suatu transformasi proyektif (definisi 4.C.1) dipenuhi

oleh(1)

i

‘ a) Jika nilai diberikan pada x, y dalam (1), diketahui nilai-nilai ', 3’ yang

berkorespondensi dengan tunggal dapat dihitung jika dan hanya jika

cx+c,y+c, #0. Jika ¢;x + ¢,y + ¢, =0, tidak diperoleh nilai x’ dan y'.

Dengan demikian setiap titik pada garis (2) berikut ini

() c1x + cyy +c3 =0

tidak mempunyai bayangan.

Untuk menunjukkan sebalikya bahwa semua titik, kecuali titik-titik pada
| suatu garis khusus, mempunyai titik asal, persamaan (1) diubah dalam x

'da;1 y, diperoleh

o Ax"+ By +C,; ye A x"+B,y' +C,
Ax'+ By +Cy 7 Ax'+ By +C,

®3)

dengan Ay, By, C1, ... adalah kofaktor dari a1,6;,¢1, ... dalam A.
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Pengerjéan aljabar ini berlaku hanya jika penyebut pada (3) tidak sama
dengan nol. Jika penyebutnya nol, nilai-nilai untuk x dan y tidak dapat

diperoleh. Penyebut pada persamaan (3) juga akan nol jika 43, B;, (s

ketiganya bernilai nol, dan itu tidak mungkin terjadi karena & = 0.

4 B C
8=14, "B, C,
4, By G

Jadi ada nilai x', y' yang penyebutnya tidak sama dengan nol. Pasangan x’,
y' tersebut, dengan persamaan (3) memungkinkan kita menghitung nilai

pasangan tunggal untuk x, y. Dalam transformasi (1), setiap titik (x', y’).

tidak pada garis

(4) Ax'+ B,y +Cy =0

mempunyai suatu asal yang tunggal, dan. setiap titik pada garis (4) tidak

mempunyai titik asal. |
7 Pada garis (4) 43, B; tidak keduanya nol. Misalkan transformasi (1)

dinotasikan éleh T dan memandang (3) sebagéu’ bentuk implisit dari

trasnformasi T. Kita boleh juga menganggapnya sebagai bentuk eksplisit

dari T". T adalah suatu transformasi pecahan yang determinannya & = 0.

Jika A3, B3 keduanya nol, T akan berupa affin oleh ( i ). Inversnya akan
berupa affin juga. Hal ini bertentangan dengan pengandaian kita bahwa c;

dan ¢, keduanya tidak nol.
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Jadi dengan pengandaian ¢y, ¢, keduanya tidak nol, telah dibuktikan
bahwa (1) mununjukkan suatu korespondensi 1-1 antara titik-titik pada.
bidang, kecuali titik-ti.ﬁk pada garis (4) yang tidak mempunyai titik asal.
Sekarang dengan pengandaian yang sama, ditunjukkan bahwa(l)
mempertahankan kolinearitas.

Misalkan

) ax+by+c=0

sebarang garis selain garis (2), dan g, b keduanya tidak nol.

Dengan mensubstitusikan (3) ke (5) diperoleh bayangan dari gaJiS i

menjadi

4 A,x"+ By +C, fi A,x"+ B,y'+C, N
Ax'+ By + G A x"+ Byy'+ C,

it

atau disederhanakan menjadi

6)  (ad, +bA, +cAy)x’ +(c;BI +bB, ;cBS)y( +(aC, +bC, +cCy) =0
Jika Py, P,, P; adalah titik-titik pada garis (5) yang mempunyai bayangan,
koordinat-koordinat bayangan dari titik-titik itu akan memenuhi (6). Jika
koeﬁsien—koeﬁsien dari x' dan )’ pada (6) keduanya nol, maka nilai
konstanta juga akan nol. Cara lain untuk mengatakan bahwa ketiga
bilangan itu nol yaitu dengan mengatakan bahwa bersamaan - persamaan
berikut ini |

A+ Ay +Asw =10
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Biut+ By + Byw =0

Ciut Cyv+ Caw=0
dengan u = a, v =b, w =c. Tidak mungkin 0,0,0 merupakan penyelesaian
untuk susunan persamaan di atas, karena & # 0, sedangkan a, b tidak
keduanya nol. Kz_arena itu koefisien untuk x', y' pada (6) tidak keduanya
nol. Persamaan (6) adalah persamaan suatu. garis, dan bayangan dari Py,
P2, P; memenuhi garis tersebut. Jadi bayangan dari titik-titik Py, P,, P;
adalah kolinear.

Terbukti.

. Terakhir, ditunjukkan bahwa (1) mempertahankan perbandingan silang

pada titik-titik jika ¢; ¢, keduanya tidak nol. Misalkan A, B, C, D titik-
titik biasa (ordinary) segaris yang berlainan, dengan absis x; x, X3, X4.
Bayangan mereka A’, B', C', D', menurut bukti a) dan b) adalah berlainan
dan segaris. Pertama-tama diambil A’, B, C" dan absis mereka x;’, x,', x5’
dengan persamaan - pérsamaan

_ ax, +a,y, +a, " ax; +a,y, +d, .
=] A=
X, +C ) +¢ X, +C6,y, +¢4

M X

o= G%s s tay

C Xy OV + ¢
Jika r adalah perbandingan dalam pembagian untuk C membagi 4B,

maka
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Xt N,
X, = , , y = :
: 1+r

1+7
Dengan mensubstitusikan x3 dan y; ke x3' (7) dan Iangéung

disederhanakan, diperoleh

(ax, +a,y, + a,)+ Hax, +a,p, + as)

b= :
(e, + 0, +e3) +r(ex, + 6y, +¢3)
Dengan menotasikan cx; + ¢,y + ¢3 oleh A dan ¢yx; + ¢33, + ¢3 oleh &, dan

diwakili oleh (7), persamaan di atas meﬁjadi |

\,=fvc{4rkmé=x"+(l%)xé B dan k ticgifnol
T hkr 7 :

Jadi C' membagi A4'B’' dengan rasio k% . Jika s nilai perbandingan

dalam pembagian untuk D membagi AB , maka dengan cara yang sama

seperti di atas nilai perbandingan dalam pembagian untuk D' membagi

A'B’ dapat ditentukan. Nilai itu adalah %57 , karena itu

(4B,CD)= —= ===~ dan

(AIBI,C’DI)_ | g
‘ BC AD  h ks s

terbukti bahwa (1) mempertahankan perbandingan silang pada titik-titik.
Dari bukti a), b), ¢), terbukti bahwa transformasi ‘pecahan berbentuk (1)

merupakan transformasi proyektif.
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terbukti bahwa (1) mempertahankan perbandingan silang pada titik-titik.
Dari bukii a), b), ¢), terbukti bahwa transformasi pecahan berbentuk (1)
merupakan transformasi proyektif.
Dari bukti (i) dan (ii) terbukti bahwa transformasi pecahan bentuk ( 1) merupakan

transformasi proyektif yang merupakan transformasi affin apabila ¢; = ¢, =0.

Telah kita bicarakan bahwa setiap transformasi proyektif dapat diperoleh
sebagai hasil dari rangakaian proyeksi (teorema 4.C.1). Bukti untuk teorema tersebut

akan dibicarakan berikut ini setelah kita buktikan teorema 4.D.2 sebagai teorera

pendukungnya.

| Teorema 4.D.2 :

Ada suatu transformasi proyektif tunggal yang menghasilkan suatu garis v tidak
mempunyai bayangan.dan_membawa titik-titik A, B, C nonkolinear yang diketahui
_ berturut-turut ke titik-titik A’, B’, C' nonkolinear.

Bukti :

Dimisatkan persamaan untuk v adalah

(1) ax+by+ec =l0,

koordinat-koordinat untuk A, B, C berturut-turut adalzh (x;, v1), (xo, 1), (x3, ¥3) dan
untuk A’, B, C’ adalah &5 v, (xé’, ), (x3', ¥3'). Tugas kita adalah menentukan

koefisien-koefisien persamaan berikut
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sehingga transformasi itu menghasilkan garis (1) yang tidak mempunyai bayangan

dan A, B, C berturut-turut dipetakan ke A’, B’, C',

Pertama-tama ketentuan c;, ¢;, ¢; diganti menjadi a, b, ¢ yang sebanding.

Pengerjaannya secara sederhana kita misalkan ¢, = g, ¢, = b, ¢3 = ¢. Dengan demikian

diperoleh
@)  a=AFraria PERL VA o
ax+by+c ax+by+c

dan mencari nilai-nilai untuk ay, a,, a3, by, by, bs.

Karena (3) membawa A ke A’, kita harus mempunyai

e TV , _bix +hyy +b

ax, +by, +¢ ' ' ax, +by, +c

Demikian juga dua persamaan yang berkorespondensi dengan B, B’ dan dua

persamaan yang berkorespondensi dengan C, C', sechingga terdapat enam persamaan

pecahan. Dengan demikian a;, a;, as, by, by, by harus mem.punyaik nilai yang

memenuhi enam persamaan tersebut. Persamaan - persamaan tersebut dapat

ditetapkan‘ sebagai berikut
xa; tyia; t+as ' - =x(ax, + by + )
Xoay + Yoty + a3 =xy'(ax; + by, + ¢)
X+ Yaay + =x3'(ax; + by; + ¢)

xyby + y1by + by =y'(ax; + by, + ¢)

Xoby + by + by =yy'(axy + by, + )
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X3by + y3by + by =y3'(@xs + byy + )
Persamaan-persamaan di atas adalah enam persamaan linear dengan enam bilangan
yang tidak dlketahu}, yaltu a, dp, s, b], b2, b3,

Determinan dari sistem tersebut adalah

x 3 1 0 0 0
x2y21000 2
| 1
o 10 00 xly‘l
, atau e
0 0 0 x y I Zyzl
X
0 0 0 x, y 1 3 73
0 0 0 x; y; 1

oleh hukum Laplace, determinan di atas tidak nol karena A, B, C nonkolinear. Oleh
karena itu sistern persamaan terscbut mempunyai penyelesaian tunggal, yaitu hanya
ada satu himpunan untuk nilai-nilai a, @y, a3, b1, b,, b3, maka transformasi (3) akan

memenuhi dua syarat dari teorema 4.D.2.

Jadi, jika ¢; =a, ¢y = b, ¢35 = c‘ maka ada suatu transformasi proyektif
tunggéll yang memenuhi syarat-syarat dari teor.ema,dj atas. Jika ¢y, ¢, ¢; sebanding
dengan q, b, c tetapi tidak sama, misalkan ¢;, ¢,, ¢; dalara (2) berturut-turut menjadi £
kali a, b, ¢ dengan k # 0, maka akan ada lagi suatu penyelesaian tunggal untuk enam
bilangan yang tidak diketahui itu, tetapi nilai - nilai itu hanya akan menjadi & kali dari
yang dihasilkan pertama. Afuran Cramer dengan penyelesaian menggunakan
determinan akan membuat lebih jelas bahwa transformasi yang dihasilkan tidak

berbeda dari yang pertama, dengan ¢; = a, ¢; = b, ¢; = c. Terbukti.
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Sekarang dapat dibuktikan teorema 4.C.1 (halaman 89). Jadi kita kembali

ke teorema 4.C. 1 yang menyatakan

“Sebarang transformasi proyektif yang dapat diberikan dapat diperoleh sebagai hasil
dari suatu rangkaian proyeksi, tidak lebih dari satu yang mempunyai anggota -
anggota yang hilang.”

\

Bukti :

Misalkan T\transformasi yang diberikan pada suatu bidang o (dari o ke a). Jika
transformasi T adalah transformsi affin, teorema 4.C.1 (halaman 89) benar olch
teorema 4.B.1 (halaman 74) yang menyatakan bahwa setiap transformasi affin dari
suatu bidang ke dirinya sendiri adalah hasil kali dari beberapa proyeksi paralel.

Misalkan transformasi T bukan affin, maka ada suatu garis v yang ti(iak mempunyai
bayangan‘ Misalkan A, B, C adalah titik titik- nonkolinear, tidak satu pun -pada v, dan-
misalkan bayangan mercka adalah A’, B, C'. Dengan menggunakan proyeksi sentral,r
proyeksi dari bidang o ke suatu bidang o' yang berpotongan sedemikian hingga v
tidak mempunyai bayangan, A, B, C tentu akan mempunyai bayangan nonkolinear
| AI, By, C; pada o'. Jika sekarang kita prbyeksikan o' kembali ke « oleh suatu
proyeksi paralel, A;, B;, C; akan dipetakan ke tiga titik nonkolinear A,, B, C,.
Misalkan R adalah suatu transformasi dari o ke dirinya sendiri sedemikian hingga v

_tidak mempunyai bayangan dan A&, B, C berturut-turut dipetakan ke A,, B,, C,.
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adalah suatu transformasi proyektif dari a ke dirinya sendiri sedemikian hingga v
tidak mempunyai bayangan dan A, B, C berturut-turut dipetakan ke A’, B, C'. Oleh
teorema 4.1.2 maka tarnsformasi proyektif T =RR'.

Terbukti.

Seperti kita ketahui bahwa transformasi affin adalah transformasi proyektif
dengan syarat - syarat tertentu atau dengan kata lain transformasi afﬁn adalah
keadaan khusus dari tranformasi proyektif, hal tersebut menunjukkan bahwa

himpunan tratsformasi affin adalah himpunan bagian dari himpunan transformasi
proyektif, Untuk melihat hubungan antara transformasi affin dan transformasi

proyektif dengan lebih jelas lagi, akan dibuktikan teorema berikut ini.

Teorema 4.D.3 :

Himpunan transformasi proyektif membeifcuk suatu grup.
Bukti :
1) Sebarang transformasi _proyekti’f' yang berlainan, hasil kalinya adalah

transformasi proyekfif.

o < GXHay+a, Y bx+ b,y + b,
—_ Fe = >
CX+ Y+ ¢ CxX+ Y+ C

(1)
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1) s ax+ay+a, , V= b1x+bzy+b3’
cx+cy+o cx+oyto
a a4, &
dengan A=b b, bj#0
=0 G
dan ° ' : 2)
,_dxtdyy+dy _ epcege
fa+foy+ 1y fx+fy+ fy
dl d2 d3
dengan A, =l ¢, &|#0
VRV

\
Hasil kalir transformasi (1) dan (2) berturut-turut akan mentransformasikan

- (x, yj — (¥, ') = (x", ¥"). Hasil kali kedua transformasi itn dinyatakan
dengan R. Jika (1) mentransformasikan suatu titik P ke vP’,_ dan (2)
mnetransformasikan titik P’ ke P” maka R(P) = P”, Hasil kali (1) dan (2)
adalah persamaan untuk transformasi R, yaitu sebagai berikut :

3) x.” _ (dia, + dyby + dyg )x +(da, + dyb, + doc, )y +(diay + dyb; + dic,)
(fla_l + fob + f3b1)?‘ +(f1, + 1oby + f36,) + (f1a3 + fobs + f3c3)

= (aa, + &b +ea)x+(aa, + eb, + €6 )y +(4a, + by + ec,)
(flal + 124, +f3¢1)x+(f102 + /20, +fa¢2)y+(f1a'3 + /3, +fa"3)

Determinan utnuk persamaan (3) adalah A, , yaitu
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dia, +db +dc, da,+dp,+dc, da,+d,b, +dc,
A, =lea+eb +eq ea,+eb, +ec, ea+eb, +ec,
ha + b+ fia fia, + b, + fiey fiay+ by + fig

d, d, dy|a, a, a,
=leg e gl||b b, b|=A-A#0
L/ f3 q &G G ’
- Jadi A; # 0 karena A; dan A keduanya tidak nol.

Dengan demikian transformasi R adalah suatu transformasi proyektif.

Sifat tertutup terhadap perkalian dipenuhi.

(i)  Himpunan transformasi proyektif tidak kosong, karena sekurang-kurangnya

memuat elemen idenditas.

' bx+by+b,
PR Ay e » Y X+ 0,V 10

cxX+oy+o X+ cy+c

denganaz =a3=b1—_—b3=01:02=0 dan 01=b2:03:]

yaitu transformasi 1dentitas

y=y dengan A=a; - by-c3=1.

(iii) Dengan sendirinya sifat assosiatif terhadap perkalian dipenuhi dalam

himpunan transformasi proyektif.
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Untuk sebarang transformasi proyektif

(1) x,=01x+azy+a3 ,
Cx+oy+e
Ly @y &
dengan A=1b, b, b|#0
| G G G

ada suatu transformasi proyektif

_ax'+dy' +d,

) B ; >
Jx' + oy +
dl d2 d3
dengan A, =ie, e, ¢&|#0
h f S

"o__

05

3 bx +b2y+153

3
cx+oy+eo

’ ’
elx + e2y + 63

S+ LY+ fy

sehingga hasil kali (1) dan (2) adalah transformasi identitas.

Hasil kali (1) dan (2) adalah

o oy +dia Jx+(dia, + dob, + dicy )y +(dia + diby +dicy)

€)

— (fa + b+ fie)x+ (fa, + £, + Sy + (fiay + f,0,f36,)

- (ela1 +eb, + e3c1)x + (e]a2 +eb, +ec, )y'+ (ela3 +eb, + e3c3)

a (flal + fob + facl)x + (flaz + f2b, + fic, )y + (f1a3 + foby + f303)
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da, +dyb, +die, day+dp,+de, da,+db, +dc,
dengan A, =|ea, +e,b, +ec, ea,+eb,+ec, ea,+eb +ec|=1
ea +eb +ec, fia,+ f,b,+ fic, fias+ L0+ fic
dan itu akan terjadi apabila
4 (a) diart dpbi+dse; =1
(b) diayt dhbyt dsc; =0
(c) ;1303+ dybst+ dsc; =0
(@) ewart exbr+ escr = 0
(e) eyart exbyt escy =1
() eiast exbs+ e3c3=0
(g) hart bt fier =0
(b) fiaxt fobyt f3c =0
(i) fiastfobst fres =1

dengan menggunakan hukum Cramer dapat diperoleh

10
v

6
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d = byc, —b,c, o = be, — by /= bic, — by,
1 A ~1 A 1 A
a,C; — a;C a,c, — ac a,c, —a,c
(5) d2= 23A 3¥2 e2= 31A 1~3 f‘2= ZIA 1*2
ab, —a,b ab, —ab ab, —a,b
d — 372 273 — 173 371 — 172 271
=B = fi =S

d,, d,, ds, ... adalah kofaktor dari ay, a,, a3, ... dalam A.
Dengan mensubstitusikan (5) ke persamaan (1) maka dapat diperoleh

b.c, — b,c a.,c, — a.c a.b, —a.b
3v2 23x+ 2¥3 32y+32 23

G A A A
6 x" =
( ) blcz "bzcl X+ a,6, — 4,c, y+ alb2 - a2b1
A A A
_ (b302 i b203)x + (a203 i a3cz)y + (a3b2 . a2b3)
(blcz —-by¢ )x + (azcl a6 )y + (a1b2 - a2b1)
b, by e a6 — a6 i ab, — azb,
yhi= A A ‘ A
b, — by 14 GG = ab, —a,b,

A A A

- (blc3 - b3c[)x + (ascx — 3G )y + (a,b3 = azbl)
(blcz —b,¢ )x + (a2c1 — 4,6 )y + (ale - azbl)

Hasil kali (6) dan (1) diperoleh dengan mensubstitusikan persamaan (1) ke

persamaan (6) yang hasilnya adalah

x"=x, "=y dengan A, =1.
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Jadi untuk sebarang transformasi proyektif ada transformasi proyektif lain

yaitu
, Ax+By+(C o Ax+By+C,
4x+By+C,’ Y T Ax+By+C,
4 B (
dengan A, ={4, B, C,|#0
4, B, G

sebagai inversnya.

Ay, By, Cy, Az, By, Cs, A3, By, Cs berturut-turut menggantikan dy, d,, ds, ¢;, e,

es, i, fou o, vaitu kofaktor dari ai, by, c1, ... dalam A

Dari (i) , (it), (iii), (iv) terbukti bahwa himpunan transformasi proyektif membentuk

suatu grup.

Kita ketahui bahwa himpunan transformasi affin membentuk suatu grup,
dan karena himpuna transformasi proyektif juga membentuk suatu grup maka dapat
dinyatakan bahwa grup transformasi affin adalah subgrup’ dari grup transformasi
proyektif. Dengan memperhatikan bentuk persamaan transformasi affin dan bentuk

persamaan transformasi proyektif, akan tampak dengan jelas bahwa transformasi



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

109

affin adalah transformasi proyektif atau dapat disebut juga keadaan khusus dari

transformasi proyektif.

Berikut ini adalah bentuk persamaan transformasi proyektif (1) dan bentuk

persamaan transformasi affin (2)

(0 oo BEX QYA , _bx+by+b,
cx+oy+te cx+oy+e’
@G d; G
dengan A=1b, b, b,|#0
G & G

#0

o b
o {x ax+by+m _dengan

V=cx+dy+n

Jika (1) dan (2) diperhatikan dengan seksama tampak bahwa (2) adalah persamaan

transformasi proyektif dengan ¢;= ¢, =0.

Dalam pembicaraan selgelumnya telah dikatakan bahwa himpunan transformasi affin
memuat himpunan similaritas dan himpunan isometri. Ka:rena himpunan transformasi
affin adalah himpunan. bagian dari himpunan transformasi prpyektif, maka secara tak
langsung himpunan similaritas dan himpunan isometri adalah himpunan bagian dari
himpunan transformasi proyektif. Dengan demikian tansformasi itu dapat

diklasifikasikan sebagai berikut :
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Transformasi Proyektif (Grup)

l

Transformasi Affin (Grup) Transformasi Non Affin

Similaritas (Grup) Non Similaritas

1

Isometri (Grup) Non Isometri
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KESIMPULAN

Transformasi proyektif adalah transformasi yang paling luas dari keempat
tfansformasi yang kita bicarakan . Himpunan transformasi proyektif ini rﬁembentuk
suatu grup yang disebut sebagai grup transformasi proyektif. Pada Transformasi
proyektif ini hanya insidensi yang invarian. Pada transforamsi proyektif ini dikenal
adanya titik-titik yang tidak mempunyai asal dan titik-titik yang tidak mempunyai
bayangan “vanishing point ”, dalam geometri proyektif titik-titik itu disebut sebagai
titik-titik ideal. Transformasi proyektif adalah hasil kali dari rangkaian proyeksi
dengan paling banyak satu yang mempunyai titik-titik yang hilang.

Persamaan umum tansformasi proyektif adalah :

0 Lo GEFay+a , _bx+by+b
cx+oy+e CX+ Gy + ¢
a; da; 4
dengan |b, b, byj#0
G & G

determinan di atas dinotasikan oleh A dan disebut sebagai determinan dari susunan

persamaan transformasi (1).

Transformasi proyektif merupakan pemetaan 1-1 kecuali mungkin bahwa

titik-titik pada satu garis yang tidak mempunyai bayangan dan titik-titik pada satu

111




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI |

garis yang tidak mempunyai asal. Transformasi proyektif juga mempeﬁahankan
kolinearitas dan perbandingan silang pada titik - titik.

Sebelumnya kita juga meﬁgenal himpunan - himpunan transformasi lain
yang membentuk suatu grup, yaitu grup transformasi affin dan grup transformasi
geometri Euclides yang terdiri dari grup similaritas dan grup isometri.Berikut ini
adalah persamaan-persamaan untuk transformasi-transformasi tersebut.v
Persamaan umum transformasi affin :

a b

#0.
d

x'=ax+by+m .
) dengan

y=cx+dy+n

¢
Persamaan umum similaritas :

x'=ax+by+m
3) { Y dengan a” + b* 0,

y = i(—bx + ay) +n,

€ 2

tanda ““+” untuk similaritas searah sedangkan tanda untuk similaritas mengubah

arah.
Persamaan umum isometri :

x'= Ax+By+C
4) { 4 dengan A+ B*=1,

y' = +(-Bx+ Ay)+D,
tanda “+” untuk isometri searah sedangkan tanda “-” untuk isometri mengubah arah.
Kita perhatikan persamaan-persamaan di atas satu persatu. Jika pada

persamaan (1) ¢; = ¢; = 0 maka persamaan tersebut akan menjadi persamaan untuk

) ) a a b b a b
transformasi affin (2) yaitu ¢ = —t,b=—2,c="L d=2 m=2n=-2
G G G G G G
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I3

a9 9
' c 1ia aq
dengan | 3|=— 0.
ﬁ é% 032 b b
c3 c3

Selanjutnya persamaan similaritas (3) adalah persamaan transformasi affin
b

. b . b, .
dengan ¢ = -b yaitu Ao ¥ dana=d yaitu S _ dengan a* + b* =

£ G G G

2
a o
—2) =1 maka persamaan similaritas

2
Jika @ + b2 = 1 yaitu (ﬁ) +(
¢

c3

tersebut akan menjadi persamaan isometri (4) dengan 4=a dan B=b.
Dengan demikian grup isometri adalah Asubgrup dari grup similaritas, grup
similaritas adalah subgrup dari grup transformasi affin dan grup transformasi affin
adalah subgrup dari grup transformasi proyektif. Jadi grup transformasi geometri

Euclides adalah subgrup dan grup transformasi proyektif.
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