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ABSTRAK

Masalah skripsi ini adalah menyelesaikan sistem persamaan diferensial
linear simultan dengan koefisien konstan dengan metode operator diferensial.

Tujuan skripsi ini adalah menguraikan tentang penggunaan metode
operator diferensial untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear
simultan dengan koefisien konstan.

Sistem persamaan diferensial linear orde pertama simultan dengan
koefisien konstan mempunyai bentuk normal sebagai berikut:

Dx; = ayx; + a,x, + f,(0)

Dity = ayx, +ayx, + f,(1)
Sistem ini dapat ditulis sebagai bentuk:

Dy = a0 —ayx, = f,(0)

. atau
Dxy =y, —aynx, = f,(f)
(D—ay)x, —a,x, = f,(6)
—ayX (D —ay)x, = f,(1)

Kita perhatikan juga sistem persamaan diferensial dengan koefisien konstan yang
merpunyai bentuk lebih umum dalam operator diferensial L, = a,D° + 4, D +a,

dengan ay, a;, a; dan 1,j =1,2 dalam dua fungsi tak diketahui adalah
Ly + Ly x, = fi(0) Ly Ay
Lopdy + Ly xy = f5(1) Ly Ly
Sistem persamaan diferensial linear simultan dengan koefisien konstan
yang memenuhi f,(7) =0 dimanai= 2,3, maka sistem tersebut disebut homogen.

%0,

Dan jika f,(¢)# 0 maka sistem disebut nonhomogen.

Dalam menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear dengan metode
operator diferensial, pertama menentukan persamaan karakteristik. Dari
persamaan karakteristik ini dapat diperoleh akar-akar persamaan karakteristik.
Akar-akar persamaan karakteristik yang telah diperoleh digunakan untuk
membentuk penyelesaian umum dari sistem persamaan diferensial linear dengan
koefisien konstan. Penyelesaian umum dari sistem persamaan linear nonhomogen
mempunyai bentuk »(7) = y.()+ v,(#), dimana y, (/) merupakan penyelesaian
umum dari sistem persamaan diferensial linear homogen yang bersesuaian dan
¥,(#) merupakan penyelesaian khusus dari sistem persamaan diferensial linear

nonhomogen.

Sistem persamaan diferensial linear simultan dengan koefisien konstan
mempunyai penerapan dalam kehidupan sehari-hari dalam bidang rangkaian
listrik, mekanika, dan masalah campuran.
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ABSTRACT

The problem of this thesis is to solve the system of simultaneous linear
differential equation with constant coefficient with differential operator method.

This thesis aims to discuss the use of the differential operator method in
solving the system of simultaneous linear differential equation with constant
coefficient.

The system of simultaneous linear differential equation with constant
coefficient first order has the normal form as follows:

Dxy = ay x +ay,x, + /,(8)

Dxy = ayx) +apx, + f,(0)
This system can be written as:

Dxy —ayx —apx, = (1) ol

Dxy —ayx, —aypx, = ()

(D —ayy)x, —apxy = fi(t)

=y Xy (D —ay)x, = f,(1) .

In this thesis, we also pay attention to the system of simultaneous linear
differential equation with constant coefficient that has common form in the

differential operator L, = a,D* +a D +a, with ao, a;, a, and 1} = 1,2 1n the two
p i 2 1 0 ]

unknown functions

Ly +Lyyx, = £1(7) with an [’”%ﬂ).

Ly Xy + Loy, = 1,(1) Ly Loy

The system of simultaneous linear differential equation with constant
coefficient that satisfies f,(7) =0 wherei= 2,3, then the system is homogenous.

On the other hand, if f,(z) # 0 then the system is nonhomogenous.

The first step is solving a system of linear differential equation with
differential operator method is determining the characteristic equation from which
the root of characteristic equation can be obtained. These roots are used to form a
general solution of the system of differential equation with constant coefficient.

A general solution of nonhomogenous linear system has the form of
Wy=y, (O +y,(¢), where y (7) is a general solution of the corresponding

homogenous linear system and y,(#) is a particular solution of the

nonhomogenous linear system.

The application of the system of simultaneous linear differential equation
with constant coefficient in a daily life is on the use of electric series, mechanics,
and mixing problem.

viii



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

KATA PENGANTAR

Puji syukur dan terima kasih ke hadirat Tuhan Yang Maha Kuasa yang
telah melimpahkan rahmat dan karunia kepada penulis sehingga penulis dapat
menyelesaikan skripsi ini. Penulisan skripsi yang berjudul Penyelesaian Sistem
Persamaan Diferensial Linear Orde Pertama Dan Kedua Simultan Dengan
Koefisien Konstan Dengan Metode Operator Diferensial bertujuan untuk
memenuhi salah satu syarat memperoleh gelar sarjana pada Program Studi
Pendidikan Matematika, Jurusan Pendidikan Matematika dan IPA, Fakultas
Keguruan dan llmu Pendidikan, Universitas Sanata Dharma.

Penulisan skripsi ini tidak mungkin dapat terlaksana dengan baik tanpa
adanya dukungan, bantuan dan kerjasama dari berbagai pihak yang terkait, oleh
karena itu penulis mengucapkan terima kasih yang tak terhingga kepada :

1. Bapak Drs. A. Tutoyo, M.Sc. selaku pembimbing yang telah membantu
serta membimbing penulis dalam menyelesaikan skripsi ini.
2. Bapak Th. Sugiarto, M.T. selaku Kaprodi Matematika.

Segenap dosen lain Jurusan Pendidikan Matematika dan Matematika atas

2

bantuan yang diberikan selama menimba ilmu di bangku kuliah.

4. Bapak Narjo dan Bapak Sugeng selaku sekretariat yang telah membantu
dan melayani untuk kelancaran studi.

5. Bapak M. Saniyun dan MG. Murtini atas berkat dan doanya

6. Seluruh anggota keluarga di rumah yang banyak mendorong dan

mendoakan penulis sehingga skripsi ini dapat selesai.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

7. Dik Lia yang telah membantu, juga untuk semua kebaikan dan
pengertiannya.

3. Teman-teman Pendidikan Matematika angkatan *95 dan teman dekatku
Toto, Handoko, Blackie dan Sutarno atas sarannya.

9. Teman-teman kost Jatayu 183, terima kasih atas kebersamaannya.

10. Teman-teman P;W, khususnya Dian, Merry, Ismi, Vella, Yusri, Fery,
Ucik, Apriyanto atas persahabatan kita selama ini dan Ita atas
terjemahannya, serta semua pihak yang telah membantu penulisan skripsi
ini.

Semoga kebaikan mereka mendapat rahmat dan berkat dari Tuhan Yang Maha

Kasih. Penulis menyadari sepenuhnya bahwa skripsi ini masih banyak
kekurangannya, oleh karena itu penulis mengharapkan kritik dan saran. Semoga

skripsi ini dapat bermanfaat bagi pembaca.

Yogyakarta, Oktober 2002

Penulis

j/

Yulianus Mistar Krisnanto



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

DAFTAR ISI

Halaman
HALAMAN JUDUL . oo i
HALAMAN PERSETUTUAN........ooiioiiiooooeoeeeoeoeeo 1
HALAMAN PENGESAHAN ..o 111
HALAMAN MOTTO oo v
HALAMAN PERSEMBAHAN ... A%
PERNYATAAN KEASLIAN KARYA oo Vi
ABSTRAEE . " g % S8 TN A Vii
ABSTHRACT . oW oo 00N KN viii
KATAPENGANTAR ..o e e X
DRFTARISEE™ i A A X1
Bl [ PENEFAHUILUAN .. _ i N et o 1
I Baiar Belakanof .. ofql. . B BAL. %% ... o 1
2 Betumusan Misilab fevees. Safvta . BY . a8 4
3. Tujuan PenuliSan ... 4
EEVERT At PeiBHSaREr el 0 ey 4
5. Pembatasan Masalah ... 5
6. Metode PenuliSan ............cccooviiiiioiiiroocceeeeee e 5
SistematikgiBeiillisty ... M B X 4N N 5
BABII LANDASAN TEORI ..o 7
2.1. Operator Diferensial.........................oo 7
2.2. Persamaan Diferensial Linear ... 15
2.2.1. Penyelesaian Umum Persamaan Diferensial
Limear HOMOZeN ... 16
2.2.2. Persamaan Diferensial Homogen Orde Dua
dengan Koefisien Konstan......................................... 24
2.3. Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen Orde Dua
dengan Koefisien Konstan.............................................. 33

xi



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB Il PENYELESAIAN SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR
ORDE PERTAMA DAN KEDUA SIMULTAN DENGAN KOEFISIEN

KONSTAN DENGAN METODE OPERATOR DIFERENSIAL ... 46
3.1. Sistem Persamaan Diferensial Linear ... 46
3.2. Metode EHMINasi ........o...ocoooooiii oo 48
3.3. Metode Triangular.................oiiiii 67
3.4. Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen ...................... 76
BAB IV PENERAPAN. ...t 88
4.1. Rangkaian Lstrik ... 88
A2 MESIN ..o 93
4.3. Masalah campuran......................o.ooocooioii oo 98
BRBYV PEBWETUP ... NN . 104
KCmpulan.. ¥ N K. Blat %Y. ... 2% 104
DANFARPESTAKA Y #8777 CCRWTT "SR N . e 107

Xii



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BABI
PENDAHULUAN

1. Latar Belakang

Pada saat sekarang matematika adalah bidang studi yang perlu dan selalu
dibutuhkan, karena matematika dapat digunakan untuk menyederhanakan
kehidupan nyata dalam bentuk lambang-lambang dan bahasa matematika. Salah
satu materi matematika yang dapat digunakan untuk menyederhanakan kehidupan
nyata tersebut adalah persamaan diferensial.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu turunan atau
diferensial dari satu atau beberapa fungsi yang tak diketahui. Persamaan
diferensial dapat diklasifikasikan dengan beberapa macam cara. Jika fungsi yang
belum diketahui dalam persamaan diferensial bergantung hanya pada satu
variabel bebas, maka persamaan itu disebut persamaan diferensial biasa,
* Sedangkan fungsi yang belum diketahui bergantung pada dua atau lebih variabel
bebas, maka persamaan tersebut disebut persamaan diferensial parsial.

Bentuk umum persamaan diferensial biasa adalah

o, vy, 7 e, y"y=0
dengan x menyatakan variabel bebas dan y menyatakan variabel tak bebas.

Persamaan diferensial parsial tingkat kedua berbentuk:

o0z 8z z P’z &%z _
flx 0, Xg - , . T T T e =0
dx 0 x, dx, 0xf 0x
dengan xi, X,, Xy, 2, enyatakan variabel bebas dan z merupakan

variabel tak bebas.
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Persamaan diferensial juga dapat diklasifikasikan berdasarkan ordenya, yaitu
tingkat derivatif tertinggi yang muncul dalam persamaan tersebut.

Persamaan diferensial dapat juga dibedakan menjadi persamaan diferensial linear
dan persamaan diferensial nonlinear.

Persamaan diferensial biasa tingkat n disebut linear dalam y jika persamaan

diferensial dapat ditulis dalam bentuk

n—1

a, )y va, Oy +a, (x)y' +a,(x) = f(x) ,
dimana ap , a;, dz, ........ , &, dan f adalah fungsi-fungsi dari x pada suatu interval
yang memuat x dan a,(x) # 0 pada mterval itu. Fungsi a,(x) disebut fungsi-fungsi
koefisien. Selanjutnya persamaan diferensial yang tidak linear disebut persamaan
diferensial nonlinear.

Sebagai contoh :

/

1Ly +xy=3

%

2.9+ 5y + 6y=cosx

SFu Fu -
ot x*
4. ysiny=y"
5 x 2= +y =9
o x oy

6.y +35y=cosy

Persamaan 1 dan 5 merupakan persamaan diferensial tingkat 1 sedangkan
persamaan 2, 3, 4, dan 6 adalah persamaan diferensial tingkat 2. Persamaan 1, 2,
4,dan 6 merupakan persamaan diferensial biasa sedangkan persamaan 3 dan 5
adalah persamaan diferensial parsial. Persamaan 1, 2, dan 6 adalah persamaan

diferensial linear.
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Kita telah membahas suatu persamaan diferensial yang mengandung satu
fungst yang tak diketahui, seperti contoh di atas. Sejalan perkembangan
matematika, yaitu dengan adanya penerapan dan generalisasi maka dikenal sistem
n persamaan diferensial dengan n fungsi tak diketahui, dimana n merupakan
bilangan bulat positif yang lebih atau sama dengan dua. Dalam skipsi ini akan
dipusatkan pada persamaan diferensial linear yang membentuk suatu sistem
linear.

Contoh :
3y, +2y, =y, =2
nty, =0
Secara umum sistem dari dua persamaan diferensial dengan dua fungsi yang tak
diketahui berbentuk

Dx, = a, ()x; +a,(t)x, + f,({)

Dixy = ay ()x; +a,(HOx, + 1,(1)
dimana koefisien a;,(1),a,,(¢),a,,(¢),a,,(f) dan fungsi-fungsi f(¢),, f,(¢), semua
merupakan fungsi 7 yang kontinu pada salah suatu I dan x,; , x, adalah fungsi 7
yang tak diketahui. Dx,, Dx, berturut-turut menyatakan turunan pertama terhadap
t. Dalam persamaan di atas untuk n= 2 (dua persamaan dan dua fungsi yang tak
diketahui). Selanjutnya untuk mempermudah dapat digunakan notasi operator
sehingga didapat

Ly (D)x, + L, (D)x, = f,(t)
Ly (D)x; + Ly (D)x, = f5(1)

i

: / d
dimana D = 57 , dan D" = — sedangkan L,,(D),L,(D),L,,(D),L,,(D)

adalah polinom operator diferensial, x; x, adalah fungsi yang tak diketahui.

Dalam hal ini sistem persamaan linear di atas akan diselesaikan dengan beberapa
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metode untuk mencari fungsi-fungsi tak diketahui yang memenuhi sistem linear

tersebut.

2. Perumusan Masalah
Dari uraian yang telah dikemukakan dalam latar belakang, dapat
dirumuskan beberapa masalah :
1. Bagaimanakah penggunaan metode operator diferensial untuk
menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear simultan dengan
koefisien konstan ?

2. Bagaimanakah penerapan sistem linear tersebut dalam kehidupan nyata ?

3. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah
1. Memahami penggunaan metode operator diferensial untuk menyelesaikan
sistem persamaan diferensial simultan dengan koefisien konstan.
2. Memahami penerapan sistem persamaan diferensial simultan dengan

koefisien konstan yang diselesaikan dengan metode operator diferensial.

4. Manfaat Penulisan

Manfaat pembahasan topik ini bagi penulis adalah penulis lebih mengerti
tentang operator diferensial dan penyelesaian dari sistem persamaan diferensial
linear dengan metode operator diferensial sehingga penulisan topik ini
memperluas metode penyelesaian sistem persamaan diferensial linear. Untuk
masalah-masalah yang dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, yang dapat
dimodelkan ke dalam persamaan diferensial, metode penyelesaian ini diharapkan

dapat mempermudah dalam menyelesaikan masalah yang ada.
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Untuk bidang studi yang bersangkutan dapat digunakan untuk menambah
wawasan bahwa untuk menyelesaikan sistem persamaan dapat digunakan

persamaan diferensial.

S. Pembatasan Masalah

Materi yang akan dibahas pada skripsi ini mencakup penyelesaian sistem
persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan yang mempunyai dua atau
tiga fungsi yang tak diketahui dengan menggunakan operator diferensial.

Dalam pembahasan akan dibahas juga tentang penerapan dalam rangkaian
listrik, mesin, dan masalah campuran.
Sistem persamaan diferensial linear yang mempunyai lebih dari tiga persamaan

dan tiga fungsi tak diketahui tidak akan dibahas dalam skripsi ini.

6. Metode Penulisan

Penulisan yang dilakukan oleh penulis untuk membuat skripsi ini dengan

metode studi pustaka.

7. Sistematika Penulisan

Bab1 Pendahuluan
1. Latar Belakang
2. Perumusan Masalah
3. Tujuan Penulisan
4. Manfaat Penulisan
5. Pembatasan Masalah
6. Metode Penulisan

7. Sistematika Penulisan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Bab II Landasan Teori
2.1 Operator Diferensial
2.2 Persamaan Diferensial Linear
2.2.1 Penyelesaian Umum Persamaan Diferensial Linear Homogen
2.2.2 Persamaan Diferensial Homogen Orde Dua dengan Koefisien
Konstan
2.3 Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen Orde Dua dengan

Koefisien Konstan

Bab III Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial Linear Simultan
Dengan Koefisien Konstan Dengan Metode Operator Diferensial
3.1 Sistem Persamaan Diferensial Linear Simultan
3.2 Metode Eliminasi
3.3 Metode Triangular
3.4 Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen
Bab IV Penerapan
4.1 Rangkaian listrik
4.2 Mesin
4.3 Masalah campuran
Bab V Penutup

Kesimpulan
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BAB II
LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan dibahas tentang operator diferensial dan persamaan
linear yang menjadi dasar dari bab tiga. Berikut ini akan dibahas tentang operator

diferensial yang merupakan metode untuk menyelesaikan sistem persamaan.

2.1 Operator Diferensial

Operator diferensial adalah suatu tranformasi yang mengubah suatu fungsi
menjadi fungsi lain. Sekarang akan dibahas tentang pengertian-pengertian yang
berkaitan dengan operator diferensial.
Definisi 2.1:

Operator diferensial D” adalah operator diferensial tingkat n, yang

dapat ditulis sebagai — .
'3
Contoh 2.1:
Operator D’ bekerja pada x' + 5x° akan diperoleh bentuk 24x dan
ditulis D (x* + 5x%) = 24x.
Definisi 2.2:

Kombinast linear operator diferensial berbentuk

b, D" +b, D" +. . +bD+b, disebut polinom operator tingkat n dan ditulis

P(D) dimana bo , by.......,b, adalah konstanta-konstanta dengan b, # 0.
Contoh 2.2:
a) Py(D)=D"+2D -1, merupakan polinom operator tingkat 2.

b) Py(D)=D* +8D?* +6D +3 , merupakan polinom operator tingkat 3.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Apabila P(D) dikerjakan pada fungsi y yang berturunan n kali, kita tulis P(D)y

dan
PMD)y=(5h D' +b D" b D+b )y
y 7] -1 1 (¢}
=b,D"y+b, D"yt b Dy + b,y
karena D" = — | maka
/x
» dny Cjn“]y d}/
PD)y =5 +b +.4+b =+ b
( )y fi] Cl’xn n-1 dxn-—l 1 Q’x Oy

Bentuk ini adalah persamaan diferensial dengan koefisien konstan.
Contoh 2.3 :
2y"-3y’ +y =0 dapat ditulis sebagai (2D* -3D +3)y = 0
Fungsi-fungsi untuk P(D) y berarti disebut admisible operator fungsi y.
Misalnya hanya fungsi berturunan dua kali admissible untuk operator (D*+ 1).
Setelah kita mengetahui polinom operator, maka perlu kita membahas
hubungan dari dua polinom operator. Hubungan dua polinom operator
didefinisikan sebagai berikut :
Definisi 2.3:
Dua operator Py(D) danP,(D) dikatakan sama jika dan hanya jika
Pi(D)y = Py(D)y untuk semua fungsi admissible i
Contoh 2.4:
Misalnya Py(D) = D* -5D +6 dan Py(D) = (D -2)( D -3) dengan fungsi y = 2x +1.
Akan dicari apakah P;(D)y dan Py(D)y sama ?
P(D)y = (D*-5D +6)(2x +1) =0 -5(2) +12x +6 = 12x 4.
PyD)y = (D -2)(D -3)(2x +1) = (D -2)(2 -3(2x +1))
= (D -2)(-6x-1)=(-6) -2( -6x -1)
=12x—4.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Dua polinom operator dapat dioperasikan seperti operasi aljabar,
pengoperasian polinom operator diferensial akan didefinisikan berikut ini.
Penjumlahan antara dua polinom operator dapat juga dioperasikan, dengan
definisi 2.4.

Definisi 2.4:

Jumlah dua operator [P1(D) + P»(D)]y diperoleh dengan mula-mula
menyatakan P; dan P; sebagai kombinasi linear operator D dan menjumlahkan
koefisien-koefisien dari pangkat-pangkat operator D yang sama.

Contoh 2.5:
Jika Py (D) =2D* + 4D +6 dan
P, (D)=5D +6D* -D,
maka P; (D) + Py(D) = 5D° +8D* + 3D +6.
Teorema 2.1:
Polinom operator yang dikenakan pada fungsi y mempunyai sifat:
L P(D)(y1 *+ y2) =P(D)y: + P(D)ya.
2. P(D)(cy) = ¢ P(D)y.
dimana y, y;, y» adalah fungsi-fungsi admissible untuk P(D), ¢ adalah
konstanta sebarang.
Dari kedua sifat di atas bisa ditulis dengan
P(D)(c1y: + cay2) = ciP(D)y; + c2P(D)y,.
Dengan y;, y» fungsi-fungsi admissible untukP(D), dan ¢, ¢, adalah konstanta
sebarang. Berikut ini akan diberikan bukti dari sifat di atas.
Bukti :

Akan dibuktikan bahwa ruas kiri sama dengan ruas kanan

P(D)(ciyi + cay2) = (b,D" +b, . D" + ...+ b D+ b))y, +c,1,)

n-1
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=5,D"(cy) + ¢, p,) + bn—lD”—] ey +oy )+ +hD(qy, + )+ byley + ¢, y,)
= (b,D" +b, D"+ ABD b))y + ey (B,D" +b, D"+ +BD+b)y,

-1
=ciP(D)y; + ¢ P(D)ys,.

Jadi terbukti bahwa sifat di atas berlaku untuk polinom operator diferensial.
Definisi 2.5:

Dengan hasil kali dua operator P;(D)P(D)dimaksud ekuivalen dengan
operator yang memperoleh dengan menggunakan operator Py(D) diikuti
dengan Py(D). Jadi hasilkali (P1(D)P»(D))y didefinisikan
[P1(D)P2A(D) Jy =Pi(D) [Po(D) y] untuk setiap fungsi admisible y.

Contoh 2.6:
Jika diketahui : P, (D) = 3D* +5D,
Py(D)=2D + 4,
y = 5x% +7x,
hasil kali operator P1P, pada fungsi y adalah
PiP3 (y) = Py(D) [PAD)(y) ].

P(DYXy)=(2D+4)y =(2D+4)5x* +7x)
=2(10x+7)+4(5x + 7x)
=20x+14 +20x% + 28x
=20x> +48x +14.

B(D)P, (DY y)|= (BD? +5D)20x* + 48x +14)
= 3(40) +5(40x + 48)
=120+ 200x + 240
= 200x + 360.

Kita juga dapat mencari hasil kali polinom operator P,P, pada fungsi y
dengan sifat perkalian antara dua polinom operator. Hal tersebut akan ditunjukan

pada penyelesaian berikut.
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[P(D)B(D)]y = [(3D% + 5D)2D + 1) [55% +7x)
= (3D +22D% +20D)(5x* +7x)
= 22(10) +20(10x) + 20(7)
= 200 + 360.

Dengan kedua cara di atas, didapatkan hasil penyelesaian yang sama. Jadi
definisi di atas berlaku untuk dua polinom operator.
Setiap persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien konstan

dalam bentuk operator sebagai P(D)y = 0.

Setelah kita mengetahui definisi perkalian dua polinom operator
diferensial, kita akan mencari sifat perkalian dua polinom operator diferensial.
misalkan: Py(D) = amD™ +a, D™+ +a;D +a, dan

Py(D) = b,D" +by D! ... +b1D +by
dua polinom operator diferensial dengan ay, ai,.....,am.1, 8y dan bo, by, ......bay, by
merupakan koefisien-koefisian konstan dari polinom di atas.
Sekarang kita lihat polinom di bawah ini

Pi(1) = am ™ +Fam ™ +arr +ag

Pot) =bu " +by ™+ +b; 1 +by
adalah dua polinom hasil subtitusi r pada operator Py(D) dan Py(D). Dengan
mengganti D dengan r, D dengan 1%, ..., D dengan 1*. Kemudian perkalian
polinom P(D) dan P»(D) dinotasikan dengan P(r) adalah

P(r) = P1(x) Po(1).

Jika y adalah sebuah fungsi yang mempunyai turunan m+n, dapat dibuktikan
bahwa

PiD)PAD)y = P2(D) Py(D)y = P(D)y
dimana P(D) sebagai operator yang diperoleh dari polinom P(r), dengan

mengganti r dengan D, r* dengan D?, ......r™" dengan D™™
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Bukti :

Akan dibuktikan bahwa Pi(D)PyD) y = PyD)Py(D) y = P(D) y. Untuk
membuktikan cukup dibuktikan bahwa Py(D) Py(D) y = P(D) y dan Py(D) P(D) y
= P(D)y, apakah hasilnya sama ?

B(DYE(DYyyy=(a,r" +a, r G ar+agfb,r" +b, P+ br+b,)y
"a, r" T ar+a) by + b Tyt bry+b,y)
Iy) +.tay(biry)+ay(b,y))
m -1

=(a,b,r"r"y+a,b, vy +abiry+ ayb,y)

mon

=(a_r

m

= (amr " (bnrny.) + amrm (bn—lr

-

= m I+t
=(a,b,r""y+a,b,

mTn m

— (Cl b 7‘”1+" +a-,b

= P(D)y.
P2 (D)(ZDI (D)}’) = (b,,rﬂ + bn_lf"n_l +..+ bli’ ain bO )(amrm + am_lrm—l

L 1=1

-~ LR s . 1 "
=(b,r" +b, 7"+ +br+by)a,r"y+ a, ||

Y+ tadry+ab,y)

o =1 .
7 +..+ahr+ayby)y

-8 47+ a

Y+ tary+a,y)y
=(b,r"(a,r"y)+b r" (am_lr”’”1 VY+. by (ary)+ b, (a, )

m

= (b,a,r"r"y +b,a, . r"r" v+ .+ byayry + bya,y)

Hom

- ntm
- (b a.r y+bnam—lr

nm

-1

Y+ +byary+bya,y)
=(b,a, """ +b,a, 7"+ bar+bya,)y

nm -1 /

= P(D)y.

Jadi terbukti bahwa Py(D) P,(D) y = P2(D) Py(D)y = P(D) .
Contoh 2.7:
JikaP{(D)=D* + 1,Py(D)=3D +2, y=+1

maka B(D)P(D)y =(D*+ 13D +2)f°
=(D* +1)(97 +2¢%)
= D*(9¢ + 267 )+ (9% +21%)
=924232¢+9% +27°
=18+12¢+9¢% +2¢°.
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P(DYP(D)y=@BD+2)D* +1)’
= (3D +2)(61 +1°)
=3(6) +3(3t%) +2(61 +1*)
=18+9r2 +12¢ + 2%
Untuk  P(D)= P(D)P,(D)
=3D*+2D? +3D+2 dan
P(D)y = (3D +2D* +3D +2)/°
=3(6) +2(61) +3(3¢?) + 2¢°
=217 +9r* +12r +18.

dari contoh di atas terlihat bahwa :

Py(D) Py(D)y = P2(D)Py(D)y= P(D)y =26 + 9+ 12t + 18,

Dari perkalian dua polinom operator diferensial linear dengan koefisien
konstan diperoleh dua hal penting yaitu :

1. Pengaruh pengoperasian terhadap y oleh P, dan kemudian hasilnya
dioperasikan oleh P; mempunyai hasil yang sama dengan pengoperasian
terhadap y oleh P; kemudian hasilnya dioperasikan oleh P, .

2. Pengaruh pengoperasian terhadap y oleh P; kemudian hasilnya
dioperasikan oleh P, atau pengoperasian terhadap y oleh P, kemudian
hasilnya dioperasikan oleh P, adalah sama dengan pengoperasian y oleh
hasilkali dua operator diferensial P; dengan P, .

Dengan adanya perkalian, maka dapat kita gunakan bahwa pembagian dua

operator diferensial dapat dinyatakan sebagai [ij:ﬂ (D)( ] ]y ,
P, (D) P, (D)

dengan P,(D) = 0. Kita mendefinikan 1
(D)

2

sebagai integrasi dari Py(D).

Polinom operator P(D) dapat dinyatakan dalam bentuk faktorisasi, yang akan

dijelaskan sebagai berikut:
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Misalnya: P(D) = a,D" +a, D™+ .. +aiD +ag , dimana ag , aj, ....,a, adalah
konstanta. maka untuk P(r) memenuhi
P(r) = a, 1" +ap ™+ +a; 1 +ay , merupakan polinom r yang diperoleh dari
P(D) dengan subtitusi r terhadap D, 1* terhadap D? , 1" terhadap D" . Misalkan 1,
T2, ..., To . adalah akar dari polinom P(r) = 0 , maka dapat dinyatakan dalam
bentuk faktorisasi .

P(ry=a, (r-r))(r -12)........ (1 -1p)
kemudian dilakukan penggantian r pada persamaan di atas dengan D maka
didapatkan persamaan yang dinyatakan dalam bentuk operator diferensial, vaitu

P(D)=a,D" +a,. D" +........ +a;D +ag
dalam bentuk faktorisasi

PO)=a,(D-r)D-1)........ (D -1y
Contoh 2.8 :
JikaP(D)=D-3D*+D -3, dan

y=x +2

carilah hasil pengoperasian yang dikenakan pada y
P(D)y=(D’-3D*+ D - 3)(x’ +2)

=6-3(6x) + 3x% -3(x° + 2)

=6-18x+3x*-3x’ -6

=.3x" +3x% - 18x.
mencari hasil pengoperasian P(D) yang dikenakan pada y dapat dicari seperti
contoh di atas, atau dengan cara yang lain yaitu dengan cara pemfaktoran, yang
diperlihatkan di bawah ini

PD)y=(D’-3D*+D-3)(x’ +2)

=(D*+ 1)(D-3) (x’ +2)
=(D*+ 1)(3x* - 3x" - 6)
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=6-18x +3x" -3x" -6

= 3% +3x° - 18x.
Persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan.dapat ditulis dengan notasi
L yaitu:

(1)

) -1 /
LW=a,y" +a, "+ .  +ay +a,y

‘ d” dn‘l d
atau L(y)=(a, Fa, +onta—+a
W)=, 25+ s 1 )

atau L= f(x).

Dalam menggunakan notasi operator diferensial kita bisa menggunakan notasi
P(D)y ataupun bisa digunakan notasi L(y), tetapi untuk selanjutnya  untuk

memudahkan kita gunakan notasi operator L(y).

2.2 Persamaan Diferensial Linear

Pada bagian ini akan dibahas tentang pengertian dan metode penyelesaian
untuk persamaan diferensial linear tingkat-n.
Pertama kita akan membahas tentang pengertian dari persamaan diferensial linear
tingkat-n.
Definisi 2.6:

Persamaan diferensial linear tingkat-n dalam y adalah persamaan yang

berbentuk

a,()Y" +a, ()Y + .+ @)y +ay(x)y = g(x) 2.1
Fungsi —fungsi  g(x),a,(x),¢,(x),.....,a,(x) adalah fungsi dari x dan bukan
dari y, dengan «a,(x) # 0 untuk semua x dalam [a,b].

Contoh 2.9:

Berikut ini diberikan sistem linear dengan orde dua dan pertama vaitu
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v +y=sin2x

y/’X_Z'V — e:«"

Pada persamaan (2.1), fungsi ¢(x) di ruas kanan disebut fungsi masukan(input)
atau penggerak(driving). Apabila ruas kiri dari persamaan (2.1) sama dengan nol
atau  a, ()Y +a, ()Y + L+ a (0)y +a,(x)y =0 (2.2)
maka persamaan (2.2) disebut persamaan diferensial linear homogen. Jika ruas
kanan persamaan tidak sama dengan nol dan  a,(x) # 0 untuk semua x dalam
[a,b] persamaan disebut persamaan linear nonhomogen.

Jika ag(x), a)x), axx), .., ax), merupakan fungsi konstan, maka persamaannya
dapat disebut persamaan dengan koefisien konstan, dan jika fungsi itu merupakan
variabel maka persamaannya disebut persamaan dengan koefisien variabel.
Contoh 2.10:

Persamaan

Syf’/ +y=0

kedua contoh di atas adalah persamaan diferensial linear homogen, sedangkan
kedua contoh berikut adalah persamaan diferensial linear nonhomogen

¥ +y=cos2x
y' +2y +e =0.

2.2.1 Penyelesaian Umum Persamaan Diferensial Linear Homogen
Persamaan diferensial linear dikelompokkan menjadi dua yaitu persamaan
diferensial linear homogen dan persamaan diferensial linear nonhomogen. Berikut

ini akan diberikan definisi kombinasi linear dari dua penyelesaian.
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Definisi 2.7:

Misalkan y, dan y, adalah penyelesaian persamaan diferensial yang
diketahui dan c; dan ¢, adalah konstanta-konstanta sebarang maka jumlah
¢y +¢,y, disebut kombinasi linear dari dua penyelesaian .

Contoh 2.11:

Misalkan fungsi y = ¢,¢™ dan y, = c,e™ adalah penyelesaian persamaan
Y - 4y = 0. Menurut definisi 2.7 kombinasi linear y = e +ce™ merupakan
penyelesaian persamaan.

Untuk memperlihatkan bahwa kombinasi linear dari kedua fungsi tersebut

adalah suatu penyelesaian dengan mensubtitusikan y = e +c,e™ ke dalam
persamaan y' ~4y=0, maka akan didapatkan

Zéf(c‘eh +0ye ) =A™ + e = dge™ +de,e ™ — e —dee ™ = 0.
Ini menunjukan bahwa kombinasi linear tersebut suatu penyelesaian.
Teorema 2.2: Prinsip Superposisi
Jika y;, v, ..., yr adalah penyelesaian PDLH
a,()y" +a, ()" V. + a(x)y +a,(x)y =0 (2.3)
dan jika ¢y,¢y, ...,cp adalah konstanta-konstanta, maka kombinasi linear
Y =6y, 6y, o+ ¢ Yy Juga penyelesaian persamaan (2.3).
Bukti :
Kita akan membuktikan untuk R = 2, karena y; dan vy, adalah penyelesaian
persamaan (2.3) maka dapat ditulis

a};(‘x’)yl(n) + C’n-l(x)yI(WU +o +4q (X)J/I/ +ay(x)y, =0 (2.4)

dan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI '8

an(xb/é") + an-l(x)}';n_l) to 4 (JC)}/Q +ay(x)y, =0. (2.5)
Kalikan setiap suku persamaan (2.4) dengan ¢, dan kalikan setiap suku persamaan

(2.5) dengan ¢, kemudian hasil masing-masing perkalian tersebut dijumlahkan

(m) (n)

maka diperoleh «, (x)[c1 v e,y j+ ..... +a, (’x)lcl P e,y Jz 0. (2.6)

Dengan sifat linearitas dari turunan kita mempunyai

(1)
Gy

+CQVV§H) =(en +6, ).
Jadi persamaan (2.6) adalah suatu pernyataan bahwa y = c¢;y; + ¢y, adalah
penyelesaian persamaan (2.3). Bukii selesai.

Contoh 2.12:

Fungsi y=e"dany = ¢ keduanya adalah penyelesaian dari persamaan
¥ =7y"+6y=0 Menurut teorema 2.2 kombinasi linear y = ce* +c,e juga

penyelesaian persamaan diferensial.

Dengan adanya teorema 2.2 di atas maka untuk penyelesaian tambahan
dapat diperoleh dengan mengambil kombinasi linear penyelesaian—penyelesaian
yang diketahui, tetapi penyelesaian yang baru tersebut(hasil kombinasi linear)
belum tentu menjadi penyelesaian yang baru, karena kombinasi linear ity masih
bisa diubah menjadi penyelesaian yang konstantanya kurang dari konstanta awal,
Untuk lebih mudahnya dapat dilihat pada contoh berikut.

Contoh 2.13:

Fungsi y, =2¢™"dan y, =4e™" keduanya adalah penyelesaian

persamaan " +8y' +16y=0.
Menurut teorema, ¥y =c;2 ¢™ + ¢ 4™ Juga penyelesaian persamaan,
tetapi y =2 ¢, + 4 c;e™ bukan penyelesaian dengan dua konstanta sebarang ,

karena



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI P

y=¢2e ™ +o,4e™

=(2¢, +4c))e™ | dimana 2c;+6c,=c

=ce™™

Penyelesaian tersebut penyelesaian dengan satu konstanta sebarang yang semula
merupakan kombinasi linear dari dua penyelesaian.
Dari contoh di atas maka timbul satu pertanyaan. Misalnya dua fungsi

¥, dan y, adalah fungsi sebarang dan berbeda, maka apakah hubungan antara

y, dan y, sehingga kombinasi linear y, dan y, merupakan penyelesaian ?

Untuk menjawab pertanyaan tersebut harus diketahui bahwa ada kriteria
yang harus dipenuhi agar menjadi penyelesaian umum persamaan diferensial.
Dengan teorema 2.2, suatu kombinasi linear dari dua fungsi belum tentu menjadi
persamaan yang baru, yang merupakan penyelesaian persamaan. Karena mungkin
persamaan baru tersebut masih bisa disederhanakan lagi, seperti contoh 2.13.
Definisi 2.8:

Penyelesaian persamaan diferensial tingkat-n disebut mempunyai n konstanta
~ dasar sebarang, jika penyelesaian itu secara aljabar tidak dapat disederhanakan

menjadi bentuk yang memuat kurang dari n konstanta sebarang.

Penyelesaian Bebas Linear

Dengan adanya definisi 2.8, maka kita akan apakah kombinasi linear yang
baru merupakan penyelesaian, tetapi untuk mengetahui bilamana n konstanta
dapat direduksi ke dalam konstanta yang banyaknya kurang dari n. Penjelasan

yang lebih lanjut dapat perhatikan berikut ini.
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Definisi 2.9:

1. nfungsi y, ys ...y, disebut tak bebas linear pada interval [a,b] jika dapat
ditentukan konstanta c;, ¢, ...,c, yang tak semua nol sedemikian rupa
sehingga

eyr byt ey =0 (2.7)

untuk semua x dalam [a,b].

2. lika relasi dalam persamaan (2.7) benar hanya bila ¢c; = ¢, = ... = ¢, =0,
maka fungsi y;, s, ... ,¥, disebut bebas linear pada [a,b].

Apabila dua fungsi tak bebas linear maka salah satunya sama dengan kelipatan
yang lain, sedangkan fungsi yang bebas linear maka tak mungkin menyatakan
suatu fungsi sebagai kelipatan yang lain.

Misalkan ada dua fungsi y, (x) dan y,(x) yang takbebas linear pada
selang a < x < b , maka dapat diambil bahwa salah satu fungsinya merupakan
kelipatan konstan(k) dari fungsi yang lain,andaikan

Y (x) merupakan kelipatan konstan dari y,(x), maka dapat
ditulis
n(x) =k y,(x) (2.8)

persamaan tersebut diturunkan , akan didapat

W@ =k ¥, (x) (2.9)
dari persamaan (2.8) dapat dibentuk menjadi k:&%\% , dari persamaan (2.9)
Yo X
dapat dibentuk k= il—% . Dari kedua bentuk persamaan tersebut dapat katakan
Yo

bahwa
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») _ @)
Vo(x)  yy(x)

atau
Y1(2)y5(x) = 3, (0)y] (x)
Y1 (2)5(x) = ()3 (x) = 0. (2.10)
Persamaan (2.10) dapat dirubah menjadi bentuk determinan yaitu

»x) y(x)

; =0 .,a<x<b (2.1
y{(x) Vo (x)

Jadi dua fungsi yang takbebas linear dapat dikatakan determinannya, seperti yang
ditunjukkan (2.11) adalah tidak sama dengan nol.

Berarti pula untuk tiga fungsi y(x),y,(x),»,(x) yang takbebas linear pada
interval a < x <b, dengan jalan yang sama dengan di atas maka dapat ditentukan

bahwa

J/z(x.) Y2(x) y3(x>
yi(x)  yy(x) yéy(x) =0 ,asx<h.
yix) v () p ()

Berikut ini akan dipelajari tentang bagaimana menentukan fungsi-fungsi bebas
linear, dari pada kita mencari dengan definisi 2.9. Untuk definisi di bawah ini kita
dapat menentukan apakah himpunan penyelesaian PDLH bebas linear atau tidak.
Definisi 2.10:

Misalkan yi, ya, ..., ¥a , 0 buah fungsi-fungsi dan turunan turunannya sampai

n-1 kontinu pada selang interval a < x < b, Wronskian dari V1, Y2, ..., Yn yang

dinyatakan W[J’p Vs ¥, Kx) ditentukan determinan
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n(x) y(x) o p(x)

) )y

WiyLy2, o va (x) = (2.12)

(12—1) (-1} (n-13,
W y - Va ()

Teorema 2.3:

Misalkan ag, ai, ..., a, , adalah fungsi fungsi kontinu dari x pada interval
a<x<bdan y, ys ..., y» merupakan penyelesaian persamaan(homogen),
maka fungsi y1, y2, ..., y» adalah bebas linear pada a < x < b Jika dan hanya
Jika Wronskian dari y1, v, ..., v, adalah tidak sama dengan nol untuk semua x
dalam interval a < x <b.

Bukti :

(=) jika yi(x), vo(x), ..., yu(X) adalah bebas linear maka Y = Ciyi(X)+ coya(x)+...
+enyn(x) adalah penyelesaian umum persamaan(2.2) oleh karena itu yi(X), ya(x),
... ya(x)memenuhi kondisi awal. Ini berperanan penting dalam persamaan linear
simultan untuk ¢, ¢y, ...,c, yang determinannya adalah W(xo). Sebab ini dapat

selesaikan unfuk ¢), ¢, ..c, untuk sebarang pilihan y,,v) ., o,

determinan W(xo) harus tidak sama dengan nol.
(<) Jika W(x) # 0, fungsi harus bebas linear, andaikan fungsi tidak bebas linear

maka sebarang konstanta ¢y, ¢y, ...,c, tidak semua nol

clyl/ (x)+ Czyé/ (x)...... + Cny;i ez =
kita turunkan relasin - 1

oyl (X)+....+c, vy (x)=0

c]yf"_‘)(x) +.+ cny,(]"“”(x) = 0.
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Jadi semua ¢ memenuhi persamaan homogen, sebab semua ¢ tidak sama
dengan nol, determinan koefisien harus nol untuk setiap x. Tetapi determinan
adalah W(x), dimana telah kita asumsikan berbeda dari nol. Berarti terjadi
kontradiksi, maka fungsi harus bebas linear. Bukti selesai
Contoh 2.14:

Fungst y(x)=cosxdany,(x)=sinx merupakan penyelesaian
persamaan diferensial y” +y = 0. Apakah kedua fungsi tersebut bebas linear ?
Penyelesaian :

Untuk mencari apakah kedua fungsi tersebut bebas linear atau tidak dapat
ditentukan dengan mencari determinan Wronskiannya yaitu

COs x  sin X 5 o
, =C0s°x +sin“x=1#0,
-sin X COS X

karena determinan Wronskiannya tidak sama dengan nol, maka kedua fungsi
tersebut adalah bebas linear.

Contoh 2.15:

Hitunglah Wronskian dan tentukan apakah himpunan fungsi-fungsi
xe™, x%e®*  bebas linear atau tidak ?

Penyelesaian :
Dari himpunan fungsi-fungsi tersebut dihitung Wronskiannya

6x 2 6x
xe x‘e I h .
6 ox 6x 2 6x 22){ € '1‘%‘6.7\?‘6 ’
e +6xe” 2xe™ +6x°e™

_ (‘x2e12,\' + 6x3€12x>

=x%e?* %0
karena dari hasil pencarian Wronskian diperoleh tidak sama dengan nol, maka

himpunan fungsi-fungsi tersebut bebas linear.
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2.2.2 Persamaan Diferensial Homogen Orde Dua dengan Koefisien Konstan
Kita sekarang akan mempelajari tentang metode penyelesaian persamaan
diferensial linear homogen orde dua dengan koefisiennya konstan. Berikut ini
akan dibahas tentang persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien
konstan yang akan dijelaskan oleh definisi berikut.
Definisi 2.11:
Persamaan diferensial linear homogen orde dua dengan koefisien
konstan adalah persamaan yang mempunyai bentuk
@y +by +cy=0 (2.13)
dimana a , b, dan ¢ adalah konstanta dana # 0 .
Persamaan dengan koefisien konstan sedikit spesial tetapi sangat luar
biasa pentingnya di dalam aplikasi. Di dalam bab ini kita akan menghasilkan
metode untuk menghasilkan  penyelesaian umum dari (2.13). Persamaan

nonhomogen dengan koefisien konstan akan dipelajari dalam subbab berikut ini.

Dalam pembahasan sebelumnya didefinisikan D = g— dan yang lebih
x

n

maka

n

umum adalah D" = d

: d
D(cosx) = -

&

(cosx) =—sinx

2
D?(cosx) =

(cosx) =—cosx

~
WA

Persamaan diferensial(2.13) jika ditulis dalam notasi L yaitu

2

Ly = (a d‘z by =0 (2.14)

dx dx

dimana L adalah operator diferensial linear. Dan Untuk mempermudah

persamaan(2.14) dapat juga ditulis Ly = (aD* +bD +¢)y. (2.15)



25

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Kita mengulang persamaan diferensial linear orde pertama dengan
koefisien konstan dengan bentuk

Y ~ky=(D-k)y=0.
Persamaan diferensial linear orde pertama tersebut mempunyai beberapa fungsi
yang memenuhi, salah satunya adalah fungsi y=¢" yang merupakan
penyelesaian,

Sekarang kita akan mencoba sampai mendapat sebuah penyelesaian

persamaan(2.15) dengan bentuk y = e™, dimana A adalah konstanta sebarang .
Untuk menentukan y =e¢™ adalah penyelesaian persamaan (2.15) dengan
mensubtitusikan y=e" ke dalam persamaan(2.15). Diperoleh
De™ = je™ dan D?e™ = 2e™, maka

L(e™) = al*e™ + ble™ + ce™
=(aA’ +bA+c)e™ =0.

* tidak akan sama dengan nol, maka persamaan di atas dapat

Karena e
diselesaikan dengan menyelesaikan a4’ +bAi+c=0.

Polinomial

P(AY=aX +bl+c (2.16)
ini adalah polinom karakteristik untuk (2.15) dan persamaan P(L) = 0 disebut
persamaan karakteristik dari (2.15). Akar dari P(L) disebut akar karakteristik
dari(2.15). Lambang P(A) dapat ditulis dengan L. jika polinom (2.16) ditulis

dalam notasi D, yaitu

L=aD?*+bD+c.
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Untuk menyelesaikan persamaan (2.15), dapat diselesaikan dengan
mencari akar-akar persamaan karakteristik (2.15). Tentang penyelesaian
persamaan (2.15) akan dibahas oleh beberapa kasus berikut ini.

Kasus I,

Akar-akar P(A) = 0 adalah real dan berbeda.

Kita asumsikan bahwa persamaan karakteristik mempunyai dua akar real A; dan
Ay dan Ay # Ay . Karena akar-akarnya A; dan A, maka penyelesaian persamaan

(2.15) adalah

X

¥ =e " dan y, = ™",

Untuk membentuk kombinasi linear dari kedua fungsi tersebut maka keduanya

harus bebas linear. Wronskian dari pasangan penyelesaian ini adalah

Ax Asx

‘ e g Ay +Aqa)x
WLy, N(x) = r = (4, —/1,)6( HA
L&y A

Karena A, - Ay # 0, maka Wronskian tidak akan sama dengan nol untuk semua
bilangan x.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa jika persamaan karakteristik dari
persamaan(2.15) mempunyai dua akar real yang berbeda yaitu A, # A,, maka
penyelesaian umumnya adalah

y=ce™ +c,e’

Contoh 2.16:

Tentukan penyelesaian umum dari 3" +2y —15y=0. Polinom

karakteristiknya adalah A° +24-15= (1 +5)(A ~ 3) akar-akar karakteristiknya

adalah 4, = -5dan A, = 3. Penyelesaian umumnya adalah

-Sx RE
y=cqe > + e’
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Contoh 2.17:
Selesaikanlah persamaan (2D* — D - Iy=0.
Penyelesaian:

Tentukan dahulu persamaan karakteristiknya, yaitu
pA)Y=2 - A-1=(2A+1)(A-1)=0. Kemudian dapat ditemukan akar-akar
karakteristiknya yaitu L = — % dan A = 1.

Penyelesaian umumnya adalah

1

y=qe 2"-%—026"'.
Kasus I1.
Akar-akar dari P(A) = 0 adalah real dan sama.

Dalam kasus ini A1 = A, dan P(A)=al +bi+c= a(A-2) =0. Salah satu

penyelesaiannya adalah y, = e¢®*. Karena e™ =e™* maka y, adalah sebuah
penyelesaian kedua. Kedua penyelesaian tersebut {y;,y»} adalah penyelesaian
yang bebas linear, untuk y, belum diketahui. Untuk menemukan penyelesaian y,
kita dapat menulis persamaan a3’ +by’ +¢ = 0 dalam bentuk operator diferensial
menjadi

Ly = (aD* +bD +c)y
=a(D-4)y=0

atau

(D-A)[D-4)y]=0. (2.17)
Kita misalkan w=(D-4,)y, dimana y penyelesaian (2.15). Kemudian bentuk
dari (2.17) dapat ditulis

(D= A|D=A)y]=(D-A)w=0.

Oleh karena 1tu, w memenuhi persamaan linear orde pertama
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(D-2)w=0.
Persamaan order pertama ini dapat ditemukan penyelesaian untuk w, sehingga
dapat ditemukan penyelesaiannya adalah w = c,e™* |
Andaikan diketahui w = ce™*, kita dapat menyelesaikan

(D=A)y=w (2.18)
untuk y. Persamaan (2.18) ditulis dalam bentuk

Y -4y =ce™, (2.19)
ini adalah persamaan linear orde pertama. Faktor pengintegralan dari persamaan

A

tersebut adalah ¢ . Kemudian dikalikan (2.19) dengan ¢, kita dapatkan

e—}q.\‘(}j/ _d /11)/’) — e—ﬁ.]xclei,xx

~Apx ~Ayx L Aqx

ey —e Ay = e e
e—/'il,\'yx" F 8_;"'\'/?1)/ - CleO,,\‘
de*y)y=¢.

Kedua ruas persamaan ini diintegralkan sehingga diperoleh

—Ayx

ey =qx+e,
‘ i
atau Fellc s e ™
atau y = cxe™ +c e’

dimana c¢; dan ¢; adalah konstanta sebarang. Persamaan ini merupakan
penyelesaian umum dari persamaan(2.13).
Andaikan ¢; = 0 dan ¢; = 1, maka penyelesaian umum tersebut menjadi

¥ = xe™™ . Berarti penyelesaian kedua dari persamaan(2.13) adalah y, = xe™*.

v =" dany, = xe"* adalah bentuk dari himpunan fundamental dari
penyelesaian. Akan diteliti apakah kedua penyelesaian tersebut bebas linear

dengan Wronskian
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Ax e
, e xe
Wy o= o . Ay
Ae™ e +xd e’
=™ 2 0.

Jika persamaan karakteristik dari persamaan(2.15) mempunyai akar A, = A, yaitu
dua akar yang sama maka persamaan(2.15) mempunyai penyelesaian umum
y=(¢ +ex)eh

Contoh 2.18:
Selesaikan persamaan dengan kondisi awal berikut ini
(D* -8D+16)y=0,1(0)=0,y"(0)=1.
Penyelesaian :
Persamaan karakteristik dari persamaan diferensial linear homogen tersebut
adalah p(A) = & -84 +16 = (1 ~4)* = 0 , maka akar akamnya adalah A, =4, ini
adalah akar karakteristik berulang. Jadi penyelesaian umumnya adalah

y = e +cxet
Sekarang kita cari penyelesaian khususnya dengan menurunkan y

vy =4ce™ +ce™ +4dc,xet
persamaan ini harus memenuhi kondisi awal

»(0)=0,makace*® +¢,.0e* =0 sehinggac, =0
¥ (0)=1,makadc,e* +c,e*’ +4c,.0e* =1 sehingga 4c, +¢, =1
40+¢, =1,

)
Jadi penyelesaian khususnya adalah

4> dx
y=¢" +4xe.
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Kasus I,
Akar-akar P(A) kompleks

Dalam kasus ini akan dikembangkan metode untuk mencari persamaan
homogen linear dengan koefisien konstan

Ly =(aD*+bD+c)y=0. (2.20)
Dalam kasus ini persamaan karakteristik P(1)=al’ +bA+c =0 mempunyai

akar-akar kompleks.
Dalam kasus tersebut dimana A; dan A, adalah bilangan kompleks, kita
mempunyal pertanyaan “Apakah ada beberapa cara yang sesuai untuk

mendefinisikan ~ ¢”* dan ™" ke dalam nilai-nilai real ?”. Jika ada, apakah

“*adalah penyelesaian dari persamaan (2.20) dalam interval

y,=e"dan y, =¢
-0 < X < +oo. Hal tersebut dimungkinkan karena penggunaan lebih memerlukan
penyelesaian dengan nilai-nilai real.

Sebelum menjawab pertanyaan, kita mengulang sedikit tentang kalkulus.

Dalam bilangan kompleks kita mengenal

z+z Z-Z
=u dan Imz=——=v
2 21

Rez =

dengan z=u + 1v, u dan v adalah bilangan real.

Fungsi e* mempunyai bentuk dalam deret taylor’s di sekitar x = 0 adalah

3
i x2 x o) xn
e =]+x+—T+—T+...: —
2.’ 3: 1=0 1.

untuk beberapa bilangan real x. Kita ganti x dengan ix dalam deret dan

menggunakan hasil deret ini sebagai definisi dari ¢™ .
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:(1—%—+———i—+ ..... )+i(,r—L+ L )
=COSXx+ isin~x ‘ ~
berarti juga bahwa fungsi e dapat dinyatakan dengan rumus euler
¢ = cosx +isinx (2.21)

untuk semua bilangan real x, Untuk bilangan kompleks z = u + /v didefinisikan .

e = e"e™ = ¢"(cosv +isinv)
atau

¢* = e™*[cos(Imz) + isin(Im z)]. (2.22)
Selanjutnya

¢% = e™*[cos(Imz — isin(Im 2)] = e* (2.23)

Perhatikan kembali persamaan(2.20), misalkan akar-akar karakteristik dari

polinomial p(1) = aA’ +bA+c mempunyai pasangan akar kompleks konjugat

sebut saja

A=u+ivdand, =u—-iv=14.

Kita definisikan y; dengan rumus

(u+iv)x ux _ivx
=&

By, = = RC

Hx

= e (cosvx +isinvx)

maka

Ay, d -,
= —{e™(cosvx+isinvx
dx  dx ( ( ))

ux

=ue™ (cosvx+isinvx)+e

ux

(—vsinvx +ivcosvx)

ux

= ue"™ (Cosvx +isinvx) + ive™ (cos vx + i sin vx)
={(u+ z'v)[e”’" (cosvx +isin vx)]

=(u+iv)y, = 4y
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dan

'y _ _6{[2’&

iy =a P p
dx*  dx a’xj_dxuﬂyl)hﬁ1 dx =AY

] yl +bdy
dx? dx

karena itu a—=- +cy, = (ak +bA +c)y, =0,

Dengan perhitungan yang sama kita lihat bahwa y, = ¢™* = y, juga penyelesaian.
Oleh karena itu penyelesaian umumnya adalah y=ce™ +c,e™, dengan
penyelesaian y, dan y,adalah bernilai kompleks.

Bagaimanapun juga kita dapat memperoleh penyelesaian yang nilainya real

seperti di bawah ini . Didefinisikan

W+, d Y™ M
T S an y, —
Y3 5 Yy 5

karena y; dan y, adalah kombinasi linear dari penyelesaian y; dan y, , maka

mereka juga merupakan penyelesaian. Karena y, = 3, , maka

Sy
Y3:M—2}_1:Re%> Yy =

Sitha i
i

=Imy,,

atau
y; = e cosvxdan y, = e“sinvx.
Dua penyelesaian ini adalah bebas linear , sebab

e cosvx e™ sinvx

W(y3 ? '}}4 )(x) . Hx ux ] vy E uy
ue™ cosvx —ve™ sinvx  ue™ sinvx + ve™ cosvx

2m 2ux

(ucosvxsinvx +vcos® vx) — e (i cos vasin vx — usin? vx)

=™ {(u COS VX SIN VX — % COS VX $in vx) + (v cos” vx + sin m)}
- 8211\ (V) - veZm £ O

Jadi penyelesaian umum persamaan(2.15) dengan akar-akar kompleks
A = u +iv dari persamaan karakteristiknya adalah

¥y =e""(¢ cosvx + ¢, sinvx).
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Contoh 2.19:

Selesaikan persamaan diferensial (D? +2D +10)y = 0.
Penyelesaian :

Polinom karakteristik dari persamaan dalam bentuk operator diferensial di
atas adalah p(1)= A4 +21+10 dan persamaan karakteristik p(1)=0.
Akar-akar karakteristiknya adalah A; = -1+31 dan A, = -1-3i. Penyelesaiannya
berupa dua nilai kompleks yaitu

e = o7 (cos3x £ isin 3x)

sehingga {e““' cos3x,e " sin 3x} adalah himpunan penyelesaian fundamental yang
bernilai real.
Penyelesaian umumnya adalah

y=c¢e cos3x+ce  sin3x.

2.3 Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen Orde Dua dengan Koefisien
Konstan
Pada subbab sebelumnya telah dibahas tentang persamaan linear homogen
dan penyelesaiannya dengan metode operator diferensial. Pembahasan subbab ini
akan digunakan untuk menyelesaian sistem persamaan diferensial linear dengan
koefisian konstan orde dua, yang mempunyai bentuk nonhomogen.
Definisi 2.12:
Persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua dengan koefisien
konstan adalah persamaan yang mempunyat bentuk
Ly=ay +by +cy = g(x) (2.24)
dimana a, b, dan ¢ adalah konstanta dimana a 0 dan g(x) adalah fungsi yang

kontinu pada interval ¢ <x<b .
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Definisi 2.13:
Suatu fungsi y, yang tidak memuat konstanta sebarang dan memenuhi
persamaan(2.24) dapat disebut penyelesaian partikular dari persamaan.

Contoh 2.28:

1. Persamaan 3y’ +3' = 8 mempunyai persamaan khusus yaitu Vp=8x.
Karena dengan memasukkan y, = 8dan y, = Oke dalam persamaan
3y" +3' =8 menghasilkan identitas 0 + 8 = 8.

2. Tunjukkan bahwa y, = 2e" adalah penyelesaian khusus dari persamaan
Y 43y 2y =12¢".

Untuk menunjukkan tinggal memasukkan y, = 2¢", y, = 2¢*, dan y, = 2¢"ke
dalam persamaan 3" +3y’ + 2y = 12¢" menghasilkan identitas
2¢"+2(2e"y+2(2e ) =12e".

Definisi 2.14:
Bersesuaian dengan persamaan (2.24) adalah persamaan diferensial
linear homogen
Ly=ay’ +by +cy=0 (2.25)

disebut persamaan diferensial homogen yang terkail.

Dalam penjelasan operator diferensial terdapat teorema
L{dy, +d,y,)=d Ly +d,Ly, dengan L sebagai operator diferensial.
Untuk semua konstanta d,,d, dan untuk semua fungsi y,, y, yang mempunyai

dua turunan yang kontinu. Penyelesaian umum dari persamaan (2.25) dapat

diletakkan bersama-sama seperti aturan berikut ini.
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Teorema 2.4: Prinsip Superposisi
Andaikan y, merupakan penyelesaian partikular dari Ly = g, dan andaikan
v dan y» merupakan dua penyelesaian bebas linear dari persamaan homogen
Ly = 0. Maka penyelesaian umum dari (2.24) dapat ditulis dalam bentuk
Y=oy oy, +y, (2.26)
dimana ¢ dan ¢; konstanta sebarang.
Bukti :

Untuk membuktikan teorema, harus kita buktikan bahwa

¥ =y, +6,y, + y,adalah penyelesaian dari (2.24) . Dengan sifat linearitas dari

operator diferensial L, maka

Ly=L{gy +oy, + yp)
=qly + oLy, + Lyp
=cl0+cl0+g=g¢g

sehingga y = ¢y, +¢,, + y, adalah penyelesaian dari Ly = g dengan dua
konstanta sebarang ¢; dan ¢, .
Kemudian harus dibuktikan bahwa konstanta memenuhi beberapa kondisi awal
Y(Xo) = ap dan y/(x0) = a; . Tentu saja , ini harus tunggal dalam memilih ¢; dan ¢,
Supaya

e (Xo) + () + (%) = 4
dan ey (Xp)+ ey (X)) + v, (%) = a.
Selanjutnya kita mempunyai pemecahan sistem simultan

Yi{xo)e, + ¥a(x0)c, ={a,—~, (%))
y; (x5)e +yé/(x<> )e, =(q ”“y;(xo )

untuk ¢; dan ¢, . Oleh sebab itu y; dan 3, bebas linear, determinannya adalah
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}yl P =N (xo)yg(xo) = 2 (32 (%) = w(, 1, (%) # 0.

Y{/(xo) y;(%),

Jadi karena y; dan y, bebas linear maka c; dan ¢, akan dipenuhi satu dan hanya
satu jalan. Bukti selesai.
Contoh 2.21:

Tunjukkan bahwa y = %xz adalah penyelesaian partikular dari
¥ +2y=x"+1,3(0)=1,y(0)=1 kemudian tentukan juga penyelesaian
masalah nilai awal .
Penyelesaian :
Untuk menunjukkan bahwa y = —é-xz adalah penyelesaian persamaan diferensial,
subtitusikan y =1x’dan y" =1 ke dalam persamaan y’ +2y = x> +1, maka
didapatkan y" +2y =1+2(2x%)= x> +1.
Perhatikan persamaan homogen 3’ + 2y = 0 dan akar-akar persamaan bantu
A +24 =0 adalah A = 0 dan A = -2. jadi penyelesaian umum persamaan
homogen adalah

y=c +ce’.
Sedangkan penyelesaian umum nonhomogennya adalah

y=c +c,e + 15
sehingga ¥(0)=¢ +c,dan y' =-2c,e™ +x maka y'(0)= — &
dari kondisi di atas, bahwa ¢ +¢, =1,dan —2¢, =1 maka dari sistem persamaan
diperoleh

¢, =3,dan ¢, =-%.

Jadi penyelesaiannya adalah
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Kita dapat menemukan persamaan umum (2.24) jika salah satu
penyelesaian partikular dari (2.26) dapat ditemukan dan jika dua penyelesaian y,
dany, bebas linear yang diperoleh dari persamaan homogen yang terkait yaitu
Ly =0 dapat ditemukan . Bentuk kombinasi linearnya adalah

V.=, 6, (2.27)
dan dijumlahkan dengan y, . Penyelesaian (2.27) ini merupakan penyelesaian
komplementer, dan y, adalah penyelesaian partikular dari (2.24).

Dengan metode yang sama dapat digunakan untuk memisahkan
penyelesaian dari persamaan Ly = g; + g, dalam tiga bagian. Kemudian { 3,3, }
merupakan himpunan penyelesaian fundamental dari persamaan homogen Ly = 0.

Maka y, dan y, merupakan penyelesaian partikular dari dua persamaan
homogen

Ly, =gdanly, =g,
maka penyelesaian umum dari Ly = g, + g, adalah

Y=oyt Ty, ty,, -

Dengan teorema berikut ini akan diperlihatkan bahwa fungsi penggerak g
yang diandaikan bahwa fungsi penggerak g = g; + g, penyelesaian dari
persamaan diferensial linear tersebut penyelesaiannya dapat dilihat dari fungsi
g1 dan g, secara sendiri-sendiri.

Teorema 2.5:

Andaikan y, adalah penyelesaian partikular dari
Ly=5b,)" +by +byy =g (x) (2.28)

dan y, adalah penyelesaian partikular dari
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Ly= 'b2y# + b])’/ +byy = g,(x) (2.29)
maka y, + y, adalah penyelesaian partikular dari persamaan
Ly =5y +by +by = g(x)+g,(x). (2.30)

Bukti :

Untuk menunjukkan bahwa y = y =+ ¥, adalah penyelesaian partikular dari
persamaan (2.30), dengan mensubtitusikany =y, + ¥, ke dalam ruas kiri dari
persamaan(2.30) sehingga akan sama dengan ruas kanan. Maka diperoleh

by (¥, + ¥, +b(v, +v,) +b(y, +,)
=by, +by," +by, +by, +by, +by,

= (b, by, +by, )+ by, by, +byy, )
=g (x)+g,(x)

bentuk b,y - by, g b,y ,, sama dengan g;(x) karena v, adalah penyelesaian
partikular dari (2.28) dan bentuk b,y, " +5y, +b,y,
sama dengan g(x) karena y, adalah penyelesaian partikular dari (2.29).

Bukti selesai.

Untuk memperluas teorema di atas maka dapat ditampilkan

~

Ly=gi+g,+..+g, (2.31)

pertama kali harus ditemukan penyelesaian Yy, dari Ly = g untuk j=12,.,m,

kemudian temukan suatu himpunan fundamental { y,, } dari penyelesaian /y =

0, dan bentuk penyelesaian umumnya adalah

27

yECH O )Y, (2.32)
J=1
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Untuk menentukan vy, telah dibahas pada sub bab sebelumnya , untuk menentukan

y,, dan y, akan dibahas dalam materi berikut ini.

Dari definisi dan teorema di atas telah dibahas tentang penyelesaian
persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua dengan koefisien konstan,
selanjutnya akan dibahas lebih lanjut penjelasan tentang penyelesaian persamaan
dengan metode operator diferensial. Metode ini sebenarnya hampir mirip dengan
metode keluarga diferensial, perbedaannya adalah mengubah persamaan
diferensial linear nonhomogen menjadi persamaan diferensial linear homogen.
Kemudian persamaan diferensial homogen baru tersebut diselesaikan dengan
mengunakan operator diferensial.

Berikut ini akan diberikan definisi penghapusan(annihilators).

Definisi 2.185:
Andaikan g(x) mempuyai n derivatif, maka polinom operator diferensial

M=aD"+a, D" +.. +aD+a, disebut menghapus g(x) jika Mg(x)=0.

-1

Di atas telah dibahas definisi penghapusan dan sebenarnya metode ini
hanya efektif pada fungsi yang akan dihapus atau fungsi penggeraknya terbatas
pada suku-suku  berbentuk  kombinasi linear fungsi-fungsi
x*e* coshx dan x*e™sinbx dimana k adalah konstanta positif dan b konstanta
sebarang. Jadi metode operator diferensial hanya akan digunakan pada fungsi g(x)
yang dapat dihapus, untuk selain fungsi-fungsi tersebut tidak akan dibahas pada
penulisan ini.

Berikut ini akan dibahas tentang penggunaan metode oprator diferensial

untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear nonhomogen.
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Dalam teorema(2.24), diberikan bahwa persamaan(2.24) mempunyai penyelesaian

y =y, +y,dimanay, adalah persamaan partikular.

Andaikan  persamaan  diferensial nonhomogen  mempunyai  bentuk
L(D)y = g(x) dimana fungsi g(x) adalah fungsi yang dapat dihapus oleh operator
diferensial M, maka Mg(x) = 0. Dalam membentuk bentuk umum y, dapat dilihat
langkah-langkah berikut.
1. Tentukan y, yang merupakan penyelesaian komplementer.
2. Tentukan penghapus M untuk g(x), kemudian kerjakan pada kedua
ruas persamaan L(D)y = g(x) dan didapatkan ML(D)y = 0.
3. Tentukan penyelesaian diferensial linear homogen ML(D)y = 0. Hasil
penyelesaian ini  akan terdiri dari dua penyelesaian yaitu

¥, + v, sedangkan y, adalah penyelesaian yang diperoleh dari akibat

dari M. Suku-suku tambahan in1 adalah bentuk umum dari persamaan
partikular.

4. Bentuk umum tersebut harus dicari koefisien-koefisiennya dengan
mensubtitusikan ke dalam persamaan diferensial linear nonhomogen,
selanjutnya dengan menyamakan koefisien-koefisien variabel yang
sejenis akan didapatkan konstanta-konstanta penyelesaian.

Contoh 2.22:
Tentukan penyelesaian umum dari persamaan
' =2y -3y =2¢"~10sinx. (2.33)
Penyelesaian :
Dalam bentuk operator diferensial persamaan(2.33) dapat ditulis sebagai
(D*-2D-3)y =2¢e" —10sinx.

Persamaan diferensial linear homogen yang berkaitan dari persamaan(2.33) adalah
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(D*-2D-3)y =0
penyelesaian komplementer dari persamaan diferensial linear homogen adalah
y, =ce +oet
Perhatikan fungsi penggerak g(x)=2e¢" —10sinx yang terdiri dari dua fungsi .
Fungsi 2¢" diberikan penghapus (D-1) dan fungsi —10sin x diberikan penghapus
(D* +1). Jadi fungsi g(x)=2e"—10sinx mempunyai fungsi penghapus
(D-1)(D?+1). Dengan menggunakan penghapus pada kedua ruas pada
persamaan (2.33) maka akan diperoleh

(D-D)D* +1)(D*-2D-3)y = (D-1)D* +1)(2e" - 10sinx)
(D-1YD? +1)D?-2D=-3)y =0

(D-1)D*+1)YD-3)D+1)y=0. (2.34)
Persamaan diferensial homogen(2.34) mempunyai akar-akar -1, -1, , 3, dan + 1.
Jadi penyelesaian persamaan homogennya adalah

—-x 3x . X " L oo .
yZCIE +C2€ +€3€ +C4COS)»+CSSH'1,\/

(2.35)
.y(: yp

dari persamaan (2.35) dapat disimpulkan bahwa y, harus bersesuaian dengan
e’ +c,cosx+cgsinxy  karena dua suku pertama adalah y.. Dengan
menggunakan notasi koefisien yang berbeda pada c,e” + ¢, cosx + ¢ sinx dapat
ditulis sebagai

v, = Ae’ + Beosx+Csinx.

Untuk mencari koefisien dari y, , dapat dicari dengan mensubtitusikan ke dalam

persamaan(2.33) sedemikian hingga
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y, = Ae* + Bcosx—Csinx
y, = Ae* = Bsinx ~ Ccosx
subtitusikan ke dalam persamaan (2.33), maka

(Ae” — Bsinx — Ccosx) —2(Ae” + Beosx — Csinx)

—3(Ae” + Bsinx + Ccosx)=2¢e" —10sinx

At —Bsinx—-Ccosx 24" ~2Bcosx+2Csinx

—34e" —3Bsinx—3Ccosx =2¢" —10sinx

Ae* —24e" —34e* — Bsinx+2Csinx—3Bsinx

—(C'cosx—2Bcosx—3Ccosx =2¢* —10sinx

—44e" +(2C-4B)sinx + (=28 -4C)cosx = 2¢* —10sinx.
Dengan menyamakan koefisien-koefisien yang sejenis maka diperoleh sistem
persamaan

-44=2, 20 -4B=0, -2B-4C=-10
dari sistem persamaan tersebut diperoleh

A=-+, B=1 C=2
sedemikian hingga penyelesaian partikularnya adalah

b AS —4e’ —cosx+2sinx.

Jadi penyelesaian umumnya adalah

X

3 By . .
y=y. +y,=ce’ +ce —5e’ —cosx+2sinx.

Dalam mencari persamaan partikular y,, , lebih mudah bila kita mempunyai bentuk

umum untuk membentuk persamaan tersebut. Berikut ini akan diberikan bentuk

umum dari yp
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a. Bentuk umum yy, terdiri dari kombinasi linear fungsi-fungsi penghapus
dari fungsi pengerak g(x). Apabila ada suku dari y, yang merupakan
duplikat dalam y. ,maka

b. Bentuk y. yang merupakan duplikat ). harus digandakan dengan
mengalikan x berpangkat bilangan bulat positif minimum sesuai yang
diperlukan untuk membuat semua suku dalam y. + y, adalah fungsi-

fungsi yang bebas linear.

Metode koefisien tak tentu dengan operator diferensial hanya efektif untuk fungsi
pengerak berupa fungsi-fungsi yang telah dicantumkan pada tabel maupun
kombinasi linearnya. Andaikan fungsi penggeraknya mempunyai bentuk seperti
tg x,secx, dan x* metode ini akan sulit digunakan, tetapi untuk fungsi seperti itu

tidak akan dibahas.

Daftar tabel fungsi g(x) dan bentuk umumpy,
Fungmg{v} .

X (n bilangan posmf ) A+ Ax+ A+ + A X

e/l\' Ae;‘*“
sinhx atau cosbx Asinbx + Bcosbx
x"e™ e (A + Ax + AX" + .+ A4 x")

e™sinbx atau e coshx €™ (Asinbx + Bcoshx)

Contoh 2.23:

Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial linear nonhomogen

Y+ y =2y =667 43" - dx’ (2.36)
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Penyelesaian ¢
Persamaan (2.36) dapat ditulis dalam operator diferensial

(D*+D-2)y = 6% + 3¢ - 4x°.
Persamaan diferensial linear homogen yang berkaitan adalah

(D’+D-2)y=0.
PDLH ini mempunyai akar-akar 1 dan — 2, sehingga
penyelesaian komplementer dari PDLH adalah

Y.=ge' +c,e?
Dengan ketentuan bentuk umum Yp di atas maka dapat di tentukan penyelesaian
partikularnya adalah

Y, = Ae" +Be™ +C + Dx + Ex?
karena ¢ dan &' merupakan kelipatan konstan dari y, , maka masing-masing
fungsi digandakan dengan x sehingga diperoleh bentuk y, yang merupakan
kombinasi linear dari fungsi-fungsi keluarga diferensial yang telah digandakan
yaitu

Y, = Axe* + Bxe™ +C + Dx + Ex? (2.37)
persamaan ini merupakan penyelesaian partikular dari PDLNH. Dengan
menurunkan y, sampai tingkat dua

v, = de* + Axe* + Be™ —2Bxe™™ + D+ 2Ex
v, = Ae” + Ae* + Axe* —2Be™ —2Be™> 4+ 4Bxe™ 1 2F
=24e" + Axe" —4Be™ +4Bxe™™ + 2F

subtitusikan ke dalam persamaan (2.36), maka
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+{Ae” + Axe™ + Be™ = 2Bxe™ + D+ 2Ex)
—2(Axe” + Bxe™ + C+ Dx + Ex?) = 6™ +3¢* — 42
2A4e* + Axe® —4Be ™ + 4Bxe ™ +2F
+ Ae* + Axe™ + Be™* = 2Bxe™ + D +2Ex

—2Axe" = 2Bxe™ =20 = 2Dx - 2Ex? = 672" 4 3¢ —4x?

24e" + Ae” + Axe™ + Axe™ — 2 Axe”
—4Be™ 1+ Be™ +4Bxe™® — 2Bye > ~ 2 Bxe 2
+2E+D=2C +2Ex~2Dx = 2Ex? = 67 4+ 3¢* — 42
34e” ~3Be™ - 2Ex* + (2E = 2D)x + (2E + D= 2C) = 6™ +3¢" — 42

Dengan menyamakan koefisien—koefisien yang sejenis maka diperoleh sistem

persamaan

3A4e" =3e", —3Be™ =6e™, ~2Ex’ =-4x*, 2F-2Dx=0, 2E+D-2C =0

dari sistem persamaan diperoleh
A=1, B=-2, C=3, D=2, E=2
sedemikian hingga penyelesaian partikularnya adalah

-2x

y,=xe" —2xe "+ 3+ 2x+2x2.
Jadi penyelesaian umumnya adalah

Y=Yy, =qe +oe +xe’ —2xe ™ 434 2x + 257
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PENYELESATAN SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL I INFAR

SIMULTAN ORDE PERTAMA DAN KEDUA DENGAN KOEFISIEN
KONSTAN DENGAN METODE OPERATOR DIFERENSIAL

3.1 Sistem Persamaan Diferensial Linear Simultan

Pada bab sebelumnva telah kita mempelaiari tentang venvelesaian
persamaan diferensial linear dengan satu funesi tak diketahui . Dalam bab ini akan
dibahas tentang sistem persamaan linear dengan dua dan tiga fungsi tak diketahui.
Pembahasan  sistem tersebut akan diverluas dengan membahas tentang
penyelesaian dari sistem persamaan diferensial dengan koefisien konstan. Untuk
menvelesaikan sistem persamaan diferensial dengan koefisian konstan sebenarnva
banyak cara atau metode yang bisa digunakan tetapi kita akan memfokuskan
dengan menggunakan metode operator diferensial.

Karena kita akan menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear dengan
menggunakan operator diferensial maka untuk selanjutnya kita akan membatasi
pada sistem persamaan dengan notasi operator diferensial linear.

Sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan koefisien
konstan dengan dua fungs: tak diketahui mempunyai bentuk baku

Dxr =dpX, tdanx, +ﬁ({) o~
A (3.1)
n TR SN A

TV e e rgl L T
IS L I I SO |

. v A
D) “ayevy

. d ‘ . .
duinaia 0 = — dan gy adalah konstanta. Sistem(3.1) dapat ditulis sebagai
t

Dxy —ayx; —apx, = f1(0)
N atau
Dixy —ayx, —ayx, = fH(0)

46
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(D=a,)x =apx, = f1(0)
—ayx (D =ay)x, = £,(t)

Kita akan memperhatikan dengan lebih umum sistem persamaan diferensial
linear simultan orde dua dengan dua fungsi tak diketahui dimana
L,(D)= a,D* +a,D+a,, dengan i, j = 1,2 akan mempunyai bentuk

L,D)x, +L,D)x, = f,(1)

L, (D)x, +L,,(D)x, = £,(t)
dimana L;(D) adalah polinom operator diferensial.

Bentuk sistem tiga persamaan diferensial linear simultan dengan tiga
fungsi tak diketahui mempunyai bentuk

L,,(D)x +L,(D)x, + L5(D)x; = f1(£)
L, (D)x, + L (D)x, + Ly (D)x; = f,(2)
Ly (D)x, + L, (D)x, + Lz (D)x; = S3(0)

dimana L;(D) adalah polinom operator diferensial.

Setiap sistem dari bentuk (3.1) adalah bentuk dari (3.2), tetapi tidak setiap sistem
dari (3.2) adalah sistem order pertama. Biasanya, sebuah sistem seperti itu (3.2)
dapat ditulis sebagai sistem order pertama, seperti yang telah ditunjukkan
sebelumnya.

Contoh 3.1:

1. Sistem persamaan berikut adalah sistem persamaan diferensial linear dengan

dua fungsi tak diketahui

(D+2Dx+(D+2)y=e™
(D+3)x+(D+3)y=e?

2. Sistem persamaan
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(=D? +5D~7)x, +(D=Dx, =0
X +(D=2)x, —x, =0
(4D =9x, +(D-T)x, =0

adalah sistem persamaan dengan tiga fungsi tak diketahui.

Setelah kita membahas bentuk sistem persamaan diferensial linear, kita
akan membahas tentang penyelesaian sistem persamaan yang menggunakan

metode operator diferensial.

3.2 Metode Eliminasi
Metode yang digunakan dalam menyelesaikan sistem persamaan
diferensial linear adalah metode eliminasi. Berikut ini akan diberikan definisi
tentang penyelesaian sistem persamaan diferensial linear.
Definisi 3.1:
Sebuah penyelesaian sistem dua persamaan diferensial linear simultan
dengan dua fungsi tak diketahui
L, (B, I¥%(D)x, = 7,(r)
Ly (D)x; + Ly (D)x, = £,(2)
adalah pasangan fungsi x; dan x, yang keduanya secara serempak memenuhi

persamaan.

Tehnik pertama dapat digunakan untuk memecahkan sistem dari jenis
(3.3) adalah disebut metode eliminasi. Teori dan teknik mengingatkan dari metode
eliminasi untuk menyelesaikan sistem dari persamaan aljabar linear.
Definisi 3.2:

Sebuah sistem persamaan dikatakan ekuivalen dengan persamaan(3.3) jika
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mereka mempunyai penyelesaian yang sama.

Contoh 3.2:

Dua sistem berikut ini adalah ekuivalen

(=-D+6)y, — Dy, =~1
(D-=3)y, =0
dan

3y -Dy, =-1
(;D—B)yl =0

karena kedua sistem tersebut mempunyai penyelesaian yaitu

3x _ 3x o
Y= Cle y2 =C,e + X

Untuk memulai menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear
simultan dengan koefisien konstan berorde dua dengan operator diferensial, kita
akan membuat garis besar untuk menyelesaikan sistem linear. Dari definisi

bentuk sistem persamaan diferensial linear simultan orde dua adalah

Lyx, +L,x, = f1(0)

(3.4)
Loy, +Lyx, = £,(0)
dimana Ly, Lis, Loy, dan L, adalah operator diferensial linear order dua dengan

koefisien konstan.

Contoh 3.3:

Carilah bentuk operator diferensial dari sistem persamaan diferensial linear (3.4)

dari
2
d fc—fil:t-l—l
dars  di
§+@/——3x+y:2t—l

ar dr
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Penyelesaian :
Dart persamaan di atas kita dapat menggunakan notasi operator

diferensial, maka sistem tersebut akan menjadi

D’x~-Dy=r+1
(D-3x+D+Dy=2r-1

Dengan jelas ini adalah bentuk dari (3.3) dimana

L,=D L,=-D, L, =D=3, L,=D+1.

Sekarang perhatikan sistem umum(3.4), kita kerjakan operator diferensial
L, pada persamaan pertama dari(3.4) dan kerjakan operator diferensial L;, pada
persamaan kedua dari(3.4). Ini akan menghasilkan

LoLyx +LpL,x, =L, f(0)
LpLyx +LpLoyx, =L, £5(1)

kemudian dengan cara mengurangi persamaan pertama dengan persamaan kedua

dan karena L,,L,,x; =L, L,,x,, maka akan diperoleh

LyLyx, —L,L,x =L, fi(t)~-L,f,®
atau

(Ll —LLox =L, )L, £} (3.5)
Bentuk L,,L,, ~L,,L,, di dalam ruas kiri dari persamaan (3.5) yang merupakan
operator diferensial linear dengan koefisien konstan. Jika bentuk L,,L,, ~ L,,L,,
tidak sama dengan nol dan bentuk tersebut kita notasikan dengan L,. Jika fungsi
Ji(t) dan fungsi f5(t) membuat ruas kanan dari(3.5) yaitu L, f,(1) - L,, /,(¢) ada,

maka kita tulis ruas kanan tersebut sebagai fungsi g; dari ¢. Persamaan (3.5) dapat

ditulis sebagai

Lix=g1(). (3.6)
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Persamaan(3.6) adalah persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan
dalam satu variabel bebas x,, kita melihat prosedur eliminasi yang lain untuk
variabel bebas x..

Dalam menyelesaikan persamaan diferensial (3.6) untuk x,, telah dibahas
dalam bab sebelumnya. Persamaan (3.6) adalah persamaan berorder empat karena
persamaan 1ni hasil kali dua polinom operator diferensial berorde dua, sehingga
penyelesaian umumnya adalah berbentuk

Xy =y + Gty + iy +cyuy + U, 3.7)
dimana u,,u,,u,,u, adalah empat penyelesaian yang bebas linear dari persamaan

diferensial linear homogen L, x, = 0, €1,C;,¢5,¢, adalah konstanta sebarang dan

Uy adalah penyelesaian partikular dari L,x, = o

Untuk mendapatkan penyelesaian(3.4) yang lengkap maka kita akan
mengeliminasi x, . Dari sistem (3.4) kita kalikan dengan operator diferensial L,;
kepada persamaan pertama dan Li; persamaan kedua, sehingga diperoleh

Lyl +L,L,x, = L, /i)
LiLyx +L,Lyx, = Ly, f5()

Kurangkan persamaan kedua dengan persamaan pertama, maka akan diperoleh
(LyLy -LyLp)x, =L, @) -1, £(5)
atau
(LiLy =LuL,x, =L, A0 -1, £,(1). (3.8)
Jika fungsi-fungsi fi(t) dan £(t) membuat ruas kanan persamaan(3.8) yaitu

L, /(€)= L, f,(t) ada, maka kita tulis ruas kanan tersebut sebagai fungsi g, dari
t, sedemikian hingga persamaan dapat ditulis
Lix, =g,(1). (3.9)

dimana L; dinotasikan untuk operator diferensial L,L,-L,L,,.
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Persamaan (3.9) adalah persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan
dalam satu variabel bebas x, , karena kita telah mengeliminasi variabel x;. Seperti
dalam bab sebelumnya penyelesaian persamaan(3.9) untuk x,, adalah
penyelesaian dalam bentuk

Xy =k + kv, +kguy + kg + U, (3.10)
dimana u,,u,,u,,u,adalah empat penyelesaian bebas linear dari persamaan
homogen L, x, = 0 (atau L,x, = 0). Sudah dapat dilihat dalam(3.10), %, ko ks ky
adalah konstanta sebarang, dan U, adalah penyelesaian partikular dari

. 5, =)

Jadi kita lihat bahwa jika x; dan x, memenuhi sistem linear(3.4) maka x;
memenuhi satu persamaan diferensial (3.6) dan x, memenuhi saty persamaan
diferensial linear (3.9). Maka jika x; dan x, memenuhi sistem (3.4), maka x,
adalah bentuk dari (3.7) dan x, adalah bentuk dari (3.10). Bagaimanapun,
pasangan fungsi diberikan oleh (3.7) dan (3.10) tidak dapat memenuhi sistem
(3.4) untuk semua pilihan dari konstanta C1, €2, €3, Cu, Ky, ko, k3, k4 Oleh karena
itu pasangan ini (3.7) dan (3.10) secara serempak(bersamaan ) tidak memenuhi
sistem persamaan, yang diberikan sebarang pilihan dari 2x4 konstanta yaitu ¢y,
C2, €3, Cs, ki, ko, ks, ky. Dengan kata lain, urutan untuk x; diberikan oleh(3.7) dan
xy diberikan oleh(3.10) untuk memenuhi sistem(3.4) sebanyak 2x4 konstanta c,,
C2, €3, C4, ki, ko, k3, ky. Beberapa dari mereka tidak bebas dengan yang lain. Dapat
ditunjukkan bahwa banyaknya konstanta bebas di dalam persamaan (3.7)
dan(3.10) yang merupakan penyelesaian umum sistem linear(3.4) adalah sama

dengan order yang terdapat pada bentuk operator L nlo =L,L,, yang dapat

diperoleh dengan mencari determinan
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LU L12
L21 L22

Pada operator “koefisien “ dari x; dan x, dalam persamaan(3.4) maka determinan
dari operator koefisien tidak identik dengan nol. Kita telah asumsikan bahwa
operator L; mempunyai order 4. Jadi konstanta pada pasangan (3.7) dan (3.10)
yang memenuhi sistem (3.4) hanya 4 konstanta dari 2x4 konstanta.

Di dalam menentukan order, yang mana terdapat 2x4 konstanta, harus dipilih 4
konstanta sebagai bebas dari 4 konstanta yang lain. Subtitusi x; yang diberikan
oleh(4) dan x; yang diberikan oleh(3.10) ke dalam sistem persamaan (3.4).
Konstanta-konstanta ¢, ¢, ¢, ¢4, ki, ky, k3, ks yang memenuhi hubungan di
dalam pasangan (3.7) dan (3.10) disebut penyelesaian umum dari (3.4).

Contoh 3.4:

Selesaikan sistem

o
d j—%)i:z‘ﬂ

j; df’ . (3.11)
—+~i—3x+y=21—1

dr dt ’

Penyelesaian:

Kita menggunakan notasi operator diferensial pada sistem ini ditulis dalam bentuk

D’x-Dy=t+]
i . (3.12)
(D-3)x+D+1)y=2r-1
Kita menggunakan operator (D+1) pada persamaan pertama dari (3.12) dan
operator D pada persamaan persamaan (3.12), diperoleh

(D+1D)D*x=(D+1)Dy = (D+1)(¢ +1)
D(D=3)x+D(D+1)y=D(2-1)

Jumlahkan dua persamaan , kita peroleh
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i(D +DD? + D(D - 3)}x =(D+D){t+1)+ D2~ 1)
(D’ +D*+D* =3D)x=1+1+1+2

akhirnya

(D +D*-3D)x=t+4 (3.13)
penyelesaian umum dari persamaan diferensial (3.13) adalah

14 1
X = . )[+C e~31_____[,_____f2. 3.14
L =€ rce 3 9 6 ( )

Hasil dari sistem (3.12) dan gunakan operator diferensial (D- 3) pada persamaan

dari (3.12) dan operator D* persamaan kedua (3.12) . Kita memperoleh

(D=3)D*x—(D=3)Dy=(D=3)z+1)
D*(D=3)x+D*(D+1)y=D*(2~1)

kurangkan persamaan pertama dari persamaan kedua, kita mendapatkan
|- (D-3)D=D*(D+Dy = (D-3)t +1)= D? (2 - 1)
atau
(=D* -2D* +3D)y=-3t-2
atau
(D> +2D* -3D)y=3¢+2. (3.15)
Penyelesaian umum dari persamaan diferensial(3.15) adalah
y=h the vhe™ —4r-17 (3.16)
Maka jika x dan y memenuhi sistem(3.11) maka x harus ada dalam bentuk (3.14)
dan y harus ada dalam bentuk (3.16) untuk pilihan dari konstanta-konstanta 1, Ca,

cs, ki, ky, ks . Determinan dari operator diferensial dari x dan y di dalam (3.12)

adalah

D?* =D
D=3 D+1

=D +2D%*-3D.
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Hasil determinan tersebut adalah persamaan yang mempunyai orde tiga, maka di
dalam penyelesaian umum dari sistem (3.11) mempunyai dua konstanta,
Konstanta untuk pasangan (3.14)dan (3.16) memenuhi sistem (3.11) hanya tiga
dari enam konstanta ¢, ¢;, ¢, ki, ks, ks yang dapat bebas. Untuk mencari dua
konstanta yang bebas, maka dapat diperoleh dengan mensubtitusikan x yang
diberikan oleh (3.14) dan y yang diberikan oleh(3.16) ke dalam salah satu
persamaan sistem(3.11). Subtitusi ke dalam persamaan kedua dari (3.11), kita
memperoleh

[cze’ +9c,e™ —§]+[/<2@’ +9k,e™ —]}—3[01 +cye’ e ~ Ly —%z‘ZJ

i+ koo + ke 4 112]= 241
3¢, +k ]+ [F2¢, + 2k, " + [~ 6c, -2k, e — 2 1 2 = 2 -1

-3¢, + &y ]+ [~ 2¢, +2k, ' +[- 6, -2k, ] ~ 2 =0,
Karena ¢’ dan ¢ tidak pernah sama dengan nol maka persamaan di atas akan

dipenuhi jika

=3¢, +k -L=0
e P, [ (3.17)
6, — 2k, =0

Sistem(3.17) harus dapat dipenuhi, dengan memilih tiga dari enam konstanta
dalam(3.17). Jika kita memilih ¢;, ¢, dan ¢; bebas, maka kita memperoleh
ky=4+3c, , ky=c, dan k,=-3c,.
Subtitusi konstanta ki, k, dan k; ke dalam(3.16), menghasilkan persamaan
y=3¢c +c,e =3c,e™ + U —47-1¢ Sehingga penyelesaian umum  dari
sistem(3.11) diberikan oleh
x=¢ e voe — -1

y=3¢ +ce’ =3c e + -4y -1y

dimana ¢y, ¢, dan ¢; adalah konstanta bebas.
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Jika kita memilih kj, k, dan k; sebagai konstanta bebas di dalam (3.17), maka

- 17 1
¢ =-5+3k
¢, =k,

— 17
Cy=—1k,

sehingga penyelesaian umum dari sistem (3.1 1) dapat kita tulis

.1 r_ 1 -31___5/___&;__ 142
x=35k +ke' —Ltke t— =t

317

y=kthke +hke -4r-14
Berikut ini akan diberikan teorema yang merupakan syarat dari suatu sistem
persamaan dan banyak konstanta yang ada di dalam suatu penyelesaian umum
dari sistem persamaan diferensial linear.
Teorema 3.1:
Andaikan sistem persamaan diferensial linear simultan dengan
koefisien operator diferensial

L+l x, = §&) (3.18)
Lo gl Lo, %, J/8)
maka banyaknya konstanta bebas adalah sama dengan order dari
A=L, Ly —L, L, .
Bukti :

Dalam membuktikan kita mempunyai sistem yang terkait yaitu

Liyx, +L,x, =0 : .
WL T2 T Karena konstanta dari penyelesaian bergantung kepada
Loz, + Ly, =0

persamaan homogen maka kita dapat mencari bukti dengan sistem homogennya.

Untuk membuktikan persamaan pertama dalam sistem homogen kita bentuk

menjadi x, =-—2x, | kemudian subtitusikan ke dalam persamaan kedua
11

sehingga diperoleh
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L
Ly (==)x, + Lyyx, =0
1

kita kalikan dengan operator diferensial L;; sehingga
=Ly Lypxy + 1y Ly, =0
(LijLyy = Ly Lyy)x, =0 . (D

. o L .
Persamaan pertama kita bentuk menjadi ¥, =——1x  kemudian
12

subtitusikan ke dalam persamaan kedua sehingga

_ 2
Loy + Ly <—_jiﬂ—)xl =0

12
kita kalikan dengan operator diferensial L, sehingga
LyLyyx ~ L L,,x, =0 atau
— I, %, + Ly Logx = OFatan
(Ll — L, L ] =0 (2)
Sistem dari (1) dan (2), yaitu

(LiLoy =Ly Lyy)x, =0
(Ui Loy =Ly Lyy)x, =0

Karena koefisien dari x; dan x, sama yaitu Ly Ly, = L1, maka peenyelesaiannya
sebanyak orde dari Z,,/,, — L, L,. Kombinasi linear dari penyelesaian juga
merupakan penyelesaian dan konstanta yang diperlukan harus sebanyak orde
daril, L, — L, 1L,,.

Jadi konstanta yang diberikan untuk penyelesaian sistem persamaan

sebanyak orde dari A=1,,L,, — L, L,,. Bukti selesas.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Teorema 3.2:
Jika persamaan(3.18) di dalam teorema 3.1, yang mempunyai A tidak identik
nol, maka sistem persamaan tersebut mempunyai penyelesaian tunggal.
Bukti :
Andaikan sistem mempunyai penyelesaian tunggal. Sistem mempunyai
penyelesaian tunggal jika matriks dari koefisien operator diferensial

Lll Ll2 g -
/ mempunyai invers.

LZI 22

LM L12

Karena syarat dari matriks [ Jmempunyai invers jika L, L,, — L, L,, # 0

21 22
Hal ini berbeda dengan hipotesis bahwa Iy, —L,1.,=0.

Jadi, jika A=7,L,, -1, L, =0 maka sistem mempunyai banyak penyelesaian
atau tidak mempunyai penyelesaian. Bukti selesai.

Contoh 3.5 :

Berikut ini akan diselesaikan soal dari contoh 3.1 no 1
Sistem persamaan berikut merupakan sistem persamaan diferensial dengan dua
fungsi tak diketahui . Selesaikanlah persamaan ini.

(D+Dx+(D+2)y=e™

(D+3)x+(D+3)y=e?

Penyelesaian :

Sebelum kita mencoba mencari penyelesaian dari sistem persamaan di
atas, kita menguji apakah sistem tersebut mempunyai penyelesaian. Dengan
menggunakan teorema 3.2 .

Ly =(D+2), Ly, =(D+2), Ly, =(D+3), L,, =(D+3).

Determinan
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Lll LIZ
LZI ]‘22

2 2 (D+2XD+3)—(D+3)D+2)=0
={D+ +3Y—(D+ =0
D+3 D+3 ( KD +2)

Menurut teorema 3.2, jika determinan koefisien operator diferensial
identik dengan nol maka sistem tersebut tidak mempunyai penyelesaian .
Contoh 3.6:

Selesaikan sistem persamaan berikut ini

W =2+, =1 (.19
23/1/ + ¥ +y; -4y, =0 k

Penyelesaian :
Langkah pertama yang harus dilakukan adalah menulis sistem persamaan
dalam bentuk operator diferensial.

Dy +(=2D+1)y, =1

. 3.20
CD+)y, +(D* -4y, =0 3.20

Kemudian langkah selanjutnya menguji apakah sistem persamaan ini mempunyai

penyelesaian atau tidak dengan cara mencari determinan dari koefisien operator

diferensial
> ra2p
i 22[ = (0D -4~ 2D +1)(=2D+ 1) )
2D+1 D*—4 (3.21)

=D"-4D?* +4D* - 2D +2D-1=D* -1
Karena hasil operasi determinan tidak identik dengan nol maka sistem persamaan
mempunyat penyelesaian.
Untuk mencari penyelesaiannya dimulai dengan cara mengeliminasi y, pada
sistem(3.20). Dengan mengalikan persamaan pertama dari (3.20) dengan (D*-4)
dan persamaan kedua dengan (-2D+1), maka diperoleh

(D? =4)D*)y, +(D? = 4)(=2D + 1)y, = (D* —4)(1)
(2D +DQ2D+ Dy, +(=2D +1)(D* = 4)y, = (2D +1)(0)
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Hasil pengurangan persamaan pertama dengan persamaan kedua adalah

(D? =4 D)y, —(=2D+D(2D + Dy, =(D? = 4)(1) - (=20 +1)(0)
(D*=4D* +4D* +2D -2D ~1)y, = —4

(D =1y, =4 (3.22)
Persamaan nonhomogen (D* - 1)y, = —4 mempunyai penyelesaian komplementer
Yo=0e +ee” e, co8x+ ¢, sinx
dan penyelesaian partikularnya adalah
W, = 4.
Jadi penyelesaian umum persamaan nonhomogen(3.22) adalah
M=cge tee fo,cosx+ o, siny+4. (3.23)
Untuk mencari penyelesaian y, dapat dengan mengeliminasi y; pada (3.20) maka

dengan mengalikan persamaan pertama dari(3.20) dengan (2D+1) dan persamaan

kedua dengan D* maka diperoleh

(2D + 1)(‘])2 Yy, 2D+ D(-2D+ Dy, =@2D+ H{H
(D*)2D +1)y, + (D>} D* - 4)y, = D*(0) ;

Hasil pengurangan persamaan pertama dengan persamaan kedua adalah

{(21) + (2D + 1)~ (D*D? - 4)1;/2 = 2D+ 1))~ D*(0)
(~4D+2D-2D+1-D" +4D%)y, =1

(-D* +1)y, =1 atau

(D* -1y, =-1.

Persamaan nonhomogen (D* —1)y, = -1 mempunyai penyelesaian komplementer
Y, =ke’ +ke +kycosx+ k, sin x
sedangkan penyelesaian partikularnya adalah

Yy, =1

r
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Jadi penyelesaian umum dari persamaan nonhomogen (D* - Dy, = -1 adalah
Yy=ke ' +ke™ +kycos x+k,sinx+1 (3.24)

dari determinan(3.21) diperoleh jika persamaan berorde empat maka konstanta

sebarang penyelesaian umum sistem linear sebanyak empat. Dari persamaan(3.23)

dan(3.24) dapat ditentukan

7

Y =ce’ —c,e —cysinx+ ¢, cosx

Ji . A 3
Y =ce’ e —c cosx—c,sinxy  dan

Yy =ke’ —k,e™ —k,sinx+k, cosx
kemudian subtitusi ke dalam persamaan pertama dari sistem(3.20) akan diperoleh
Y =2y +y, = e’ +o,et — ¢ cosx—c, sinx
= 2(ke’ —kye™ —kysinx+k, cosx)
+he' +hke +kcosx+k,sinx+1=1
atau

(e =2k)e” +(c, +3ky)e™ +(~cy =2k, + k;)cosx +(—c, + 2k, + ksinx+1=1
atau

(¢; =2k)e” +(c, +3ky)e™ +(=c; =2k, +ky)cosx +(~c, + 2k, +ky)sinx=0

karena ¢* dan e™ tidak pernah nol, maka persamaan homogen tersebut akan
terpenuht jika

-2k, =0

¢, +3k, =0

-2k, +k, =0

-Cy + 2k, +k, =0

dengan memilih konstanta k sebagai konstanta bebas, maka

¢ =2k,

¢, = -3k,

¢y = -2k, +k,
c, =2k, +k,
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Penyelesaian umum sistem persamaan diferensial linear (3.19) adalah

w o =ket =3k,e” +(ky -2k, )cosx+ 2k, + k,)sinx + 4

v, =k’ +kye " +hkycosx+k,sinx+1

Dalam metode eliminasi sebuah sistem persamaan diferensial linear dapat
dilakukan secara sistematik yaitu dengan menggunakan metode dalam aljabar

yaitu menggunakan aturan Cramer’s. Persamaan (3.5) dan (3.8) berturut-turut

yang berbentuk
(LLa —LpL, )x =L22f1<’7)‘L12f2(f.) (3.5)
(L Ly =LypLy)x, =L, f,(6)-L, /i) . (3.8)

Kita lihat bentuk operator diferensial L,,L,, ~L,,L,, pada ruas kiri dapat ditulis
dalam kerja determinan

L L
g = LuLzz T lein

L21 22

dan ruas kanan dari persamaan (3.5) ditulis dalam determinan adalah

][1 (i) LIQ

10 L =Ly [1{8) = Ly, 15(t)

dan ruas kanan dari persamaan (3.8) ditulis dalam determinan adalah

Ly S : ,
=Ly, o)=Ly /,(0)

in /~2(r) 11/ 2 11
Sedemikian hingga persamaan (3.5),(3.8) dapat ditulis dalam bentuk determinan
pseudo

Ly Ly _ H) Ly

Ly, L' A L

21 22 .f2 ’ 22 (325)
LII Ll2 = Lll /l(f)
L2I [22 ’ Lll 7[2 (f)




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI s3

Persamaan (3.25) mengingatkan pada aturan Cramer’s untuk penyelesaian dua
persamaan linear di dalam dua variabel dan dengan cara ini akan lebih mudah
mengingatnya. Jika sistem persamaan diferensial linear adalah homogen

(f(H=0 dan f{z)=0), maka ruas kanan dari sistem persamaan (3.5), (3.8) dan

(3.25) adalah nol.

Pengembangan dari sistem dua persamaan diferensial linear dengan dua
fungsi tak diketahui adalah sistem tiga persamaan diferensial linear dengan ti ga
fungsi tak diketahui. Sistem dari tiga persamaan diferensial linear dengan
koefisien konstan yang mempunyai tiga fungsi tak diketahui dalam bentuk
operator diferensial adalah

Lygxy + Lip Xy + Lygxs = £,(8)
Loy + Loy, + Lysxy = fo(1).
Loy + LaypXy + Lysxs = f3(1)

Untuk mencari mencari variabel tak bebas x; = x(t) kita gunakan aturan

Cramer’s yang memenuhi persamaan linear tunggal

Ly L, Ly HG) L, Ly
Ly Ly Lyl =1/5(8) Ly, Ly
Ly Ly Ly Ol

Demikian pula untuk mencari variabel tak bebas x; = xu(t). harus memenuhi

persamaan linear tunggal

Ly Ly Ly Ly £ Ly
Loy Loy Ly =Ly Fo(1) Ly
Ly Ly Ly Ly i) Ly

dan Untuk x3 = x3 (1)
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Ly Ly Ly Ly Ly, L)
Loy Ly Lyslxy =\Ly Ly, fo(1)].
Ly Ly Ly Ly Ly f3(0)

Dengan adanya aturan Cramer’s ini akan mempermudah dalam mencari
penyelesaian sistem persamaan diferensial linear dengan koefisien operator
diferensial.

Untuk lebih jelasnya akan diberikan contoh untuk menyelesaikan sistem
persamaan diferensial linear kedua pada contoh 3.7
Contoh 3.7:

Akan diselesaikan soal dari contoh 3.1.2, yaitu sistem persamaan
(=D* +5D~T)x, +(D-1Dx, =0
X, D=2, = (3.26)
(4D -9, +(D-Dx; =0
adalah sistem persamaan dengan tiga fungsi tak diketahui.
Penyelesaian :

Kita mencari determinan koefisien operator diferensial dari sistem

persamaan(3.26), yaitu

0 -D*WSD-7 -
1 D=2 =1 |=0+0+(D-D{AN4D=9)~0~0~(D - DH(I)(-D* +5D-7)
0 4D-9 D=1

=4D* - 9D 4D +9+D* -5D> +7D-D* +5D 7

=D’ -2D*-D+2

=(D-2)D+1)(D-1).

Jalan yang mudah untuk menyelesaikan sistem persamaan yaitu dengan

menggunakan aturan Cramer’s seperti yang telah dijelaskan di atas. Penggunaan
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aturan tersebut akan dijelaskan dengan mengerjakan contoh. Untuk mencari

variabel tak bebas x; dengan aturan Cramer’s adalah

0 -D*+5D-7 D-1 0 =D*+5D-7 D-1
1 D=2 -1 |x, =0 D=2 -1
0 4D -9 D-1 0 4D -9 D-1
(D=2 D+1)(D=Dx, =0
sehingga penyelesaian persamaan diferensial homogen adalah
X =ae +ae Fae’ (3.27)

Kemudian dicari fungsi x, dengan aturan Cramer’s maka

0 -D*+5D-7 D-1 0 0 D-1
1 D=2 -1, ={1 0 -1
0 4D -9 D=1 0 0 D-1
(D=-2YD+1)D-Dx, =0
sehingga persamaan linear homogen di atas mempunyai penyelesaian yaitu
Xy, =be* + b+ b (3.28)

Kemudian dicari fungsi x; dengan aturan Cramer’s maka

0 -D*+5D-7 D-1 0 -D*+35D-7 D-1

1 D-2 =1 |x, =11 D-2 =

0 4D -9 2 0 4D -9 DES
(D=2)D+1)(D-Nx; =0

sehingga penyelesaian persamaan diferensial homogen adalah

Xy = e + et (3.29)
Subtitusi penyelesaian (3.27), (3.28) dan (3.29), ke dalam persamaan ke tiga dari
(3.26) akan diperoleh

(4D =9)(b ™ +h,e™ +bhe*y+(D - Dice™ +c,e™ +c,e*)=0

AD(be™ +bye™ +bye* )~ 9b,e> —9be™* —Ob, o

W L2X -X x 2x -X N
+D(¢e™ + e ety - e — e — et =0
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66
8b,e™ —4b,e™" + 4b,e™ —9b ™ — 9b,e™" - 9b.e"
+20e™ — e +oget — et - e —cet =0
(b +¢))e™ +(=13b, - 2¢,)e™ + (=5by)e* =0. (3.30)

Karena ¢*, ¢™ dan ¢" tidak pernah nol, maka persamaan (3.30) akan dipenuhi jika

by +¢ =0
-13b, =2¢, =0
~5b, =0 ataub, =0

kita ambil konstanta ¢; dan ¢, sebagai konstanta bebas

by =-¢
AT
b, =—-%c,
b, =0
sehingga
. 2x =3¢ x
Xy =ae” +ae +age
2
2x -x
X, =—c e’ ——c,e
? : 138 (3.31)

Xy =cge” +oeTt 4 el

Dart hasil tersebut, kemudian dicari lagi konstanta agar terdapat tiga konstanta
bebas dengan mensubtitusikan (3.31) ke dalam persamaan kedua dari persamaan

(3.26), maka diperoleh
_ 4 . . , . .
e +aye” +ae” +(D— 2)(—ce”™ — Fcze Y= (¢, +e,e™ + cye” 7=
3)
2 ~X Y _n 2x 7 -x 2x 4 ~X 2x -x X
aem tme T tazet —2c et +—ce +20e7 +—ce —ge —ce™ — e =0
\ 13 13 ’

, X 2 4 . i
(a, = 2¢, +2¢,— )™ +(a, +F02 +1—;c2 e H(ay —cy)et =0
3 =)

c 7 c
(al ! )eh +(a2 “Ecz)eﬂ +(a3 _cs)ex =0. (3.32)

Karena ™ , ¢™ dan ¢ tidak pernah nol, maka persamaan (3.32) akan dipenuhi jika
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a,~¢; =0 atan g, = ¢,
7

ay~—¢c, =0 atau a, =—c,
13 13

a,—cy =0 atau a, =c,

Sehingga penyelesaian sistem persamaan (3.26) adalah

3. 3. Metode Triangular
Dalam subbab sebelumnya telah dibahas tentang eliminasi untuk
menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear, tetapi eliminasi ini harus
mencari berapa banyaknya konstanta bebas yang ada di dalam penyelesaian
sistem persamaan. Untuk metode operator diferensial ini akan ditunjukkan tehnik
yang selalu menghasilkan banyaknya konstanta sebarang yang benar. Berikut ini
akan diberikan definisi tentang bentuk triangular.
Definisi 3.3:
Sebuah sistem persamaan diferensial dalam bentuk triangular jika masing-
masing persamaan berturutan di dalam sistem mempunyai paling sedikit satu
fungsi yang tak diketahui dari pada persamaan sebelumnya. Bentuk umum

sistem dalam orde dua adalah

Lyyxy = f1(0)
Loty +LypXy = £5(1)

dimana Ly, Lay, Lo, adalah polinom operator diferensial.

Contoh 3.8:

Sistem berikut ini adalah sistem persamaan diferensial linear dalam bentuk
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triangular

(2D +3)x, =0
(D+2)x, +D*x, =0

Untuk membawa suatu sistem bentuk operator diferensial ke dalam
bentuk triangular kita menggunakan definisi ekuivalen. Bentuk ekuivalen tersebut
dapat dibentuk dengan perlakuan serangkaian operasi. Operasi tersebut ada tiga
macam, yaitu

Pertama, kita dapat menukar tempat dari dua persamaan dari sistem .
Contoh 3.9:

Sistem berikut ini

a) et Ly =3
Lyx+Ly,y=0

Dengan menukar baris pertama ke baris kedua dan sebaliknya pada sistem (a),
maka terbentuk sistem (b)

). Loyx+Lyy=0
Lyx+L,y=3

Jadi kedua sistem tersebut ekuivaien.

Kedua, operasi terdiri dari perkalian sederhana dalam satu persamaan dari
sistem dengan konstanta tidak nol.
Ketiga, operast dikerjakan dalam dua sisi dari satu persamaan dari sistem,

misalkan baris ke-1 dengan polinom operator

MD)=a,D" +a, ,D"" +..+a,D+a, dan jumlahkan hasilnya ke persamaan

-1
lain dari sistem, sebut baris ke-j. Di dalam sistem baru tersebut, hanya persamaan

ke-j yang telah diganti. Untuk M(D) di
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peroleh dari pembuat nol pada kolom tertentu misalkan kolom-k, sehingga

M(D)Lu(D) + Li(D) = 0.

Untuk lebih jelasnya kita lihat sistem berikut

Ly (D)xy + Ly (D)x, = f1(1) > (3.33.a)
Loy (D)x, + Loy (D)x, = [,(1) (3.33.b)

operasikan kedua ruas dari persamaan pertama dengan M(D) dan jumlahkan hasil

ke dalam persamaan kedua, maka diperoleh

LH(D)XI +L12(D)x2 = fz () (3.34.a)
[2,, (D) + M(D)L, (DY, +[Ly, (D) + M(D)L, (D)]x, = 7,(0)+ M(D)£,(r)  (3.34.b)

untuk menunjukkan bahwa kedua sistem persamaan tersebut adalah ekuivalen kita
lthat teorema berikut ini.

Dengan menggunakan definisi ekuivalen pada subbab sebelumnya, maka
dapat dijelaskan teorema berikut ini untuk menyelesaikan sistem persamaan
dengan menggunakan sistem triangular.

Teorema 3.3:
Andaikan M(D) adalah polinom operator diferensial, maka sistem
(3.33.a),(3.33.b) dan sistem (3.34.a),(3.34.b) adalah ekuivalen.
Bukti :

Menurut definisi, dua sistem persamaan diferensial ekuivalen adalah
mempunyai penyelesaian yang sama, untuk menunjukkan tinggal ditunjukkan
bahwa penyelesaian sistem persamaan pertama pasti juga memenuhi sistem
persamaan kedua, atau sebaliknya.

Andaikan x; = xi(t) , x» = x(t) adalah pasangan yang memenuhi
persamaan pertama dari sistem pertama, maka x; = x(t) , x2 = x(f) juga

pasangan yang memenuhi persamaan kedua dari sistem pertama, dan sebaliknya.
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Operator diferensial Ly, , Ly , L , Ly ,dan M(D) adalah operator
diferensial dengan koefisien konstan. Kita asumsikan  £(t) dan /A(t) kontinu
untuk turunan semua order. Dengan menggunakan prinsip dasar, bahwa jika x;(t)
., x(t) memenuhi persamaan (3.33.a) dan (3.33.b) maka xi(t), x(t) juga
memenuhi persamaan (3.34.a), karena persamaan (3.34.a) adalah sama dengan
persamaan (3.33.a), dan persamaan (3.34.b) diperoleh dari persamaan
(3.33.a),(3.33.b) dengan mengalikan M(D) dengan persamaan (3.33.a) kemudian
dijumlahkan dengan (3.33.b), maka x,(t) dan x,(t) juga memenuhi (3.34.b).
Sebaliknya jika penyelesaian (3.34.a) dan (3.34.b) didapatkan, maka penyelesaian
(3.33.a) juga didapatkan karena sama dengan (3.33.a) dan (3.33.b) didapatkan dari
(3.34.a),(3.34.b) dengan mengalikan (3.33.a) dengan M(D), kemudian digunakan

untuk mengurangi (3.34.b), Jadi penyelesaian sistem persamaan kedua memenuhi

sistem pertama. Jadi kedua sistem tersebut adalah ekuivalen. Buksi selesai.

Dengan adanya teorema di atas, maka dalam mencari penyelesaian sistem
persamaan dapat dicari dengan membentuk sistem dalam bentuk triangular.
Langkah-langkah dalam membentuk tiangular akan diberikan berikut ini -

1. Memilih sebuah Li(D) dari order terkecil dan gunakan untuk
mereduksi order dari semua operator diferensial yang lain di dalam
kolom itu.

2. Operasi pada persamaan yang lain dan jumlahkan, menghasilkan
persamaan lain.

3. Persamaan yang sedang dioperasikan harus dapat dimasukkan ke
dalam sistem baru yang ekuivalen di dalam bentuk tak dirubah.

4. Ulangi proses sampai bentuk triangular .
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Berikut ini diberikan definisi dari penyelesaian sistem persamaan diferensial
linear.
Definisi 3.4:

Jika sistem berbentuk triangular, yaitu

Lyx; = f1(0)
Lyyx; + Lypx, = f,(F)

maka fungsi tak diketahui dapat ditentukan satu demi satu dari sistem
persamaan ini. Sistem kemudian sudah tertentu dengan fungsi x tak diketahui,
kecuali untuk sebarang konstanta dari pengintegralan(penggabungan),
ditentukan dengan cara khusus.

Definisi 3.5:

Jika sistem persamaan pertama di dalam sistem triangular mengandung
fungsi tak diketahui lebih dari satu atau jika beberapa persamaan yang lain
mengandung lebih dari satu fungsi tak diketahui yang melebihi fungsi dalam
persamaan sebelumnya, maka beberapa bilangan tak diketahui ditetapkan
sebarang, dan ketetapan salah satunya dinyatakan dalam bentuk fungsi tak
diketahui sebarang, sistem adalah inderteminate(tak tentu).

Definisi 3.6:

Jika mungkin terjadi persamaan pertama atau beberapa persamaan
berikutnya dalam sistem triangular yang mengandung bukan fungsi tak diketahui ,
maka sistem 1ni dikatakan sistem tak bebas. Dari sistem ini terjadi dua
kemungkinan, yaitu

1. persamaan pertama bebas dari fungsi tak diketahui adalah identitas dan
dapat diabatkan, maka sistem konsisten dan dapat ditentukan yang lain

atau tak dapat ditentukan.
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2. persamaan bebas dari fungsi tak diketahui yang bukan identitas, maka
sistem in1 tidak mempunyai penyelesaian.
Contoh 3.10;
Tentukan bagaimana memilih fungsi h supaya dapat mengikuti sistem yang

konsisten, dan tentukan penyelesaian umumnya ?

(D? -Dx~(D*~D)y=nh (3.35.2)
(D*+D)x-D%*y=0 “ (3.35.b)
Penyelesaian:

Langkah pertama kita akan mengeliminasi fungsi y, dengan definisi di
atas maka untuk mengeliminasi y dengan mengurangi baris pertama dengan baris

kedua, hasilnya untuk mengganti baris kedua, maka akan diperoleh

(D -Dx—(D*-DYy=h
(-1-Dyx+Dy=h \

Dari kedua persamaan dijumlahkan baris pertama dengan baris kedua, maka akan
diperoleh

(D +D)x-D*y=0
(~1-D)x+Dy=h

dari kedua persamaan di atas, kalikan baris kedua dengan operator diferensial D,
kemudian gunakan untuk mengurangi baris pertama, maka akan diperoleh

(0)x+(0)y = Dh (3.35.a")
~(D+Dx+Dy=h (3.35.b")

Kemudian persamaan (3.35.9' ) terdiri selain y atau X, sistem (3.35.a), (3.35.b)
adalah bebas. Persamaan (3.35.a’) identitas hanya jika Dh =0, sedemikian hingga

sistem (3.35.a), (3.35.b) adalah konsisten jika dan hanya jika /#(¢) = k Maka hanya

persamaan (3.35.b/) sisanya yang memenuhi sistem. Sedemikian hingga
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persamaan terdiri dari dua fungsi yang tak diketahui, satu dari mereka dapat
diptlih sebarang , maka

x(t)= f(t), dimana f(¢)sebarang.
Maka kita mendapatkan untuk y, persamaan

Dy=k+(D+1)f
jadi penyelesaian umumnya adalah
WOy =kt + f O+ [ £ty + 4
dimana A adalah konstanta sebarang.
Contoh 3.11:
Selesaikan sistem persamaan berikut ini dengan metode Triangular

~(D+2)x, +(D* —d)x, = 4 (3.36.2)
(D+3)x, +(D+7)x, =0 (3.36.b)

Penyelesaian :

Dalam menyelesaikan sistem persamaan dengan metode triangular sistem tersebut
harus kita bentuk ke dalam bentuk triangular dengan cara sebagai berikut.
Jumlahkan persamaan kedua kepada persamaan pertama, maka akan diperoleh

sistem yang berbentuk

¥ +(D*+D+3)x, =4t (

3.37.a)
(D+3)x, +(D+7)x, =0 (3.3

7.b)

Selanjutnya kita lihat persamaan pertama dioperasikan dengan (D+3), didapatkan
(D+3)x, +(D+3)D* +D+3)x, =4+12¢

persamaan ini kita gunakan untuk mengurangi persamaan kedua dari sistem,

diperoleh sistem persamaan yaitu

x, +(D*+D+3)x, = 4t (3.38.2)
(D+7)=(D+3)(D> + D +3)x, =—4—12 (3.38.b)
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persamaan kedua yang terlibat hanya satu fungsi yang tidak diketahui yaitu x» |

dapat ditulis sebagai
[(D+7)=(D+3)D? + D+3)x, =-4-121
[(D+7)=(D* + D> +3D+3D% +3D + )k, = 412
—(D*+4D% +5D+2)x, = —(4+12¢) '
(D+2X(D+1)7x, =4+12
Dari persamaan di atas dapat dicari penyelesaian dari fungsi x,. Dengan cara yang
sudah dibahas pada bab sebelumnya maka persamaan nonhomogen ini
mempunyai penyelesaian komplementernya adalah
X, =ce ik ce +ore” (3.39)

dan penyelesaian partikularnya adalah Xp, = 61 —13. Sehingga penyelesaian

umum x; adalah

x, = voe vogte” 6113,

Subtitusi ke dalam persamaan pertama akan menghasilkan

x, +(D? + D+3)ce™ +c,e” +eyte” +61—13) =4t
x, = =(D? + D+3)ce™ +ce” +egte” +61—13)+4¢
=-[4ce™ + e =2¢ce” +oyte” +0+0-2ce —ce” +ee” —cyte” — 640
+3c,e” +3c,e” +3cte”™ +181+39]+ 4r
= —[scie™ +3c,e7 —cye +3te™ +181+33)+ 4

=-5¢ce™ ~3c,e” +ce” ~3eyte” —181—33+ 4t

x, ==5c,e™ =3c,e” +oy(1-3p)e” —14r-33 (3.40)
Jadi (3.39) dan (3.40) adalah bentuk penyelesaian umum dari sistem persamaan
(3.36).

Contoh 3.12:

Temukan penyelesatan umum dari sistem yang terdiri dari tiga fungsi tak

diketahui
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(D? =3D)x+(2D -1y =0
» . . (3.41)

(D+Dx—Dy=e?
Penyelesaian ¢

Koefisien dari y di dalam persamaan pertama adalah operator dengan
order terendah. Oleh karena itu kita akan mengeliminasi fungsi y dengan
mengoperasikan persamaan kedua dengan 2, kemudian hasilnya digunakan untuk
menjumlahkan persamaan pertama maka diperoleh

(D> =D+2)x—y=2e"

(D+1Dx=Dy=e" »
Dengan mengalikan persamaan pertama dengan operator diferensial D,maka
hasilnya
(=D° + D* = 2D)x+ Dy =-2De™ dan hasilnya ini digunakan untuk mengurangi
persamaan kedua, maka akan diperoleh

(D*=D+2)x—y=2e"

(=D +.D? - D +)x ==2De"" 424
atau

(D? - D+2)x—y=2e"

(=D’ +D*=D+lx=e""
Bentuk di atas merupakan bentuk triangular dan sistem determinate, maka sistem
tersebut diselesaikan dengan mencari fungsi tak diketahui x. Persamaan kedua

dapat diselesaikan persamaan umumnya adalah

(-D*+D*=D+Dx=e" (3.42.2)

(D=D)(=D*~Dx=¢™ . (3.42.b)
Kita lihat persamaan(3.42.b), kemudian persamaan diferensial linear nonhomogen

tersebut mempunyai penyelesaian komplementer, yaitu

~ — ] 7 1
X, =Ce +0, COSt+Cy8m7
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dan mempunyai penyelesaian

X, =—¢
oo

1
Jadi penyelesaian untuk x adalah x=ce’ +c, cost +c,sint +Le”
Untuk mencari fungsi v dengan mensubtitusikan x ke dalam persamaan pertama
(3.42,a) dalam sistem , sehingga
- i74
y=(D?-D+2)x~2e™
; Ly %
=(D> =D +2)cie' +cyco8f+cysint+Ee?)~2e™
1 . 8 1y
=ce —¢, 08l —cysint + e’
! D Sem -~ 3 %’
—(¢e’ — ¢, SInf +¢; €08+ e’ )
. . N p
+2¢e’ +2¢, cost +2¢, sint + 8¢ — 20
) . 49 3
=2ce +(c, —¢;)cost +(c, +¢,)sint +Ee? —2e*
. ) 3 27
=(c, —¢3)c081 +(c, +¢y)8int +2¢ce’ —1e?
. ]
=(c, —¢;)C081 +(c, +¢y)sint +(2¢, = 2)e? v

jadi penyelesaian umumnya adalah

. 1y
x=ce +c,co8r+c,sint +Le?

y=(c, —c;)cost +(c, +¢y)sint +(2¢, —ﬁg’—)eé’

3.4 Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen
Sebuah sistem yang merupakan reduksi dari bentuk dasar, andaikan sistem
tersebut mempunyat bentuk

Ly (D)x; + Ly, (D)x, = f,(F)
Loy (D)xy + Ly (D)x, = f,(1)

ketika fi(t), f>(t) semua sama dengan nol, maka sistem akan disebut homogen
sedangkan sebaliknya sistem akan disebut nonhomogen. Kita selanjutnya akan

membahas tentang sistem homogen dengan kasus-kasus yang mungkin terjadi
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pada sistem tersebut. Kita mencari penyelesaian partikular dari sistem yang
digunakan untuk membangun sistem persamaan. Kita juga telah membahas pada
bab sebelumya tentang penyelesaian dari persamaan diferensial orde kedua
dengan penyelesaian x = e”, kita gunakan penyelesaian itu yaitu dengan fungsi
berbentuk eh, untuk A adalah konstanta.

Sistem persamaan homogen dari sistem (3.43) adalah

Ly (D)x, + L (D)x, =0
Loy (D) + Loy (D), =0

(3.44)
Karena sistem yang mempunyai dua fungsi tak diketahui, maka sistem tersebut
akan mempunyal penyelesatan yang terdiri dari dua fungsi memenuhi sistem.
Andaikan penyelesaian dari sistem persamaan(3.44), mempunyai bentuk

x, =ae”,  x,=be” (3.45)
dimana «, b adalah konstanta. Subtitusikan (3.45) ke dalam sistem(3.44) sehingga

diperoleh sistem berbentuk

L (D)ae™ + L, (D)be™ =0

]: ((D))ae’-’ + LZ((D))be"-" =0 (5:40)
Dalam pembahasan kita hanya akan membahas tentang sistem persamaan berorde
dua, jadi kita dapat mengandaikan bahwa operator diferensial L1, L1, Lo, L»
polinom operator diferensial berorde dua, sehingga persamaan(3.46) dapat ditulis

sebagai

(/CzDZ +le+ko)Cl€M +([2D2 +]]D+[O)b€/it -0

2, . gr | - (347)
(m, D +m D +my)ae”™ +(1n,D" +nD+ny)be” =0

atau

(kz,%z +/{1/’)L +/(0 )ae’u +(Z23,2 +[1}" +Zo>be/11 -0

(inz}f +m A+ m, )ae’i’ +(:n2,?ﬁ + A+ 0, )bezz ~0

atau
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{(7(.2,%2 +k A+ ka+ (LA +Zlﬂ+lo)b_ie;‘f ~0
[(mzif +my A+ my)a+(n, A +?21/1+n())b}e;"' _o

Karena e tidak pernah sama dengan nol, maka sistem terpenuhi untuk semua
nilai A pembuat nol. Ini berarti sistem di atas dapat diselesaikan dengan mencari

(b, 2 + kA +ka+ (LA +1LA+1,)b=0

, (3.48)
(M, A2+ m, A+ myYa+ (A2 +nA+n, )b =0
Sistem 11 ada untuk pesamaan linear homogen ¢, b , penyelesaian lain
sistem mempunyai satu penyelesaian nontrivial @ = 0, b = 0 sehingga
menghasilkan tepat bilamana determian dari koefisien adalah nol, yaitu
2+l A+ky LA +LA+ | " (3.49)

m, AP+ m A +my, nzﬂz +m A+ n, -

Bentuk persamaan di atas dapat disebut persamaan karakieristik dari sistem
persamaan (3.43) dan akar-akarnya disebut sebagai akar-akar karakteristik.
Persamaan karakteristik dari sistem akan mempunyai beberapa kemungkinan
yaitu ;

1. real dan berbeda.

2. real dan berulang.

3. kompleks.
Kasus I
Akar-akar real dan berbeda.

Andaikan dua akar dari persamaan (3.49) adalah A, 4, merupakan real
dan berbeda. Hubungan dari akar Ay, kita dapat menemukan himpunan dari nilai-

nilai «,,b,(tidak semua nol) yang memenuhi (3.48) sedemikian hingga dua

— o = Ayt
X, =ae™,x, =be
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adalah penyelesaian dari persamaan (3.43). Dengan cara yang sama, untuk tiap
akar A, memberikan penyelesaian.
Dua rangkap penyelesaian bebas linear dan yang cocok adalah

x, =cae” +c,a,e™ ,
= s

At Ayl (350)

. CUS b

x, =cbe™ +c,be

memberikan penyelesaian umum sistem persamaan (3.43). Untuk memeriksa
bebas linear, hanya dengan menunjukkan bahwa konstanta-konstanta c¢,, ¢, dapat
kita memilih supaya x,, x, di dalam(3.50) direduksi kepada identik nol hanya jika

1 =0, ¢ = 0. Jika xy, x; boleh direduksi kepada nol, sedemikian hingga karena

mereka bebas linear dari fungsi-fungsi e”',e™ | kita dapat menyimpulkan bahwa
ga, =0, c,a,=0, ¢b =0, ¢b =0

Jika ¢; # 0, maka a; = 0, b; = 0, yang mana adalah kebalikan dari pada jalan

memilih sebarang, sebab 1tu ¢; harus sama dengan nol. Dengan cara yang sama

untuk ¢, = 0. Sedemikian hingga keduanya adalah bebas linear.

Kasus {1
Akar-akar real berulang

Dalam kasus kedua ini adalah dimana akar-akar dari persamaan
karakteristik adalah real dan berulang. Andaikan akar-akar A;,A, adalah sama,
maka 4, = A, . Kita sekarang menunjukkan bahwa penyelesaian dapat ditemukan .
Untuk mencari hampir sama dengan mencari penyelesaian dalam persamaan
linear, maka terdapat kombinasi linear dari ¢™,7e* . Hal ini seperti pada kasus
dari satu persamaan diferensial linear orde dua.

Contoh 3.13:

Selesatkan sistem persamaan berikut ini
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—x" =Sx+4y +y=0
—x +x+y —y=0
Penyelesaian :

Untuk menyelesaikan kita mengubah ke dalam bentuk operator diferensial
yaitu

(—D> = 5)x +(4D+1)y =0

3.51
(-D+Dx+(D-1)y=0 (3.51)

Sistem persamaan di atas mempunyai persamaan karakteristik yaitu

~ -5 44+1
~A+1  A-1

Kita selesaikan bentuk determinant tersebut sehingga persamaan karakteristik
tersebut mempunyai bentuk

(=22 =5 A-D~ (A +D)EA+D=0
(A A+ =5A+5- (4 +41-2+1)=0.
A +57-81+4=0

Persamaan homogen tersebut mempunyai akar-akar 2, 2, 1. Subtitusikan

penyelesaian x = e,y = be”’ ke dalam persamaan akan diperoleh

—dae® —5ae® +4.2be* +he* =0

—2ae® +ae* +2be* —be* =0

—9ae® +9be” =0
—ae* +be* =0
atau

-9a+9 =90

3.52)
—a+b=0 ( '

Kita mempunyai penyelesaian a =k,b =k, dimana k adalah sebarang

dengan k = 1, kita mempunyai penyelesaian
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¥ =e’y =e”
tetapi tidak dapat diperoleh dua penyelesaian bebas linear dari bentuk ae® , he? .
Untuk memperoleh dua penyelesaian, kita bentuk

x=e(at+a,), y=e'(bt+b,) (3.53)
subtitusi ke dalam sistem persamaan awal maka diperoleh

—2e¥ Qeyt +2a, +2a,) ~5e” ()t + a, )+ 4> (2bt + b, +2b,) +e¥ (bt +b,) =0

~ e Qayt+ay, +2ay)+ e (ayf + a,) + ¥ (bt + by +2b,)— e (bt +b,) =0

e*(=9a,i —4a, —9a,)+ e (9b1 +4b, +9b,) =0
e’ (~aj—a,—a))+e* (bt+b, +b,)=0 '
Karena ¢” tidak pernah nol, maka sistem tersebut dapat diselesaikan dengan
menyelesaikan
(=9a,f —4a, —9a, ) +(9b,f +4b, +9b,) =0
(—ajt—a,—a,))+ (bt +b +b,)=0
(=9a, +9b, )t —4a, —9a, +4b, +9b, =0
(—a,+bY—a,—a,+b, +b, =0 '
Dari sistem dapat ditemukan empat persamaan

~9a, +9b, =0, "G =0 (3.54.a)
atau
—4a, —9a, +4b, +9b, =0, —a —a, +b +b, =0 (3.54.b)

persamaan (3.54.a) sama dengan bentuk (3.52) jadi penyelesaiannya adalah
a, =k,,b, =k, dimana k; adalah konstanta sebarang. Persamaan (3.54.b)
dipenuhi oleh a, =k,,b, =k,, dimana k, adalah konstanta sebarang. Kita
temukan k; = 1, dan k, =0 , maka penyelesaian (3.53) adalah

& 2

X, =e’t, y,=e€

Py
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dan untuk akar A = 1, subtitusikan x, =a,e’,y, = be’ ke dalam persamaan

sehingga diperoleh
—a,e’ =5ae’ +4be’ +be’ =0
—ase +a) +bhe —be' =0
Akan diperoleh persamaan —6a.e’ +5b,e’ =0. Dengan demikian yang

memenuhi persamaan adalah «, = k,,b, =$k,, dengan mengambil k; = 1, kita

memperoleh penyelesaian

! {
xy=e, y,=%e.

Karena bentuk penyelesaian umumnya mempunyai bentuk

X=X+ X, + X,

Y=YtV t s
dengan demikian penyelesaian umumnya adalah

x=ce +eyte” + e

2 L2 6 1
y=qge +ole” +oyze

atau
7 2t f
x=(c, +cyt)e” +cye
y=(c +c,t)e’ +c Le
Kasus 1T

Akar-akar kompleks

Dalam kasus terakhir ini jika akar-akar dari persamaan karakteristik adalah
berupa akar-akar kompleks. Jika akar A,,4, dari persamaan karakteristik (3.43)
adalah bilangan kompleks sekawan a+bi dan a —bi, maka kita memperoleh dua

penyelesaian berbeda
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* -bi )t * —BiYl
x1 — A] e(m i) J’C} — Aze(zz hi)

an
. _B* (a+biy ¢ . R la-biy
X, =Bje X, = Bye

(3.55)

dari bentuk (3.44). Bagaimanapun, penyelesaian(3.55) adalah penyelesaian
kompleks, maka bagaimana kita mengubah ke dalam penyelesaian real, di dalam

kasus kita menganggap dua penyelesaian(3.55) dengan memulai sebagai berikut;
Pertama kita perlihatkan konstanta kompleks 4, dan B, di dalam penyelesaian di
dalam bentuk A4 = 4, +i4, dan B, = B, + iB,, dimana A;, A, B, B; adalah real
. Kita lalu gunakan rumus Euler ¢’/ = cos@+isin@ dan perhatikan penyelesaian
pertama (3.55) di dalam bentuk

x, = (A4, +i4,)e" (cosht +isinbt)

x, = (B, +iB,)e" (coshi + isinbt)
atau bisa ditulis sebagai

x, = e“[(4 cosbt — A, sinbt) + i( A, cosbr + A sinbr)]

x, = ¢“[(B, cosht — B, sinbt) + i(B, cos bt + B, sin bt)] 7
Dapat ditunjukkan pasangan [ KO+, (), g0 +ig, (f)] dari fungsi kompleks
adalah penyelesaian dari sistem (3.43). Jika dan hanya jika kedua pasangan
[fl ("), g, (t)] mereka terdini dari bagian real dan pasangan [ Tl D), el r)] terdiri dari
bagian imajiner dari penyelesaian (3.43). Jadi kedua pasangan tersebut

mempunyal bagian real

x, = e (4, cosht - A, sin br)

. ‘ (3.57)
x, =e“(B, cosht— B, sinbt)
dan bagian imajinernya adalah
x, =e" (A4, cosht— A, sinbt
‘ e 181050 (3.58)

x, = e"(B, cosbt - B, sinbt)
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Penyelesaian (3.58) dari sistem (3.43) juga penyelesaian dari (3.43). Selanjutnya,
penyelesaian dari (3.57) dan (3.58) bebas linear. Kita memeriksa dengan

menunjukkan determinan dari penyelesaian, dan kita menemukan

A = e” (A cosbt — A, sinbt) e (A, cosht + 4, sinbt)
7 e (B, coshr — B, sinbt) e“(B,cosbt— A,sinbt) (3.59)
fron 6201<AIBQ - AZBI )

Sekarang konstanta B, adalah kelipatan non real dari konstanta A, . Jika kita
asumsikan 4B, — 4,B, =0, maka mengikuti B, adalah kelipatan real dari 4~ |

yang mana kontradikst dengan hasil yang ditetapkan di dalam kalimat

sebelumnya. Jadi 4B, — 4,8, # 0 dan demikian determinan A(t) di dalam (3.59)

adalah tidak sama dengan nol. Jadi dengan teorema kebebasan linear penyelesaian
(3.57) dan (3.58) tentu saja bebas linear. Sedemikian hingga kombinasi linear dari
dua penyelesaian terdiri dari real, dalam kasus ini penyelesaian umum dari
sistem(3.43) sehingga penyelesaiannya tidak membutuhkan kedua penyelesaian
(3.55) .

Dari yang diperoleh (3.57) dan (3.58) maka dapat dibentuk penyelesaian
umum dari kedua penyelesaian tersebut. Syarat bahwa kedua penyelesaian
tersebut bebas linear telah ditunjukkan dengan (3.59), maka penyelesaian
umumnya adalah

x=e"[e (4, cosbt — A, sinbr) + ¢, (4, cosbi + A, sinht)]

y=e"[c, (B, cosht — B, sinbt) + ¢,(B, cosht + B, sinbr)]
dimana ¢; dan ¢, adalah konstanta sebarang .

Contoh 3.14:
Selesatkan sistem persamaan berikut ini

(D* =4)x, = (2D =1)x, =0

, (3.60
2D+Dx, +D°x, =0 )
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Penyelesaian :

Untuk menyelesaikan sistem tersebut kita asumsikan bahwa A merupakan
akar dari sistem tersebut sehingga salah satu penyelesaian adalah
x=Ade"y=Be" dan dengan mensubtitusikan penyelesaian ke dalam
sistem(3.60) akan diperoleh

(D? =4)de™ —(2D —1)Be” =0

A 8 (3.61)
(2D +1)Ae” + D*Be” =0

(D? -4ya-@p-1BE* =0
lep+na+ DBl =0
Karena ¢"' tidak pernah nol, maka sistem dapat diselesaikan dengan mencari A

pembuat nol. Atau sistem dapat diselesaikan dengan menyelesaikan sistem

(B =4)A=-(24-1)B=0

. (3.62)
2A+1DA+AB=0
Sistem persamaan mempunyai penyelesaian non trivial untuk 4, B bilamana
‘-4 —(24-1 v
L 4 Q’i )0, (3.63)
24 +1 A

Persamaan ini adalah persamaan karakteristik dari sistem linear(3.60). Persamaan

karakteristik dalam A mempunyai orde empat, yaitu

A =42 442 -24+24-1=0
A =1=0

atau
(A =D +1)=0.
Persamaan ini mempunyai akar-akar A, =i, A, =—i, 1, =1, A, =-1 Dengan

akar-akar ini kita akan memperoleh empat penyelesaian yang bebas linear dengan
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bentuk dasar Ae*, Be™. Kita mengambil untuk A = i, kemudian subtitusikan ke
dalam(3.62) akan diperoleh

(i? —4)A—(2i-1) =0
(2i+DA+i*B=0

(~1=4A-(2i-1)B =0
(2i+1)A-B =0

Dengan sistem tersebut dapat diperoleh nilai untuk 4 dan B yaitu

B=2i+1
A=1

Penyelesaian dasar sistem dengan 4=1, B=2i+1 , akan diperoleh penyelesaian

bernilai kompleks

x,, =(2i+1)e"
dari sistem(3.60).
Dengan menggunakan rumus Euler’s , penyelesaian tersebut menjadi bentuk

X, = (cos’ +isint)

X,, ={(2i+1)(cost +isint)

atau

X, = (Cost +1isint)
X,, = —2sint+cost +i(2cost +sint)’

Penyelesaian  tersebut terdiri dari bilangan real dan imaginer dari

penyelesaian(3.60). Kita memperoleh dua pasang penyelesaian real yaitu

X, = Ccost (3.64)
3.
x,, ==28Inf+ cost
X, =sinf .
dan (3.65)

Xy, =2cC0Sl+sins
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Sekarang kita lihat untuk akar A = 1 dan A = -1. Kedua akar ini adalah real

dan berbeda sehingga diperoleh penyelesaian

X, =€
N f (3.66)
X, =-3e
v, =e”’
dan "¢ . (3.67)
Xy, =e”

Dari empat penyelesaian (3.64), (3.65), (3.66), dan (3.67) dan mereka

saling bebas linear maka dapat kita tulis bahwa penyelesaian umum dari sistem

(3.60) adalah

X; =€, COSt+c, sint +cye’ +c,e”
X, = ¢ (=2sins +cost)+c,(2cost +sint) —3c,e’ +c e

atau

E . f ~1
X, =€ €08t +c,sint +ce’ +ce

Xy =(=2¢, +c,)sint + (¢, +2¢,)cost —3c,e’ +c,e”’
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BAB IV
PENERAPAN

4.1 Rangkaian listrik

Dalam skripsi ini yang menjadi permasalahan adalah penyelesaian sistem
persamaan linear simultan dalam bentuk operator diferensial. Serta penerapan
sistem persamaan diferensial linear dalam kehidupan sehari-hari, misalnya dalam

rangkaian listrik seperti pada gambar berikut.

i .4 ci
Ny S I £
7 2

i 2
WV
@ g R1 { é R2
2
i iy i

L, W o

~
Gambar 4.1

Dimana V(t) adalah fungsi yang disebut voltase

L adalah konstanta yang disebut induktan

R adalah konstanta yang disebut tahanan ohm

C adalah konstanta yang disebut kapasitor
Dalam rangkaian tertutup atau loop terdapat arus yang mengalir, arus ini akan
menghasilkan perbedaan tegangan pada tiap-tiap resistor, kapasitor dan induktor.
Beberapa hubungan antara arus dan tegangan V(t) yang melewati pada masing-
masing komponen adalah sebagai berikut:

1. Pada resistor, hubungannya diberikan oleh rumus

Eg = Ri(1) 4.1

88
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Dimana Eg adalah beda potensial pada tahanan dan i adalah arus yang
melewati tahanan tersebut.
2. Pada kapasitor, hubungan diberikan oleh rumus
E.= C‘lq :
Dimana E. adalah beda potensial pada kapasitor dan q adalah muatan
kapasitor. Karena i(t) = q/ , maka
i
E, =C™ [i(t)ydr (4.2)
o

Pada induktor, hubungan diberikan oleh rumus

2

B, =Lilt). (4.3)
Dimana Ey adalah beda potensial pada kapasitor dan I adalah arus yang

melewati indultor.

Sebuah rangkaian yang terdiri dari tahanan, induktan yang disusun seperti
pada gambar, akan berlaku hukum kirchoff’s kedua yang berbunyi bahwa jumlah
aljabar tegangan turun dalam sebuah loop tertutup adalah nol. Hubungan antara
11, 1y, 13 seperti pada gambar adalah jumlah antara iy, i5 iz adalah sama dengan
nol, atau dapat ditulis sebagai i; = i, + i3 Pada gambar terdapat 2 loop yaitu loop
kiri yang dinotasikan sebagai loop I; dan loop kanan yang dinotasikan sebagai
loop I, . Kita lihat loop I; ada beberapa arus yang melewati rangkaian pada loop I;
, yaitu 11 adalah arus yang melewati L, dan iy adalah arus yang melewati tahanan
R;. Jadi pada loop kiri ada dua arus yaitui dan i; .

Sekarang lihat loop kanan yang merupakan rangkaian tertutup ada dua
arus yang mengelilingi loop I, yaitu 1, yang melewati kapasitor C; dan melewati

tahanan tahanan R,. Sedangkan arus yang melewati pada R, adalah berlawanan
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dengan arus yang melewati R; pada loop kiri dan besarnya sama, jadi arus yang
melewati R; adalah — 13 .
Contoh 4.1 :

Sebuah rangkaian listrik yang dapat digambarkan oleh gambar

berikut int
< Cz\(?,ffa‘:;ad
i N N i
N3 -
§ Iz /1 é I1
R = 10hm
L =05 Henry V(t) = 12 wvolt

saklar
Gambar 4.2

dari gambar di atas jika saklar ditutup maka terdapat arus yang mengalir
dalam rangkaian. Pada saat saklar ditutup yaitu pada t = 0, maka akan mengalir
arus pada rangkaian. bentuklah model matematikanya dan selesaikan untuk
mencari arus [y dan b, .

Penyelesaian :

Pertama kita tentukan model matematikanya. Dengan hukum
Kirchoff’s kita menentukan bahwa i; =1; , i, =1, dan i3 =1, - I, . Kita lihat bahwa
Loop sebelah kanan arus 1; melewati kapasitor dan arus (I; — L, ) melewati

induktan, maka dari Loop sebelah kanan menghasilkan model matematika

C L)+ RA (=T, (1) =12

& [ LO+1L(0-1,0)=12
=2[LO+L(0-1L,0)=12

persamaan ini kita diferensialkan, maka
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S 2L O+ @) -1, =0.

Dari Loop sebelah kiri arus I, melewati resistor dan arus yang melewati
tahanan adalah (I — 1)), karena berlawanan dengan arus Loop kanan, maka
diperoleh model matematika

RO -1, + L1,(1)=0

S-LO+1,(H)+05L,() =0

kalikan persamaan dengan dua , maka diperoleh

< =21, O+ 2L+ 1,(0) =0,
Dengan menuliskan hasil dari kedua Loop yaitu

2L, +1L, () -1,(1) =0 (4.4)

=21, (O +2L,(H+1,(1)=0. (4.4)

Bentuk di atas adalah sistem dari dua persamaan diferensial linear dengan
koefisien konstan dengan dua fungsi tak diketahui. Sistem tersebut diselesaikan
dengan metode yang telah di bahas pada bab sebelumnya yaitu menggunakan
operator diferensial. Untuk menyelesaikan sistem tersebut kita mengubah dalam
bentuk operator diferensial dengan variabel terikatnya t, vaitu

(D+2)1,(t)- DL (t)=0

=21, +(D+2)1,(1) =0 (4.5)

persamaan kedua variabel dari I;(t) merupakan order terendah, kita
gunakan untuk mereduksi persamaan lain. Persamaan kedua dikalikan dengan
1D, maka diperoleh — DIl(f)+(%D2 + D)L, (f) = O kemudian jumlahkan dengan
persamaan pertama, maka diperoleh

2[(1) = (FD* + )1, (1) =0
20 (O +(D+2)1L,(1)=0
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Jumlahkan kedua persamaan maka diperoleh sistem persamaan bentuk
triangular yaitu

2]1(1,\)‘(%1)2 +2)1,(1)=0
0L () +(=1D* + D+ ), (1) =0

Persamaan kedua adalah persamaan linear homogen, yang mempunyai
persamaan karakteristik (1A% +A+2)/, =0. Persamaan karakteristik tersebut

mempuyai akar-akar karakteristik yaitu

e = 21 >

_2+.J4- 2%+
e S e T IR

Sehingga penyelesaian persamaan homogen adalah
1,(1)= e (cos 1127 + sin L 4/127).
Kita subtitusikan hasil ini pada persamaan pertama pada bentuk triangular,

maka diperoleh

21,(1) = (A D* +2)(e ™ (cos 1 4/127 + sinL+/121)) = 0
21,(t) = (3 D% + 2)(e " (cos £ /127 +sin L /120))
1,(6) = (£ D? + 1)(e ™ (cos L +/12¢ +sin L +/121))

Jadi arus yang mengalir pada kedua Loop adalah
L,(t) = e”'(cos L f12¢ +sin L +/12¢)
L(@) =G D? +1)(e ™ (cost /127 +sin $4/120)).
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4.2 Mekanika

Dalam bidang mekanika yang dalam penyelesaiannya menggunakan
sistem persamaan diferensial linear simultan adalah gaya pegas pada dua buah
benda. Pegas yang bersifat melawan tegangan dan regangan. Pegas dan benda

tersebut kita susun seperti gambar(4.3) berikut.

(y=0) é el

y ¥ '

1 a
k 2

(y=0) $ T

Vy2

yZ
kesetimbangan statik sistem dalam gerak
Gambar 4.3

dimana k; : merupakan konstanta pegas 1

k, :merupakan konstanta pegas 2

m;: massa 1

m, . massa 2

Kita dapat mengabaikan massa pegas, karena massa pegas dibandingkan
massa benda jauh lebih kecil. Kalau benda tersebut kita tarik sampai jarak
tertentu kemudian kita lepaskan , maka benda tersebut mengalami suatu gerakan

vang geraknya arah vertikal sempurna.
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Sebelum kita menganalisis gaya-gaya untuk tiap-tiap benda selama
geraknya kita perhatikan hukum yang berlaku untuk susunan benda tersebut.

Menurut Hukum Newton kedua pada benda adalah

m.a =, dimana a adalah percepatan dari gerak benda tersebut, sehingga

2

Py
m. dlj’ =F (4.6)

Menurut hukum Hooke, fiap-tiap pegas mendesak atau merenggang gaya
yang tersimpan kembali yang arahnya berlawanan dengan arah pemanjangan
pegas tersebut, sebanding dengan jumlah pemanjangan s , atau

F=ks 4.7
dimana s menyatakan pergeseran benda.

Dalam susunan gambar(4.3) kita menganggap bahwa nilai positif
ditunjukkan oleh arah ke atas dan gaya ke atas begitu pula untuk nilai negatif
ditunjukkan oleh arah ke bawah dan gaya ke bawah.

1).Kita perhatikan gaya yang bekerja pada m; pada saat t > 0.

iy
v FE
Menurut Hukum Hooke
Fy ==k, (4.8)
=k, - ») (4.9)

dimana y, -y, adalah selisih pergeseran kedua benda dari kesetimbangannya
atau perubahan panjang pegas kedua.

2). Perhatikan gaya yang bekerja pada pada m, pada saatt > 0.
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ton

my

Menurut hukun Hooke pada benda kedua adalah
by ==k (v, =) (4.9)
Dari (4.7), (4.8)dan (4.9), maka dapat dicari nilai untuk y1 dan y, dengan
membentuk tiga persamaan tersebut menjadi sistem persamaan diferensial. Sistem
tersebut kita buat dengan menjadikan satu gaya pada masing-masing benda yaitu,
ma=F +F
My a=F;
dengan menguraikan sistem tersebut maka kita memperoleh sistem dengan bentuk
d’y

my "?21: —k, v, +]c2(y2 =)
. (4.10)

2

., % =k, (¥, — )
Dalam bentuk tersebut kita tinggal menyelesaikan sistem persamaan dengan
metode operator diferensial. Untuk lebih jelasnya kita mencoba menyelesaikan
contoh berikut ini.
Contoh 4.2 :

Dua buah benda yaitu m; dan m, yang masing-masing mempunyai berat 2
Kg dan 1 Kg, kedua benda tersebut disusun dengan menggantungkan pada papan.
Antara benda dengan papan dan antara kedua benda tersebut kita hubungkan
dengan pegas yaitu k; dan ko , sedangkan k; = 4 dan k, = 2. Susunan benda dan
pegas tersebut dapat dilihat pada gambar 4.3.
Temukan model matematikanya dan tentukan penyelesaian umumnya?
Penyelesaian :

Untuk menyelesaikan masalah tersebut kita lihat beban pertama yaitu m,

maka dapat diperoleh hubungan
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m.a=F+TF,

2

d°y, _

m, a’le =F+F
d*y )

m f’? =-kiyi+k(va-vy1)
d

Dengan memasukkan konstanta pada persamaan diperoleh persamaan

d*y
2 }2} =-4. 1+2(2-y1)
dr

2)”1/‘/ ==4y, +2y,~2y,

v +3y, =y, =0.

Langkah kedua kita lihat beban kedua yaitu m, diperoleh hubungan

mz.a:F3

" .
mp )2 - -k (ya—vy1)

dengan memasukkan konstanta pada persamaan maka diperoleh
Vs =200~ )

.Vg =2y, +2y, =0,

Maka diperoleh sebuah sistem persamaan dari kedua massa tersebut yaitu
43y, -y, =0
Vi Yy =2 (4.11)

-2y, +y2 +2y,=0.

Kemudian kita selesaikan sistem persamaan tersebut dengan metode operator

diferensial, dengan mengubah ke dalam bentuk operator diferensial

D?*+3)y, —y, =0
(D" +3)y, —y, ‘ (4.12)
—2y1+(D2+2)y2 =0
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Dengan metode eliminasi maka akan didapatkan sistem persamaan untuk y(t) dan

ya(t)
D+ 1)Y(D*+4)y, =0
(72 X 2 ))1 | 4.13)
(D +DYD" +4)y, =0

Persamaan karakteristik (4° +1)(A* +4)=0, yang mempunyai akar-akar

1,-1,21,~2i . Penyelesaian umum dari sistem persamaan tersebut adalah

¥ (1) = a, cost +a, sint + b, cos2t + b, sin 24 414
Y, (1) = ¢, cost +c, sint +d, cos 2t + ¢, sin 2 S

Karena determinan operator diferensial adalah order empat, penyelesaian dalam
empat  konstanta sebarang. Dengan kita mensubtitusikan (4.14) ke dalam

persamaan pertama (4.11), akan diperoleh

0= +3y, -,
= (-, cost —a, sint —4b, cos 2t —4b, sin2¢)
+3(a, cost +a, sint + 4b, cos 2t + 4b, sin 2¢)
— (¢ cos? + ¢, sint +4d, 0082t + 4d, sin 2r)

Jadi
0=Q2a —¢)cost+(2a, —c,)sint + (b, —d,)cos2 +(~b, — d, )sin 2
Karena cost,sin7,cos2t,sin2¢adalah bebas linear, maka dapat disimpulkan
bahwa
¢ =2a, ¢, =2a,, d =-b, dand,=-b,
Jadi penyelesaian umum dapat ditulis dalam bentuk

»(t)= a, cost+a,sint +b, cos2i + b, sin2t

; i (4.15)
v, (1) =2a, cost +2a, sint +—b, cos 2t — b, sin 2«
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4.3 Masalah Campuran

Di dalam penerapan ketiga kita akan membahas tentang masalah campuran
yang menggunakan sistem persamaan diferensial untuk mencari jumlah isi dalam
suatu wadah. Pembahasan masalah campuran ini berkaitan dengan banyaknya
campuran S dalam sebuah wadah, campuran tersebut berupa cairan yang mengalir
ke dalam dan keluar dari wadah.

Di sini kita akan membahas tentang masalah yang mengenai dua wadah.
Kita menganggap campuran S dalam dua wadah yang terhubung, sedemikian
hingga alirannya dibuat ke dalam dan ke luar dari wadah tersebut. Campuran S
dalam salah satu wadah berguna untuk menjaga keseragaman gerakan dan kita
mencari masalah untuk menetapkan banyaknya isi S yang ada dalam salah satu
tempat dalam waktu t, dimana t > 0.

Pembahasan persoalan kita mulai dengan  mengambil bahwa x
menunjukkan banyaknya S yang ada dalam tangki X dalam waktu t, dan y
menunjukkan jumlah dari S yang ada dalam tangki Y dalam waktu t. Kita
menggunakan dasar persamaan dalam kasus satu bilangan yang tak diketahui x
dan y. Sekarang bagaimanapun, masukan dan keluaran, istilah dalam salah satu
hasil persamaan bergantung hanya bagaimana dua tempat terhubungkan.

Untuk lebih jelas akan dikerjakan soal berikut.
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Contoh 4.3 ;

Gambar berikut adalah bagaimana menyusun dua tangki dan aliran-aliranya.

2 liter air asin/min

6 liter Hoo/min !

6 liter air asin/min

=

Tangki x

8 liter air asin/min

s

Tangki Y

Gambar 4 4

Air asin yang ada dalam larutan 2 Kg garam, mulai waktu t = 0.

99

1) Air bersih mengalir dalam tangki X dengan rata-rata kecepatan 6 liter/

menit,

2) Air asin mengalir dari tangki X ke dalam tangki Y dengan rata-rata

kecepatan 8 liter/menit.

3) Air asin dipompa kembali dari tangki Y ke dalam tangki X dengan rata-

rata kecepatan 2 liter/menit, dan

4) Aliran air asin ke luar dari tangki Y dan ke luar dari sistem dengan

kecepatan rata-rata 6 liter/menit.

Campuran dalam masing-masing tangki berguna untuk menjaga keseragaman

dalam gerakan. Berapa banyak garam dalam masing-masing tangki dalam

waktur>0?

Perumusan:

Andaikan x = jumlah garam dalam tangki X dalam waktu t, dan y =

jumlah garam dalam tangki Y dalam waktu t, masing-masing ukuran dalam Kg.

Masing-masing tangki ini pada awalnya berisi 100 liter cairan, dan aliran cairan
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keduanya ke dalam dan ke luar dari masing-masing tangki rata-rata yang sama

yaitu 8 liter/menit, maka masing-masing tangki selalu berisi 100 liter cairan. Oleh

karena itu kosentrasi dari garam dalam waktu t dalam tangki X adalah ?{%66

(Kg/liter) dan yang ada dalam tangki Y adalah TOZO_ (Kg/liter).

Hanya garam yang masuk dalam tangki X dalam larutan air asin yang

dipompa dari tangki Y kembali ke tangki X. Oleh karena masuknya larutan air

asin 2 liter/menit berisi 1—(% (Kg/liter), rata-rata garam yang masuk ke dalam

. 2y o
tangki X adalah I—é%(Kg/hter). Dengan cara yang sama hanya garam yang

tertinggal(sisa) dalam tangki X dalam larutan air asin yang mengalir dari tangki X

ke dalam tangki Y . Oleh karena itu sisa-sisa dalam kecepatan rata-rata 8

liter/menit dan berisi 1—0\—6 (Kg/liter), rata-rata kecepatan dalam garam yang tersisa

: 8x . : .
dalam tangki X adalah 1—0% Kita membuat dalam bentuk persamaan diferensial,

a2y 8% (4.16)
di 100 100

Untuk jumlah garam dalam tangki X dalam waktu t. Dengan jalan yang
sama, kita mendapatkan persamaan diferensial

dy 8 8y

= (4.17)
dr 100 100

untuk jumlah garam dalam tangki Y dalam waktu t. Oleh karena itu pada
awalnya ada 5 Kg garam dalam tangki X dan 2 Kg garam dalam tangki Y, kita
mempunyai kondisi awal.

x%(0) =35, y(0) =2 (4.18)
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Oleh sebab itu kita mempunyai sistem linear yang terdiri dari persamaan(4.16)
dan (4.17) dan kondisi awal(4.18)
Penyelesaian :
Kita gunakan notasi operator dan menulis persamaan diferensial (4.16) dan

(4.17) ke dalam rumus

AT
100 100
""—“8"'"\'{‘ D+_8__ ))—O

100 100

: M : 8
Kita aplikasikan operator (D+]—06j ke dalam persamaan pertama dari (4.19),

(4.19)

2
kalikan persamaan kedua dengan 1_56 , dan jumlahkan dan diperoleh

HD . 150}[]3 ! 1(?0]_ (1(132)2 J*“ o

yang mana direduksi dengan cepat

D? +-]-§—D+——48—2 x=0 (4.20)
100 (100)

kita sekarang menyelesaikan persamaan diferensial homogen (4.20) untuk x.
persamaan karakteristiknya adalah

o, 4

L0
100 (100

atau

=D

ang mana kedua akarmmva real vaitu ——dan—_ .
yang y y 73 5

Jadi penyelesaian untuk persamaan (4.20) adalah
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SR
1

3

x{(1) = c}@_(%}z + cze{g}z (4.21)

Sekarang aplikasikan penyelesaian tersebut pada sistem(4.19) sebuah relasi yang

tidak rumit dengan yang tak diketahui y tetapi bukan turunan Dy. Sistem (4.19)

adalah begitu sederhana dan istimewa maka persamaan pertama dari sistem ini
adalah berupa relasi. Pemecahan dari y, kita akan memperoleh

Y()y=50Dx+4x (4.22)

dari(4.21), kita menemukan

subtitusikan ke(4.22), kita memperoleh

1)

(1 (3
y(t) = 2¢,e [25/ ~2c,e \25)

jadi pemecahan umum dari sistem (4.19) adalah

X(t) = cle(_) ; cze{ié)' (4.23)

y(t) = Zc}e'(;—sf - 2026{2%"{g
Kita sekarang aplikasikan kondisi awal(4.18). kita pernah menghasilkan
g+, =5
20 e, = 2
dari yang kita temukan
c1=3,c=2
Jadi pemecahan sistem linear (4.19), yang memenuhi kondisi awal(4.18) adalah

1

X(t) = 36#(5)1 + Zeﬁ(jsy
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Imi akan memberikan ekspresi jumlah dari garam x dalam tangki X dan jumlah y
didalam tangki Y berturut-turut dalam ukuran Kg, sebarang waktu f(min)> 0.
Jadi untuk contoh setelah 25 menit, kita mendapatkan

x(25) =3¢ +2¢7 ~1,203(Kg)
y(25) = 6e” —4e™ ~ 2,008(Kg)

Catatan : t — oo , keduanya mendekati nol (x(t), y(t) — 0). Ini adalah sesuai
dengan kenyataan bahwa semua garam (satu-satunya air murni) aliran ke dalam

dan ke luar sistem.
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BABYV
PENUTUP

Dalam kehidupan sehari-hari persamaan diferensial  banyak sekali
dibutuhkan untuk menyelesaikan suatu masalah yang sudah dimodelkan ke dalam
bentuk matematika.

Persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan dalam
bentuk operator diferensial mempunyai bentuk:

Ly (D)x; + L, (D)x, = f,()
Loy (D)x; + Lo (D)xy = 15(1)

dimana L,,,L,.L,.L,, adalah polinom operator diferensial dengan koefisien
konstan. Untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear simultan
dengan metode operator diferensial yang dapat digunakan dua teknik vaitu
eliminast dan friangular, yang keduanya menggunakan sistem dalam bentuk
operator diferensial. Dalam menggunakan metode eliminasi perlu diingat bahwa
konstanta yang digunakan sebanyak orde dari bentuk A=17,7,, —7,,7,,. Dengan
metode triangular tidak perlu mempermasalahkan seberapa banyak konstanta yang
harus digunakan, karena konstantanya sudah pasti.
Sistem persamaan diferensial linear simultan dengan koefisien konstan disebut
homogen jika LH(H=0 dan f,(6)=0, sedangkan jika
1,(1)#0 dan f,(r)# 0 disebut nonhomogen.

Dalam mencart sistem homogen dan nonhomogen kita gunakan metode
tersebut, kemudian dicari penyelesaian komplementernya dan untuk nonhomogen

dicari penyelesaian komplementer dan partikularnya.

104
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Dalam mengunakan metode eliminasi, langkah pertama kita eliminasi
salah satu variabel bebasnya sehingga terdapat persamaan linear dengan satu
variabel, kemudian persamaan tersebut mempunyai penyelesaian dengan
konstanta sebarang. Langkah kedua variabel yang lain kita eliminasi dari sistem
sehingga juga terdapat persamaan lain yang mempunyai penyelesaian lain dengan
konstanta yang berbeda dengan penyelesaian pertama. Langkah ketiga kedua
beberapa penyelesaian tersebut kita buat dalam satu konstanta bebas dengan
mensubtitusikan kedua penyelesaian tersebut ke dalam salah satu persamaan,
sehingga dapat di cari salah satu konstanta menjadi konstanta bebas dari konstanta
yang lain.

Langkah pertama metode Triangular adalah mengubah sistem menjadi
bentuk Triangular, dengan teorema ekuivalen. Langkah kedua adalah persamaan
dengan satu variabel bebas dicari penyelesaiannya. Langkah ketiga penyelesaian
dari langkah kedua disubtitusikan ke dalam persamaan lain, sehingga ditemukan
penyelesaian lain.

Untuk sistem dari dua persamaan diferensial linear simultan homogen orde

dua dapat dicari persamaan karakteristiknya yaitu

Ak A+ky, LB +1A+] j _

. % 0 . ; " %1=0. Dengan mencari akar-akar
M A" +mA+m, A" +ni+n,

persamaan karakteristik 4;, A, ini dapat dibentuk penyelesaiannya. Akar-akar

persamaan karakteristik mempunyai tiga kemungkinan vaitu real berbeda, real

berulang, dan kompleks.
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Untuk Sistem persamaan diferensial simultan orde lebih dari tiga akan
lebih mudah digunakan metode lain, karena dengan metode eliminasi akan terasa
rumit dan panjang prosesnya dalam mencari penyelesaiannya.

Sistem persamaan diferensial linear simultan dengan koefisien konstan
dengan operator diferensial mempunyai penerapan dalam kehidupan sehari-hari

dalam bidang rangkaian listrik, mekanika, dan masalah campuran.
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