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ABSTRAK

Tulisan ini membahas teniang kurva “Spiral Emas” dengan mengingat
topik-topik dalam geometri Fuclides seperti sistem koordinat kuiub, segtlima
beraturan dan bidang duapulub beraturan, transformasi ferutama similaritas spiral
atau rotasi dilatif.

Kurva Spiral Emas adalah suatu kurva yang berbentuk spiral pada rumah
kerang Nautilus. Pembentukan kurva spiral emas secara matematik berhubungan
dengan perbandingan segmen garis menurut pembagi ujung dan tengah.
Perbandingan segmen garis yang dimaksudkan dapat drtunjukkan pada diagonal-
diagonal segilima beraturan yang berpotongan dan saling membagi menurat irisan
emas. Jika a merupakan bagian yang panjang dan b merupakan bagian yang

‘ . a a+b
pendek maka perbandingan emas tersebut dapat dinyatakan dengan el P -
b a

vang dikenal sebagai pembagi ujung dan tengah (dan rasio ini adalah 7 :1, dengan

Segicmpat emas adalah suatu persegt panjang yang sisi-sisinya berbanding
sebagai pembagi ujung dan tengab, sehingga segiempat emas terbagi dalam
sebuah persegi dan sebuah segiempat emas vang lebih kecil. Darni segiempat
emas-segiempat emas ini dapat dibentuk suatu kurva spiral yang disebut sebagai
Spiral Hmas.

Dengan mempelajari Spiral Emas ini, kita akan belajar tentang rasio emas
alau irisan eémas 7:1 vang terdapat dalam kehidupan nyata, seperti untuk
mendapatkan perbandingan terbaik pada karya-karya pahatan, perbandingan
proporsional pada pigura/lukisan atau kotak kemasan suatu produk makanan,

keindahan suatu bangunan dan lain sebagainya.

vi
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ABSTRACYT

This 15 a study about a curve called the “Golden Spiral” refering 1o topics n
Fuclidean geometry such as the polar coordinate system, the regular pentagon and
icosahedron and transformations, especially the spiral similarity and the dilative
rotation.

The Golden Spiral is a curve in spiral form similar to that on a nautillus
shell, Mathematically the consiruction of the golden spiral 1s related to the
devision of a line segment according to the golden section 1n extreme and mean
ratio. The ratio of the line segment can be observed when two diagonals of a
regular pentagon intersect and divide each other according to the golden section.

If a were the larger part and b the smaller part of the section thes the golden ratio

! a a+vh o L .
can be wrilten as 5 = e . Which is called the extreme and mean ratio (and this
3 o
. . «Jﬁ +1 . .
raio is t= 1, with 7 = — e 1,618033987...)

A golden rectangle is a rectangle whose sides are i the ratio v : 1, so that the
golden rectangle can be divided in to a square and a smaller golden rectangle.
Which the aids of these golden rectangles, a spiral curve called the Golden Spiral
can be constructed.

By studying this golden spiral, we can learn about the golden ratio or 7 : 1
which can be found in real life, such as getting the best proportion i sculptures,

in pictures or in food boxes, in a beauty of a buitding, etc.

Vil
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Ketika kita belajar matematika di  sekolah, sering kali kita
diperkenalkan dengan tokoh-tokoh matematika dan penemuan-penemuannya
yang sangat mendukung dalam perkembangan 1lmu pengetahuan. Salah satu
conton; pada abad V sebelum masehi, orang-orang Yunam menemukan svatu
bentuk spiral dari rumah kerang Nautilus, yang merupakan keajatban arsitektur
alam seiring dengan fungsi dan kemdahannya. Kerang Nautilus membentuk
kulitnya dalam tahapan-tahapan, yaitu setiap tahap terdirt dari penambahan
satu ruang pada kulit kerang vang ada, sampai diperoleh bentuk spiral pada
bagian dalamnya. Bentuk spiral tersebut dapat dirumuskan secara matematik
sebagai suatu kurva spiral vang disebut kurva “Spiral Emas™.

Pembentukan kurva spiral emas secara matematik ini berhubungan
dengan perbandingan segmen garis dalam geometri Euclides. Menurut
pandangan Fra Luca Paciolli (1416-1492) dalam bukunya vang berjudul “De
divina Proportione”, perbandingan segmen garis ada yang dapat dinyatakan

- La  a+b :
dalam pembagl ujung dan tengah vaitu }—-:———--— = 1, Pembagian segmen
J ¢

garis lersebut dapat kita Iihat pada suatu segilima beraturan dalam geometri
Luclides, yaitu setiap’dua diagonal segilima beraturan saling membagi menurut
pembag) ujung dan tengah. vang kemudian dikenal dengan istilah irisan emas.
Penyebutan 1m terjadi karena setiap diagonal sejajar pada dua segilima

1
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beraturan yang berhadapan dalam bidang duapuluh beraturan akan berbentuk
segiempat emas yang sisi~si$inya dinyatakan dengan rasio © : 1. Dari segiempat
emas intlah “spiral emas” dapat dihasitkan.

Dengan ditemukannya perbandingan segmen garis dalam rasio cmas,
orang-orang Yunani kuno kemudian menggabungkan rasio emas ini ke dalam
seni arsitekturnya secara sistematik. Beberapa diantara mereka menggunakan
rasio emas untuk mendapatkan perbandingan terbaik pada karya-karya pahatan,
perbandingan proporsional pada pigura/tukisan atau kotak kemasan suatu
produk makanan, keindahan suatu bangunan, dan lain sebagainya. Karena
manfaat dar! rasio emas ini sangat nyata, maka penulis tertarik untuk mengkaji

tebih dalam dan mempelazari lebib lanjut tentang “Spiral Emas”.

w

Perumusan Masalah

Pokok perumusan masalah yang akan ditulis adalah :

[y

. Apakah yang dimaksud dengan pembag! ujung dan tengah pada irisan emas?

I

. Bagaimanakah suatu segiempat emas dapat dilukiskan?

¥

. Bagaimanakah keterkaitan spiral emas dengan segiempat emas ?

C. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan dalam skripsi ini adalah -

1. Mengetahui hubungan antara pembagi ujung dan tengah dengan irisan emas.

tn2

. Mempelajari segiempat emas yang dimaksudkan.

L¥S]

. Mengenal lebih lanjut keterkaitan spiral emas dengan segiempat emas,
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Tad

D. Manfaat Penulisan
Beberapa topik geometrt yang akan kita temui dalam mempelajari
spiral emas, antara lain: pembagl ujung dan iengah, segiempat emas,
transformas: dalam geometri Euclides dan topik-topik geometri penting
lamnya seperti koordmat kuiub, segilima beraturan dan bidang duapuluh
beraturan. Dengan mempelajart “spiral emas™ kita dapat mendatami topik-
topik geometrt yang lain sehingga berguna dalam pengajaran geometri

nantinya.

E. Pembatasan Masalah

Sebagai dasar untuk mempelajari spital emas dataim geometri Euctides,
akan dibahas irisan emas yaifu ientang pembagian segmen gars dalam
pembag) ujung dan tengah. Irisan emas yang kita pelajart ini terdapat dalam
macam-macam hal seperti terdapat pada deret Fibonaccl. Akan tetapi pokok
pembicaraan kali ini kita batasi pada irisan emas dataim pembagi ujung dan
tengah pada bidang duapuluh beraturan dengan rasio t : 1, sedangkan deret
Fibonacci hanya sedikit disinggung sebagai materi pendukung  dalam

pemahaman spiral emas.

K. Metode Penulisan
Penulisan skripsi menggunakan metode studi pustaka, vaitu dengan

mempelajan sumber pustaka diperpustakaan yang berkaitan dengan spiral emas
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dan menggunakan pengetahuan yang diperoleh selama mengikuti perkulizhan,

lenis-jenis sumber pustaka yang dipelajar tercantum dalam daftar pustaka.
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BAB I}

LANDASAN TEORI

A. Keordinat Kutub Titik Dalam Bidang

Ada bermacam-macam sistem koordinat dalam geometri, salah satunya
adalah sisiem koordimat Cartesius orthogonal. Sistem koordinat Cariesius
orthogonal datam bidang adalah salah satu cara bagaimana menyatakan tempat
suatu titik pada bidang dengan menentukan jaraknya dart dua garis yang sudah
ditentukan, yaitu sumbu x (sb.x) dan sumbu y (sb.y} yang saling tegak turus.
Sistem koordinat Cartesius orthogonal merupakan sistem koordinat yang pahng
penting dan paling sering digunakan dalam pembahasan kalkulus dan geometri,
sehingga kita tidak perlu membahas sistem koordinat Cartesius orthogonal
lebih lanjut dengan harapan pembaca sudah mengenalnya dengan baik. Akan
tetapi, sistem koordinat vang gkan sering kita jumpai dalam pembahasan Spira/
femias adalab sistem koordinat kutub.

Sistem  koordinat kutub dalam bidang adalah suatu sistem yang
koordinat-koordinat titiknya merupakan jarak tiik tersebut dari tifik pusat dan
besar sudut yang dinyatakan divkur dari garis sumbu. Pernyataan tersebut

dapat dijelaskan dengan gambar 1 berikut ini :
P{r0)

Gambar 1
Koordinat kutub P (r,0)
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-0 stttk pusat / tigk kutub,

...........

: Jari-jari arah, dalam hal imi OP,
-0 - sudut arah, dalam hal im1 £ZXOP,
-P(r,8) : tutik P dengan jari-jari arah r dan sudut arah 0.
O > sumbu kutub.
Berdasarkan gambar 1, titik P yang mempunyai pasangan koordinat (r, 0),
menyatakan bahwa 1 adalah jarak titik O ke itk P dan 0 adalah sudut XOP
dengan arah berlawanan perputaran jaram jam,

Ditetapkan bahwa:

0 >0, jika sudut diukur dari OX ke OP dengan arah berlawanan perputaran

Jarum jam.

jarum jam,
Perbandingan satuan sudut antara derajat dan radian dapat kita ketahui
dengan cara menyatakan besar sudut keliling fingkaran sebagai besikut:

2r radian = 360° atau = radian = 180°
Kita peroleh : I radian = ) derajat dan 1 derajat = ];r() radian.

Contohnya, jika besar sudut ¢ adalah 60°, kita tulis m@ = 60.

Pada gambar 2 dibawah ini, ditunjukkan tittk-tittk yang mempunyai pasangan

b

koordinat (4, ; mys (3, m) (2, - ).
3

T
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[, 2 A Gambar 2
Pasangan koordinat kutub

Ketlika masing-masing pasangan koordinat di atas menunjukkan suatu
titik terientu, ada pasangan koordinal lainnya yang menunjukkan titik yang
sama. Hal int terbukti karena sudut sebesar 360° dapat ditambahkan atau

dikurangkan secara berulang tanpa mempengaruhi letak titik yang ditunjukkan.

Titik P vang berkoordinat (4,—n) juga mempunyal koordinal vang sama
yang RG 3 yang

11 i
dengan: P(4, e 7}, ditunjukkan dengan gambar 3.
¥

7 .
(-4, ', n}, ditunjukkan dengan gambar 4.
5 ]
P(-4, " ), ditunjukkan dengan gambar §.
b

11
P? d-"o
(4, s

; L)

Gambar 3 Gambar 4

By

1 : . \
Koeordinat Kutub P {4,-( ) Koordmat Kutul P(-4, 7 7}
b



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Gambar 5 .
Kooidinat Kutub »i.4,- ; T

:

Dengan demikian, kita dapal menuliskan rumus umum sebagai berikut
(r, 8)=(-r, 0 £ 180°) = (-1, O L n)
= (1, 0 & 360° n), n = sebarang bilangan bulat,

Rumus-rumus tersebutl di atas memberikan cara yang berlainan dalam
menunjukkan letak suatu ttik, akan tetapr biasanya lebih sering drgunakan
rumus dengan 1 > 0. Penempatan titik-titik dengan koordinat kutub dibantu
dengan menggunakan kertas koordinat kutub. Kertas 1in1 dibentuk dengan garvis-
saris yang berasal dari pusat lingkaran dengan lingkaran-lingkaran yang

konsentris, seperti ditunjukkan pada gambar 6 di bawah ini:

An/i
Gambar 6
Kertas koordinat kutub
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Contoh 1. Jika: r = 4, m6 = 60 dan n = 1, dengan wenggunakan rumus umum

= (4, 60° + 360°) = Q(4, -300°),

Titik Q ditunjukkan pada gambar 6.

= R{-4, -60° -+ 360°) = R{-4, 300°),

Titik R ditunjukkan pada gambar 6.

B. Segilima Beraturan Dan Bidang Duapulub Beraturan
Definisi 11.B.1
Suatu daerah dikatakan konveks pika himpunan tink-titik pada semua
segmen garis dalam daerah tersebut merupakan anggota dan himpunan
titik~litik dacral itu sendis.

Contoh:

Ce ABeV CeAB ¢V
Gambar 7. V daerah segtlima Gambar 8. V dacrah segilima
sebarang yang konveks sebarang vang tidak konveks
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Definisi 1LB.2
Suatu segibanyak disebut beraturan bila dan hanya bila dacrahnya
konveks, dan semua sudut dan sisinya kongruen.

Berikut ini merupakan sekumpulan gambar segi-n beraturan.

Misal: a, = sisi segi-n tali busur beraturan

: n - 2)180°
b, = besar sudut segi-n beraturan = n- 2K

n
¢, == banyak diagonal segi-n beraluran = - afn—3)
a. Untuk n = 3 (segiliga samasisi) b. Untuk n =4 (persegi)
P P
R R
a3 RY3 ;
v A= R2
b3 =00 LGy = b‘i =, 900 = 2

i g L
Gambar 9 Gambar 10

¢. Untuk n =5 (segilima beraturan)  d. Untuk n = 6 (segicnam beraturan)

a, = R
by =120% ¢, =9

Gambar 11 Gambar 12
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¢. Untuk n = 8 (segidelapan beraturan) . Untuk n = 10 (segisepuluh beraturan)

s 1 e

oy = 1’3'\2“"\/2 dyy = :R(_}'*‘ ‘/3)

by =135°% ¢, =40 b, =144° ¢, =35
Gambar 13 Gambar 14

Segilima Beraturan
Uniuk menghitung «,, kita hitung lebih dulu «,.

Kita perhatikan gambar ] 5 berikut:

Misal: P titik pusat lingkaran, AP jari-jari lingkaran satuan dan ABLDP.
Ditarik garis g melalui B L AB dan h melalui D L DP, maka garis g dan h
berpotongan di C. h

Dipandang  AABC, dengan
rumus Pythagoras kita peroieh:

AC? = A + RC*

Iika CE = CB, maka
Jod = J5 ~1. Ditentukan F itk

tengah IZA sehingga:

. B
2 2 Gambar 15, GA=
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fa

Melalui A sebagai pusat rotasi, dirotasikan titik F memotong lingkaran di titik

G, schingga AG = Al = 3(— ]+ «/5): .

Melalui G sebagai pusat rotasi, dirotasikan titik A memotong lingkaran di titik
1, maka GH = GA = ¢, sehingga mLAGH = 144°.

iy - 1
Dari P dibuat PI LAG , maka Al = 5 810-
2 ’

Dipandang APJA dan APIA.

])
Gambar 16. APJA = APIA

.’.’.’.’.! :PA B L]Al) == 720

Maka menurut dalil ss. sd. sd.; APIA = APIA.

: i : !
Sehingga: ]?.izAI:;j-'l,{), Menurut dalil kosinus pada AAPH, maka

AH? = AP? 4+ PH? ~2AP - PH - cos APH . Karena AP = PH = R, maka:

as? =R?+R? - 2RR é—-am = 2R - Rgg%(f] = J§)J = 2K ~-;-;e2(- f4+45)

¥ = 1 1 == 4
ot it et s ol pt 28 = s
= 2R +2R 2)@ \/5"22}8 2}? NE ER (5 \,5)

s = i R\/iO— 2.5 . Untuk lingkaran satuan R = 1, maka as = -;]j-\/l() - 245

L o

Teorema 11.B.1
Setiap dua diagonal suatu segilima beraturan yang tidak mempunyai ujung
persekutuan, saling membagi dalam pembagi wjung dan tengah, serla

bagian terbesar setiap diagonal sama dengan sisi segilima.
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Diketahui: Segiima beraturan ABCDIZ,

Diagonal AC dan B berpotongan di -, D

MmAARE = maZAFRB = 72. Gambar 17

13

ABFC dan ABAI sama kaki, maka FC = ¥13 dan AR = AF

mLACE = mZFCR) )
karena; S s ARFC ~ AARC
L ABC = msBiC

Definisi 11L.B.3
Suatu bidang banyak (polyhedron) i1alah gabungan daerah segibanyak-
scgibanyak yang berhingga banyaknya sedemikian schingga:
a. Setiap sist segibanyak adalab sisi dari tepat satu segibanyak vang lain,
b, Jika sisi dua segibanyak berimpit, maka mereka bersekutu pada satu sisi,
Definisi 11.B.4
Suata bidang banyak beraturan adalab suatu bidang banyak konveks yvang
bidang sisinya terdiri darl sejumlah daerah segibanyak beraturan vang
kongruen. Setiap titik sudutnya merupakan titik temu scjumlah daerah
segibanyak beraturan yang sama jumiahnya dengan sudul vang sama

besarnya,
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"Regular icosahedron” adalah suaty bidang duapuluh beraturan dengan
bidang sisinya berupa daerah segitiga samasisi.

Contoh:

Gambar 18 Gambar 19
Bidang Duapulub Beraturan Jarmg-jaring Bidang Duapuinh Beraturan

{“Regular Icosahedron™)

Beberapa pengertian vang perlu kita ketahui dalam bidang banyak beraturan

khususnya bidang duapuluh beraturan "regular icosahedron” adalah:

1. Bidang sisi bidang duapuluh beraturan berbentuk daerah segitiga samasisi.
Contohnya AABC, AACD, AADE, ... , dan seterusnya; yang dapat kita lihat
dalam jaring-jaring bidang duapuluh beraturan pada gambar 19.

Jadi terdapat 20 bidang sisi.

2. Sudut bidang sisinya merupakan sudut-sudut datar dalam selimut bidang
duapuiuh beraturan.

Contohnya £ZFARB, ZABF, £BFA, ..., dan seterusnya; yvang dapat kita lihat
dalam jaring-jaring bidang duapuluh beraturan pada gambar 19.

Karena bidang sisinya terdiri dari 20 daerah segitiga samasisi vang masing-
masing daerah segitiga samasisi terdiri dari 3 titik sudut maka titik sudut

bidang sisinya sebanyak 20 x 3 = 60 titik sudut datar.
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3. Sudut bidang duapuiuh beraturan merupakan sudut-sudut ruang, yaitu titik
femu sudut datar dan 5 dacrah segitiga samasisi,
Dipandang himas segilima beraturan A.BCDEF pada gambar 18.
Titik sudut A merupakan tiik temu dari ABAC, ACAD, ADAE, AEAF,

AFAB. Karena titik sudutnya merupakan titik femu sudut datar dari 5 daerah

segitiga samasisi dan karena titik sudut bidang sisinya sebanyak 60 titik
r 60 L,
sudut, maka utik sudutnya ada —- = 12 1itik sudut ruang,

Apabila titik pusal setiap bidang sisinva dihubungkan akan terbentuk suatu
bidang duabelas beraturan dengan bidang sisinya berupa daerah segilima
beraturan yang sama besar. Bangun fersebut disebut "regular dodecahedron”
(bidang duabelas beraturan).

Demikian juga sebaliknya, apabila titik pusat setiap bidang sisi bidang
duabelas beraturan dihubungkan akan terbentuk suatu bidang dvapuluh
beraturan dengan bidang sisinva berupa dacarh segitiga samasisi.

Hubungan yang demikian merupakan hubungan dual

antara  “Regular  lcosahbedron”  dan  “Regular

Dodecahedron™.

Gambar 20
“Regular Dodecahedron™

C. Transformasi Dalam Geometri
Definisi 1L.C. 1.2
Pengawanan setiap anggota himpunan A dengan fepal satu anggota
himpunan B disebut suatu fungsi, seperti fungsi { dari himpunan A

kedalam {into} himpunan I3.
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Bila P e A dipasangkan dengan P'eB  maka pengawanan terscbut ditulis

Dalam pembahasan ini kita ambil semesta berupa himpunan titik dalam bidang
dan istilah fungsi sering digantikan dengan istilah pemetaan atau transformasi.
Dengan demikian transformasi titik P dinotasikan dengan F(P).

Transformasi yang dibicarakan adalah korespondensi satu-satu P— P’
amara semua (UK dalam bidang ke utik dalam bidang itu sendint. Transformas
dipandang sebagail suatu aturan untuk menyatakan pasangan titik-titik dengan
catatan bahwa:

a. Setiap pasangan titik mempunyai anggota pertama P dan anggota kedua P'.

b. Setiap fitik hanya satu kali menjadi anggota pertama P dan satu kali menjadi
anggola kedua P’ vang dinyatakan dalam pasangan terurut (P, P').

Jika kedua anggota pasangan terurat (P, P') berimpit, yaitu P = P', maka P

disebut titik invariant/tetap oleh transformasi tersebut,

Transtormas) identitas (1) adalah suatu transformasi yang memasangkan
setrap titik dengan titik itu sendiri. Dengan demikian, transformasi identitas
mempertahankan semua titik, sehingga semua titik adalah titik tetap, Titik tetap
adalah titik vang nvamant terhadap transformasi F. Jika hasilkali dua
transformasi sama dengan identitas, maka transformas) vang satu adalah invers
dari yang ain,

Definisi ILC. LD
Suatu transformasi disebut kolineasi bila hasil transformasi suatu garis

akan berupa varis lagi, sehingga bila terdapat titik P pada garis o dan hasil
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transformasinya  dinyatakan dengan F(P) = P’ maka P’ terletak pada
Qaris g].
1. Isometr
Definisi 11.C.1
Isometri Jalah swatu iransformasi U yang tidak mengubah jarak
{mempertahankan jarak) antara dua titik sehingga jika terdapat titik P
dan Q, maka PQ = P' Q' dengan P' = U(P}dan Q' = U(Q).

Isometri  kita lambangkan dengan U. Karena transformasi identitas

memasangkan setiap ik dengan 0k itu sendini, maka transformasi

identitas merupakan suatu isomelrt. Invers suatu sometri kita lambangkan
dengan U™ . Kecuali untuk mempertahankan javak antara dua titik, isometri
Juga memiliki sifat-sifat sebagai berikut:

1). Bila U isometsi dan g garis maka U(g) = ¢’ akan berupa garis lagi.
Dengan demikian isomeiri memetakan garis menjadi garis, schingpa
1sometri merupakan suatu kolineasi.

2). Isometrs mempertahankan besar sudut.

Diketahui AABC dengan hasil transformasinya AA'B'C'

v C

A B Al SR
Gambar 21. 0 = ZABRC Gambar 22, 6 = ~A'B(C!



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

AB! = AB
BIC = BC L= AAB'C 2 AABC
C'AY = CA |

3). Isometri mempertahankan kesejajaran
Diketahut: g i h
Dibuktikan: g' | '

Bukti: g] = U{g), h' = Uh)

Ceh=C'=UC)e h',Deh=D"=U(D) ¢ h'
Diambil: ABCD jajar genjang maka AB = CD dan AB | CD.

Jika P titik potong AD dan BC maka: AP = PD.

AB = CD
Karena: mZAPB = mZCPD » = AAPB = ACPD
AP = PD

Karena isometri maka A'P! = p'p!

AB! = D!

Karena: mZAPB! = msCOPD! Lo AAPIB! 2 ACTPD!
APt =PI 5

Sehingga AAPB = ACPD = AA'P'D' = AC'P'D

Karena, AP + PD = AD. AP+ P'D' = A'D!
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BD = B'D!
DPiperoleh maZADC

mZAD'C maka:
AD = AlD!

ABCD dan A'B'C'D! masing-masing merupakan jajar genjang.
Jadi gl;” h.

A F

!
Gambar 23. g || h — o I !

rotasi, transformasi identias, dan refleksi geser.

Transformasi yang merupakan isometri adalah translasi, refleksi
a). Translasi (geseran}

=

Definisi 11.C.2

Suatu translasi adalab suatu transformasi yang mentransformasikan

tink P(x, y) ke Pl(xl,yi) dengan persamaan

= X 44
; . dengan a
L =y+b
dan b sebarang bilangan.

A
Dapat ditulis pula sebagai [x

}.
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Karena suatu translasi dipandang sebagai

sualtu  transformasi  titik-titik  dalam

B C’
W bidang, maka translasi dapat kita
_ B ¢ . nyatakan scbagat berikut:
Gambar 24, Translasi dengan
Vektor v T, {P)= P! dengan PP wakil dari v.

Contoh: misal i )
b 3 J

Kita pandang transiasi berikut:

T (Alx), ¥y )= Al (X +5,y, +3)

T (Bxy,y, )= Bi(xz +5,y,43)

T (Clxz,v3 )= CHxg +5,y5+3)

Gambar 25
Translasi Titik A, B, dan C dengan v

] maka AABC ditranslasikan ke AA'B'C’' dengan

ed LA

Jika v= [

A4 = BB = CC . Kita peraleh:

AB=A'B!, BC=RB'C', AC=A'C, sehingga AABC = AA'B'C!.

Iika ¥, = 1, maka hasil translasi suatu titk dengan vektor v adalab titik
lain schingga tidak ada ttik tetap atau titik invariant,

Jika 7", =7, maka hasil translast suaty titik dengan vektor v adalah titik

identilas dengan v =0 ditulis 7 =] .
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Karena 7,/ =7, makajka 7, =1=17,.

LR

W= -y

sehingga mvers franslasi /), = (7:, )"] =7
b). Refleksi (Pencerminan)
Befinisi 11.C.3

Suatu pencerminan {reflekst) terhadap sebuah garis s adalah suatn

pemetaan M, yang memenuhi:

sumbu RR', s LRR'.

Pencerminan M terhadap garis R
, _ Ep=M(P)=P
s di atas kita lambangkan ‘ S{_ ) r
: p >3
dengan M,, dengan s disebut

R = M(R)
Gambar 26. Titik R dan P
definisi 11.C3 di atas dapat dicerminkan terhadap cermin g

sumbu  refleksi. Pemahaman

dinyatakan pada gambar 26.

Teorema ILC.H
Pencerminan adalah suatu isometri.
Hal int berarti bahwa jarak antara dua titik sama dengan jarak antara dua

titik hasil refleksinya.
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2
ta

Dibuktikan: AB = A'R!

Bukti: Misal AB memotong s di C.

Jika D titik tengah A4 dan B ttik tengah B3 maka D dan E

pada s. Ditarik AC dqan B'C
Kita peroleh; ACDA = ACDA' = m2DCA = maDCA'

ACEB = ACER' = mZECR = m<sECRY

mAECB = mZDCA’

S
C
B MG
e
.-

/A # 3 JILB

Gambar 27
Ruas garis AB dicerminkan terbadap cermin s

Al , BC = B¢ g
Jadi A’, B', C segaris dan karena: Py = AB= A48

Teorema 1LC.2 berkut ini menunjukkan hasitkali dua pencerminan
terhadap sumbu s dan t yang berlaman.

Yeorema ILC.2
; AB maka
.

Jika t dan s dua garis yang scjajar dengan jarak

M, M, = "l"_\_.
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Diketahus: t {f s dengan jarak < st > = -%—AB

1(A)= B, AB wakil dan y
Dibuktikan: M A =1,

M, (P) = P!

Bukti: Misal: [ i
M (PHy=p"

= MM (P) = P

K dan L adalah titik potong s dan t dengan PP*!

PR =KP' | _ PP = 2(kpt Pl

karena: =
P'L = 1p' = 2{KL)

sika: 7(P)= PP omaka PP = B

A =3
$ ¢ PP =2 (KL), schingga AB = 2 (KL)

P F IK: P P ]i,, e

CGambar 28

sehingga A A, = 1

suatu refleks: menunjukkan bahwa titik-titik pada sumbu reflcksi
adatah 1itik-titik tetap, sehingga hanya ada 1 garis tetap. Garis-garis vang
tegak lurus sumbu refleksi adalah garis-garis tetap, tetapi tidak titik per-
titik, sehingga ttik-tiok pada garis itu bukan titik-titik invariant kecuali
titik potongnya yaitu K dan L.

¢). Rotasi (Putaran)

Misalkan P scbagai pusat rotasi dan 8 sebagai sudut rotasi, maka dapat

dinyatakan definmisi H.C.4 berikut ini -
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Definisi 1L.C.4

Rotasi dengan titik pusat P dan sudut rotasinya 0, dengan Jambang
Rp ¢ 1alah pemetaan yang memenuhi:
]} R;)‘ 0 (l)) = P

2). Rp.o(A)=A', dengan PA = PA’, mZAPA' = 0,

Gambar29 A
Rotasi titik A dengan titik
pusat P dan sudut 0

Seperti yang dinyatakan dalam bab sebelumnya bahwa:
- 8 > 0, 1ka arah rotas) sudut berlawanan perputaran jarum jam.

- § < 0, nika arah rotasi sudul searah perputaran jarum jam.

Teorema 113

Dika t dan s dua garis yang berpotongan di P dan jika sudul antara
garis 1 dan s adalah © maka Rp o = My M,
Diketahut: t dan s dua garis yang berpotongan di P dengan sudut 6.
Dibuktikan: Rp 2 = M, M
Bukt: Misal A sebarang titik yang direfleksikan terhadap garis t
kemudian direflekstkan Jag terhadap garis s.

M(A) = A
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[~
LA

Misalkan : T titik tengah 44" =T e ¢

Q titik tengah 4'4" = Qe

maka: mZAPA' = 2m APT + 2m2QPA'
= 2mZTPA + 2m2A'PO
w2 L TPO
=22(4, 5)
%26
Karena PA' = PA' = PA maka hasilkali dua pencerminan

(terhadap t dan s) memberikan PA'' = PA dan mosAPAY =

2m.(t, s) = 26. .

Gambar 30

Jadi terbukli bahwa hasilkali dua pencerminan (A, dan M)
dengan t tidak sejajar s adalah suatu rotasi Rp 2.
Kebahikan dan teorema 11.C.3 juga berlaku dan dinyatakan dalam

teorema 11.C.4 Dberikut:
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Teorema 1L.C4
Sebarang rotast Rp, ¢ selalu dapat dianggap scbagai hasilkali dua

pencerminan, satu ferhadap t dan satu terhadap s dengan P titik

potong garis t dan s dan mZ(t, §) = — 0.

Gambar 31

Dengan pembuktian yang serupa dengan teorema 1L.C.3 dan karena 0 =

ms APA" makamZ(1, s) = =6,

Setengah Putaran
Setengah putaran merupakan kejadian khusus dari rotasi dengan sudut
180°,

Contoh: A | p ‘ A

Gambar 32
Refleksi itk A terhadap itk P

Olch setengah putaran, A ditransformasikan ke A, sehingga setengah
putaran juga dapat dinamakan sebagai pencerminan terhadap suatu titik

yaitu titik pusat (dilihat gambar 32 di atas).
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Teorema 1L.C.5
Untuk sebarang garis g dan setengah putaran H maka H(g) ] &

Diketahui; H{(g) || ¢

Bukit: Diambil A,B.P tak segaris dengan P pusat sctengah putaran.
Ae g HpA)y=A' ¢ g
Bag:= HyB)=RB'e g

PEENEY
Diperoleh: AP = 4'P b AARP = AA'B'P
mLBPA = mLB PA

ZBAP = /B'A'P]
karena BA = A'B = ABA'B! suatu jajar genjang
AA = AA!

B A

% = o'
A BT
Gambar 33.Setengah putaran
dengan ik pusat P

Jadi: Hp(g) |l &.
Teorema ILC.6
Hasilkali dua setengah putaran adalah suatu translasi.
Diketahui: Dua setengah putaran dengan titik pusat P dan Q.

Dibuktikan: HoHe = 7,

2
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Bukti: Setengah putaran dapat dipandang sebagai hasilkali dua refleksi
terhadap dua cermin yang saling tegak urus.

Melalui P dan Q dibuat cermins Lr, s Lt

== M{(M.\M-\)M 1

=M1 M,

J Q ]

Gambar 34, Hasilkah
dua setengah putaran

Jadh hasilkal dua setengah putaran adalah svatu translasi dengan
vekior transtasi yang besarnya dua kali jarak kedua titik pusat
setengah putaran.
d). Refleksi Geser
Definisi ILC.5
Suatu refleksi geser G adalah hasitkali dari tranglasi dengan vektor
v dan suatu refleks: dengan cermin § vang sejajar dengan v,
schingga G =M, -1,
Kita namakan gans s sebagat sumbu refleksi geser.
Berdasarkan definisi 11.C.5 dikatakan bahwa refleksi geser

merupakan hasilkali refleksi dan translasi, maka hasilkali tersebut



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

memenuhi sifat komutatif seperti yang ditunjukkan dalam teorema 11.C.7
berikut im:
Teorema I11LC.7
Jika garis s || v maka G =M, 7, = 1. M;
Diketahui: s | v
Dibuktikan: G = M7 =7 M,
Bukti: T, dapat dianggap sebagai hasilkali refleksi terhadap dua cermin
sejajar r dan . Garis v Lsdant L s.

P = 1itik potong garis r lerhadap cermin

Q = titik potong garis t terhadap cermin s

Misal: 45 wakil dari v A * B
! 1- "
_______ }t\"“--- mEmAE AT AN nunnt‘}
PO wakil dari ¢ f ! :
el e —
Maka: M,T, = M Ty, : ’ \“. *"' I ] i
LN --- u,}l:; nnnnnnnn
= MS;-}Q}--} p Gambar 35, Hasilkal
reflekst dan transiasi

= (M M MMM,

schingga G =M1 =1 M _.
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Teorema 11L.C.8

T, M, suatu refleksi geser.

Diketahui: vtidak tegak turus s, dengan s disebut cermin.

Bukt: Diambil v mewakili AR,

maka T A =711 M,

= 1, (M M M

= 1M p(ﬂxf._\_ﬁ.‘f .), dengan <p, s> = i EA .

= 1M,

, . o ;
Jadi untuk v fidak tegak i
furus  cermin s, hasilkali A

pencerminan terhadap s dan S

‘ Gambar 36
translast v sclalu berupa Refleksi Geser

reflekst geser.
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Teorema H.C.9
Apabila ada garis r, s dan t tidak berpotongan pada satu titik dan
tidak ada pasangan yang sejajar, maka setiap hasilkali refleksi-
reflekst M, M, dan M, adalah suatu reficks geser.
Diketahui: 1, s, dan 1 saling berpotongan dan 1itik potongnya membeniuk
suatu segitiga ABC,
Dibuktikan: M, - M, - M, merupakan refleksi geser.

Bukti: MMM, = MM M,

MM M, = MMM,
Melatui 1D dibuat 1 L h dan i || g, maka MMM, = M, T, dengan

d merupakan jarak antara garis } terhadap garis g, merupakan

suatu refieksi geser.

Gambar 37. Hasilkah refleksi-refleks:
terhadap t, s dan v

Dengan jalan serupa dapat kita cari hasilkal beberapa refleksi.
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2. Dilatasi
Definisi 11.C.6
Dilatasi adalah suatu transformasi 1 yang mentransformasikan setiap
garis ke garis vang s¢japar dengan garis semula. Jika g gavis maka
i

berlaku Dig) = g], gt suafu garis dan '} ¢

Dua buah bangun disebut homotetik {seletak) jika mereka sebangun dan
penempatapnya sesual, yaitu jika mercka dihubungkan oleh suatu Dilatasi.

Teorema 1.C.10

Setiap dua segmen garis AR dan A'B dihubungkan olch dilatasi vang

tunggal jika AR !* A'B'.

Suatu dilatasi tertentu olch dua buah stk yang dipengaruliinya atau olch
akibatnya pada dua buah titik.
1. AB — AB

Dilatasy ini suatu ransformasi identilas,

b

CAB - BA
Dilatasi ini sualu setengah putaran dengan titik pusat titik tengah Al3

Invers dari dilatasi AB - A'B ialah dilatasi A'B' — AB.

a2

N

_Hka ABB'A! suatu jajar genjang maka AB — A'B! adalah suatu translasi

(dilihat gambar 38(a)).

o

. Suatu dilatasi vang bukan franslasi mempunvai titik invariant O (dilihat

gambar 38( b)).
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Gambar 38 G

Definisi H.C.7
Jika O titik pusat dilatasi dan faktor skalarnya k, dilatasi dinyatakan
dengan [O,k], dengan sifat k = 0, dilatasi ini disebut “dilatasi sentral”™
Jadi yang termasuk dilatast adalah translasi dan dilatasi sentral.

Bika diberikan 3 titik tak seganis AB.C ditransformasikan dengan
titik pusat O dan jika D(A) = A], D(3) = B}, IC) == C], maka dilatass
sentral dengan:
a.tk1>1, akan terjadi perbesaran

Contoh: 1. Untuk k = 3 2. Untuk k= -2
C'

+

A
N
St

\13
C ////
Gambar 40 ,
A

Gambar 39

Maka AABC mengalanu perbesaran.

b. |ki<l, akan terjadi pengecilan

Conioh 3. Untuk k = 1

C
Maka AABC mengalami pengecilan,

C!
Gambar 41

A
: >B
C
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¢. Untuk k = ~1 menunjukkan selengah putaran
d. k = 1 menunjukkan suatu transformasi identitas.
Contoh 1, 2, dan 3 & atas menunjukkan bahwa suatu dilatasi sentral

mempunyai satu titik invariant.

3. Rotasi Dilatif {Similarnitas Spival)
Definisi J1.C.8
Suatu fransformasi L. adalah suatu similaritas bila terdapat bilangan

positif k sehingga untuk setiap segmen AB dipenuh A'B' = k AB

Bilangan k merupakan bilangan positif konstan vang disebut faktor
similaritas atau faktor kesebangunan, schingga similantas dengan faktor k
dilambangkan dengan L.

Jika k=1, maka similaritas merupakan 1sometri dan jika k # 1 maka

similaritas mempunyai invers vang juga berupa similaritas dengan faktor e
e

Selain isometri, similaritas lainpya adalah dilatasi dengan O(+ k), rofasi
dilatid, dan refleks: dilatif’
Teorema 110,11

Similaritas mempertahankan besar sudut.

Dibuktikan: m£ABC = msABIC

Bukti: Diambil k = 2, O titik pusat rotasi.
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Karena sifat kesebangunan dua

segitiga terpenuhi maka AABC ~

AAB!C sehingga m~ZABC
- Gambar 42. AABC ~ AA B,
mA R CL i3 ~ AAR'CY
Similaritas spival jalah hasitkali suatu dilatasi sentral O(k) dengan
suatu rofasi vang titik pusat O, sehingga disebut juga sebagat rotasi dilatt,
Hasilkall svatu dilatast O(k) dan suatu rotasi Re,, sama dengan hasiikali
dilatast O(-k) dan rotasi Rogar.
Similaritas dapat dibedakan menjadi;
a). Similaritas langsung
Similaritas langsung adalab suatu sumilaritas yang tidak mengubah arah.
Tidak mengubah arah berarti tidak membalik arah urutan titik sudut
segiliga.
Jika AABC dan AA'B'C! sebangun dan dihubungkan oleh similaritas

fangsung vang funggal ABC—» A'B'C' maka arah A'B'C'= arah ABC

Contoh; Rotasi dilatif AABC dengan ttik pusat C
3

¢ Gambar 43
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Hal-hal penting vang periu kita ketahui:

1. Yang termasuk similaritas langsung adalah dilatasi, (ranslasi, rotasi,

dan rotasi ditatif,

2. Seniap similaritas langsung vang bukan translasi mempunyai titik

invariant.

Bukti:

Jika sinvlaritas langsung itu  dilatasi sentral, maka ientu
mempunyai itk invariant. Jika similaritas langsung itu bukan
suatu dilatasi mengakibatkan ada garis yang tidak sejajar dengan
hasii transformasinya.

Misalkan C titik potong garis-garis terscbut.

Gambar 44. Similaritas tangsung
dengan titkk pusat O

Tampak dari gambar 44 bahwa AABO dan AA'B'O dihubungkan
oleh rotasi dilatif dengan pusat O atau similaritas spiral dengan
pusat O,

Dengan melukis lingkaran-lingkaran fuar AAA'C dan ABB'C
terdapat titik potong kedua lingkaran itu, misalnya O.

Berikut ini akan dibuktikan bahwa: AABO ~ AA'B'O

Bukti

Dipandang AOAR dan AOA'RB’
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m<OBC + mZOB'C = 180

m<OB'AY + msOBIC = 180

mLOAR + moOAC = 180
maka mZOAB = m£OA'C atau mZOAR = mZ0OA B!

1yal
schingea AOAB ~ AOA'B! dan /j;im =

Jadi  similaritas  langsung  vang  merupakan  rotast  dijatif
mempunyai itk mvariant O,
b). Similaritas berlawanan
Similaritas berlawanan adalah similaritas vang mengubah arah.
Mengubah arah berarti membalik arah urutan titik sudut segitiga,
Jika AABC dan AA'B'C scbangun dan dihubungkan olch similaritas
tunggal ABC— A'B'C maka arah A'B'C berlawanan dengan arah ABC.

Contoh: Refleksi dilatif AABC dengan C terletak pada cermin

C

Gambar 45
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Perlu kita ketahui bahwa:

1. Yang termasuk similaritas berlawanan adalah refleksi, refleksi geser
dan refleksi dilatif,
Suatu refleksi dilatif falah hasilkali suatu refleksi dan suatu dilatasi
sentral yang titik pusatnya terleiak pada cermin (seperti tampak pada

gambar 45).

b

Similaritas berlawanan yang bukan refieksi geser mempunyai titik
invariant.
Karena simtlaritas berlawanan hanya sebagai faktor pendukung penulisan

mi maka pembahasan similaritas berlawanan tidak ditulis lebih lanjut.

Suatu similaritas dapat dikatakan mengubah arah atau tidak mengubah arah
jika terdapat paling sedikit tiga titik atau tiga utik sudut suatu segitiga vang

diketahui,
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BAB IH

IRISAN EMAS

A. Pembagi Ujung Dan Tengah

Befinisi 1H.A.1
Segmen garis lurus dikatakan telah dibagl dalam pembagi ujung dan
tengah jika perbandingan segmen garis keseluruhan (utuh) dengan bagian
segmen garis yang iebih besar sama dengan perbandingan segmen vang
lebih besar dengan vang lebih kecil,

Untuk lebih jelasnya, defimisi HLA.1 & atas dapat dinvatakan dengan kalimat

lain dalam defimss HLAZ.

Definisi I1LA.2
Segmen PQ dikatakan telah dibagi dalam pembagi ujung dan tengah oleh
tiik R {dengan PR segmen vang Iebih besar), pka:

PQ PR = PR RQ

Contoh: o &
P R
Gambar 46

e

Maka, pembagi ujung dan tengahnya:

PO PR
PRRO
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Definist 11LA.1 dan 111LA.2 dapat kita nyatakan dalam segilima beraturan
ABCDI:, dengan V tittk potong diagonal AC dan ER.
V membagi AC dan 21 dalam pembagi ujung dan tengah.

Contol:
D

A 12
Gambar 47

Perbandingan yang ditunjukkan dalam definisi 111L.A.1 dapat kita nvatakan

Pl ..' f(" .
dalam bentuk : — ; = ——_untuk diagonal AC
alau
1B LY

i R , untuk diagonal EB
Vo VR

misal © a = bagian vang lebih besar.
b = bagian yang lebih kecil.

sehingga pembagi ujung dan tengah setiap diagonal segilima ABCDI dapat

dinyatakan dalam perbandingan sebagas berikut;

Pada tahun 1416-1492, perbandingan tersebut dinotasikan dalam notasi

t oleh Fra luca Paccioli dalam bukunya vang berjudul “De divina
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Proportione”, schingga e = L ACED
P SRR e T KD AY

dan pada pertengahan

tahun pertama abad 19, perbandingan tersebut dinamakan dengan istilah “irisan
emas”. Notasi 1, menunjukkan bahwa perbandingan dalam pembagi ujung dan
tengah tidak pernah berhenti pada suatu angka tertentu karena berhubungan
dengan angka-angka Fibonaccl yang menunjukkan pecahan angka vang terus-
menerus, yaitu t = 1,618033987... .

Bilangan [Fibonacci adalah sebagai berikut:

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ... U, =1/  +U

ned s s
dengan {/, =1 dan U/, =1,

Bilangan tersebut dikenal dengan istilah deret Fibonacei, sesuai dengan nama
penemunya “Leonardo Fibonacci™ dari Pisa yang lahir tahun 1175,
Perbandingan yang terus-mencrus pada bilangan Fibonacei diperoleh dari

pecahan yang terus-menerus pada bilangan sebagai beriku;

2 3 5 3 2
1 =10, - =20 = = L5 =166 . E_% =& ° s el 625 <] =1.6i54.. ;
1 ] 2 3 5 8 13
i . ¢

34 = 161905, N 1.61765... 4 =1,61818 s, = 161798
2 34 55 8%

37 3 _ .
233 = 1,618055 377 =1,618025 ; s = 1,618037..,

233 3

4
287 = ],618033...; .. dan selerusnya.
680
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Angka-angka tersebut semakin mendekati angka 1,618033987... yang nilainya
i . , :
sama dengan 7 = - 5 pada 1risan emas, yang dapat kita peroleh dari

perbandingan pembagi ujung dan tengah sebagai berikut:

17,

b Iz
b7, b
i) pe.

Perbandingan pada pembagi ujung dan tengah vang terjadi secara terus-
menerus dapatl ditunjukkan dengan membandingkan segmen-segmen dalam
segilima beraturan ABCDI terhadap segmen-segmen dalam segilima beraturan
lainnya yang lebth kecil atau segmen-segmen dalam segilima beraturan lainnya

vang lebih besar, seperti penjelasan berikut mi:
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1 X3

D

Gambar 48
ABCDE ~ A'B'C'ID'E! ~ AMBUCIDIEY « AVIRICHIp IR

Sebelum membahas lebil lanjut, akan ditunjukkan sifat kesebangunan pada

gambar 48,

Diketahui: segilima ABCDE beraturan,

Dibuktikan: segilima beraturan ABCDIE ~ segilima beraturan A'B'C'D'E ~
segilima beraturan AVB'CHDYEY,

Bukti:

Karena segiiima ABCDI: beraturan maka:

Dipandang jajar genjang BAEA', maka m2BAL = m2BA'E.

Dipandang jajar genjang AEDE', maka mZAED = mcAE'D.

Dipandang jajar genjang EDCD', maka mZEDC = mZED'C.

Dipandang jajar genjang CBAI', maka mZCBA = m <CB'A.
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A BCh ot PIEY B A
karena B2 e 3 e 2 e
A3 RC 1 DE 1A

maka segilima ABCDE ~ segilima A'B'C'D'EL

Dipandang jajar genjang EMABYAY maka maEVARY =

Dipandang jajar genjang A''BCYB maka mzA"BC! = meal ' BYCH,

Dipandang jajar genjang B''CD''CY maka m«BCD

Dipandang jajar genjang C''DEM'DY maka msCUDEY = moCUDE"

Dipandang jajar genjang DVEAVEY maka meD'EA' =

5 BC D DEFd

W

RATCNAZEE T = il = (i SR it

maka segilima ABCDE ~ segilima A''BUC DN

= msBICHD!

msDUEVAY

44

Jadi : segilima beraturan ABCDE ~ segilima beraturan A'B'C'D'E! ~ sepilima

beraturan A'BHCU D! EM

}. Perbandingan pada pembagi ujung dan tengah pada segmen-segmen dalam

sepilima  beraturan ABCDIE terhadap segmen-segmen dalam  segihima

beraturan A'B'C'D'E! yang lebih kecil.
a. Dipandang segilima ABCDE,

Diketahui: CD = CB' = CD!

CE = CB' + B'E, merupakan diagonal segilima beraturan

ABCDE  vang
diagonal vang lain.

Misal : a = bagian terbesar segmen CI (dalam hali

mewakils  diagonal-

ni CB)

b = bagian terkecil segmen CE (dalam hal ini B'E)
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Berdasarkan definisi 111 A2 kita peroleh bahwa;

R A S
b. Dipandang segilima A'B'C'D'E
Diketahui: C'D' = C'B'" = C'8!
¢t ittt o BUMEY merupakan  diagonal segilima
beraturan  A'B'C'D'E! yang
mewakiti diagonal-diagonal
vang lain.
q = bagian terkecil segmen C'E' (dalam hal ini B'''ED

Berdasarkan definisi 11LA.2 kita peroleh bahwa:

1

@E ALY et
por Yy alatiias |
OV > S 1 q 7

I

. Perbandingan pada pembagi ujung dan tengah pada segmen-segmen dalam
segilima  beraturan ABCDE ferhadap segmen-segmen dalam  segilima
i . ThgnIEemily i1 H ) : .
beraturan A B 'CDE 7 yang lebth besar,
a. Dipandang segithima ABCDL
Analisis pembahasan sama dengan anabsis pembahasan no. 1.a.

b. Pandang segilima A''13’ 'ctphpt

CUEY= "B+ BEY, merupakan diagonal segilima beraturan
Thyy b Ty v -
AMBUCTDYETY vang mewakil

diagonal-diagonal yvang lain,
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: . : . ~ 1t TR
misal: 1= bagian terbesar segmen C''E' (dalam hal ini C''B)
. . Tigdl C e ey
s = bagian terkecit segmen C'E'' (dalam hal ini BEY

Berdasarkan defimisi 111.A.2 kita peroleh bahwa:

Berdasarkan perbandingan pada segmen-segmen dalam segilima beraturan d
atas, maka dapat kita misalkan:

do = C A (diagonal segilima beraturan AR Y

d; = C'A' (diagonal scgilima beraturan Al'Bl(?’]f)}}?E’_).

d; = CA (diagonal segilima berajuran ABCDIE).

d; = C'A' (diagonal segilima beraturan A'R!C D! h,

&
L]

-]

IRl 2 Si—

a; = D'E" (sisi segilima beraturan A'BICDVE

-]
@

L]
aj?j " 0: }5 23 33 P
Karena AE = AD + D'E' = C'A"+ D'E', maka a, = d, + a,

AC s AD! -+ i)]]_':! + }::IC
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= ADV+ B'C o+ DB
= AD - AD - DR

=2AD 4+ D'E

w IAC 4+ ED, maka dy = 2d, + a,
Schingga dapat kita rumuskan: gy = &+ a

div) = 2d;+

Dimulai dengan ap = 1 dan dy = 1, kita pevoleh:
i 0 ] ” 3 4 3
a; i 2 5 13 34 89
d; I 3 8 21 55 144

Tabel 1. S191 dan diagonal pada segilima beraturan
Berdasarkan tabel 1 di atas, ditunjukkan bahwa pembagi wjung dan tengah pada
diagonal-diagonal suatu segilima beraturan terjadi secara peyiodik tanpa henti

seperti yang dinyatakan dalam bilangan Fibonacei dengan:
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B. Segiempat Emas
Pada abad 3 sebetum masehi, orang-orang Yunani menghubungkan
bentuk spiral dari rumah kerang dengan bentuk spiral yang diperoleh dari
segiempat emas. Disebut segiempat emas karena mempunyai perbandingan
dalam pembagi ujung dan tengah sebagai bentuk periuasan dari pembagi
ujung dan tengah dalam segilima beraturan,
Contoh segiempat emas ABDE.

. i’ BC BD BD DH DE
Pembagt wjung dan tengahnya [ —=5 St m ol L0
' Ch BC DE H: DH

B ¢ 1B,
G H
A I I

Gambar 49

Hubungan segilima beraturan dengan segiempat emas dinyatakan

sebagai berikut:
p

Gambar 50

Uus QU
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1. Dipandang gambar 50
Segilima PORST mempunyai panjang sisi satu satuan dan panjang diagonal
7. Diagonal Q5 berpotongan dengan diagonal RT di U. Dalam pembahasan
pembagi wjung dan tengah dalam subbab sebelumnya, diagonal-diagonal

tersebut saling membagi menurul irisan emas vaitu:

g a =
Us QU RO LT

oU OS uUr Ry
e = atau =

2. Untuk memperoleh segiempat emas dalam perbandingan pembagi ujung dan
tengah seperti vang dinyatakan dalam gambar 49, maka kita gunakan
langkah-langkah sebagai berikut:

a. Dibentuk persegi ABCF

B C

Gambar 51

B M m C
W/
A 3

Gambar 52
c. Dengan M sebagai titik pusat dan MI sebagal radius, dibuat suatu

lingkaran yang memotong perpanjangan BC di D.
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50

B .

A \
Gambar 53

d. Melalut D ditarik garis yang tegak lurus dengan BD dan berpotongan

dengan perpanjangan garis AF di E.

B & D

A 5 K

Gambar 5
Kita peroleh segiempat ABDIE scbagai segiempat emas, yang oleh CF lah
dibagi dalam scbuah persegi ABCEF dan sebuah segiempat CDEF yang juga

merupakan segiempat emas, sehingga:

_BC_BD

T = e =
CI)  BA
Keberadaan daerab segiempat emas secara nyata dapat kita lihat

pada suatu bidang duapuluh beraturan (gambar 55) berikut ini:

¥

15.
Gambar 55 _
Bidang Duapuluh Beraturan  Gambar 56, Tiga daerah segiempat
(“Regular Icosahedron™) emas yang saling tegaklurus
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Keterangan: berdasarkan pengamatan gambar 55 dan gambar 56 di atas

dapat kita peroleh:

1. Limas B.AKLCH mempunyai alas daerah segilima beraturan AKLCH
dan ttik puncaknya B. Dengan demikian, melalui bidang duapuluh
beraturan ini terdapat 12 limas dengan masing-masing alasnya berbentuk
daerah segilima beraturan,

Jadi terdapat 12 daerah segilima.

2. Setiap dua rusuk vang sejajar, misal AF dan CDD membentuk segiempat
ATDC, karena sist yang lebih panjang AC dan FD berturut-turut
merupakan diagonal dart segilima AKLCH dan FIDIG, dan AF, CD
mempunyal panjang vang sama dengan sisi segilima AKLCH dan
FIDIG, maka berdasarkan perbandingan pada pembagi ujung dan tengah,

kita peroleh:

¥

Karena diagonal segilima adalah v kali sisi-sisinya, maka segiempat lersebut

AFDC merapakan “segiempat emas” yang perbandingan sisi-sisinya adalah

Dengan demikian dapat dikatakan bahwa bidang duapuluh beraturan dapat
terbentuk dart tiga dacrah segiempat emas  yang saling tegak lurus

(dipandang gambar 56).
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€. Spiral Emas
Spiral Emas adalah suatu kurva berbentuk spiral yang menyinggung
s181-sisi segiempat emas dalam pembagi ujung dan tengah.

Spiral emas ini dapat kita lihat dalam gambar 57 berikut ini:

B C D
] I B
a=uarh
i \ i,
A H G F

Gambar 57
Spiral Emas dalam Segicmpat Emas

Kurva spiral emas dalam gambar 37 sebenarnva merupakan pendekatan
matematk dan kurva spiral yang sesungguhnya, karena kurva spiral
sesungguhnya memolong sisi-sisi segiempat emas dalam pembagi ujung dan
iengah pada sudut-sudut yang sangat kecil dan bukan menyinggungnva,
{(dikutip dars buku “THE LANGUAGE OF MATHEMATICS™).

Dalam gambar 57 tampak bahwa spiral emas tersebut menyinggung sisi-sisi

segiempat emas yang diketabui dititik: A, C, E, G, 1, ...; dengan:

BC_, _DE_FG_ I _
i L GH 1
B C ' )
D o
. . '».J_ '_.‘ ‘.K .."]3?
. e -
: ...... ]' '.‘:)g. I.. }]| *
N RS L
__________ ! DI _ﬁ ek )
A G F

Gambar 58. [O, 11 (O, i-ff)
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Dalam gambar 58 tampak bahwa O adalah titik potong BF dan DM vang
saling tegak lurus dan masing-masing segmen merupakan diagonal

segiempat emas ABDF dan CDTFH.

Diketabui: A BDF ~ ADFH, maka ZFBD = AHDF = .
AHCD ~ ADFH, maka £CDH = ZFPHD =

Dibuktikan; BF L DM

Buktr:

Diperoleh: £BFD = ZDHF = .

Karena ZCDYF « £DFH, maka m.ZCDF = m2CDH + m2FDH

9= H  + o«
Dipandang ABOD.
Karena o + [3 = 90°
maka £BOD + ZOBD + ZBDO = 180°
ZRODF R - i 1807
ZBOD -+ 90° = 180°

Karena C membagi BD dalam pembag) ujung dan tengah dan karena OC
membagi dua sudut (1.} BOD, maka ditunjukkan bahwa;

OR  BC

: T ;
QD oy

Oleh rotasi (0,90°) = CDFH - Cip! FUY, schingga kita peroleh:
A p
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Karena BC : CD == ¢ |
maka oleh dilatasi O(t) = C'D'F{' — ABDF

sehingga: 1. OD' = OB = 1. OD = OB

Berdasarkan pembuktian di atas dapat kita katakan bahwa: cara
mendapatkan segiempat emas ABDF (yang lebih besar) dari segiempat

cmas CDFH (yang lebih kecil), kita dapat menggunakan rotasi dilatif

Dengan kata lain, segiempat emas CDFH  (yang lebih kecil) oleh rotasi
dilatif’ dengan 4 putaran posttif’ dengan tittk pusat O dan dilatasi [0, 1]

ditransformasikan menjadi segiempat emas ABDF (vang lebih besar),

Sebaliknya dengan cara yang sama, segiempat emas ABDF (vane lebih
A o e R =

besar} oleh rotasi dilatif dengan 0 putaran negatf ( ttik pusatnva O ) dan
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diiatas {O,‘t ’j atau {O, i ditransformasikan menjadi segiempat emas
LT
CDFH ( yang lebih kecil).
Kita tuliskan bahwa;
Dipandang gambar 59
B c D

SRl
----
wd :

Ganmbar 39
OF = Garis Kutub

Misal: E{r,0) dengan r= OF = |
g = £ XOE = 0
OX merapakan sumbu kutub, dengan O titik kutubnya (titik pusat),

Dipandang E(r,0) sebagai titik awal pengukuran atau perhitungan. Dengan

rotast dilatif oteh 7, putaran posif dan dilatasi O(t ) vang memetakan 17 ke

C, berartt mentransformasikan setiap ik (r, 03 ke (zr, 6+ 5 T). Karena

1. Arah rotast berlawanan perputaran jarum jam.

N
Maka ((r, -{-)—n)
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Maka titik-titik terscbut berada dalam kurva spiral dengan r = 1, dengan
2
L= 7T yang menyinggung segiempat emas dalam pembagi ujung dan
tengah secara terus menerus {kontinu).

Selain kurva “Spiral Emas”, bentuk spiral pada rumah kerang
Nautilus yang dapai dirumuskan secara matematika juga terdapat kurva
spiral lain vang disebut dengan kurva “Spiral Logaritma”.

Pembentukan kurva “Spiral logaritma”, secara matematika lain dengan

pembentukan kurva “Spiral Iimas”. Nama “Spiral Emas” diberikan pada

suatu karva spiral vang mengalami perubahan radius sebesar » = 7 {untuk
setiap p putaran), sedangkan nama “Spiral Logaritma™ diberikan pada

suatu kurva spiral yang mengalami perubahan radius sebesar

r= ™ (untuk k = 79,5°, yang merupakan sudut khas spiral ini)
atau
1 ¥ [ag 3,20 :
r o= 1) (untuk setiap putaran penuh, dengan A=57.3 0},

Pembentukan kurva “Spiral Logaritma™ dapat kita lihat pada gambar 60
berikut 1mi:

1. mZAOB = mZBOC= . = 15°
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3. Jika memutar 1 putaran

. . 1

penuh, maka radius spiral b
m a

menjadi 3,20 kali lipat. n x

4. Sudut khas Spiral Logaritma

, t
i 5

- Gambar 60

Karena 3,20 = 10" aau ”Jiog 320 = 0,505, maka jika kita memutari

adalah 79.5°

kurva secara putaran penub (360°) dengan penambahan radius sebesar A°,
kita peroleh:

A e Sy
¥ up 32

- 10360

; ."f

o sse
;o= 106
i, A
I = BOFE
LR (AR TS B R ) J L2, 3020
po= e naat: 10 = @)

23026-0.008-57.3 .
rz=e 260,008 i (Uﬂ‘tlik A - 57338)
. 2 (}U,ESS-Q
P/ 1 S _ T 507
P g (untuk k = 79,5%)

Berdasarkan ramus tersebut, kita peroleh tabel berikut:

A (dalam 10 20040 60 8D . 360 380 400 420
derajat) -

0,004 x A O 0,028 056 0,058 0112 ... 0,504 0,532 0,560 0,588 . 1

p=1oBIEA T L 067 114 1210 1290 L 309 340 363 3,87

(A) (Q) By (P)

Tabel 2. Panjang jari-jart untuk setiap titik-titik kurva spiral logaritma.
¢ediboastip Javi baku THE LANGUAGE OF MATHEMATICS hal 142)
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AT, )

e i o o !
Dengan rotasi dilatif oleh . putaran negatif’ dan dilatasi {O, IJ yang
T

memetakan E ke G, berarti mentransformasikan setiap titik (r, 9) menjadi

(-1, 8 - P J. sehingga jika B(r.0} = E(1,0°) kita peroleh koordinat-
T 2

koordinat titik kutub sebagai berikut:

2. Arah rotasi searah perputaran jarwm jam.

) 1
Maka G {~,-~n)
¥

i
(=, -m)
.2
a
L]
@
I i y g N
{(—.,-—mn).n=1273, .. atau(c, —xn),n=-1-2 -3, .
et Z

resghdan @ o untuk noe L -3,-2 .10, 1,2,

L8]
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Gambar 61

Dengan demikian, dapat kita ketahui bahwa spiral emas bukan satu-
satunya kurva spiral dari rumah kerang Nautilus vang dapat dirumuskan
secara matematika, tetapl terdapal kurva spiral lain vang sering disebut
dengan “Spiral Logaritma™
Jadi, dengan kurva Spiral Fias dan kurva Spiral Logaritma tidak menutup
kemungkinan adanya kurva spiral lain yang dapat dihitung secara
matematika pada rumah kerang Nautilus.

Kurva spiral Jain yang dapat dirumuskan secara matematika juga ada
pada selimut tabung yang kita kenal dengan sebutan “Helix” atau “Spiral
Archimedes”. Akan tetapi, kurva spiral yang kita bahas disini hanya kurva

spiral dari rumah kerang Nautitus saja, khususnya “Spiral Emas™,
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PENUTUP

A, Kesimpulan
Ruas garis Jurus dikatakan telah dibagi menurut pembagi ujung dan
tengab jika perbandingan yuas garis keseturuhan (utuh) dengan ruas garis
{(segmen) yang lebih besar sama dengan perbandingan ruas garis yang lebih
besar dengan ruas garis yang Jebih kecil,
Iika: a @ bagian yang besar.
b = bagian yvang kecil,
a + b = bagian keseturuhan (utul).

3 a

o , a4+ .
maka pembag ujung dan tengah dinyatakan dengan ——" = - L Perbandingan

demikian dapat ditunjukkan oleh dua diagonal segilima beraturan vang
berpotongan dan sahing membagt menurut irisan emas. Perbandingan dalam
pembagi ujung dan tengah tersebut tidak pernah berhenti pada suatu angka
tertentu karena berhubungan dengan bilangan Fibonacci yvang menunjukkan
pecahan angka yang terus-menerus, vaitu ¢ =1,618033987... yang kemudian

dinamakan dengan "irisan emas”. Karena bilangan Fibonacci merupakan

, A a+b /541 e b a3
bilangan pecahan positii maka TR sehingga r = — 5
) a 2 2

Selain ditunjukkan oleh dua diagonal segilima beraturan vang saling

berpotongan, pembag ujung dan tengah juga dapat ditunjukkan dalam persegi

60
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panjang yang mempunyat sisi-sisi dalam rasio r:1, yang kemudian dikenal
dengan 1stilah “segiempat emas’™.

Segiempat emas ferbagi dalam sebuah persegi dan sebuah segiempat emas
yang lebih keeil,

Untuk mentransformasikan suatu segiempat emas ke segiempatl cmas
fainya yang lebih kecil atau lebih besar, kita dapat menggunakan rotasi dilatif
dengan titik pusat Q. Setiap titik dari segiempat emas-segiempal emas yang
diperoleh dapat ditransformasikan dengan menggunakan hasilkali rotasi dan

dilatasi.
Dengan  rotasi oleh  — putaran positf dan dilatasi  O{r) dapat

ditransformasikan suatu segiempat emas ke segiempat emas lainnya vang lebih

fos;

: I b . : 1
besar. Dengan rotast oleh P pufaran negatif dan dilatasi (_)( ------ ] dapat
G

ditransformastkan suatu segiempat emas ke scgiempat emas lainnya vang lebih

kectl. lika titik-titik hasil transformasi tersebut dihubungkan oleh busur 7

2

lingkaran, akan diperoleh kurva spiral dengan » = x° dan = = schingea
kurva spiral tersebut menyinggung setiap titik pada segiempat emas-segiempat
emas dalam pembagi ujung dan tengah secara terus menerus (kontinu),
Kurva spiral yang diperoleh tersebut kita namakan dengan istilah “Spiral
lmas”,

Kurva spiral emas yang sesungguhnya dapat kita lihat pada rumah

kerang Nautitus bagian dalam.
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Emplikasi Dan Saran

Dengan mempelajar kurva spical emas ini, penulis dapat mengenal dan
mendalami topik-topik geometri Euclides. Selain itu diperoleh hal menarik
yaitu perbandingan emas pada suafu segmen garis yvang sangat bermanfaat bila

diterapkan dalam kehidupan nyaia.
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