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ABSTRAK

Grup ftransformasi geometri Euclides merupakan himpunan dari
transformasi — transformasi dalam bidang Fuclides yang memenuhi sifat-sifat
grup. Grup transformasi geometri Euclides adalah grup similaritas. Grup
similaritas memuat grup dilatasi dan grup isometri. Grup isometri memuat grup
translasi, grup rotasi dengan titik pusat sama, grup yang memuat translasi dan
rotasi, grup yang memuat translasi dan setengah putaran. Jika suatu transformasi
mengubah arah tetapi hasil kalinya tidak mengubah arah atau sebaliknya maka
himpunan transformasi tersebut tidak membentuk grup. Misalnya himpunan
refleksi dan himpunan refleksi geser. Himpunan rotasi yang sepusat membentuk
grup tetapi himpunan rotasi vang tidak sepusat tidak membentuk grup.

Persamaan — persamaan transformasi geometri Euclides antara lain sebagai
berikut.

Persamaan dilatasi sentral dengan titik pusat 0 dan faktor skala pu# 0

x'=px
{ ,dengan u# 0

V=
Persamaan dilatasi sentral dengan pusat P(/,k ) dan faktor skala .
x'= e+ h— ph
{ V'=wy+k—pk

Persamaan isometri
xX'=ax+by+c
dengan a’ +b%=1
y'=t(bx+ay+d)

(+) untuk isometri yang searah.
(-) untuk isometri yang berlawanan.

Suatu similaritas merupakan komposisi dilatasi dengan isometni sehingga
didapatkan persamaan similaritas sebagai berikut :

X'=ax—by+c
{ dengan a’+b°#0

y'=%(bx+ay+d)

(+) untuk similaritas searah.
(-) untuk similaritas berlawanan.

Dari persamaan — persamaan tersebut dapat dilihat adanya hubungan
antara geometri dengan aljabar.
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ABSTRACT

The transformation group of Euclidean Geometry is a set of
transformations in the Euclidean plane that forms a group. It is the set of
similarities and is called the similarity group. It has as subgroups the group of
isometries and the group of dilatations. The group of isometries has as subgroups
the group of translations, the group of concentric rotation, the group of rotations
and translations and the group of translations and half-truns. If a transformation
reverses sense, then the composition of two of these preserves sense. So the set of
such transformations does not form a group, for example the set of reflections and
the set of glide reflections. The set of concentric rotations form a group, but the
set of rotations with different centers does not (form a group):

Here are some equations of the transformations of Euclidean Geometry.
The equation of a central dilatation with center O and scale factor p,u+0

x'=px
{ ,withp=0
V=

The equation of a central dilatation with center P( A,k ) and scale factor .
X'=x+h— ph
{ V'=py+k-pk

The equation of an 1sometry
X'=ax-by+c
with a? +5°=1
y'=t(bx+ay+d)

(+) is for an isometry that preserves sense.
(-) is for an isometry that reverses sense.

A similarity is a composition of a dilatation and an isometry and it’s
equation is as follows

x'=ax—by+c
{ with a” +57 0

y'=t+(bx+ay+d)

(+) is for a similarity that preserves sense.
(-) is for a similarity that reserves sense.

Form the equations above we can see that there 1s a relation between
geometry and algebra.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah.

Geomertri Euclides diperkenalkan kira-kira pada abad 300 S.M,
geometri Euclides menjadi dasar perkembangan geometri-geometri lain.
Geometri adalah suatu ilmu yang terus berkembang sampai saat ini. Di
dalam Struktur Aljabar atau sering juga disebut Aljabar Modern kita
mengenal teori tentang grup dan sifat-sifatnya. Sedangkan transformasi kita
dapatkan pada salah satu topik dalam geometri. Teori tentang grup dan
transformasi sudah diperkenalkan sejak Sekolah Menengah Umum hingga
tingkat Perguruan Tinggi sehingga teori tentang grup dan transformasi
bukanlah teori yang asing bagi mahasiswa jurusan pendidikan matematiké.
Mahasiswa perlu mengembangkan pengetahuan mengenai grup dalam
lingkup yang luas. Aljabar Modern yang terus berkembang khususnya teori
tentang grup memberikan kemungkinan pula untuk memandang geometri
dari sudut yang berbeda. :

Felix Klein (1849 - 1925) dari Jerman mempunyai pandangan lain
mengenal geometri. Dalam Erlanger programnya yang disampaikan di
Erlangen pada tahun 1872 1a memberikan definis1 Geometri sebagai berikut:
Suatu Geometri didefinisikan oleh suatu grup G dari transformasi-

transformasi, yang membiarkan invarian definisi dan dalil-dalilnya yang
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berlaku untuk sifat dari bangun - bangun dalam Geometri itu, tetapi tidak
invarian oleh transformasi dari grup lain yang mana saja vang memuat .
Macam-macam transformasi yang sudah kita kenal antara lain
transformasi identitas, translasi, refleksi, rotasi dan refleksi geser. Kita dapat
mempelajari transformasi dalam teori grup. Pada pembicaraan lebih lanjut
akan disampaikan mengenai grup transformasi geometri Euclides dan

hubungan antara geometri Euclides dengan aljabar.

B. Perumusan Masalah.
Pokok perumusan masalah yang akan ditulis di sini adalah :
1. Apa yang dimaksud dengan grup transformasi geometri Euclides?.
2. Transformasi apa yang menjadi anggota grup transformasi geometri
Euclides itu?. |
3. Sifat-sifat apa yang berlaku untuk anggota grup transformasi itu?.

4. Bagaimana persamaan anggota grup transformasi geometri Euclides?.

C. Tujuan Penulisan.
Tujuan penulisan grup transformasi dalam geometri Euclides di sini adalah :
1. Mengetahui lebih dalam tentang grup transformasi geometri Euclides.
2. Mempelajari transformasi apa saja yang menjadi anggota grup
transformasi geometri Euclides.
3. Mempelajari lebih banyak transformasi — transformasi dalam grup

transformasi geometri Euclides.
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4. Mengetahui lebih lanjut anggota grup transformasi Geometri Euclides

dilihat dar1 persamaan secara aljabar.

D. Pembatasan Masalah.

Untuk membicarakan grup transformasi geometri Euclides terlebih
dahulu dibenkan konsep-konsep, teorema-teorema yang mendukung. Konsep
tersebut antara lain konsep grup dan konsep transformasi. Pada transformasi
penulis membatasi pada masalah isometri, dilatasi, komposisi dua
transformasi dan persamaan transformasi. Sedangkan pada grup dibahas
tentang sifat-sifat grup, grup abelian, grup berhingga, grup tak hingga dan sub
grup.

Pada grup transformasi penulis batasi pada grup transformasi pada
bidang Euclides. Grup transformasi bidang Euclides memuat antara lain grup
translasi, grup rotasi, grup simetri, grup similaritas, grup isometri. Dalam
skripsi ini penulis tidak mengﬁlas tentang operasi simetri lebih lanjut hanya
memberikan definisi secara singkat. Untuk pembahasan lebih lanjut tentang
grup transformasi penulis juga menyertakan tentang persamaan transformasi

dalam geometri Euclides.

Manfaat Penulisan.
Melalui pendalaman grup transformasi geometri Euclides akan
ditemukan sifat-sifat grup yang berlaku pada grup transformasi. Sifat-sifat

grup yang berlaku pada grup transformasi antara lain sifat tertutup, sifat
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assosiatif, mempunyai elemen identitas dan setiap elemen dalam himpunan
tersebut mempunyai invers. Dengan mengetahui sifat-sifat grup yang berlaku
dalam grup transformasi akan memudahkan kita untuk memahami geometri
Euclides. Mempelajari hubungan grup dan transformasi tersebut dapat
menambah wawasan bagi calon guru khususnya guru bidang studi

matematika.

Metode Penulisan.
Metode yang digunakan untuk membicarakan grup transformasi
geometri Euclides adalah metode studi pustaka dari buku-buku yang

tercantum dalam daftar pustaka.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB 11

LANDASAN TEORI

Sebelum membahas tentang grup transformasi geometri Euclides
terlebih dahulu akan dibicarakan tentang grup.
Grup
Definisi 2.A.1
Suatu himpunan G disebut suatu grup apabila di dalam G
didefinisikan suatu operasi “#” yang mempunyai sifat sebagai berikut
L Sifat tertutup
a#beQG, Va,beG
1. Sifat assosiatif
(a#b)fic=a#(b#c)V abceG
111 Ada elemen identitas e sehingga untuk setiap a€ G berlaku
ate=efa =a

1v. Jika untuk setiap ac G dan qe G berlaku a# q=q# a=e unsur q

1

ini ditulis sebagai a™. Jadia# a”'=a~'# a=¢.

a ' dinamakan invers dari a terhadap operasi “#”.

Himpunan G dengan operasi “#” ini ditulis (G, # )

Definisi 2.A.2

Bila (G, # ) grup dan masih dipenuhi sifat a # b = b # a untuk

semua a,b € G maka G disebut grup Abelian atau grup komutatif.
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Contoh 2.A.1.

Misalkan B merupakan himpunan bilangan bulat dengan operasi

penjumliahan.
1. sifat tertutup dipenuhi

at+beB,Va beB

1. sifat assosiatif dipenuhi
(a+b)+c=a+(b+c), VabceB

. ada elemen identitas 0 sehingga untuk setiap ae B berlaku
0+a=a+t0=a.

iv. untuk setiap ae€ B, ada -aeB sehingga a+(-a) = (-a) + a=0.
Invers dar1 a terhadap operasi penjumlahan bilangan bulat

adalah —a.
Jadi (B,+) merupakan suatu grup , karena masih dipenuhi sifat a+b = b+a

maka grup di atas merupakan grup kumutatif .

Definisi 2.A.3.
Banyaknya elemen dalam suatu grup G disebut order dari grup G.
G disebut grup berhingga bila order G berhingga (finite) dan disebut grup

tak hingga bila order grup G tak hingga.

Contoh 2.A.2

Grup bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan adalah grup tak

hingga.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Contoh 2.A.3.

Himpunan bilangan-bilangan bulat modulo 4, 1alah : H={0,/,2,3}

Apabila dalam H diberikan operasi penjumlahan modulo 4, sifat

tertutup dan sifat asosiatif terpenuhi.

Sekarang akan diselidiki apakah setiap elemen H memiliki invers,
karena elemen identitas H adalah 6 maka,

(_)+4 5=5+4 0=0 , 0 invers dari 0

}+4 §=§+4 [ , 3 invers dari /

§+4 §=§+4 2=0 , 5 nvers dari 5

§+4 = }+4 3=0 , [ invers dari 3

Jadi H adalah sebuah grup, grup ini berhingga karena H hanya

memuat 4 elemen atau berorder 4.

Teorema 2.A.1.

Apabila (G, e ) sebuah grup maka berlaku :

1. elemen identitas tunggal
11. setiap x € G memiliki invers tunggal
111 ( Vx,y,z €eG)xey=x o z = y=z [hukum kanselasi kiri}

1v. (Vx,y,z €eG)yex = z e x= y=z [hukum kanselasi kanan]
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V. untuk setiap x € G,(x~1 T =X
%8 untuk Vx,yeG,(x ] y)_1 =y lex!
Bukti :

i. Diandaikan e;dan e, merupakan elemen-elemen identitas G dan

€ ¢€2
g 080 =y ........... LR . T M ]

dari 1) dan 2) didapat bahwa e¢; = e,, ini bertentangan dengan
pengandaian  semula.

Jadi terbukti bahwa elemen identitas di G tunggal.

ii.  Diambil sebarang x e G.

1 I

Andaikan x'dan a‘lkeduanya invers dari x dengan x #a .

x'=x71 e e ,eadalah elemen identitas (G, e )

B (x . a“l) (a”' invers dari x)

= (x“l ) x)o a (assosiatif dalam G)

{

=cea” (x™" invers dari x)

=a 1, terjadi kontradiksi dengan pengandaian.

Jadi invers dari x adalah tunggal.
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iii. Diambil sebarang x,y,ze@G sedemikian sehingga
xey=xezkarena x € G maka x “eGdan x ! tunggal.
x e (x o y) =xTe (x o :) (sifat tertutup)
(x'l . x)o y= (x—l . x)o Z (sifat assosiatif)
cey=cez (sifat invers)
Y
Jadi terbukti bahwa (Vx,y,zeG) xey=xez=> y=:
v. Diambil sebarangx,y,ze( sedemikian sehingga yex==zex

Karena x € G maka x ‘e G dan x ~/ tunggal.
(y ox)e x = (:- ex)e x1 (sifat tertutup dalam G)

ye (x ox? ): ze (x ox”! ) (sifat assosiatif dalam G)
yeg=ze¢ (sifat invers)
y=z

Jadi terbukti bahwa (Vx, y,zeG)yex=zex=>y=2

v.  Diambil sebarang xeG, karena xeG maka x e G sedemikian

sehingga xex '=e. .. ... ... D)

—1
Karena x 'eG maka (x’l ) € G sedemikian sehingga

(x_l)—l exl=e e 00 2)
dari 1) dan 2) didapatkan x=(x"1 )—1.

Jadi terbukti bahwa (Vx e G)(x - )_1 =x
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vi. Diambil sebarang x, y € G maka x e y"l eG
Karena x _I,y_l e Gmaka y ToxleG

(coy)o(yex)=xelyoy)ex?  (sifattertutup di G)

-1
—XxXecgcexy

(v—f ox”’ ). (xev)=y e (x—’ . x)- y (sifat tertutup di G)

(xoy)e(xey)” =c

Dari 1) dan 2) dapat disimpulkan y oyt merupakan invers dari

xey atau (xoy)—l =y_1 ox!

Jadi terbukti bahwa (Vx,ye G)(x . y)_l = y"l ox 1.

Teorema 2.A.2.
Diketahui sebuah grup (G, ), jika a € G,be G maka :
1. persamaan a e x = bmempunyai penyelesaian tunggal di G

(Va,beGXEl/xeG)aoxzb
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1l. persamaan y e a =5 mempunyai penyelesaian tunggal di G

(Va,beG)3yeG) yoa=b

Bukti
1. Kita perlihatkan bahwa persamaan « e x =5 oleh karena ¢ € G
maka didapatkan « ‘eg sehingga dipenuhi
ale (a . x)za‘l b
(@ ea)ox=aeb (sifat assosiatif di G)
cox=a'ep
x=aleb
Hal ini dapat diartikan bahwa persamaan aex=5
memiliki jawaban  x =g ! eb Karena a 'eG, beG maka
a lebeG dan a eb tunggal.
ae (a_l o b)z (a oa! )0 b  (sifat assosiatif di G)
=eeb
=
Jadi 3/'x =a eb e G sedemikian sehingga ae x=5
(Va,b.e G)(H!x € G)a ex=>5
ii. Sekarang akan dibuktikan untuk yea=boleh karena ae G

maka didapatkan « e G sehingga dipenuhi :

(yoa)oa”lzboa_l

ye (a ea”! ): bea™! (sifat assosiatif di G)
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yoe:boa_1

y=boad
Hal ini dapat diartikan bahwa persamaan y e« = b memiliki
jawaban y =5 eu! Karena @ ‘e G,be G maka bea ‘e G
dan bea’ tunggal
(b ea’ )o a=be (a'1 o a) (sifat assosiatif di G)

=bee

=b
Jadi FJ'y=be a ! sedemikian sehingga yea=5b jadi

(Va,beG)3yeG)yea=b

Definisi 2.A.4.
Misalkan G suatu grup, apabila H < G, maka H disebut

subgrup dari G jika H merupakan grup terhadap operasi yang

didefinisikan pada G

Teorema 2.A.3.
Diketahui (G,e) grup dan Hc G, maka (H,e) merupakan
subgrup dari grup G bila dan hanya bila :
1. Hx=od

ii. (VabeH)aobeH
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iii. (VaeHa e H
Bukti
(:>) Dimisalkan H adalah subgroup.
1. H#¢, karena sekurang-kurangnya memuat elemen
identitas.

ii. Karena sifat tertutup dan grup H maka sifat (i1) dapat
dipenuhi.

iii. Karena H adalah suatu grup maka definisi grup

(definisi 2.A.1) dipenuhi. Jika ¢ € H maka «a eH

(<) Diketahui i), ii) dan iii) akan dibuktikan H subgrup G

o Sifat tertutup dipenuhi pada H sebab 11) dipenuhi.

o Sifat assosiatif dipenuhi karena Hc G, sehingga didapatkan
(Va,b,ce H)a . (bo c)z (a o b)o c
karena setiap elemen H juga merupakan elemen dari G.

e Diambil y eH (karena diketahui bahwa H=# ¢) dengan
menggunakan sifat (i11) maka ada y eq sehingga
yeyeH (i)

Karena ye y = ¢ makaee H

H mempunyai elemen 1dentitas. Elemen identitas termuat di

dalam H.
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Teorema 2.A 4.
Jika H sebuah himpunan bagian yang tak kosong dan berhingga dari
sebuah grup G sedangkan H tertutup terhadap operasi yang berlaku di
G maka H suatu subgrup dari G

Bukti

Diambil sebarang ¢ € H maka aea = a’eH

a’ea=a’ecH

2

Sehingga a,a ad, merupakan elemen-elemen H

e=a ‘e Hsebab H sebuah himpunan bagian yang tak kosong dan
berhingga dari grup G.

Diketahui bahwa H berhingga, sehingga terdapat r,;s € Z* sedemikian
sehingga a *=a" .

Misalkan O<r<s maka a > "=e

Karenarse Z*+ dan s-r >0 maka s-1-1 >0 sehingga @ >~ le H
3 28

AN s—r—1: al .as—r—l =a1+s—r—1 =as—r L

a s—r—].a :as—r—l .al L as—r-—1+1 A g W

Jadia " =alaleH

Terbukti bahwa untuk setiap a € H, aleH

Jadi H sebuah subgrup G
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Transformasi

Sebelumnya diulang beberapa definisi tentang macam-macam fungsi.

Definisi 2.B.1
Andaikan A dan B adalah himpunan yang tidak kosong, suatu relasi f
yang mengawankan setiap elemen xe€A dengan tepat satu f(x) € B
disebut fungsi dari A ke B dinotasikan dengan f: A— B.

Himpunan A disebut daerah asal (domain) dan himpunan B disebut daerah

kawan (kodomain). Himpunan semua nilai y yang dihasilkan dinamakan

daerah hasil (range) dari f. Fungsi juga sering disebut pemetaan.

Definisi 2.B.2.
Suatu fungsi f disebut fungsi injektif bila dan hanya bila untuk

sebarang x dan y yang berlainan dalam A diperoleh f(x) # f(y)

dalam B.

Jadi suatu anggota didalam B hanya mempunyai satu kawan di A.

Definisi 2.B.3.
Suatu fungsi f disebut surjektif bila dan hanya bila untuk setiap yeB
terdapat x€ A sehingga f(x) =y.

Jadi semua anggota B mempunyai kawan di A.
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Definisi 2.B.4.

Suatu fungsi f yang injektif dan surjektif disebut fungsi bijektif.
Suatu fungsi f yang bijektif akan menghasilkan korespodensi satu-satu

antara anggota-anggota A dan anggota-anggota B.

Definisi 2.B.5.
Fungsi f : A—B mempunyai fungsi invers g: B—A jika setiap anggota
B adalah kawan dari tepat satu anggota A dan setiap anggota A adalah
kawan dari tepat satu anggota B.'

Ini berarti bahwa f: A—B mempunyai invers g B—>A jika A dan B
berada dalam korespondensi satu-satu. Jadi jika dapat ditemukan fungsi g
yang mengawankan himpunan B ke himpunan A atau x= g(y) dikatakan f
dan g fungsi-fungsi yang saling invers. Jika g ada maka g dinyatakan
dengan tanda £ dan dibaca “f invers”. Daerah hasil f adalah daerah asal

f~'. daerah asal f adalah daerah hasil . Fungsi f yang bijektif akan

mengakibatkan bahwa f mempunyai invers.

Definisi 2.B.6.

Hasil kali (komposisi) dua fungsi.
Andaikan fA—>B dan g:B—C fungsi, yang dimaksud dengan
komposisi fungsi f dan g yaitu gof ialah suatu fungsi dengan domain
sama dengan domain f, kodomain sama dengan kodomain g, dan

untuk semua xe A berlaku
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(goH(x) = g(f(x))
Jadi jika ffA—B fungsi dan g B—>C fungsi maka (gof). A—Cadalah

fungsi dari A ke C.

Definisi 2.B.7.
Transformasi dalam geometri bidang adalah fungsi bijektif dani
himpunan semua titik pada bidang ke bidang itu sendiri.
Dalam hal ini yang dimaksudkan adalah bidang Euclides.
Semua transformasi merupakan suatu korespondensi satu-satu antara
semua titik dalam bidang, dengan kata lain bila o suatu transformasi maka
berlaku bahwa untuk setiap tittk A akan terdapat dengan tunggal titik B
sedemikian hingga a(A) = B dan sebaliknya untuk setiap titik P terdapat

dengan tunggal titik Q sedemikian hingga o(Q) =P.

Definisi 2.B.8.
Suatu transformasi disebut suatu kolineasi bila bayangan sebuah garis

(lurus) oleh transformasi itu akan berupa garis lurus lagi.
Jadi bila / garis lurus maka o adalah suatu koliniasi bila dan hanya bila

al(l)=1',dengan I’ garis lurus.

Bernikut in1 akan dibahas tentang macam-macam transformast dalam

bidang Euclides.
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Isometri.
Definisi 2.B.9
Transformasi « disebut suatu isometri bila untuk setiap pasang
tittk P dan Qterdapat P'Q'= PQdengan P'= a(P) dan
Q'=a(Q)
Akan ditunjukkan transformasi yang termasuk isometri :
a. Refleksi (pencerminan)
Definisi 2.B.10
Suatu refleksi (pencerminan) terhadap suatu garis adalah suatu
transformasi M, yang didefinisikan untuk setiap titik pada bidang V
sebagai berikut.

1. jika Pec maka M .(P) =P
ii. jika P¢ ¢ maka M _(P)=P'sehingga garis ¢ adalah sumbu PP'.
Pencerminan M pada c¢ selanjutnya kita lambangkan dengan M . . Garis

¢ dinamakan sumbu refleksi atau sumbu pencerminan.

T Q=Q
A
.7 4} Il l 4% II :. Al:Mc
c
Gambar 2.b.1

Untuk memperjelas definisi di atas dapat dilihat gambar 2.b.1.

sumbu A4’ ialah garis yang membagi dua sama AA' dan tegak lurus
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dengan kata lain titik A dan titk A’ berjarak sama dan c. Oleh
pencerminan suatu titik A akan tertentu dengan tunggal titik A4’ bila

sumbu refleksi diketahui.

Teorema 2.B.1.

Refleksi (pencerminan) adalah suatu 1sometri.

W

L\H\

~--0
(wiles!

O

_r__...q.___-

e

o,

Gambar 2.b.2.
Bukti

Misalkan A'=M_ (A4)dan B'=M_ (B)

Dari Adan A" ditarik garis yang tegak lurus pada BB’ dan memotong

BB' berturut-turut di £ dan E', AE = AE
AC = DEkarena CA = CA maka
E‘Z = DE'

BD = DB

DE = DE', sehingga BE = BE

karena

BE=BE

AE=AE



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

20

m< AEB=m< AEB maka A ABE = A ABE’
Jadi AB=A'B' maka A'B'= AB

Terbukti bahwa M . adalah suatu isometri

Untuk membahas lebih lanjut tentang transformasi perlu
diperkenalkan unsur-unsur invarian (bertahan/tetap) terhadap transformasi

tersebut.

Definisi 2.B.11.

Titik Q disebut invarian terhadap transformasi o bila dipenuhi

Q=a(Q).

Definisi 2.B.12.

Garis /disebut garis invarian terhadap transformasi a bila dipenuhi

[=a(l)

Definisi 2.B.13.
Sebaliknya o dikatakan mempertahankan titik Q bila dan hanya bila
o(Q) =Q sedangkan transformasi a mempertahankan garis / bila dan
hanya bila a(/)=1.

Titik invarian pada refleksi M . adalah titik-titik pada sumbu refleksi.
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Definisi 2.B.14.
Arah perputaran dani titik-tittk A,B,C yang tidak segaris adalah
(+) jika arah perputaran dari titik A,B,C searah jarum jam

(-) jika arah perputaran darn titik A,B,C berlawanan dengan arah

jarum jam.

Contoh 2.B.1.

| Diketahuir 44BC seperti pada gambar berikut int :
C

| Gambar 2.b.3

Arah titik A,B,C arahnya (-) atau berlawanan dengan arah jarum
Jam. |
Suatu  transformasi  dikatakan = mengubah  arah  jika
| mentransformasikan A4BC ke A4'B'C’' sedemikian sehingga kedua

segitiga berlawanan arah.

Contoh 2.B.2
Segitiga ABC direfleksikan terhadap sumbu ¢
M, (A4BC)=4 AB'C

C C’

; Gambar 2.b.4
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AABC arah perputamya berlawanan dengan arah jarum jam sedangkan

A ABC arah perputarannya searah dengan jarum jam. Jadi suatu refleksi

mengubah arah.

Untuk pembahasan lebih lanjut akan diperkenalkan persamaan refleksi.

¢ Persamaan refleksi dengan sumbu refleksi sumbu —x.

{ x::x T” TP(W)
A=
q 'l g

Gambar 2b.5 P'(x",y")

¢  Persaman refleksi dengan sumbu refleksi sumbu —v

X'=—x y
/
Y=y

P'(X',y,) . ] . P(&y)

Gambar 2.b.6

e Persamaan refleksi dengan sumbu refleksi ¢ yang persamaannya :

Ax+ By+C=0,dan p(x,y)

M(P) = P'(x',y" Jdengan P di luar sumbu refleksi ¢ maka harus

dipenuhi

—

PP lc
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(- B
jadi | 2 = )
x—-x) A
Titik tengah PP’ , Q[x;x ',VJ;)/ ] terletak pada c.
JadiA[x;x ]+B£y;y }rC:o . )

Sesudah dijabarkan diperoleh dua persamaan dalam x'dany’, dari
persamaan 1) diperoleh :

(¥'-y)A=(x'-x)B

Ay'— Ay =Bx'—- Bx

Bx' — Ay = B i e i -~ R . D)

dari persamaan 2) diperoleh

Al ZEE 4Bl 22X |+ c=0
2 2
AxJ;Ax +By4;By L C=0

Ax+Ax +By+By +2C =0

AX +BY =—Ax—By—2C ..o A

dari persamaan 3 dan 4 didapatkan persamaan x dan y' sebagai berikut

R

X =
A% + B?

)
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(42 = B?)y-24Bx-2BC

...6
AZ+B2 )

Yy =

Persamaan 5) dan 6) dapat diubah sebagai berikut :

, 2A(Ax + By +C)
X =x-
A%+ B?
2B{Ax+ By+C
e
A+ B

Jadi persamaan refleksi terhadap sumbu c¢ vyang persamaannya

Ax+By+C=0
o 2A(Ax+ By +C)
A% + B?
: 2B(Ax+ By +C)
y=ry- Y
A+ B
C
y  PLY)

' X
0 l / merupakan sumbu refleksi

Gambar 2.b.7

Translasi (geseran)
Sebelum membahas translasi diperkenalkan terlebih dahulu

pengertian vektor.
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Definisi 2.B.15
Suatu ruas garis berarah adalah sebuah ruas garis yang salah satu
yjungnya dinamakan titik pangkal dan ujung yang lainnya dinamakan

titik akhir.

Misalkan A titik pangkal dan B titik akhir, ABadalah suatu ruas

garis berarah.

Definisi 2.B.16

Himpunan semua ruas garis berarah yang panjang dan arahnya sama

disebut vektor geometrik.

Masing-masing tuas garis berarah tadi disebut wakil dari vektor

a
tersebut. Vektor dapat ditulis v atau dalam bentuk komponen [ 5 W i

Definisi 2.B.17
Himpunan ruas garis berarah yang besar dan arahnya sama
membentuk klas ekuivalensi dan menunjukkan suatu translasi. Klas
ekuivalensi dari ruas garis berarah disebut suatu vektor. Setiap ruas

garis berarah mewakili vektor.

Definisi 2.B.18

Vektor yang panjangnya nol dinamakan vektor nol, dengan

menggunakan lambang o
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Definisi 2.B.19

Suatu transformasi a dengan vektor translasi v, dapat dinyatakan

dengan Tv, jika Tv: P — P’ dengan PP’ wakil dari v

Contoh 2.B.3

Tv:A— A, AA adalah wakil dari v

Al
v
4 Gambar 2.b.8
Teorema 2.B.3
Translasi adalah suatu isometri
P v
Y > P
\\ ¥ \\\ )
Q _p Q
Gambar 2.b.9
Bukti :
Misalkan,

Tv : P — P', PP, adalah wakil dari v

00— Q’,Q—Q’ adalah wakil dari v
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Pada suatu translasi tidak ada titik invarian karena dari definisi untuk

semua titik P, Tv (P)=P",P # P, kecuali jijkav=0, Ty =1 Translasi

juga tidak mengubah arah.

Persamaan transjansi

Dengan menggunakan susunan sumbu koordinat X0Y

Andaikan diketahui titik B (a,b)

b

Gambar 2.b.10

Suatu translasi Tv: 0 — B,O_B adalah wakil dan v

Misalkan Tv : P — P, PP wakil dari v dengan PP'=0B

Maka

P'(x',y)=P(x+a,y+b)
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Translasi merupakan pemetaan P(x,y) ke P'(x',y')maka didapatkan

persamaan translasi sebagai berikut :
X'=x+a
{ y=y+b
Dengan menggunakan vektor

Tv dengan v = [Z}
HMENEN

. Rotasi (perputaran)

Definisi 2.B.20

Rotasi terhadap Pdengan sudut 6, lambang R(P,6) ialah
pemetaan yang memenuhi
s RS ="

ii. R(P.O)(A)=A",dengan PA'= PAm/APA =6

Al

Gambar 2.b.11

Titik P disebut titik pusat rotasi dan € disebut sudut rotasi, sudut
6 positif bila arah rotasi berlawanan dengan arah perputaran jarum jam.

R(P,k.360°)= 1 dengan k bilangan bulat, sedangkan untuk R(7°,8) #1
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satu-satunya titik invarian ialah titik pusat rotasi atau titik P , sebab titik-

titik selain P akan dipetakan ke titik-titik lain.

Teorema 2.B.4

Rotasi adalah suatu isometn

Gambar 2.b.12

Bukti
Dimisalkan ada dua titik sebarang A,B dan AB dirotasikan dengan
titik pusat 0 dan sudut rotasi 6 maka 0 4= 04",0B = 0B’
ZA0B = LZA'0B" maka AOAB = AOA'B' jadi AB=A'B'

terbukti bahwa rotasi adalah suatu 1sometri.

Rotasi tidak mengubah arah, karena A0AB dipetakan ke A0A' B’

sedemikian sehingga kedua arah segitiga tidak berlawanan.

Persamaan rotasi

Jika diketahui titik P('x, y Jdan pada titik ini diadakan rotasi dengan titik

pusat 0(0,0) dan sudut rotasi 6 maka persamaan rotasinya dapat dicari

sebagai berikut:
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A
P(x.y)
1=/ Y ==2P(xy)
D l » x
0
Gambar 2.b.13
dimisalkan :
x=0Pcosd
y=0Psind

x'=0P'cos(8+6)

=0P'(cos@cosd —sinBsind )

Karena OP'=OP , maka
x'=0Pcosd.cos@ —OP sind sin@
x'=xcos0 — ysiné

Akan dicari y'

V'=0Psin(6+65)

=0P' (sin@cosé' + cos @ sin 5)

y'= OPcosé'.sin@ + OPsind cos@

y'=xsinf+ ycos@

30
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Jadi persamaan rotasi R(0, 6) adalah
x'=xcos@— ysin6
y'=xsin@+ ycos@
Jika pusat rotasi 0'(h,k ) sebarang dan sudut rotasi &

P(xy)

Gambar 2.b.14

P'(x',y" Jmerupakan bayangan dari P(x,y)
x'~h=(x—h)cos@—(y—kjsin@

V—k=(x—h)sin@+(y—-k)cosO

Persamaan rotasi R(0',8) dengan pusat 0'(h,k )
{ X'=(x—h)cos@—-(y—k)sin@+h

V'=(x—h)sin@+(y—k)cos@+k
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d. Transformasi Identitas
Definisi 2.B.21.
I disebut transformasi identitas bila dan hanya bila I{(Q)=Q untuk
setiap Q pada bidang.
Mengingat definisi di atas, transformasi identitas memetakan setiap titik
kedirinya sendiri I : Q—>Q

Persamaan transformasi identitas

e. Refleksi geser
Definisi 2.B.22.
Suatu refleksi geser adalah komposisi (hasil kali) suatu refleksi dan
suatu translasi yang sejajar dengan sumbu refleksi.
Pembahasan lebih lanjut dapat dilihat pada subpokok bahasan d.

Komposisi transiasi dan refleksi hal 46.

Teorema 2.B.S.
Refleksi geser adalah suatu isometrn
Bukti
Sudah diketahui bahwa suatu refleksi adalah suatu isometri dan translasi

juga suatu isometri. Karena refleksi geser merupakan komposisi isometri
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dengan translasi, hasil dari komposisi tersebut suatu isometri. Jadi refleksi

geser juga suatu isometri.

Dilatasi

Definisi 2.B.23
Suatu dilatasi adalah transformasi yang mentrasformasikan garis ke
garis yang sejajar dengan garis semula. Jika a suatu dilatasi
dana: g—>g'maka g’/ g.

Yang termasuk dilatasi adalah :

a. translasi

b. dilatasi sentral

Definisi 2.B.24
Suatu dilatasi sentral ialah suatu dilatasi yang mempunyai titik

pusat 0, dan faktor skala x4 yang dapat dinyatakan dengan [0, ¢ ].

Gambar 2.b.15
[0,4]:0>0
[0, 4]: A— 4, dengan 04" = /10—1—4
(0,4,4" segaris) 0 disebut titik pusat dilatasi dan 0 merupakan titik

invarian. Untuk pembahasan dilatasi lebih lanjut dinyatakan dengan [0, ¢ ].
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Akan ditunjukkan jika a suatu dilatasi {0, # Jdan o : AB —> A'B'

maka A'B'// AB

A

Gambar 2.b.16

[0,u]: A— A", maka 04’ =U 0A.

B— B', maka 0B = U 0B .
Didapat 0A4':04A=0B":0B =y .
Jadi A'B' ¥ AB.
Setiap titik 4 ditransformasikan ke titik A" pada 04 dengan
04 = 1104
1). Jika x>0 maka 04 = U 04

misalkan ¢ =5 maka 04 =5 04

— o o o (o Gambar 2.b.17

/1<Omakaﬁ =,u,ﬂ

7 = Smaka 04'=-504

— ®%—e —e — ¢ —o —9o— W ——

A Gambar2b.18  © A

34
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Jika >0, titik dan bayangannya terletak pada pihak yang sama
terhadap 0. Sedangkan jika <O titik dan bayangannya terletak pada
pihak yang berlawanan terhadap 0.

11). Jika gz =1, maka [0,1] menunjukkan suatu transformasi identitas.

A=A
/

Gambar 2.b.19

11). Jika = -1, maka [0,-1] menunjukkan suatu setengah putaran.

04 =- 04

0B =-0B B
A

BI
Gambar 2.b.20

iv). Jika |g|>1, maka akan terjadi perbesaran

Misalkan [0, z]: AABC — AA'B'C’

BI
Gambar 2.b.21
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AB =y AB, B'C’

U EE C'A=u CA
SCAA'B'C~ AABC

AABC mengalami perbesaran

|1 <1, maka akan terjadi perkecilan.
[0, 1] : AABC — A4 B'C"

A4 B C ~ A4BC

A'B" =y AB: B'C"=uBC: C"" A" = uCA
AABC mengalami perkecilan.

Dilatasi yang juga suatu isometri selain translasi ialah setengah

putaran.

Persamaan dilatasi.
Persamaan dilatasi sentral dengan pusat O adalah :
x'= ux
dengan p # 0
y'=wy
Persamaan dilatasi _sentral dengan pusat 0 (h,k) dapat dicart sebagai

berikut: y

/ (x,y')

O0(h k) - Gambar 2.b.22
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x=Xx-h
y=y-k
X' = px
V' =uy
xX=pufx-h)
Y'=u(y-h)
= ,u(x—h)
y'—k=plx— k)

Jadi persamaan dilatasi dengan pusat 0 (h,k) adalah

{

x'=h= ,u(x—h)
y'—k = p(x k)

atau {

Komposisi dua transformasi

Pembahasan lebih lanjut tentang komposisi dua transformasi

Definisi 2.C.1.

x'= pu(x- h)+ h
e ,u(x - k)+ k

Misalkan @ dan £ dua transformasi dengan,

a: VoV

p: VN>V .

37

Komposist dari o dan £ yang ditulis foa didefinisikan sebagai

berikut: (Boa)(A)= pla(4)) VAV
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Macam — macam komposisi transformasi antara lain
1. Komposisi dua refleksi
Untuk mempermudah pemahaman, komposisi dua refleksi dijelaskan
kedalam tiga hal sebagai berikut :
a. Jika kedua sumbu refleksi berimpit .
Misalkan sumbu refleksi ¢; berimpit dengan ¢,
Untuk pembahasan lebih lanjut digunakan notasi M; sebagai

pengganti M,;, karena M; = M;

o C
y ¢; berimpit dengan ¢,

Gambar 2.¢.1

My 4> 4
M;: 4> A4
MM, (4)= 4
M =1
Jadi komposisi dua refleksi untuk sumbu refleksi yang berimpit
akan menghasilkan suatu transformasi identitas.
Definisi 2.C.2
Suatu transformasi o merupakan involusi bila oI dan o = 1. Hal ini

dapat diartikan bahwa o= o™
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b. Jika kedua sumbu refleksi sejajar

¢ 2

Gambar 2.¢c.2

AB  direfleksikan terhadap sumbu refrleksi sejajar, jarak c;

dengan ¢, adalah d maka :

Mi: AB— A'B'

M,: AB"—> A" B"

MM, : AB— A" B
AB= A'B

maka AB= A" B'

AB =A'B’

Kita lihat pada titik 4.

Mi(4)= 4

MyrA )=A"

A,A", A" segaris, AA" 1 cydan 4"A4'"Lc, jadi jarak Ake A’

sama dengan AA; + A;A+A 4, + A, A" =24, 4, = AA"
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Kita lihat pada titik B

M (B)= A’

M,(B")=B"

B,B',B'"segaris, BB'L ¢, dan B'B''lc,, jadi jarak B ke B
sama dengan BB, + B;B'+B'B, + B,B''=2B,B, = BB"'

Diketahui bahwa jarak sumbu refleksi adalah d, sehingga

AA'=BB'"'=2d,AB ' A" B"

Tza: AB— A'B"
MaM, = Thq
Jadi komposisi dua refleksi dengan sumbu refleksi sejajar adalah

suatu translasi.

c. Jika kedua sumbu refleksi berpotongan pada satu titik
C2

Cy

Gambar 2.¢.3

4
¢ danc; berpotongan di 0 dan mengampit sudut 6.

M] A A
My: A—> 4"

M2M1 T A—> A



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
41

Sehingga

ZA0A; = ZA4,04"

ZA0A, = LA4,04"

Jadi mZA4,0A'+mZA'0A4; = mZAOA; + mZA, 04" = 6
04=0A"=04"".

Jadi ZA0A""'= 26 .

R(0,26): A—> A4"".

Jadi komposisi 2 refleksi terhadap 2 sumbu refleksi yang
berpotongan di 0 dan mengampit sudut 6 ‘adalah suatu rotasi

dengan titik pusat O dan sudut rotasi 26.

2. Komposisi dua translasi

Komposisi dua translasi yaitu suatu translasi yang dikerjakan
berturut-turut.

Misalkan :

Ty: A—> A", A4 wakil dari v A"

Tw. A'— A", A" A" wakil dari w

T v A
T, (4)=4' Gambar 2.c.4
Tw(4)= T (Tv(4) = Tw.To(4)

Tw.Ty: A — A", 44" wakil dari v + w.
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Jadi komposisi dua translasi adalah suatu translasi.

Twin: A—> A", AA" wakil dani v + w.
T\\'-T\' = T\' +w e

Jadl Tw - T\' = T\' +w o Tw sy T\'.Tw .

3. Komposisi dua rotasi
Pembahasan komposist dua rotasi dibedakan menjadi beberapa hal ;

a. Komposisi dua rotasi dengan titik pusat sama.
04=04" 04'=04"

R0,0): A—> A’ R(Oy):A'— A"
ZAOA =6 LA0A" =y

U0A=04"

ROO0+y): A A"
LAOA " =6+

R(0,y )R(0,6): A— A" dan R(0,y )R(0,0)=R(0,y +8)

R(0,6)R(0,y): A'"—> A dan R(0,0)R(0,y)=R(0,0+y)

Jadi R(0,y )R(0,6)=R(0,6 )R(0,y) = R(0,6 +y)=R(0,y +6)
Komposisi dua rotasi dengan titik pusat sama adalah suatu rotasi.

AII

AI

4
/ 4 Gambar 2.¢.5

o
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b. Komposisi dua rotasi dengan titik pusat berlainan

Gambar 2.¢.6

Akan dicari
R0z, y)R(0y, )
R(0,, )=M, M,
= MMs
ROz, 7)=M:M,
= MM,y
R0z, ¥ )R(0,.6) = (M:M;) (M Ms)
=My(M;M;)M;5
= M;M,*Ms
=M; [ Ms
=M;Ms
=R, 8+y)
R(01,0)R(02,y) = (M2M1)(M M)
= MMM )M,
= MM;"M,
=M, I M,

=R(0",0+y)

43
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R(02,7)R(01,0) # R(01,8)R(0y,y)

Komposisi dua rotasi dengan titik pusat berlainan adalah suatu rotasi.
¢. Komposisi dua rotasi dengan titik pusat berlainan yang mengampit sudut 0

dan -0.

<

Gambar 2.¢.7
R(0,,-0) R(0,,0) = (MaM; )(M1Ma)

= Mz(M1M1)M4

Il

M>M,*M,
F Mp_ I M4
= MMy

karena ¢, // ¢4 maka didapatkan MyMy = T,

Gambar 2.¢.8
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R(01,8)R(0,,-0)=(M3M (M M5)
=M;(MM)M5
= M:M,’M;
=M; I M;
=M:M5
karena c; // ¢cs maka didapatkan M;Ms = T,,’
Jadi komposisi dua rotasi dengan sudut 6 dan -6 adalah suatu translasi.
d. Komposisi dua setengah putaran Hyp,Ho, dengan :

}‘101 = R(01,18O°)

Hoz =R(0,,180°) €2 ©
4 i o
01 4.. 02
L3
Gambar 2.¢.9
Sehingga :

Hoy = MuoMi=M M,
Ho, = MaM= MM,
Ho2Hor = (MsM}(M1My)
= MMM )M,
= M;M;°M,

= M;M,, karena c; // comaka :

_T20_,0:

45
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Jadi komposisi dua setengah putaran adalah suatu translasi dengan
vektor translasi yang besarnya dua kali jarak titik pusat setengah

putaran itu.

4. Komposisi translasi dan refleksi
Dengan menggunakan definisi 2.8.22 halaman 32 didapatkan bahwa

komposisi translasi dan refleksi adalah suatu refleksi geser.

Gambar 2.¢.10

v//c
R MBS
R T SG,

T\'Iv[c:l\/lcT\' T Gc,v = G\',c

vHc

v =v;tv,

o

Vi1

V2

Gambar 2.c.11
Tv=Tv,.Tv>

Tv Mc=Tv,y Tv; Mc
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=Tv, Mp Mc Mc
=Tvy, Mp Mc?
= TVZ Mp |
=Tv,; Mp, jarak p dengan c adalah ¥z | vy |
Pada suatu refleksi geser tidak ada titik invarian.
Refleksi geser mengubah arah.
C
© 3 M C
A c B B- Q As A E B,
C
A’ ! B, | 2 ’
g Q B V P A" Q g
C G |

Cy

Gambar2.c.12 ©

T : AABC—AA B |C;

M, : AAB;C—>AA"B""C”

M. T, :AABC—>AA"B""C"
AABC arah perputarannya berlawanan dengan arah jarum jam, AA"'B”C'’ arah
perputarannya searah dengan jarum jam. Jadi suatu refleksi geser mengubah
arah.
Pembahasan selanjutnya membicarakan beberapa komposisi yang dapat

menghasilkan suatu refleksi geser.
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5. Komposisi tiga reflekst
a. Dua sumbu refleksi tegak lurus sumbu refleksi ketiga .
A A ‘ As

]
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
ra
Ty

o
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
@]
‘
*-———-
°

&
=
3

Gambar2.c.13

M;Mle(A):qu (MzM] )(A):M"q H()] ( A) (1)
M; My Ma(A)=(MsM;) M; (A)=H0>M; (A) ..o (3)

Dari (2) didapatkan komposisi tiga refleksi dengan ¢; L ¢, ¢, L c3, dan

ca // cx adalah suatu refleksi geser. MaMoM, = MaHg, = HiaM, = Gy

b. Ketiga sumbu refleksi berpotongan pada satu titik.

Ca Cy

C3

C4q

Gambar 2.¢c. 14
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Akan kita can M; M, M,
M, M; =R (0,26) =M; M,
M;(M; My) = M; (M3 My)
=M; M;) My
= Ms" My
=1M,
=M,
Jadi komposisi tiga refleksi dengan sumbu refleksi berpotongan pada
satu titik adalah suatu refleksi

c. Ketiga sumbu refleksi sejajar

Cy Ca C2 C3

>

Gambar 2.¢.15

Akan dicari hasil kali dari M3 M, M,
M,M; = kita refleksikan terhadap c; terlebih dahulu setelah itu baru
kita refleksikan ke ¢, maka didapatkan.
MoM; = Tha=M;3 My
M; My M, =M; (M, M)
=M; (M; My)

= (M; M3) M,
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= M:* My

=1 M,

=M,
Komposisi tiga refleksi dengan sumbu retleksi sejajar adalah satu
reflekst.

d. Ketiga sumbu refleksi berpotongan dan membentuk segitiga.

C3

Gambar 2.¢.16

Akan dicari hasil kali dari M;M>M;

’ M;M; = R(A,26)
=M, M,

denganc’y Lc;

T /z Cy
A
7EV‘/ W g g BN = MMM

Gambar 2.¢.17
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M;M," = R(D,180°)
= R(D,-180°)
=Hp

cy'lec; dan  dibuat  ci'les

sehingga M;M," = M3'M,"’

Gambar 2.¢.18 c:'/fcy’ maka

c'y M;M,M, = M3M2'M1’

:M3 M?_M],Cz —LCI

C’| = G

Jladi MsMLM, =G
Gambar 2.¢.19
Komposisi tiga refleksi dengan sumbu refleksi sebarang dan membentuk
segitiga adalah suatu refleksi geser.
6. Komposisi dua refleksi geser yang sama.
Gy, = TiM.= M_T, maka
Gv.e = (TvMe) (M TV)
= To(MMe) Tv
= T.MT,
=T, IT,
=Tsy, komposisi dua translasi adalah translasi jadi komposisi dua

refleksi geser yang sama adalah suatu translasi.
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Di dalam pembahasan sebelumnya suatu translasi dan rotasi dapat
dinyatakan sebagai komposisi dua refleksi, termasuk juga setengah putaran
merupakan kejadian khusus dart rotast. Suatu refleks: geser dapat tersusun sebagai
hasil kali suatu translasi dengan refleksi sehingga refleksi geser merupakan hasil
kali tiga refleksi.

Isometri yang sudah kita pelajari merupakan komposisi dari refleksi.
Setiap hasil kali dari refleksi, rotasi, translasi, refleksi geser dapat dianggap
sebagai hasil kali dan refleksi-refleksi.

Contoh 2.C.1
Diketahui G = M3;M; M;, My dan T, = Mg M;
Hasil kali rotasi , refleksi dan refleksi geser = (Mg Ms)(My)(M3 M, My)
= Ms M5 My M; My M

Suatu rangkaian refleksi Mp, My, Mpo, Mps, ....M; akan merupakan
isometri searah jika n genap dan isometri berlawanan jika n ganjil. Sering juga
dikatakan bahwa isometri searah disebut isometri genap dan isometri berlawanan

disebut 1sometri gasal.

I=M; merupakan 1sometri genap
T =My My, (ci]| c2) merupakan isometri genap
R(0,26) = M, M; merupakan 1sometri genap
G=M;3; MxM, merupakan isometri ganjil

M, merupakan isometn ganjil
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Dengan menggunakan pengertian isometri genap atau isometni ganjil kita
dapat mencari kemungkinan-kemungkinan yang terjadi dari komposisi isometri
yaitu refleksi, rotasi (setengah putaran termasuk dalam rotasi), translasi dan

refleksi geser.

Contoh 2.C.2
Kemungkinan hasil dari komposisi refleksi dengan translasi (translasi
dengan refleksi) adalah suatu refleksi geser atau refleksi. Cara mencari
kemungkinan hasil tersebut adalah sebagai berikut. Refleksi merupakan
isometri ganjil dan translasi merupakan isometri genap sehingga hasil
kalinya berupa isometri ganjil. Kemungkinan hasil dari komposisi tersebut
adalah refleksi geser atau refleksi.
Dengan demikian kita dapat mencari semua kemungkinan hasil dari

pasangan-pasangan yang mungkin terjadi dari komposisi isometri.

7. Komposisi translasi dengan dilatasi sentral
a. Andaikan diketahui P(x,y) dan dilatasi sentral[0, ] akan kita cari

koordinat-koordinat titik P'= [0, u} P)

y PII
A
Pl
P,
A(a,b)
0 X

Gambar 2.¢.20
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P=Tv (/")
=(Tv [O,u]) (P)
(", y7) = Tv (ux.uy)
= (e +a, puy+b)
Jadi komposisi translasi dengan dilatasi sentral [0,u] adalah suatu dilatasi

sentral.

b. Diandaikan diketahui dilatasi sentral [A u]dengan titik A4(a,b) danv = [Z]

y
A P

Plx,y)

Ala,b

Gambar 2.¢c.21

| 2 (u
Andaikan ada titik A(a,b) danv = kb

(4.1 P)=1,, [0, T (P)
=1,[0. P, (x—a,y~b)
=T, P, (u(x—a).p(y=b))
= Pu(x—a)+auy—b)+b)
(4, 1\ P)=P (o + af 1= g ). sy + (1 = 1))

Dilatasi sentral [A,u}diperoleh dan T [O,u] T,
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8. Komposisi dua dilatasi sentral

Andaikan diketahui dilatasi sentral [A4,4,] dan [B,u,]dipilih suatu sistim

koordinat ortogonal dengan AB sebagal sumbu —x dan titik asal kita pilith di A.

Andaikan B(b,0) dan A4(0,0). Jika P(x,y) maka :
(A4 2, Y P)=P'( yx, 11y) dan (B, 5} P )=( pox'+b( 1= 115), 1153")
Jadi [B, 5 [A 1, Y )= [ B, 5 J(P')

=P"(pyx'+b(1-p; ), 1y )

= P"(( o pyx) +b(1— 113)), ol v )

= P"(( popty )x + (1= pa3).( o441 )y)

Kemungkinan — kemungkinan yang kita dapatkan dari komposisi dua dilatasi

sentral antara lain :
1. Jika gyuy #1 dan A# B

[Boua LA Y P )= P gy )x + (1= pp ) 125) )

Akan kita cari pusat dilatasi, titik pusat dilatasi adalah titik invarian dari

dilatasi tersebut.
Misalkan [B,yz][A,yl] =[C, 1], misalkan C(x,,y,)
(B, P)=[C. 1y P)

[B.wfamYC)=[C.ukc)
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(( 1 iy )xg +b( 1= 113 ), 1y 12¥0) = (X0.¥p )
(pypzpxg +b(1—p3) = xp

M2y = Yo maka (1~ pyp;)yg =0
Hyp> # x maka yy =0
(ppy—1)xg=b(py—1)

b -1)
Xy = s
My =1

Jadi hasil kali [B, 1, 4. /lj]adalah suatu dilatasi sentral [C, z;4,] dengan

Ce /TB dan CT[M,OJ
My~ 1

Jika g1, =1 dan 4 # B maka b # 0, tidak ada titik invarian.

Kita peroleh [B, u5 4. 1, Y P) = P'((x+b(1~ 11,).y)) ini berarti bahwa
hasil kali [B, ﬂ;IA, ,u,] adalah suatu translasi dengan arah yang sejajar
dengan garis AB.

Jika syu,#1 dan A=B didapatkan [A, /11] dan [A,/lz] maka
[B, 115 4. 11;] adalah dilatasi dengan faktor skala z, 1, titik pusatnya A .

uy=1 dan 4=B maka hasil kali ini adalah suatu transformasi

1dentitas.
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Operasi simetri

Definisi 2.4.1
Operast  simetri  suatu  bangun adalah suatu isometri yang
mentransformasikan bangun itu ke dirinya sendiri.

D1 dalam penulisan kali ini operasi simetri tidak dibahas lebih lanjut.

Similaritas
Definisi 2.5.1
Similaritas  (“Similarity”) 1alah  suatu  transformasi  yang

mentransformasikan setiap segmen AB ke segmen A'B’ sedemikian

sehingga
AB
AB “

dengan w suatu bilangan positif konstan yang disebut faktor

perbanyakan (“ratio of magnification™).

Oleh suatu similaritas setiap segitiga ditransformasikan ke segitiga
yang sebangun dan setiap sudut ke sudut yang kongruen. Simiiaritas
merupakan hasil kali dari dilatasi dengan isometri.

Suatu similaritas dibedakan menjadi dua hal yaitu :

a. Similaritas langsung.
Suatu similaritas langsung ialah suatu similaritas yang tidak mengubah
arah, yang termasuk -similaritas langsung adalah dilatasi, rotasi,

similaritas spiral, dan transformasi identitas.
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b. Similaritas berlawanan
Similaritas berlawanan adalah similaritas yang mengubah arah, yang
termasuk similaritas ini ialah refleksi, refleksi geser dan refleksi dilatif.
Suatu similaritas berlawanan (“opposite similarity”) yang bukan refleksi
geser mempunyai titik invarian. Hal itu dapat diperlihatkan pada suatu

refleksi dilatif. Suatu refleksi dilatif dapat dinyatakan sebagai M,|[0, x]

dengan sumbu refleksi ¢ melalui 0.

Misalkan
M0.4] © AB— 4B

dapat ditunjukkan sebagai

berikut :
[0.4] - AB— 4B,

MC i A]B] > A'B’

Gambar 2.¢.1. M[0.u] - AB— A'B’
M, AB— A,B,
0. : 4,B, > 4'B'
[0, ulM, - 4B — 4'B’
M[0, ] = [0, M.
Ditunjukkan °
M0, 1] = M, [0.-4]
[0.-4] : AB— 4;B,

MC] : A3B3 —> A'B’
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A4cl : A3B3 —> A'B

M [0~p1] © AB— 4'B’ dengan clc, berlaku pula M, [0—u] =

C

[(),—,u]Mc, sechingga dapat disimpulkan bahwa Mc[(),,u] =
[0, u]M, =M, [0.-1] = [(),—ﬂ]Mcl dengan clc,, titik 0 merupakan titik

nvarian.

Teorema 2.5.1
Jika S suatu similaritas berlawanan maka S* suatu dilatasi.
Bukti :
Suatu similaritas berlawanan dapat berupa refleksi dilatif, refleksi
geser atau refleksi jika p = 1.
Misal :
i. S =M. maka $* =M. =1=[A,1]
11. S=M.T, -
%= (M.T,) (M.Ty)
= (T\Me) (M Ty)
=Ty (Mc Mo) T,
=T. M. T,
=T, IT,
= Ty (suatu dilatasi tanpa titik invarian)

111. Hasil kali suatu refleksi dilatif.
M[0, 1] . Mc[0,p2] = [0, 1M . M([0, 5]

= [O,MJ]Mcz [0,u]
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= [0,11] 1[0, 2]
= [0,11][0,112], (suatu dilatasi)

= [0,1112]

Similaritas merupakan komposisi dari isometri dan dilatasi.

60



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB Il

GRUP TRANSFORMASI

Suatu himpunan transformasi dikatakan membentuk suatu grup jika :
1. Memuat komposisi dari setiap dua transformasi (sifat tertutup).
ii. Memuat elemen 1dentitas.
11i. Memuat invers dari setiap transformasi.
iv. Memenuhi sifat assosiatif untuk hasil kali transformast.
Karené transformasi merupakan fungsi bijektif (Definisi 2.B.7.), maka himpunan
transformasi memenuhi sifat : 1), 11), 1), iv). Jadi himpunan transformasi
membentuk grup.
Di bawah ini akan dibahas beberapa macam transformasi yang membentuk suatu
grup.
A. Himpunan Isometri.

Dalam pembahasan diatas sudah diperkenalkan tentang pengertian
grup transformasi. Himpunan transformasi membentuk grup dapat
dinyatakan dengan grup transformasi T. Himpunan kolineasi membentuk
grup dinyatakan dengan grup kolineasi K. Di bawah ini akan dibicarakan
teorema kolineasi dan juga teorema-teorema himpunan isometri yang

membentuk suatu grup.

Teorema 3.A.1

Himpunan kolineasi membentuk suatu grup.

61
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Misalkan v,w kolineasi dan g garis w(g)= g’

(vwlg)=vw(g))

v(g')
= g"
karena w kolineasi maka g’ adalah garis dan juga karena v
kolineasi maka g'' suatu garis, vw merupakan kolineasi. Jadi
sifat tertutup dipenuhi.

Diandaikan v kolineasi dan g garis.

v(g) =1, misalkan ada v' sedemikian hingga v'(/)=g
viiv(g))=vi(l)=g

(viv)(g)=g

v'v=Imaka v'=v"!

v suatu kolineasi karena garis lurus g dipetakan ke garis lurus 1.

Jadi himpunan kolineast membentuk suatu grup.

Teorema 3.A.2.

Bukti :

Himpunan isometri membentuk suatu grup.

Himpunan isometri merupakan himpunan bagian dari himpunan
kolineasi. Sedangkan himpunan kolineasi membentuk suatu grup.
Untuk dapat membuktikan bahwa himpunan isometri tidak kosong

tertutup dan mempunyai invers.
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Bukti :

Himpunan isometri merupakan himpunan bagian dari himpunan

kolineasi. Sedangkan himpunan kolineasi membentuk suatu grup

(Teorema 3.A.1.). Untuk dapat membuktikan bahwa himpunan

1sometri tidak kosong tertutup dan mempunyai invers.

1. Himpunan isometri tidak kosong karena suatu isometri
mempunyai anggota antara lain translasi, rotasi, refleksi, refleksi
geser atau transformasi identitas.

11. Untuk sebarang dua isometr1 komposisi juga merupakan
anggota himpunan isometri . (pembahasan ada pada Bab 11 ).

111. Untuk semua anggota himpunan isometri mempunyai invers.
Jadi himpunan i1sometri membentuk grup yang disebut grup

1sometri.

Di bawah ini akan dibahas tentang himpunan - himpunan bagian dari
himpunan isometri yang membentuk grup. Himpunan — himpunan bagian
tersebut antara lain:

Himpunan Translasi.

Untuk dapat mengetahui himpunan translasi membentuk grup
harus dapat dibuktikan bahwa sifat-sifat grup dipenuhi.
1. Komposisi dua translasi adalah suatu translasi (pembahasan
terdapat pada hal 41-42). Sifat komutatif juga dipenuhi.

1. Memuat elemen identitas.
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Ada elemen identitas T, sehingga untuk setiap Tv suatu translasi
berlaku.
Ty Toe =Totw
=Tvto
=Ty
Jadi identitasnya adalah T =1 (I identitas)
ii. Ada invers
To =1
Tw Tyv=Tw Ty =1
Tv+w =Tp sehingga
W+V T V+W T 0
W T-v
jadiTy ' =T-y
iv. Memenubhi sifat asosiatif terhadap operasi perkalian

Ta(TvTp)=Ta (Tpy)

= Tbiv)+a

= Tpiv e

=T (b+(v+a)

=T+a) b

=(TaTvy)Ty

Jadi sifat asosiatif terpenuhu.
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Himpunan translasi membentuk grup, dan karena sifat komutatif

juga dipenuhi maka grup diatas merupakan grup Abelian.

Himpunan Rotasi

111.

1. Komposisi dua rotasi dengan titik pusat sama adalah suatu rotasi

karena
R(0,8) R(0,y) = R (0,v+6)
=R (0, 6+7)
=R (0,y) R (0, 6)

sifat tertutup dan sifat komutatif dipenuhi :

ii. Memuat elemen identitas

Ada elemen identitas R(0,0°) sehingga untuk setiap R(0,y) suatu
rotasi berlaku
R (0,y) R(0,0°) = R (0, 0°+y) = R (0, y+ 0°) = R (0,0°) R (0, v)
=R(0,7)
Jadi R (0,0°) =1, ada elemen identitas atau [ = R (0, k.360°) dengan
k bilangan bulat.
Ada inver_s
I1=R (0,0°)
Misalkan R (0,6) R (0, v) =R (0, v+ 0)

=1

=R (0,0) sehingga
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R'0,y)  =R(0,)
Jadi R (0,y) =R (0, -y)
iv. Memenuhi sifat asosiatif terhadap perkalian
R(0,y)(R(0,6)R(0,8)) = R(0,y)R(0.5+6)
=R(0(&+0)+v)
=R(0,8+(6+7))
=R(0,6+y) R(0,8)
= (R(0,1)R(0,8)) R(0,8)
Jadi sifat asosiatif terpenuhi.
Himpunan rotasi dengan titik pusat sama membentuk grup, karena

dipenuhi sifat komutatif maka grup diatas merupakan grup Abelian.

Teorema 3.A.3.

Himpunan translasi dan setengah putaran membentuk suatu grup.
Bukti.

1. Himpunan translasi dan setengah putaran tertutup terhadap operasi
perkalian.
- Komposisi dua translasi berupa translasi. (pembahasan
terdapat pada hal 41-42)
- Komposisi dua setengah putaran berupa translasi. (pembahasan

terdapat pada hal 45-46)
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- Komposisi translasi dengan setengah putaran berupa setengah

putaran.
Ho = M;J_M]
Tv = M3M2
TyHo = (MzMz) MM,
Cy C3
= Mz(MoM)M,
— M3M22M1
=M;3;I M,
| 1 ®
0 o' = M;M;
= H 0'

Gambar 3.a.1

Jadi komposisi translasi dengan setengah putaran berupa setengah

putaran.

Komposisi setengah putaran dengan translasi.
Cq c; Cs HoTy = (MaM))(M3M,)
=(MM2)(M;Ms,)

=Mi(MoM;)M,

¢ = MiM;*M,

=M11M4

Gambar 3.a.2 =H,"
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Komposisi setengah putaran dengan sebarang translasi.
Andaikan diketahui translasi dengan
vektor translasi v. dan setengah putaran
Hp;. Dibuat suatu sumbu reflesksi ¢;
yang sejajar dengan vektor translasi v.

cilcy dan cilcs

Gambar 3.a.3 Jarak ¢, dengan c; adalah % |v|
Hoi = MoM,
Tv = M3M2

T.Hoi = (MsM)(MaM)
= M3(My MM,
= MsM,* M
=M; 1M,
= M;M,

= Ho>

Komposisi setengah putaran dengan translasi adalah suatu setengah

putaran
ii. Memuat elemen 1dentitas
I=Tedanl= H?
iii. Invers dari transformasi — transformasi berikut adalah :

T'y =T.y dan Hp'1 =Hp
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Jadi himpunan translasi dan setengah putaran membentuk suatu grup.
Himpunan translasi dan setengah putaran merupakan grup tak hingga yang

dihasilkan oleh H sebab suatu translasi dapat ditulis sebagai komposisi dari

dua H.

Teorema 3.A.4.
Himpunan translasi dan rotasi adalah suatu grup.

Bukti :

i. Himpunan translasi dan rotasi tertutup terhadap operasi perkalian

karena :

- Komposisi dua translasi adalah suatu translasi. (Pembahasan

terdapat pada hal 41-42)
- Komposisi dua rotasi adalah suatu rotasi atau translasi
(Pembahasan terdapat pada hal 42-46)
- Komposisi translasi dengan rotasi dengan titik pusat 0 dan sudut
rotasi ©.
R(0,8) = M, M,
Ty =M M;
T vR(0,8) = (M; Mz)(M; M)
=M; (M, Mz) M,
=M; M’ M,
=M;I1M,;

= M3 M1 = R( 0’ ,9)
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C3
%]

Cq

9

Gambar 3.a.4

Jadi komposisi translasi dengan rotasi adalah suatu rotasi.
- Komposisi rotasi dengan translasi
R(0,6) T v = (M2M,; ) (M3M>)
= (MaM;)(M:Ma)
= (MsM2)(M>M,)
= (MsM;)(MaMa)
= Ms (MoM;) My
=MsI M,
=Ms My
=R(0".,9)

Jadi komposisi rotasi dengan translasit adalah suatu rotasi.
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1. Memuat elemen identitas
[=R(0,0°)danI=T,
iii. Ada invers
T'v =T-v danR'(0,8) =R (0,-6)

Jadi himpunan translasi dan rotasi membentuk suatu grup.

Himpunan bagian dari himpunan isometri yang tidak membentuk suatu

grup antara lain :

e

(V5]

Himpunan rotasi tidak membentuk grup karena ada komposisi dua rotasi
yang tidak berupa rotasi. Jika dua rotasi sudutnya 6 dan sudut yang lain-6
dengan tittk pusat tidak sama maka komposisi dua rotasi akan

menghasilkan suatu translasi. (Pembahasan pada hal 44-43)

. Himpunan refleksi tidak membentuk grup karena komposisi dua refleksi

hasilnya bukan refleksi. Suatu refleksi mengubah arah tetapi komposisi
dua refleksi tidak mengubah arah sehingga komposisi dua refleksi tidak
tertutup. Misalkan komposisi dua refleksi dengan sumbu refleksi sejajar

akan menghasilkan suatu translasi.

. Himpunan setengah putaran tidak membentuk grup karena komposisi dua

setengah putaran yang tidak berupa setengah putaran yaitu dua setengah

putaran HopoHp; dengan titik pusat 0; dan 0, tidak sama akan menghasilkan

suatu translasi.

. Himpunan refleksi geser tidak membentuk grup karena ada komposisi dua

refleksi geser yang tidak berupa refleksi geser. suatu refleksi geser
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mengubah arah tetapi komposisi dua refleksi geser tidak mengubah arah
dengan demikian komposisi dua refleksi geser tidak memenuhi sifat
tertutup. Misalkan komposisi dua refleksi geser sama akan menghasilkan

suatu translasi. (Pembahasan terdapat pada hal 51)

Suatu grup yang Dbanyaknya anggota berhingga dapat ditunjukkan
dengan menggunakan tabel perkalian Cayley. Di bawah ini akan diberikan

contoh penggunaan tabel Cayley untuk menyelidiki suatu himpunan yang

membentuk grup.

Contoh 3.A.1.
Diketahui bahwa M;M, = Hy dan M;® = M,” = I akan dihasilkan tabel

Cayley seperti dalam tabel 3.1.1. dibawah 1n1. Himpunan {M; M, Hy,I}

o I M, M, Ho
I I M, M, Ho
M, M, I Ho M;
M, M, Hy I M,
Hy Ho M, M, I

Tabel 3.a.1.
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Dengan menggunakan tabel 3.a.1. dapat diketahui bahwa hasil kali dari
anggota-anggota tersebut membentuk grup. Grup tersebut merupakan grup
dihedral. Suatu grup disebut dihedral Dn dengan order 2n jika dibangun oleh

. : . 2 -
dua elemen misalkan a dan r yang memenuhi relasi *=1, a’=1 a" =" a.

Misalkan o suatu transformasi dan ada bilangan ashi n sedemikian hingga
o = I maka o tersebut berderajat n. Himpunan {a,az,a3,a4,...a"_1,1.}

membentuk suatu grup berderajat n disebut grup siklik yang dihasilkan oleh o

dengan lambang <o> ={a,a2,a3.a4,...a"~1,1}. Transformast o menjadi

penghasil <o> berarti setiap anggota <o> merupakan kelipatan darn o. Jika

tidak ada suatu bilangan tertentu n seperti di atas maka o dikatakan berderajat

tak hingga.

Contoh 3.A.2.
Diambil suatu transformasi oo dengan oo = R(0,60°)
o =R (0,60°)
o’ =R (0,120°)
o’ =R (0,180°)
at =R (0,240°)
o’ =R (0,300°)

a®=1
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2 3 +4 b}
. I o o o o o
I 1 o o o ot o’
2 3 K] |
o o o o o o [
) 7 3
o o o o o’ I o
3 3 3 3 3
a a o a [ o a
4 E] 2 3
o o o’ I o o o
= 5 3 4
o o’ I o o o o
Tabel 3.a.2

Terlihat bahwa <o> ={1,a,a2,a3,a4,a5}. Dari tabel 3.a.2. dapat

disimpulkan bahwa himpunan o = R (0,60°) membentuk suatu grup
siklik. Himpunan oo membentuk grup siklik yang dihasilkan oleh R (0,60°)

dan berderajat 6.

Himpunan dilatasi.

Himpunan dilatasi merupakan himpunan bagian dari himpunan
transformasi. Sudah diketahui bahwa himpunan transformasi membentuk
grup. Untuk dapat mengetahui bahwa himpunan dilatasi membentuk grup
harus dibuktikan tidak kosong dan mempunyai invers.

1.  Himpunan dilatasi tidak kosong karena himpunan dilatasi paling

sedikit memuat elemen identitas.
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1. Andaikan [A,u] suatu dilatasi maka invers dan dilatasi tersebut

adalah [A, 4 1.
U

Jadi himpunan dilatasi membentuk grup.

Himpunan similaritas
Di bawah ini akan dibicarakan tentang teorema yang menunjukkan

bahwa himpunan similaritas membentuk grup.

Teorema 3.B.1.
Himpunan similaritas membentuk suatu grup.
Bukti :
Misalkan himpunan transformasi similantas (S,e) membentuk grup
terhadap operasi “e”, harus dibuktikan bahwa sifat-sifat grup dipenuhi.
1. Untuk sebarang A4ABC dan S;, S; € S dengan faktor skala ;u,
sedemikian hingga

A' B’

Si(44BC )= A4'B'C’ dengan AABC ~ A4'B'C'dan === 1

S A4 B'C'y = AA'B'C" dengan AA'B'C'~A A'B'C"

Alf BII
A'B

dan

= u, akan ditunjukkan S; S, €S

S] .Sz(AABC):Sz(AA'B’C’)

ZA AIIBIICII
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Sudah diketahui bahwa AABC ~ AA4" B'C' dan
AA'B'C'~A A”"B"C" maka AABC ~A4 A4"B"C"” dengan

demikian akan didapatkan

A'B"= py AB" = pp(py AB) = (pp 1) AB= (py p3) AB atau

AIIBII
AB

=(popy )AB

= My py AB
jadi82081=81082 € S

Sifat tertutup dan juga sifat komutatif dipenuhi.

i1. Memuat elemen 1dentitas
Diambil sebarang S;€ S dengan faktor skala p;. Misalkan ada
AABC maka didapatkan S; € S dengan faktor skala u, sehingga
SieS;=S,8,=§
SW(AABC)Y= A4'B'C", AABC ~ AA' B'C' dengan 4'B' =y, AB
Si(4A4'B'C'Y= AA""B''C"", A4'B'C'~ A4"" B'"'C"" dengan
A'B" =y, A'B
S, e S| (AABC Y= A4""B""C"", AA"" B""C""~ AABC dan
A'B" = py AB' = (py ) AB= (1 pp)AB
Di atas diketahui bahwa S;eS; (44BC) = S|(44BC) maka
AA" B'"'C'"" = AA'B'C' dan A"B"" = A'B’

Sehingga (4, 1) AB= p; AB
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Jadi untuk sebarang S, € S dengan x4, sebarang serta untuk sebarang
segitiga ABC terdapat S;€ S dengan p, = 1 sehingga S; e S,
(44ABC) = A4'B'C" = S;, e S; (44BC) dengan
A'B'=(l.yu )AB=(u;.1)AB terbukti bahwa S memuat elemen

identitas yaitu transformasi identitas.

111. Ada invers
Diambil sembarang S; € S dengan faktor skala ;. Untuk sebarang
AABC , S{(AABC) = AA'B'C’ dengan AABC~ AA' B' C'dan
A" B'=pu; AB
Untuk dapat membuktikan bahwa ada invers harus ditunjukkan
terdapat S, €S dengan faktor skala x, sehingga
S, 8, (A4BC ) =A44BC
S2 0 S|(A4BC )= S;(Si(( 44BC))
=S,(44' B'C")
=A4""B''C'"" dengan A4'"'B'"'C''~ AABC dan
A" B"=pu,(AB' )= (uy 1) AB (1)
sehingga A'' B''= 4B
Dari persamaan 1) akan didapatkan (x4, ;) AB = AB

maka 4, . ;=1
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/
== ()
Hy

S,=S,"

Dari persamaan (2) disubsitusikan ke dalam persamaan (1) diperoleh

A'"B''= (L_y,)AB=AB karena A4A4"' B''C'"'~AABC dan
Hy

A'"B'"'=48B maka A4 B''C''=AABC terbukti bahwa untuk

sebarang S,€S dengan faktor skala i terdapat S, €S dengan faktor

1
skala —.
Hy

1v. Memenuhi sifat assosiatif terhadap operasi “e”
Karena himpunan similantas merupakan himpunan transformasi maka
sifat assosiatif pasti terpenuhi.
Karena sifat 1), 11), 111) dan 1v) terbukti bahwa himpunan similaritas

merupakan grup.

Grup similaritas memuat grup isometri dan grup dilatasi. Grup transformasi
geometri Euclides adalah grup similaritas. Grup isometri memuat grup translasi,
grup rotasi dengan titik pusat sama, grup yang memuat translasi dan rotasi, grup

yang memuat translasi dan setengah putaran.
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BAB IV

KESIMPULAN

Berdasarkan uraian dalam bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan sebagai

berikut:

L- Grup transformasi geometri Euclides adalah grup similaritas. Grup
similaritas memuat grup isometri dan grup dilatasi.

1. Grup isometri memuat grup translasi, grup rotasi dengan titik pusat sama,
grup yang memuat translasi dan rotasi, grup yang memuat translasi dan
setengah putaran. Himpunan rotasi yang sepusat membentuk grup
sedangkan himpunan rotasi yang tidak sepusat tidak membentuk grup. Jika
suatu transformasi mengubah arah tetapi hasil kalinya tidak mengubah
arah atau sebaliknya maka himpunan transformasi tersebut tidai(

membentuk grup. Misalnya himpunan refleksi dan himpunan refleksi

geser.
1l Persamaan-persamaan transformasi

- Persamaan transformasi identitas
{ Bii= X
y'=y
- Persamaan refleksi terhadap sumbu ¢ dengan persamaan

c: Ax+By+C=0
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30

2A(Ax+ By +C)

X=X

A%+ 82
"y 2B(Ax+ By+ ()

y =¥y

A? +32
atau
B2 - 4% 2A4B 2AC
x'= ( JJ(— 4

y__
A2+ B? A2 +BT AP+ B
2A4B (A%= g%/ RPEC

X — y
A% + B? A% + B2 % aadid

Y=

persamaan refleksi terhadap sumbu —x yang persamaannya y = 0

{ 5% =s
Y=-y
persamaan refleksi terhadap sumbu —y yang persamaannya x = 0
{ X'=-x
y'=y
B .| a
- Persamaan translasi dengan vektor translasi { }

[ X'=x+a [x1 [x] [a
i s atau L'J:L J-l—
Y'=y+b Yoyl L8]
- Persamaan rotasi
Persamaan rotast dengan titik pusat 0 (0,0) dan sudut rotasi 6 yang
ditunjukkan dengan R (0,0)

x'=xcos0 — ysin6
y'=xsin@+ ycos0
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Persamaan rotasi dengan pusat rotasi P(hk) dan sudut rotasi ©
yang ditunjukkan dengan R(P, )

{ xX'=(x=h)cos@—(y—k)sin@+h
V'=(x—h)sin@+(y—k)cos@+k

atau

I xX'=xcos0 — ysin@+(—hcos@+ksin@+h)
L y'=xsin@+ ycos@+(—hsinf@—kcos@+k)

Dari hasil pembahasan mengenai persamaan transformasi
1dentitas, persamaan refleksi, persamaan translasi, persamaan rotasi
yang merupakan persamaan isometri, sehingga dapat ditarik kesimpulan
bahwa semua isometri mempunyai bentuk persamaan sebagai berikut :

X'=ax—-by+c

, dengan C bl =1

V=tbx+ay+d)
(+) untuk isometri yang searah

(-) untuk isometri yang berlawanan

- Persamaan dilatasi sentral dengan pusat 0 dan faktor skala x # 0

f

X = Ux
,u#0



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

82

- Persamaan dilatasi sentral dengan pusat P(h,k) dan faktor skala u

{x’:y(x—/z)—r—/z . {x':,ux—t-/z—,u/z
atau
V=puly—k)+k V'=wy+k—pk

- Persamaan similaritas
X'=ax—-by+c

, dengan @’ +62 %0

V=2(bx+ay+d)
(+) untuk similaritas searah

(-) untuk similaritas berlawanan

Dari pembahasan tentang grup transformasi dapat disimpulkan bahwa
grup 1sometri dan grup dilatasi merupakan subgrup dari grup similaritas.
Grup transformasi geormetri Euclides adalah grup similaritas. Grup
transformasi Eulicdes merupakan subgrup dari grup kolineasi. Di bawah

ini diberikan diagram dari grup transformasi geometri Euclides.

Grup kolineasi

l

Grup transformasi geometri Euclides

Grup similaritas

Grup dilatasi J Grup isometri
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