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ABSTRAK

Teori ukuran yang dibahas pada skripsi ini didefinisikan pada suatu semi
ring S yang terdiri atas himpunan bagian dari X. Suatu fungsi y1 : S — [0, o]
disebut ukuran pada S jika memenuhi sifat :

Lou(¢)=0

2. Jika < A, > barisan anggota S yang saling asing dengan UA” e S maka

n=}

w(UA, )= Su,).

nel s

Fungsi u : P (X) ~» [ 0, o ] yang didefinisikan pada himpunan kuasa
P(X) disebut ukuran luar jika :
Lop(p)=0

2. p{AYs u(B)jkaA<B

SASL (UAH )SZ;L (A ) terpenuhi untuk setiap A, € P(X)

n=l n=}
Ukuran luar dapat dijadikan suatu ukuran jika daerah asalnya dibatasi yaitu berupa
kumpulan sentua himpunan terukur. Kemudian ukuran p dapat diperluas menjadi
suatu ukuran fuar p* dan disebut sebagai ukuran luar yang dibangun oleh ukuran

,, fungsi himpunan p* juga merupakan ukuran luar.
MY Jug

Suatu fungsi £:X—R disebut fungsi terukur jika £ 1 (9) himpunan terukur

untuk setiap himpunan bagian terbuka 8 dari R. Q adalah fungsi sederhana jika

il
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dapat dinyatakan dalam bentuk szai 74 dengan A = (x e X Q) = a; }

i=1
terukur untuk semua i dan a;, az, . . ., a, bernilai tidak nol yang berbeda. Suatu
fungsi sederhana Q disebut fungsi tangga jika p* (Aj) <«

Ukuran Lebesgue A merupakan kejadian khusus dar suatu ukuran yang

didefinisikan pada R" dengan A ( H(a, b)) = n (b —a).
f=1

i=]

viii
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BAB 1

PENDAHULUAN

Latar Belakang

Dalam menyelesaikan masalah matematika maupun fisika yang
berhubungan dengan pengintegralan, kita sering menggunakan integral
Riemann. Namun penggunaan integral Riemann ini hanya terbatas untuk
fungsi yang kontinu kecuali untuk berhingga titik, sehingga jika syarat diatas
tidak dipenuhi maka integral Riemann tidak dapat digunakan. Untuk
mengatasi masalah tersebut maka diperlukan integral lain yaitu integral
Lebesgue. Padahal untuk mempelajari integral Lebesgue diperlukan dasar
teori yang baik tentang teort ukuran. Dengan alasan diatas maka sangat baik

jika kita melihat iebih jauh tentang teori ukuran.

Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui tentang teor
ukuran secara mendetail dan bagaimana teori ukuran itu dibangun. Selain itu
dengan mengetahui teori ukuran secara lengkap maka kita lebih mudah

mempelajari integral Lebesgue,

Pembatasan Materi
Teori ukuran yang dipelajart di sini hanyalah teori ukuran yang

didefinisikan pada semi ring.
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2

Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka .

Sistematika Pembahasan

Pada bab Il dibahas tentang semi ring. Ukuran yang dibahas nanti
merupakan ukuran pada semi ring. Sifat aljabar-c di bahas pada bab ini karena
akan digunakan pada himpunan terukur.

Teori ukuran secara mendetail akan dibahas pada Bab III. Disana akan
kita temui definisi ukuran pada semi ring. Ukuran fuar dan himpunan terukur
akan dibahas pada sub bab 3.2. Dalam mendefinisikan fungsi terukur akan
menggunakan himpunan terukur,

Ukuran dapat diperluas fagi menjadi ukuran luar yang dibangun oleh
suatu vkuran. Ukuran juar vang dibangun oleh suatu ukuran ini sebenarnya
merupakan ukuran. Salab satu contoh ukuran pada R yang didefinisikan
dengan A [ & , b ) = (bi — &) dan & ( ¢ ) = 0 merupakan kejadian khusus dari

ukuran Lebesgue pada R’ sehingga jika hal ini dikembangkan pada R” dengan
A ((JTta.b)y= 1 ~a,) dan & (¢ ) = 0 maka akan kita dapat suatu
(=] 1=l

ukuran Lebesgue.
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BAB 1L

TEORI HIMPUNAN

Pada bab ini akan dibahas tentang suatu himpunan yang mempunyai sifat-
sifat tertentu. Himpunan vang dimaksud adalah topologi, himpunan terbuka,
himpunan tertutup, aljabar o, aljabar himpunan, semi ring, dan himpunan Borel.

Sebelum  mendefinisikan topologi kita definisikan terlebih dahulu
himpunan yang mempunyai sifat terbuka, sebab pada suatu contoh panti kita akan
melihat hubungannya. Pada seluruh pembahasan, R kita sepakati sebagai

himpunan semua bilangan real dan N sebagai himpunan semua bilangan ash.

Definisi 2.1. Diberikan titik p €R dan r>0. Kitar titik p dengan radius r
yang diberi notasi N(p,r) adalah himpunan titik-titik xR dengan sifat jarak titik x

ke p kurang dari 1, yaitu N(p.1)={xeR; | XD l <r}

Definisi 2.2. Ambil ECR. Diberikan titik p R dan r>0. Titik p dinamakan

titik interior himpunan I jika terdapat r sedemikian sehingga N(p.r)ck

Definisi 2.3. Himpunan G dikatakan mempunyai sifa/ ferbuka (disingkat

terbuka) dalam R jika semua anggotanya adalah titik interior G

Contoh 2.1 Buktikan bahwa selang (a,b) ¢R mempunyai sifat terbuka.
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Bukti : ambil sembarang pe(a.b). Jika dipihh r =min (i;i M

-} maka

N(p,ric{a,b). Jadi p titik interior (a,b) dan berakibat (a,b) terbuka.

Definisi 2.4, Andaikan X himpunan tak kosong. Kumpulan t yang terdiri
atas himpunan bagian X disebut topologt pada X jika © memenuli aksioma
berikut :

I Xetdand e
2. JkalU ., VetmakalUnVer
3.Gabungan sembarang banyaknya himpunan pada t merupakan anggota dari .

Anggota 7 kita berl nama himpunan terbuka-t atau disingkat himpunan
terbuka. Pasangan terurut (X,7) kita bert nama sebagai ruang topologi. Kemudian
untuk mempermudah pemahaman tentang topologi maka dibawah ini akan

diberikan contoh topologi pada R.

Contoh 2.2. Jika kita ambil X=R maka t={EcR/ E terbuka } adalah
topologi.
Bukt :
1. R terbuka sebab jika xeR maka N(x,1)cR. Kemudian kita juga dapat
mengatakan bahwa ¢ terbuka. Hal ini dapat dibuktikan oleh pemyataan berikut
- ini. Menurut pelajaran logika, A=>B akan selalu bernitai benar jika diketahui
pemvataan A salah.Oleh karena itu pemyataan xed=x titik interior ¢

merupakan pernyataan yang benar. lads terbukti bahwa himpunan kosong
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adalah terbuka.

. Misal himpunan A dan B terbuka. Kemudian akan dibuktikan babhwa AMB
mempunyai sifat terbuka. Ambil sembarang peAMB maka peA dan neB.
Karena A dan B terbuka maka terdapat 1,0 dan >0 sehingga N(p,1)CA dan
N(pIJCA. Jika diambil =miniT.rs} maka N(prCAMB dan p titik interior

dari A7OB. Jadi terbukti AMB terbuka.
_Diberikan sembarang himpunan (berhingga atau tak hingga) dan keluarga
himpunan yang mempunyai sifat terbuka {GeaeA). Akan dibuktikan

himpunan S:UGG adalah terbuka. Ambil sembarang peS maka JoweA

sehingga pe Ga,. Karena Go,terbuka maka Jr>0 sehingga NpC Ga, G

S Jadi untuk sembarang peS maka p titik interior S. Terbukii bahwa
gabungan dari sembarang banyaknya himpunan yang mempunvai sifat terbuka
adalah terbuka.

Dari contoh 2.1 di atas maka kita dapat menyimpulkan baliwa himpunan yang

mempunyai sifat terbuka pada R merupakan himpunan terbuka.

Definisi 2.5. Misal (X,7) adalah reang topologi dan FC&X. Himpunan F

disebut himpunan tertutup jika komplemennya yaita F* adalah himpunan terbuka.

Selanjutnya akan kita lihat dahulu definisi dari semi ring. Semi ring akan
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digunakan untuk membangun teori ukuran yang akan dibahas pada bab

selanjutnya. Unfuk itu marilah kita lihat definisi suatu semi ring.

Definisi 2.6. Misal X suatu himpunan tak kosong. Suatu himpunan ScP(X)
disebut semi ring bila memenuhi 3 aksioma berikut:
1. ¢eS
2. Jika A,BeS maka AnBeS
3. Untuk setiap A,BeS , A-B dapat ditulis sebagai gabungan berhingga himpunan

yang saling asing dalam S (atau dengan kata lam ada Ci,....,Cydalam S

sedemikian sehingga A -8 = UC{ dan CnCi=¢ jika i=j).

s
Contoh 2.3. Ambil a,beR yang memenuhi a<b, Himpunan {a,b}=¢ jika a=b

dan [ab)={xeR;a<x<b} jka a<b. Maka kumpulan S={[ab);a,beR dan a<bh}
merupakan semi ring vang erdiri atas himpunan bagtan dari R.
Bukti:
1. Diketahui bahwa [a,b)=¢ jika a=b sehingga $8
2. Ambil sembarang A={a, b)) dan B=[ a;b,) dalam S, Untuk membuktikan

bahwa A~BeS kita lihat 4 kasus yaitu :

Untuk a;<bs<a<by, maka [a; b)) n{ab)=d € 8

Untuk a,<a;<b; <b, maka [a;,b) m{ a,b)) =[ab) € §

* Untuk a;<a;<by<bimaka [a,b1) m [ ag,by)y =faxby) € S
Untuk {ay,by) =¢ atau {a;,by) =¢ maka [a;, b)) ~{azb)=¢ € S

Untuk kasus a;shr<a;<b; ax<a;<by; <b) ax<a;<b;<b, dapat dibuktikan secara
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analog.

. Ambil sembarang A=[a;,bi) dan B=[ a;,b;) dalam S. Untuk membuktikan

bahwa ada C; ......C, dalam S sedemikian sechingga A—B:U(L‘: dan

=1

CiCy=¢ jika i=] maka kita akan melihat tiap kasus, vaitu :

2
Untuk [a),by)[a2,b2)=0 maka [al,bl){ag,bg_):U(?, dengan Ciy={ai,b;) dan

1=

Untuk a,<a»<b;sb, maka [a);,b))- az;,by)= UC; dengan Ci=[a;,a;) dan Cy=¢

1]

2
Untuk a;<a,<b,<b; maka [a),b))}-[as.b)= UC,. dengan C;={a;,a;) dan Cy=[ba,by)

i=]

Untuk[a;,br )< az.byymaka [a1,b1)-[a2,0,)=0.

2
Untuk [aa,bs)=0 maka [a;,b;)-[ az,b2)= | JC, dengan Ci={a),by) dan Co=¢ .

1=]

Contoh 2.4. Andaikan S menyatakan kumpulan semua himpunan bagian A

dari R" dengan A=[a;,b))X...X| an,bn)=n[ai.,bl)dengan a;<b;. Jika ada i

i=1

sedemikian sehingga a;=b; maka A=¢. Kita dapat mengatakan bahwa S suatu semi

Ting .

Bukti:

1.

2.

Karena ¢=] [[a,.4,) dengan ai=b; untuk semua i maka ¢&S

=i

Untuk membuktikan aturan ke 2 kita gunakan induksi matematik Jika S
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menyatakan kumpulan semua himpunan bagian A dari R berlaku untuk setiap
A.BeS maka A~BeS.. Kemudian andaikan benar untuk S yang menyatakan
kumpulan semua himpunan bagian A dari R®. Akan dibuktikan benar bahwa
untuk A={a;,b; X, . . X[aw ben) dan B=[c,d )X, . . X[cw1,din) dalam S maka
AmBeS. Kemudian [ay,by )X o X{aks b i, d )X, oo Xk, Grat)
=([a;,b){e),di) )X, o Xt b ) {cker,dier ))ES.

Sebelum  kita  buktikan aturan ke-3  dibuktikan dulu  bahwa
(AXB) - (CXD)=[ (A-OOXB] [ {(A~CIX(B-D) ] . (x,y)e(AXB) -~ (CXD)
eoxeAyeB dan xeC atan yeDe xe(A-C)yeB atau xeA, yeB-D. Jadi
(AXB) - (CXD)=[ (A-CO)XB]uU[AX(B-D) ]= [[CA-CIX(BND) ]u
[A-OXB-D)1Iul[(A-OX(B-D) v [{AnCOX(B-D)]] =
[(A-OXBIU[(ANCIX(B~D)]. Untuk membuktikan aturan ke 3 kita
gunakan induksi matematik Jika S menyatakan kumpulan semua himpunan

bagian A dari R(disingkat Sl) maka berlaku untuk settap A BeS ada C;,.....Cx

k

dalam S sedemikian sehingga A~ B = UCI dan GiC=¢ jika i#] seperti yang
i=1

ditunjukkan dalam contoh 2.3. Kemudian andaikan benar uwntuk S yang

menyatakan kumpulan semua himpunan bagian A dari R(disingkat §%).

Andaikan S*! menyatakan Semiring yang terdiri atas semua himpunan bagian

d+)

A dari R™. Akan dibuktikan benar bahwa untuk M=[T]{a,.5,)dan
i=]

a1
N=Tle,.d,) dalam S*1! maka ada Cy ,.....Cx dalam S*! sedemikian

=1
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k
sehingga M - N :U(:_n dan CCy=¢ jika i#j. Kita tahu bahwa (AXB) -

7=

(exp)=[(A-COx8]u (ANCYX(B-D) ] schingga

[ﬁ[anb;)x[ad+l!bd+1)] = [H{Cmd,)x[cd+1!dd+1)] =

[(H[(J”b,)‘"ﬁ[(),,dl) )X[ad+1s bd+1)] o
[(H[aub;)mn[cvdf))x([addfbml)_ £cd+1!dd+1))]

Kemudian kita dapat mengambil K, ,... K, dalam §* dan H, ,....,H; dalam §'

z d d
sedemikian sehinggal X, =]]la,.8) -] ]lc..d,)dengan KinKy=¢ jika t=y
1] pe=l

i=1

h
danlanq, b)) = [Cuasdo)=1{J#, dengan HH,=¢ jika tzy maka

5]

n

H{anbi}x[aml L] bn+1) o H[c:’d: ) X[Cnﬂ H dn+1) =
i=1

=1
% # n I
[k, XLan, bud 1ol [T le.d)xJH, 1.
1=} =1 =1 i=1
Selanjutnya kita juga dapat mengandaikan

2 i n I r
LUK, X[an, b 1ol [ian6) [ Tle.@)xUH, 1=UC, dengan
=1 i=] j=} i=] 4=l

Cy.....Cr dalam 8™ dan CinCi=¢ jika i=j. Jadi terbukti bahwa jika M,NeS

. &
maka ‘ada C, ......Cx dalam S sedemikian sehingga M -N =U(;j dan

=]

C;nCi=0 jika i), Bukti selesai.
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Setelah kita mendefinisikan suatu semi ring kita akan mendefinisikan suatu
himpunan-o. Ambil S suatu semi ring yang terdiri atas himpunan bagian X, Suatu

himpunan bagian A dari X disebut Aimpunan-o jika ada barisan saling asing {Ay}

dari S (yaitu Ay~An=¢ jika n=m)sedemikian sehingga A :U/J,, Jika

n=)

A =UA” dengan A,,...A, €S dan AjnA=¢ untuk i#j maka A adalah suatu
=1

himpunan-c yang dalam hal ini himpunan A7=¢ untuk  1>n.

Contoh 2.5 Ambil S={[ab)abeR dan a<b}maka (-0,0} merupakan
himpunan-c

Bukti: Ambil L=[-n-n+1)eS. Kemudian kita akan membuktikan bahwa

o

U[“"°“’7 +1) =(-0,0) dengan 1,],= untuk n=m Ambil xe U{-—n;«n +1) maka

7=l h=]
ada m sedemikian sehingga xe{-m,-m+1)c (-0,0) sehingga xe(-00,0). Kemudian
ambil -w<x< maka terdapat bilangan bulat negatif terbesar m yang kurang dart

atau sama dengan X yaitu m<x. Selanjutnya kita dapat menyatakan bahwa m=-n

dengan neN sehingga -nsx<-n+l. Jadi xe U[mn,—nﬂ). Kemudian ambil

n=j
sembarang mneN dengan n=m.  Jika m<n maka msntl sehingga
[+ DA(-m-m+1)=¢ . Jika n<m maka n<m+1 sehingga

[-n,-n+ 1) (-m,-m~+1)=¢ . Dari semua pernyataan di atas dapat disimpulkan bahwa

o

U[—n,wn+1):(—00,0) dengan L,nI,=¢ untuk n=m atau dengan kata lain (-0,0)

n=l
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merupakan himpunan-¢.
Teorema di bawah ini akan menyajikan hubungan antara semu rning dengan
himpunan-c.

Teorema 2.1. Untuk suatu semi ring S maka akan berlaku :

1. Jika A &8 dan ApA;,... A, €8S maka 4 —UA,. dapat ditulis sebagai gabungan

=1

berhingga himpunan vang saling asing dalam S,

2. Untuk setiap <A,> barisan anggota S,himpunan 4 = UA,, adalah himpunan-c.

=}
3. Gabungan terbilang dan irisan berhingga dari himpunan-c adalah lnmpunan-c
Bukii

1. Dalam membuktikan pernyataan pertama kita gunakan induksi matematik .

" &
Untuk n=1 maka A"UA; =A - Al = UC_,- dengan C:eS, VseN dan
=}

jz=1
CCe=0 jika t#s hal ini menurut definisi semi ring . Jadi benar untuk n=1 .

Kemudian andaikan benar untuk n=k , maka ada C,,Cs, ....,Cy e S sedemikian

* b
sehingga A—UAr = ch dan CinCy= ¢ jika 1] Kemudian kita dapat

i=} 5=t

melihat bahwa :
E+l

A=A =An(Aro Ao o A

=1

= Af"\(A}C m Azcr"\...('\AkHc)

IS
= Ay ( UA, ¥y Aper”

i=1
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h
= U( Ags
s=1

=(CrwCu W) MAg
= (C1nArn S 3ot CanArn” yo A Co A D))
= Cy=Apn y ( Cam Agepde {Cy -Agy )
Karena C, e S,¥seNdan Ay e S maka menurut definisi 3 semt ring, Cy-

Ags) dapat ditulis sebagai gabungan berhingga yang saling asing , jika kita

misalkan C, -Ags mU L maka :

=
()0, X ()15 Y ([’j}uﬁ, )
P pd =
"“U1 ( QDJ,,,)
f)

Dari sini dapat disimpulkan bahwa A — UA, dapat ditulis sebagai gabungan

=]

berhingga himpunan yang saling asing sehingga bukti selesai.

2. Andaikan <A,> barisan anggota S. Misal A:UA,,. Ambil Bi=Adan

=]

Bae1=Ane1-|_J 4, untuk n>1 maka A=|JB, . Kemudian akan kita tunjukkan

i=1 pel

bahwa BinB= ¢ untuk i=j. Bila i>] maka B=A MA° ALnAT LA

71
sedangkan By= Aj"U Aimaka BinBi= ¢ untuk i>j . Dengan cara yang sama

i=]

kita dapat menunjukkan bahwa B i"\B= ¢ untuk i<j. Jadi 4 = UA,, adalah

He=)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJIH

himpunan-c.

3a. Dari 2 jelas bahwa gabungan terbilang dari himpunan-c adatah himpunan-o.

3b. Ambil B;'JUA'H & himpunan-c dengan A;; €5 maka ﬂ[U A, 1=(AnNALA

2= =l
DOAA A AR AALY L UlAT AL L AA RO ] U[(Anm A
A AL (AnmAno. L AR o o] O(AnnAROLL N AR
Karena pada S tertutup terhadap irisan berhingga maka dengan menggunakan
teorema 2.1(2) dapat disimputkan baliwa irisan berhingga dari himpunan-c

adalah himpunan-c. "

Pada bagian selanjutnya marilah kita Lihat definisi lain dari suatu himpunan
yaitu aljabar himpunan , yang nantinya pada suatu teorema akan kita lihat

hubungan antara semi ring dan aljabar limpunan tersebut.

Definisi 2.7. Diberikan Xz AcP(X) dan A=¢. Himpunan A disebut
aljabar himpunan jika memenuhi aksioma berikut
1. Jika A.B eAmaka A~B €A

2. Jika AcA maka A‘eA

Contoh 2.6. Ambil X suatu himpunan bilangan asli. Himpunan A terdini

afas ,G={1,3,5,...}, G;={2.4,6,...} dan X maka A suatu aljabar himpunan sebab

1. Untuk semua A B €A maka AnBeA, hal ini bisa ditunjukkan oleh
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pernyataan berikut - $Gi=pe A GG dX=¢eA, GNG=heA.
GinX=G e A, G X=Gpen.
7 Untuk semua AeA maka A°e A sebab:

Gi=Gpe A X=pe A G =Gien. P=XeA

Contoh 2.7, Untuk setiap himpunan tak kosong X, himpunan
A={¢$.X}adalah aljabar himpunan .Bukti :
1. ¢.XeA , maka X =behA

2. ade Amaka ¢°=X eAb.XeA maka =pe A

Reberapa sifat penting akan dapat kita lihat dari aljabar himpunan dan

hubungannya dengan semi ring melajui teorema di bawah ini .
Teorema 2.2 . Untuk suatu aljabar himpunan A maka berfaku :
1. ¢,XeA
2. Jika A, BeA maka AuBeA
3. A adalah suatu semi ring.
Bukti :
1. Karena A tak kosong maka ada A €A. Dengan menggunakan definisi suatu

aljabar himpunan maka A°eA. Jadi AnAS=peA. Karena ¢eA maka ¢=XeA
2. Ambil sembarang A,BeA maka A“e A dan B°eA sehingga AUB=(A' B Y eA
4, Untuk membuktikan bahwa A suatu semi ring kita cukup membuktikan bahwa

untuk setiap ABeA , A-B dapat ditulis sebagai gabungan berhingga
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himpunan yang saling asing dalam A.
Bukt:
Menurut teori himpunan A-B=A~B"=(A~BYwdeA sebab A B deA. Jadi A-

B dapat ditulis sebagat berhingga himpunan vang saling asing, B

Definisi 2.8. Suatu aljabar himpunan A cP(X) disebut a/jabar-o bila dan

hanya bila jika <A,> barisan anggota A maka U A, eA

n=l

Sebagai penutup bab int akan di definisikan tentang suatu himpunan Borel
kareng himpunan Borel ini akan kita gunakan pada pembahasan tentang ukuran
Lebesgue.

Definisi 2.9, Himpunan Borel dari ruang topologi (X,1) adalah aljabar-c terkecil
yang memuat semua himpunan terbuka .
Aljabar-¢ dari semua himpunan Borel dari (X,7) dinotasikan dengan B.

Contoh 2.8. Himpunan N=P(R) merupakan himpunan Borel
Bukti: 1. R,geiN
2. Jika ABe¥ maka ArnBe
3. Gabungan dari sembarang banyaknya himpunan pada ¥ merupakan anggota

dart N,

4: jika Ae¥s maka A°eN

5. Jika <Ay> barisan anggota N maka UAn e

=]



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB 111

TEOR!I UKURAN

Pada bab ini akan dibahas tentang teori ukuran secara umum. Ukuran yang

dimaksud adalah suatu ukuran yang didefinisikan pada semi ring.

1. Ukuran pada Semi Ring.
Definisi 3.1.1. Misal § cP(X). Suatu fungsi pu: S — [ 0, » | disebut whuran

pada S jika memenuli .

Lu(e)=0

2. Bila <A,> suatu barisan anggota S yang saling asing dengan U A, €S maka p(

n=}

UA” s z #(A, ). Sifat ini biasa disebut sebagai aditif- .

n=t n=l

Untuk lebih memperjelas definisi diatas kita lihat contoh dibawah in.

Contolr 3.1.1.Jika diberikan sembarang himpunan X yang tidak kosong.
Misalkan ScP(X) suatu semi ring maka p yang didefinisikan pada S dengan
aturan |1 ( E )} =0, untuk semua E € S merupakan ukuran.

Bukt

(i)Karena ¢ € Smakap(¢)=0

( ii ) Andaikan <E,> suatu barisan anggota S yang saling asing dengan UEn €S

Hsl

16
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maka M (U[z‘,,) = (), Kemudian untuk semua E, € Smaka p (E, }= 0

n=1

sehinggai/,z(f Zo =(). }adlp(UL Z/l(;"”

7] =] n=}

Dari (i) dan (ii) dapat disimputkan bahwa p suatu ukuran pada S.

Contol 3.1.2. Andaikan X sembarang himpunan tak kosong dan andaikan S
suatu semi ring yang terdiri atas semua himpunan bagian dari X, Kemudian ambil
p clemen tetap dari X dan didefinisikan p untuk E € X dengan
pu(E)=0,jikap ¢E
n(EY=13kapekE
Buktikan bahwa u suatu ukuran pada S.

Bukti -

(1) Karenapé¢ ¢ maka p{ ¢ )=0

( il ) Andaikan <E,>suatu barisan anggota S yang saling asing dengan UE” eS8

n=l

Untuk membuktikan bahwa (U E )=Z L(E ) kita akan meninjau 2 kasus

n=} n=}

yaitu

a. untuk pe Ul maka U (U]f =0 daan(ﬁ,,) ZO—O sehingga p

n=] n=1 n=1 n=l

b. Jikape U [, maka ada tepat satu ieN sedemikian sehingga peE; maka

n=j
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Z#(E,,)m W(ED) + uE)+ . (ED) B )
n=l

sedangkan wu( U I, =1 sehingga v ( U E = Z 2L

n=1 friad} n=t

Dari (i) dan (i1} kita dapat menyimpulkan bahwa y suatu ukuran pada S.

Contoh 3.1.3. Andaikan fR—R fungsi yang kontinu kiri dan tidak turun.
Kemudian ambil Semi ring S={{a,b); abeR dan a<b} dan didefinisikan
wS—[0,00] dengan p({a,b))=f(b)-fla). Sekai‘ang akan dibuktikan bahwa [ suatu
ykuran pada S.

Bukti:
1. lelas w(¢)=u({a,a)y=fa)-fla)=0

2. Untuk sifat aditif-c , misal <[a,b,)> barisan anggota § vang saling asing

U{a»,bn)eS. Misalkan juga [a,b)=U[a,,,b,,) dengan a,beRdan a<b. Jika

el n=l

[a;,by), . .. aby) tidak kosong dan andaikan a;<bi<ay<b;< . . . Sap<by  maka

k
z 7B = f(a )] <fby)-fla;)<fib)-f{a) sebab f tidak turun . Hal ini berakibat

=]
. Z wifa, b)) <ib)-Ra)=u(lab)) . Kemudian ambil §>0 dan O<e<b-a. Untuk
=] ’

setiap n pilih ¢,<a, vang memenuhi Ra,)-f(x)<2"6 jika c,<x<a,. Jika
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[a,b~€]g_0(cn,b,,) dan karena [a.b-g] kompak maka ada k sedemikian

=1

I
sehingga [ab-elcl J(c,.h,). Ambil a=a . Jika bi<b-e maka kita dapat

ez
mengasumsikan bje(cy.by).  Karena [a;.b)[agb)=¢ maka co<bi<a.
Selanjutnya untuk 1<m<k kita juga dapat membuat (¢1,by), ... {Cm.bm) dengan

b-e<by. Jika m22, cin<bi<ai untuk 1<i<m-1. Sekarang kita mempunyai

m-1

i fla, )= f(b,)156, hal ini berakibat
1=1

o 1 m=1

> ulla,, 5,022 L= f(a)]7Hba)-Ha)- Y fla) — f(B,)|>Rb-e)-fa)s

n=l

jika 6>0 dan O<g<b-a dan f kontinu kiri maka Zﬂ([a,,,b”))zf(b}f(a). Jadi

n=l

i ua,,b,))=fb)-fla) sehingga sifat aditif-o terpenuhi.

n=l

Untuk kasus khusus pada contoh 3.1.3 yaitu f(x)=x untuk semua bilangan
real x , ukurannya kita sebut sebagai ukuran Lebesgue pada S dan akan
dinotasikan dengan A. Selanjutnya akan kita definisikan suatu ruang ukuran .
Misal X himpunan tak kosong , S adalah suatu semi ring yang terdiri atas
himpunan bagian dari X dan w adalah ukuran pada S maka pasangan terurut

ganda tiga (X,S,u) disebut tuang ukuran.

Teorema 3.1.1 . Untuk suatu ruang ukuran (X,S,u) maka akan berlaku :
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1. Jika A As......, Ay € § adatah himpunan-himpunan saling asing dan UA, €S

jon

maka 1 O/J; J= i,u(Aé }.
=1 i=|

2. Jika A,BeS dengan AcB maka p{A) < u(B).
Bukti :

1. Misal Ay,A;, . . ., A, € 8§ adalah himpunan yang saling asing sedemikian

sehingga UA, e S dan pilih A;=¢ jika i>n maka <A;> adalah suatu barisan

i=]

anggota S yang saling asing dan memenuhi U A= U A, dilain pihak,
=l

DAY =AY+ p(An) + . (A (A}
i=]
= (A1) T A+ (A0 R

=i,u(,4i)

Sehingga u((J4, y=u(lJ 4 )= 2 p(4)= 2 u(4)).
i=] =1 =} i=}
2. Misal A BeS dengan AcB . Pilih suatu himpunan berhingga yang saling
asing C,Ca. . . Cn dari S sedemikian hingga B-A = | JC,. Maka
i=]

B=AuwCiu.. WG, adalah suatu gabungan berhingga himpunan yang saling
“asing dari S, sehingga p(BF(AM(CHFHUCoyt. . . +u(Cy) Zu(A) ; sebab

wWCH=20untuk =1,2,....n n
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Di bawah ini akan disajikan ciri-ciri suatu fimgsi himpunan pada semi ring

yang merupakan suatu ukuran dengan melalui teorema di bawah ini .

Teeorema 3.1.2. Ambil S suatu semi ring dan ambil wS—{0,»] suatu

fungsi himpunan. 1 adalal suatu ukuran di 8 jika dan hanya jika p memenuhi :

Lou(¢)=0

2. Jika AeS dan ApA,, . . A, € S memenuhi UA,. CA dan AimAi=¢ untuk i =]

=1

maka Z#(A;) <U(A)
=]

3. Jika A€S dan <A> barisan anggota S memenuhi AQUA” maka

=1

BAS S w4,

Bukti :

1. Andaikan p adalah ukuran pada S maka dengan menggunakan definist ukuran
maka [{¢)=0.

2. Andaikan AeS dan  A,.. ., A, merupakan himpunan yang saling asing dalam

S yang memenuhi UA,. <A . Dengan teorema 2.1 maka ada himpunan saling

i=1

H

asing B;. . ., By dalam S sedemikian sehingga A- UA;- =UB1. Kemudian

i=1 i=]

dibentuk barisan himpunan Ci=A;, . . ., Co=A, dan Cow=B; untuk 1<i<m

el

maka himpunan C;. . .Cum saling asing asing dan AﬁU(.;', selingga

i=]
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menuryat teorema 301 kita akan mendapatkan A=

m4n mtn "

UC =2 € 2= p4).

32

.Misal A e § dan <A,> barisan anggota § vang memenuhi A ¢ UAn . Ambil

n=]

B, = A; dan BmﬁAm—UA,, untuk nz ). Dengan menggunakan langkah-

=]

langkah pada bukti teorema 2.1 maka UBH =UA,} dan B,cA, untuk semua n.

n=} a=l .
Barisan {B,} saling asing . Dengan menggunakan teorema 2.1 untuk setiap n

dapat dibuat suatu barisan saling asing {C"} dari S sedemikian sehingga

o o

B, = | JC, "dengan (2) maka D w(C,") < p(A,) . Karena A ¢ | |4, maka

FE3 j=} n=1

Aio(/}n mA):O(Bn mA)xoo(A ~CH. Untuk E - maka
n=i

nal n=i o=l

(BinANBinAFBINBNANA=¢NA= ¢ schingga U(B,, < A) merupakan

a=l

gabungan himpunan yang saling asing . Jadi dapat disimpulkan bahwa

WA= DY G M S DD C)) < D plA,).

n=1 i=} n=]

Selanjutnya kita akan membuktikan bahwa y ukuran jika syarat 1, 2, dan 3

terpentihi.

Ambil <A,> barisan anggota S yang saling asing dengan UA,, €8, Karena

=1

OAn c DAH maka p(OAn B8 i,u(/{n). Untuk semua n maka OA! o OA,
n=} n=1

ne=l n=l j=1 fei}
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sehingga dengan menggunakan syarat ke-2 untuk semua n  berlaku

S Ay pJA). Hal ini berakibat Y u(4) = u(J4,). Jadi dapat
j=1 =l

=1 =l

disimputkan bahwa (| 4, )= " u(4,). =

t=1 n=1

Definisi 3.1.2 Ambil :S—]0,00] dengan S suatu semiring. 1 disebut wkuran

aditif berhingga pada S jika memenuhi :

1o pu(e)=0

2. jika Ay, . . .A.eS merupakan himpunan vang saling asing dan U A €S

i=1

maka p({_J 4, =3 u(4,)
i=] e

2. Ukuran Luar dan Himpunan Terukur
Definisi 3.2.1 ; Suaty fungsi himpunan p:P(X)—[0,20] yang didefinisikan
pada himpunan kuasa P(X) dari himpunan X disebut ukuran luar jika memenuhi :

Lou@)=0

2. 1 monoton vaitu jika ACB maka u(A)<u(B)

3.4 UA” ) < u(A,) dengan A, merupakan himpunan bagian X.

H=l el

_(pernyataan ini disebut dengan sifat subaditif-c).

Pada subbab 3.2 p kita sepakati sebagai ukuran luar.
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Confoli 3.2.1. Diketahui X sembarang himpunan tak kosong dan
didefinisikan pP(X)—>{0,] dengan W(E)=0 untuk semua EGP(X) maka u suatu
ukuran luar.

Jawab :
1. $eP(X) maka u(¢) =0
5 Ambil sembarang AcB maka w(A) =0 dan (B0 schingga

H(AY=0=0=pu(B)

3. Ambil sembarang {A, }cX maka p(UAn =0,

n=l

sedangkan Zy(A")=p(A1) +u(Ag) (A T

=}

sehingga W UA,, Y <> 4)

n=t n=l

Jadi dapat disimpulkan bahwa p suatu ukuran fuar.
Definisi 3.2.2: Ambil sembarang y ukuran luar pada himpunan kuasa P(X).
Suatu himpunan bagian E dan X disebut ferukur jika memenuhi

W(A)Y = (ANE) + i ANE®) untuk semua ACX

Definisi 3.2.3: Kumpulan semua himpunan terukur akan dinotasikan dengan

A yang berarti bahwa: A:{E,,C_X;;L(A)ﬂu(AmEHp(AmEC),untuk semua AcX}.

Setelah  didefinisikan tentang himpunan ferukur kemudian akan
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diperkenalkan suatu himpunan khusus yang mempunyar sifat terukur yaitu

himpunan nol.
Definisi 3.2.4; Suatu himpunan E disebut himpunan nol jika (i((E)=0

Teorema 3.2.1 : Setiap himpunan nol adalah terukur.
Bukti:
Ambil sembarang EcX dengan p(E)=0. lelas bahwa untuk setiap AcX
d( AnE)sehingga 0=p(d)S{AnE)<(E)=0 dan berakibat .
HA)S WANEHI(ANE )= ANE")<i(A).

Jadi WAEWANE Y L(ARES). B

Teorema 3.2.2 : Ambil himpunan EE,,. . ., E, vang saling asing dan

terukur maka p(Am[UEi ) :Z p#( A LTy terpenubi  untuk setiap himpunan

=1 i=1

bagian A dart X.
Bukti ;

Pembuktiannyva dengan menggunakan induksi matematika.

¥ )
Untuk n=1 benar bahwa p(AN| £ D=(A~E) =) (A~ Ei).

i=1 i=1
Sekarang diasumsikan benar tntuk n=k. Kemudian akan dibuktikan benar untuk
n=k+1. Sekarang ambii himpunan EiEs. . ., ExEwi vang saling asing dan

ferukur. Jika AcX maka
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LSS
AN JE, ) B = AnEa

=]

k4l

k
AU B )= A, ).
i F=i

tetapi dengan sifat terukur dari B+ , akan didapat

ko IS

H(A:"\(O E = ANEDNE) +An(UE, n(Ein))

f=1

k k
= ArEg Hu( A U E I ANE )+ Z HANE))
i=]

i=1

E+]

= Z HANE)
=l

Bukii selesai. . B8

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa kumpulan semua himpunan terukur

adalah aljabar-c.
Teorema 3.2.3 : Kumpulan A dalam definisi 3.2.3 adalah aljabar-c.
Bukti :
Dari definisi himpunan terukur dapat dilihat bahwa jika E€A maka E‘eA.
kemudian akan ditunjukkan bahwa jika E,E; €A maka EynEyeA. Andakan
E,*=N |, E:*=M dan W=NUM=NU(N‘~M) maka untuk setiap himpunan bagian A
dari X berlaku : p(A) € p(AAW) + (AW

< [ANNFHU(ANNINM)T P ANNAMY)

=P ANN+U((ANN)AM) Fu((ANNTGMY]

= ANN) + W(ANNY= 1A}



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
27

sehingga NOUM=E® UE; “e A dan berakibat (EynEx) €A, Jadi (EynEp)eA.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa A tertutup terhadap gabungan terbilang

Ambil {E3} € A dan  himpunan E:UE,? dan didefinisikan Gy=E; dan

n=1

n =
G,1+;2E,,.5.;-sz', untuk n=1. Jika n=m maka G,~Gp=¢ dan EEUG,, . Himpunan

i=l n=1

E“:UG[ untuk n21. Jika A X maka;

i=l

P A ANE U AAE D2 AARE, Hu(ARES)

=> 1{ANG)T(ANE)

1=l

terpenudyi untuk semua 1 sehingga

t{A)= i (AN GHYFUAAENZU ANE)FU(AAE)ZL(A)

1=]

Jadi E:UE,, eA dan A adalah aljabar-o. B

n=}

Teorema 3.2.4: Andaikan p ukuran luar pada X maka (X A1) ruang
ukuran.
Bukti :
Dari definisi ukuran luar jelas bahwa 1(¢)=0

Kemudian akan kita tunjukkan g memenuhi sifat aditif-s. Andaikan {E,} barisan

saling asing dari A ,bhimpunan E:UE”. u ukuran lnar maka p(E)< Z wi(lk)).

n=t n=l
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& i
Dilain pihak teorema 3.2.2 menunjukkan bahwa Z y(]i’,,)xg(Em(UE‘” NE(E)

ne=i Nl

terpenuly untuk setiap k sehingga Z H(E)) S(E). Jadi Z L(E ) =(E). B

=) nw=l

Teorema 3.2.4 . Jika A dan B himpunan terukur sedemikian sehinga ACB
dengan p(B)<eo maka w(B-Alp(B)-u(A)
Bukt :
Kita tahu bahwa A terukur sehingga u(B):p(BmAC)-Fp(BmAFu(B»A)ﬂL(A)

Karena u(B)<eo maka p(B-A¥=u(B)-u(A). B

3. Ukuran Luar yang Dibangun oleh Suatu Ukuran
Definisi  3.3.1 : Misatkan (X,S,11) ruang ukuran. Maka untuk setiap AcX

didefinisikan :

1 (A)=inf] Z u(A, ) ;<Ay> adalah barisan anggota § dengan Ac U A}

n=1 a=)

Jika ftidak ada <A,> barisan anggota S sedemikian sehingga AQUA" maka

n=}

1 (Ay=eo

Teorema 3.3.1: Fungsi himpunan p’ adalah suatu ukuran luar (disebut
ukuran luar yang dibangun oleh p).

Bukti :
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Dengan jelas dapat dikatakan bahwa untuk setiap AcX  beriaku (A0,

Kemudian untuk A=¢ maka kita dapat mengambil Ayz=¢ untuk semua n

sehingga 1 (A)S Zu(A y=0, Jadi @ (A)=0

A=l

Misal ABcX dengan ACB. Unfuk kemonotonan dari i kita pandang dua

kasus, vaitu -

 Jika tidak ada <A,> barisan anggota S sedemikian sehingga BQUA” maka

=l

1 (By=oo sehingga 1 (A)S 1 (B)

_ lJika ada <B,> barisan anggota S sedemikian sehingga BQUB,} maka

ne}

ACUB schingga N (A)<Z/.¢(Bn) Padahal [t (B)= mf(Z(B,) ;<B,> adalah

s =} n=l

barisan anggota S dengan BC—:U B, } sehingga 11 (A) <1 (B).

n=t

Untuk subaditif-c dari u. Ambil <A,> barisan yang terdiri atas himpunan

bagian dari X Jika z W(A)=c  maka jelas  bahwa

r=)

;,L(UA )<Z 2% (A,) Sekarang untukz p*(A )<, ambil €>0. Untuk

=1 A=l n=l

setiap n pilih barisan {Ay"}S dengan A U4, danz;z(Am” <p (A2

=] m=l

begitu juga UA CUUA Oleh karena itu kita dapat mengatakan bahwa

n=1 m=)
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' U/=' 93

n=i =} =

BAE St (4427 g <> u*(4,)+e. berlaku
i

S| =1

uniuk setiap €. Jadi p” (U An)sZy *(A,). ]

n=l =1

Teorema 3.3.2. Misal 8 suatu semi ring. Jika AeS maka W AY=1(A).

Bukti:

Misal AeS dan <A,> barisan anggota S dengan AQUA,, - Kemudian kita dapat

n=l

mengambil A=A dan A= untuk n>2 maka H¥(A) SZ,u(An):u(A).

=]

Selanjutnya karena AgUAn maka pi(A) :éZ,u(A,,) sehingga UW*(A)2p(A). Jadi
hie)

H=1

HHA)=I(A). &

Teorema 3.3.3 Misal (X,S,u) ruang ukuran dan u* ukuran luar yang
dibangun oleh p. Jika E himpunan bagian X maka pernyataan di bawah ini
ekuivalen.

1. E adalah terukur terhadap p*.

2. WA LM ANEY p*(ANE®) untuk semua AeS dengan p(A)<w
3 AP ANE) W¥(ANE®) untuk semua AeS dengan p(A)<eo
4 WM AR ANEM U¥*(ANE®) untuk semua AcX,

Bukdti:

a. (1)=>(2)
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Misal ¥ terukur terhadap u* maka p(A)*mu*(Am'EH-,u*(Ar\E“)munk semua
AeS. Tadi fAFHA(ANEYHUF(ANE®) sebab p(A) =p(A).

b.(2)=(3)
Diketahui bahwa (VAeS) ;L(A):u*(Amiﬁ)"?-p*(Ar\E“)) maka dari pernyataan
Ai atas berlaku( ¥ A eS) (A (ANEHI*(ANET)

c. (3y=>4)
Misal AgX. Jika u*(A)ﬂw maka ( M*(A)Zp*(AﬂE)+LL*(AﬁEC)) untuk semua

AcX. Selanjutnya andaikan },L$(A)<02 dan ambil sembarang e>0. Pilih

sembarang <A,> Dbarisan anggota S dengan AQUA,, maka ada

na)

Zy(A,,)<u*(A)+a untuk semua e>0 sehingga L(Ay)<ec untuk semua n. Dari

n=i

(3) dapat dikatakan bahwa HADZEHAE) (A ET)) untuk semua A, eS.

Akibatnya P ANE ) +LH( AﬁEC))Su*(U A, ﬁE)ﬂz*(U A AEY)

n=1 r=1

Si[u*(Anr\E)ﬂ}—p*(AnmEC))]. Padahal dari (3) i[g*(A,,ﬁE)+p*(AI1mEC))]

n=1 n=1
<S4,y dan Y pdA,)<u(Ayre  untk  setiap &0 Jadi
a=] n=}

(F(A)ZUHANE)T ¥ (ANE) untuk semua ACX
d.(4y=(1)
‘Dengan sifat subaditifo dari p’ maka uH(A)S u*(ANE) W (ANES). Jadi dapat

disimpulkan pH A ANEY U AE®) sehingga E terukur terhadap v. B

LY
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Suatu himpunan bagian E dari suatu ruang ukuran (X,8,41) akan disebut
terukur (atau terukur-p) jika E adalah terukur terhadap ukuran luar @ yang

dibangun oleh .

Teorema 3.3.4 Setiap anggota semi ring S adalah terukur,
Bukti
Ambil sembarang EeS kemudian akan dibukiikan bahwa E himpunan terukur.

Ambil AeS maka ada sejumlah berhingga himpunan yang saling asing

By,Bs....,By dalam S sedemikian hingga A-E:U B, maka dengan sifat subaditif-c

=

=1

dari u* maka p¥ANEy u¥(ANE®) < p(AmE)+Z LB )= p(AmE)%—Z u(B).
Fel

Kemudian untuk YE&S maka p(AmE)-wLZ #(B,)=1(A) sebab AnE,B..B... . B,
i=1

himpunan yang saling asing maka p*(A)zp*(A~E)+ W ANES) sehingga dengan

menggunakan Teorema 3.3.3 dapat disimpulkan bahwa E terukur . B

Sebelum kita masuk pada teorema selanjutnya didefinisikan dahulu tentang

ATA yang berarti bahwa pada barisan <A,> memenuhi A,C A untk setiap n

dan A=UA,,. Serupa dengan AA  berarti bahwa AyacA, dan
Ha=)

AﬂﬂAn'.Kemudian u(An)Tu(A) berarti  bahwa  p(A)<p(An)  dan

n=l
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mAd=u{A)y . Sebaliknya wAA)  berarti  wW(AYZ{Ag)  dan

Fieerl

Tim HCA=R(A),

L S

Teorema 3.3.5. Ambil (X S,)1) suatu ruang ukuran dan ambil <E,> barisan
himpunan terukur.
1. Jika E,TE maka p*(E,) Tp*(E)
2. lika B4 E dan p*(Ey)<oe terpenuhi untuk beberapa k maka w*(E ) p#(E).
Bukti :

1. Dibuat suatu barisan <B,> dengan B=E; dan B=E,-E,; untuk n>2 Maka

setiap B, terukur dan B;nBy=¢ untuk i#j. Demikian juga E,FUB, dan

f=

E={ |B . Selanjutnya M*(E)ZZ#*(B,):HH] Z#*(Bi). Padahal
=1 izl

H=3or

13

!

WHED= Y 1 (B,) maka pH(E)= |1 H*(En). Jadi 15 (B T(E)

1= EEt
2. Kita asumsikan bahwa u*(Eg)<oo. Sekarang EqE,TE<E terpenuhi sehingga

Him B EsEa=uH(E-E). Dengan menggukan teorema 324

fiepat

maka | 1 W (Es-En)=p* (Es)-u*(E) sehingga —p*(En)T—u*(E). Jadi

Nt

W ENVHHE). B

Sebelum kita masuk pada teorema bertkutnya akan kita sepakati bersama
»

apa yang dimaksud dengan interval. Suatu himpunan bagian 1 dalam R disebut
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interval jika setiap x.yel dengan x<y maka [x,ylcl . Jika 1 mempunyal bentuk
fa,bl[a,b),(a,bl,(ab) dengan co<a<b<oo maka | disebut sebagai interval terbatas
dan panjangnya didefimisikan dengan [[=b-a. Jika I tak terbatas maka panjangnya

tak terhingga dan ditulis sebagai {I[=0.

Teorema 3.3.6 Setiap interval I dari R adalah terukur Lebesgue dan

A D=L

Bukt -

1 Kita tahu bahwa kumpulan S={[a,)b); abeR dan asb} adalah semi Ting.
Dengan teorema 3.3.4 maka himpunan yang berbentuk [2,b) dengan co<a<h<eo
adalah terukur Lebesgue. Dengan contoh 3.1.3 , jika didefinistkan n:S—[0,00]
dengan A({a,b))y=f(b)-fla) maka A suatu ukuran. Jika diambi! f})=x untuk
semua xeR  maka  A([ab)y=b-a.  Dengan teorema 332 maka
2¥([ab)=A(la.b)=b-a= {ab) |

2. Untuk 1=[ab].Misalkan E,=[ab+1) untuk setiap n maka masing-inasing

terukur Lebesgue dan E, 41 terpenuhi sehingga 1 terukur Lebesgue .
Kemudian A*(1)=lim A*([a,b++ )=lim (b+1-a)= |1

3. Untuk I={a,»). Kita buat himpunan F.=[a,a+n) untuk semua n dan catat bahwa

£, 11 ' Berarti | terukur Lebesgue . Kemudian
©(D=lim X ([aatn)=lim n=oo= 1|

4. Untuk §=(a,b]. Pilih barisan {x,} sedemikian sehingga >:n~l«a dan a<x,<b untuk

setiap n sehingga [x,,b]4(a,b] dan 1 terukur Lebesgue. Oleh karena it
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1*((a,b])=lim 2% ([x,,b]=b-a={l;

Untuk I=(a,b). Pilih a<x,<b dengan x,la sehingga {x,,b)T(a,b) dan | terukur

Lebesgue. Kemudian ?»*((a,b])ﬁl;’m AH({xb]=b-a=l].

Untuk 1=(-o0,a). Catat bahwa [a-n,a)T(-e0,a) dan 1 terukur lLebesgue sehingga
MH((-e0,2))= lim 1*([a-n.a))=c0=l

Untuk [=(-»0,a]. Kemudian buat E,=(-cc,a+1) untuk setiap n maka Endl
terpenuhi sehingga I terukur Lebesgue. Kemudian
o =|(-00,a)=A*((-20,a})<A*((-0,a]).

. Untuk I={a,=0). Ambil E“={a-%,oo) maka B3] sehingga I terukur Lebesgue.
Kemudian o =[a+],00)<A*({a,0)).

[=(-c0,00). Kita buat himpunan E.=~(a-n,a+n) maka Entl sehingga 1 terukur

Lebesgue. Kita tahu bahwa oo ={[0,00)}= A*([0,00))< A*((a,00)). B

Bertkut ini akan disajikan dua kelompok penting tentang ruang ukuran .

Definisi 3.3.2 Ruang ukuran (X,S,11) dikatakan :

1. terhingga jika p(X)<oo

2. c-hingga jika ada barisan <X,> dari himpunan terukur sedemikian sehingga

X=|_JX, dan p*(X,)<eo untuk semua n

=]

Teorema 3.3.7 Misal (X,S,uu) suatu ruang ukuran teshingga dan ambi] F
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suatu himpunan bagian X maka E disebut terukur jika dan hanya jika
wHEHHES)=p(X)

Bukt:

Jelas bahwa jika E terukur maka p*Eytp*(ES=p*(X). Kemudian untuk
konversnya , kita ambil (X,S,u) ruang ukuran terhingga dan andaikan
pHEHuHE)=us(X) terpenuhi. Ambil AeS dan A terukur selungga:

LHEANAIHEAADY=UXE)  dan  pHENAITEHENAY=UMES)  dengan

menambalikan persamaan di atas didapat:
WHX) =pA By (ES)= WHECAFFHENAT A E A R ENAT2
PFAYHH(AT=IH(X) sehingga
LHENAF I ENAHRENAYHE AT p¥(AMu*(AY) . Padahal

PHEAAYHIF(ECAAT 1A% dan p*(X)<eo maka pH(ENAMH{ANED)SU*(A).

Dengan menggunakan teorema 3.3.3 dapat disimpulkan bahwa E terukur

Teorema 3.3.8. Misal (X,8,1) suatu ruang ukuran c-hingga,X suatu semi
ring sedemikian sehingga SccZcA dan v suatu ukuran pada Z. Jika v=y pada S
maka v=u* pada X.
Bukti :

Misal v* ukuran Juar yang dibangun oleh v pada ruang ukuran (X,Z,v). Ambil

AcX daﬁ ambil {A,} barisan pada S sedemikian sehingga AgUA‘n . Karena p=v

® n=i
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pada S maka v*(A)SZ\-)(A”)iZy(A,,) terpenuhi . Hal ini menunjukkan bahwa

n=l r=1
v AX*(A) terpenuhi untuk semua AcX. Kemudian ambil sembarang Aek

dan memenuhi ((*(A)<eo . Ambil sembarang £>0. Pilih suatu <A,> barisan

anggota S vang saling asing sedemikian sehingga AQU/}n dan

#=l

o

Z H(AY<u*(A)y+e . Hionpunan B:UA,, dan catat bahwa 1 *{B)<p*(A)+e.

n=l p=1
Kemudian v¥(B-A)SUH(B-A)=u*(B)-p*(A)<e. Oleh karena itu

LR A)SH(B)=v¥(B)=v*(A)+v¥(B-A)<v(A)+e untuk semua &>0, schingga
WF(ASV(A)Y Jadi untuk p*(A)<ec maka p*=v. Untuk kasus wnum yaitu
n¥(A)e{0,0} ambil <Xn> barisan anggota S yang saling asing yang menutup X
sedemikian sehingga w*(X,)<co untuk semuan. Kemudian ambil sembarang AeX

maka

n=l

urayr (I, m A= S pr 0, ad) =3 wx, na=v X, nAl v

Jadi dapat disimpulkan balwa v=y* pada Z. ]

Teorema 3.3.9. Misal (X,S,11) suatu ruang ukuran o-hingga, 2 suatu
semiring sedemikian sehingga SCZCA dan v suatu ukuran pada Z. Jika v=¢ pada
S dan v=p* pada £ maka v*=u* pada %.

Bukti ;

Ambil AcX . Jika <A,> barisan anggota £ yang memenuli AQU/J" maka

n=|
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aln a

p*(A)= Z ME(A )= Z v(A, ). Kemudian v A=inf{ Z V(A ) <Ay

n=1 n=l n=i

adalah barisan anggota £ dan AQUA,, yzu*(A). Dilain pihak untuk sembarang

=1

>0 ada <A,> barisan anggota S sedemikian sehingga AgUAn dan

n=t

Z H(A y<u*(Ayre.  Padahal v*(A)SZ #{A,)y  sehingga kita  dapat

n=] A=}
v A<p*(Ayte untuk sembarang e>0 dan v(AKu*(A) dan berakibat

VHA)THF(A). B

Teorema 3.3.10. Misal (X, S,p) ruang ukuran. Jika AQ,X maka ada
himpunan terukur E sedemikian sehingga AcCE dan p*(Ay=p*(E)
Bukti:
Ambil AcX. lJika p*(A)y=c maka E=X memenuhi sifat vang dinyatakan.

Kemudian andaikan p*(A)<eo. Untuk setiap i pilib barisan {A,} dalam S

sedemikian sehingga AQUA,, ' dan Z p(A,) <p(A)y+L . Misal E={ J4, maka

n=} n=} 5=

setiap E; adalah himpunan terukur sedemikian sehingga AcE; Buat E=ﬂ]jn

nai

maka AcE dan E terukur . p*(A)<puE)<p*(Ei)< Z;J(An i)<;,l,’*‘(f-\)+~f.~ untuk

R}

setiap i dan berakibat p*(Ay=u*(E). . B

Dibawah ini akan disajikan satu contoh bahwa ada himpunan bagian R yang
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tidak terukur Lebesgue

Contolt 3.3.2. Ada himpunan bagian R yang tidak terukur Lebesgue. Ambil
I=[0,1]. Untuk x,yel x~y jika x-y bilangan rasional. Kita dapat mengatakan
balwa ~ memenuhi relasi ekuivalensi. Kemudian K(xy= {xt+relreQ}

dengan Q merupakan himpunan bilangan rasional maka {JK(x)=I dan jika

xel
K(x)=K{y) maka K{x)~K(y)=¢. Selanjutnya buat himpunan A yang berisi fepat
satu anggota dari masing-masing hitﬁpunan. Andaikan A terukur Lebesgue.
Kemudian andaikan rp,r),. . . merupakan anggota dari O-1,17 dan didefinisikan

Ay={xtnoxeAl maka kita dapat mengatakan bahwa A Ag=A(A) untuk semug k

dengan [6,1]< UAk <[-1,2]. Kita tahu bahwa A(A)20. Andaikan A{A)>0

k=0

Padahal M| J4, =D A(4,)= lim[nA(A)] SA(F1.2)3  dan  berakibat

ECH n=l

MAAAR=0 sehingga tidak mungkin A(A)>0. Dilain pihak jika MAY=0

maka ?L(UA‘,, =0. Padahal k([O,]]):}SK(UAn ). Jadi dapat disimpulkan bahwa

n=1 h=l

A bukan terukur Lebesgue.

4. Fungsi Terukur
Sebelum dibahas tentang fungsi terukur akan dibahas dulu tentang relasi
L J
hampir dimana-mana karena teorema-teorema mengenai fungst terukur akan

sering menggunakan relasi hampir dimana-mana. Misalkan p ukuran luar dari X,
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relasi vang melibatkan elemen X disebut memenuhi  hampir  dimana-
mana(disingkat h.d) jika himpunan A dari semua titik vang gagal memenuhi relasi
tersebut adalah himpunan nol (yang berarti 1{A)y=0). Sebagai contol , jika fdan g
fungsi bernilai real yang didefinisikan pada X sedemikian sehingga =g hampir
dimana-mana maka himpunan A={xeX; f{x)#g(x)}) merupakan himpunan nol

vaitu W A)y=0.

Andaikan (X, S,u) ruang ukuran maka dengan mengatakan bahwa suatu
relasi berlaku hampir dimana-mana berarti relasi tersebut berlaku hampir dimana-
mana terhadap ukuran luar u* yang dibangun oieh p. Dasar tentang relasi hampir
dimana-mana akan diuraikan di bawah ini. Andaikan (X,S.u) ruang ukuran, f dan
g fungsi bernilai real yang didefinisikan pada X, maka -

1. f=¢ h.d jika ' ({xeX; fx)=g(x)})=0

2 f2gh.d jika n ({ xeX;{x)<g(x)})=0

3£, —f hd jika i ({xeX; £, (x)>10})=0

4. £, Tf hd jika f<fi h.d untuk semua n dan f—f hd

5 f,4f h.d jika fuer <6, h.d untuk semua n dan £,—1 hd

Definisi 3.4.1. Misal £ X—R suatu fungsi . ka 1(8) adalah himpunan
terukur untuk setiap 9 himpunan bagian terbuka dart R maka f disebut fungsi

terukur. *
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Contoh 3.4.1 Setiap fungsi konstan adalah terukur.
Bukii:
Misal f(x)=c untuk semua x&X dan § himpunan bagian terbuka dari R maka
£1(8)=0 jika ce$ sehingga wW(f'(8)=0 . Kemudian £'(8)=X jika ce9. Padahal

Ke=4* sehingga dapat disimpulkan bahwa ' merupakan fungsi terukur.

Teorema 3.4.1. Untuk fungsi £ :X—R maka pernyataan dibawali ini adalah
eguivalen

I, f terukur

[

. £7((a,b)) terukur untuk setiap interval terbuka yang terbatas (a,b) dari R

2

. £7(C) terukur untuk setiap himpunan bagian tertutup C dari R

i

. £ (Ja,ec)) terukur untuk setiap aeR

5, £ {(-ec,a] terukur untuk setiap aeR

6. £7(B) terukur untuk setiap himpunan bagian Borel B dari R

Bukti:

a (DN={2)
£ terukur maka f ($) himpunan terukur untuk setiap 8 himpunan bagian
terbuka dari R sehingga untuk semua interval terbuka terbatas (a,b)cR, f Ha,b)
himpunan terukur juga .

b. (2)=(3)

. Ambil sembarang C himpunan bagian tertutup dari R { (¢a,b)) terukur untuk

setiap interval terbuka vyang terbatas (a,b) dari R Padahal
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C”‘EU(a,,b,) sehingga £ N(CH= f "‘(U(a,‘b,)) =U_f""((a’.,b, )) terukur
1=t =1 1]

untuk setiap 1. Jadi dapat disimpuikan bahwa f €Y terukur sehingga £71(C)
terykur .

c. (3)=>(4)

f "([a,«:))=Uf"'[a,aﬁ-n] padahal dart (3) untuk setiap n f “a,a+n] terukur.

Jadi  £7'([a,)) terukur,
d. (4)=5(5)
£ ({a,ec)) terukur  maka [£7 (lace)]*= f((-eca) terukur .

o

Kemudian f '1((—m,a})=ﬂ f '1((‘“-8*%)). Padahal f "]((-OC.a+l)) tertukur
; n

ns]
untuk semua n sehingga T '1((~OC,a}) terukur.

e. (5)—(6)
Misal @={AcR; £ "'(A) terukur} Kita dapat langsung melihat bahwa g
aljabar-c himpunan bagian dari R. (-0,a] termasuk dalam guntuk setiap aeR
sehingga (a,c0)e g dan dengan mudah [b,e0)e puntuk setiap beR sehingga (a,b)
e o untuk setiap a,beR. Hal mi akan berakibat g berisi himpunan bagian
terbuka dari R sehingga g berisi himpunan Borel. Jadi dapat disimpulkan
bahwa (B} terukur untuk setiap himpunan bagian Borel B dari R

£.{6)->(1) _ '

Karena £ 7'(B) terukur untuk setiap himpunan bagian Borel B dari R maka untuk

semua himpunan terbuka 9 dari R, f 18 terukur . Jadi terbukti bahwa f terukur.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI,,

Teorema 3.4.2. Jika f fungsi terukur dan g X—R memenulii f=g h.d maka
g fungsi terukur.
Bukti :
Jika A={xeX;fix)#g(x)} maka p*(A)=0 sehinga A terukur. Kemudian ambil &
suatu himpunan bagian terbuka dart R. Jika f terukur maka ()Y terukur
sehingga Arg (O = xeXf=p)in{xeXig(x)ed) =
fxeXfix)=g(x)edl= {(xeX:f(x)=g(x)} n{xeXf{x)ed}= ANS {8) juga
mempakan  himpunan  terukur.  Kita juga dapat mengatakan bahwa
W Ang T(8)=0. Jadi g 8=[ANg TH{ONUIA g TI(9)] adalah himpunan

terukur sehingga g fungsi terukur, -]

Teorema 3.4.3. Jika f dan g terukur maka 3 himpunan berikut ni terukur:
a. {xeX; f(x)>g(x)}

b. {xeX; f{x)2g(x)}

c. {xeX; fx)=g(x)}

Bukti

a. Jikary,rn, . . . merupakan bilangan-bilangan rasional pada R maka

{xeX; fo=e(x)} "—“U[{XEX; fixprnin {(xeX; gx)<n}} merupakan

n=} »
himpunan terukur sebab [{xeX; fx)>njn{xeX; gx)<r}] himpunan

terukur untuk setiap n.
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b. {xeX; fix)zgx)ts {xeX; f(x)<g(x)}°. Padabal {xeX; f(x)<g(x)}" terukur
sebab {xeX; fx)<g(x)} terukur (dari a)

¢ {xeX; fxy=gl)i={xeX; f(x)zg(x)}m{xeX; fx)<g(x)} merupakan himpunan
terukur sebab {xeX. fix)zg(x)} dan  {xeX; {(x)< g(x)} himpunan terukur

(dari b).

Teorema 3.4.4. Jika f dan g fungsi terukur maka :

1. ftg fungsi terukur

2. f.g fungsi terukur

3 lf l, f (dengan £ (xy=maks{f(x).0}). f (dengan f (xy=min{f{x),0}) fungsi
terukur .

4. fvg dan fag ( dengan (Rvg)(x)=maks{f{x),g(x)dan (frg)(x)=min{{x).g(x)})
fungsi terukur.

Bukti ;

1. Ambil sembarang abeR. Diketahui f dan g fungsi terukur maka
(xeX; g()<b-al={xeX; asb-g(x)} terukur,schingga b-g. fungsi terukur.
Kemudian (f*»g)"({a.c&))={ xeX; a<fix)+g(x)i= {xeX; a-g(x)<f{x)}terukur
sebab {xeX; f(x)<h(x)} terukur jika f dan h fungsi terukur. (f+g)y ' (fa,%))
terukur maka menurut teorema 3.4.1 (ftg) fungsi terukur.

2: Awmbil sembarang acR. f fungsi  terukur maka f '1([-\[5 ,JE } terukur

untuk azo  sehingga {xeX.f 2x)<ay=f e Aa ) terukur juga. Kemudian

jika a<0 maka {xeX:f 2(x)<a}= ¢ dan merupakan himpunan terukur sehingga
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£ merupakan fungsi terukur. Menurut teorema 3.4.1 ({-ecal terukur maka

{ ((-ec,a])= £ ((a,¢) terukur . Oleh karena itu {xce)’{;f(x)>2 } terukur maka
¢
untuk ¢>0 ¢ xe}{;f(x)>-~c1 t=f{xeX;cf{x)>a } terukur dan untuk c<0 maka
o

a . .
{xeX:f{x)> = ={xeX;cf(x)<a } terukur sehingga c.f merupakan fungsi

. 1 . 1 1 .
terukur. Akibatnya fg=5 {(f+g)2+(~§ f2)~—2— gz] merupakan fungsi terukur

sebab ;]; [(ﬂ-g)?‘ fungsi terukur,(-—;— 9 fungsi terukur -?]2— z ; fungsi terukur.

3a. Diketali bahwa {xeXf(x)ia}=¢ bila a<0 sehingga {xeX|[f(x}iga}
merupakan himpunan terukur. {xeX;[{{x)i<a}={xe X fx)sa}n{xeX {x)z-a}
bita a=0 yang juga merupakan himpunan terukur.

Jadi if merupakan fungst terukur.
. o : i .
b. £(x)=maks{0.f(x)} tetapi kita juga dapat menulis bahwa f (x)=§(if(x)]+f(x))

sebab:

i, untuk f{x)<0 maka :
F0=0=1 (0 %(-f‘(x%f(x))z 5 (RO R06)

it untuk f{x)>0 maka

-

| FO0=0= 5 () %(!f(X)Hf(X))

Kemudian karena [f] dan f terukur maka f*(x)ﬂ%(!f(x)&f(x)) terukur.
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3¢ £(x)y=maks{0.-f{x)}= %(]f(x)gnf(x)) sebab :
untuk f{x)<0 maka £ (x)=-f(x)= ;];(-f(x)—f(x)) = ulzw([f(x)[-f(x))

sedangkan untuk f(x)20 maka f ' (x)=0= %(f(x%f(x)) = — (If(x)-f{x))

1]
2
i
sehingga untuk semua x maka f (x)= 5([f(x)|—f(x)) kemudian karena [f] dan -f

fungsi terukur maka £~ fungsi terukur.
4a. Diketahui bahwa (fvg)(x)=maks{f{(x),g(x)} untuk semua x maka

i. untuk f{x)=zg(x) maka:

(fvgix) = fx) = -;—(f(x)+f(x)~g(x)+g(><)) = %(f(x)ﬁLg(X)*f(X)-g(X)):

%— (fx)+e(x)Hf00-g(x)]) ,sedangkan
ii. untuk f{x)<g(x) maka:

(fvglx) = g(x) = %(f(x)*g(?ﬂ)+ g(x)- fx0)= %(f(X)+g(X)+lf(X)-g(X)})

sehingga untuk semua f dan g berlaku (Fvgj(x)= %(f(x)+g(x)+|f(x)-g(x)i).

Padahal f-g fungsi terukur sehingga {f-gl fongsi terukur . Jadi fvg fungsi
terukur,
4b. Diketahui bahwa (fag)(xy=min{f{x),g(x)} untuk semua xeX maka:

1. untuk f(x)>g(x) maka .

(EA2)00 8% = (S FR(-(0-0)= 5 () +E0HR0-E00)
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i1 untuk f(x)<g(x) maka

(Erg)x) = ) = SR elx) 0% )= 3 (0+E00-( 860 ) =
I :
= (f0+(XHX)-2(00D

sehingga untuk semua f dan g berlaku (fag)(x) = ; (£ g(x)-fix)y-pix)). g

terukur dan if-g| terukur maka dapat disimpulkan bahwa fag terukur .

Teorema 3.4;5. Untuk barisan {f,} dari fungsi terukur maka pernyataan
berikut akan terpenuhi :

1. Jika f,—f h.d maka f fungsi terukur.

2. Jika {fi{x)} barisan terbatas untuk setiap x maka lim Sup f; dan lim Inf f,
fungsi terukur

Bukti

1. Ambil A={xeX; lim fy(x)=f(x)). Karena f,—f h.d kita mempunyai 1 (A%)=0.
Akibatnya A® terukur sehingga A juga himpunan terukur, Kemudian ambil

sembarang aeR.). Dengan  jelas dapat dikatakan  bahwa

Arf{(a,oN=An{ Gﬁf_i ((at+d )] Semva fi terukur dan A juga terukur

netizn

sehingga Anf ((a,0)) merupakan himpunan terukur.
“u( A ((a,0))) <(A%=0 sehingga A'f T~ ((a,02W) himpunan
terukur. f (a,9))=[ANT ((a,o)]AAA N ((a,2))] merupakan himpunan

terukur sehingpa f fungsi terukur.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 48

2. Ambil {f(x}} barisan terbatas untuk setiap x. Pertama kita akan menunjukkan

bahwa lim sup f, adalah fungsi terukur. lim sup f= /\ v I . Andaikan

LES I

By=fue1V . . Ve terukur untuk setiap n sehingga h, T v i =gm fungsi terukur

untuk setiap g, . Jika g, +im sup £, maka lim sup f, merupakan fungsi terukur
sebab g terukur untuk semua m. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa lim inf £,
merupakan fungsi terukur. Diketahui bahwa lim Inf £, = -lim Sup (-£,). Jika
{f,} merupakan barisan fungsi terukur maka {-f,} Juga merupakan barisan
fungsi terulcur sehingga lim sup (-f;,) fungsi terukur maka lim inf £, = -lim

sup (-f) juga merupakan fungsi terukur.

Sebelum kita akhiri pembahasan pada sub bab ini akan kita bahan terlebih
dahulu teorema Egoroff vang menghubungkan antara barisan fungsi yang
konvergen terhadap fungsi tertentu hampir dimana-mana dengan  barisan fungsi

yang konvergen seragam.

Teorema 3.4.6. (Egoroff) Ambil {f;} barisan dari fungsi terukur sedemikian
sehingga fy—f h.d dan ambil E himpunan bagian terukur dan X sedemikian
sehingga p (E)<eo maka untuk setiap £>0 ada himpunan bagian terukur F dari E
dengan u*(F)< ¢ dan {{;;} konvergen seragam ke f pada E~F.

Bukt : '
Pertama kita dapat menggeneralisasikan terlebih dahulu bahwa Lim f,(x)=f(x)

terpenuhi untuk semua xeX, Kemudian kita buat himpunan sedernikian sehinggga
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untuk masing-masing pasangan bilangan bulat positif n dan bilangan k , himpunan
B ixeElfn(x)-(x)<2" untuk semua mzk}. Jelas bahwa E, merupakan
himpunan bagian terukur dari X dan E,yclnye terpenuhi untuk setiap k dan n.
Karena Limf,(x)=f(x) untuk setiap xeX maka E“}‘T £ untuk setiap bilangan tetap
n sehingga kita juga dapat mengatakan bahwa p{Lw) ’[‘ WE) untuk setiap
I
bilangan tetap n. Kemudian ambil sembarang e>0. Diketahui bahwa p*(E)<eo
untuk setiap n, maka ada Dbilangan bulat k, sedemikian schinppa

U E~Epin) =0 (B *(Eni)<2™e . Kemudian  kita buat  himpunan

FﬁU(_E—E,,_m) maka himpunan F  terukwr  dan FCE  dengan

n=}1

L*(Fy= Zy*(!ﬁml&’”_kn)‘is. QOleh karena itu untuk sembarang £>0 ada k,eN
r=t

ol
sedemikian sehingga untuk semua m=k, dan untuk semua ervamﬂ}:‘M__n maka

e

Fn(x)-f(x)<2™ Jadi {f;} konvergen seragam ke { pada E~F.

5. Fungsi Sederhana dan Fungsi Tangga
Pembahasan tentang fungsi sederhana dan fungsi tangga akan diawali
dengan pembahasan tentang fungsi karakteristik. Jika A himpunan bagian X maka
fungsi ya adalah fungsi bernilai real yang didefinisikan pada X dengan ya(x)=1
)

jika xeA dan va(x)=0 jika xgA. Kemudian aturan-aturan pada fungsi y akan

dibuat dalam suatu teoremna berikut,
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Teorema 3.5.1. Misalkan A dan B himpuanan bagian X maka relasi-relasi
dibawah ini akan terpenuhi .
1. 76=0 dan yx=1
2. Jika AgB maka ya<y;
3. WanByT YA EE AN
A Y Ao TYA T = AR AV LS

50 (ABTEA" YAAAB)

6. Jika A= UA,, dan {A,} adalah barisan yang saling asing yang merupakan

n=l

himpunan bagian dar X maka Y4= Z y.

et
7. yaxe=Ya¥p dengan B merupakan himpunan bagian dari himpunan Y dan A
merupakan himpunan bagian dari X.
Bukir:
1. xgé sehingga %~0
xeX sehingga yx=1
2. Ambil AcB akan dibuktikan bahwa ya<ys. Andaikan benar bahwa yac>¥Bw
untuk semua xeX. Jika xe A maka ya(x)=1. Kemudian karena x€ A makaxeB
sebab ACB sehingga yp(x)=1. Jadi dapat disimpulkan bahwa ya(x)= xn(x) dan
sehingga tidak benar baliwa yao>yse - Akibatnya terjadi kontradiksi dan
terbukti bahwa YA<ys .

3. Kita mempunyai Y (a~ux)= 1, jika xe AnB
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Y A (X0 jika xg AnB

Sehingga ¥ camy (X)=1 jika xeA dan xeB

% anm (X)=0, ka x¢B
Oleh karena 1tu ( (ars ()= %a(3), % 300)= £a00s0=min{ yalx) yn(x)}
4untuk xe A dan xeB maka ¥ (om(X)=1= Lal) 100 - Xamm)=ax)vis(x)
untuk x€A dan xgB maka yaum()=1=1+010= %a007%6(x) - Hiacm(x)
=LAV IB(X)
untuk xe¢A dan xeB maka ¥ (aup()F1F0H140= ga(x)Fre(x) - anm(x)
=xalx)vim(x)
wntuk xg A dan xgB maka o om()m0=0%+0= () Fnx) - % pem(®)
=HAlX )V 7B(X)
5. jtka xe A dan xeB maka y.5(x)70=1- 1=y A(x)- 1 (amm(x)
jika xe A dan xeB maka s (x)= 1=1-0=9A 00 ammy(X)
jika xe A dan xeB maka % an(x)=0=0-0 =3 A (x)- % (arim(X)

jika xg A dan x¢B maka ya(x)=0=0-0=yA(x)- 1 (api(¥)

6. Ambil A=UA,, dan {A,} barisan yang saling asing himpunan bagian dari X .

n=l
Jika xe A maka ada A sedemikian sehingga xeA; maka

Yalx)=1 sedangkan

»

S 2a (5 =tar (0 F (X () =0+ #1405 =]

he=l
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Jadi benar bahwa y4= Z X

I
7. Catat bahwa Yaxm(Gy)=1=1.1=ya(x).(y) jika (x,y) eAXB
Jika xeA dan yeB maka (x,y)2 AXB sehingga v axm(x,y)=0=1.0=yA(x).35(y)
jikax¢A dan yeB maka (x,y)2 AXB sehingga x{};x]g)(x,y)x(}zo. 1= A 00 %n(y)

jika xeA dan yeB maka (x,y) 2 AXB sehingga yaxm(x,y)=0=0.0=yA(x). xn(y)

Definisi 3.5.1. Q adalah fungsi sederhona jika dapat dinyatakan dalam

N
bentuk szmhi dengan A={xeX;Q0()=a} terukur untuk semua i1 dan

i=]
a8, . .4 vernilai tidak nol dan berbeda. Suatu fungsi sederhana Q disebut

Jungsi tangga jika A; merupakan himpunan terukur dengan p#(A;)<eo

Definisi 3.5.2, Misal Q suatu fungsi tangga vang dinyatakan QEZaix,“

i=)

dengan a;,a,. . .a, pbernilai tidak nol yang berbeda dan A=~{xeX,Q(x)=a;}.

Maka integral Lebesgue (@ didefinisikan dengan 1(Q)= Zaiu*(Ai).

i=]

Teorema 3.5.2. Jika Q fungsi tangga maka [(aQ)=0l(Q) terpenuhi untuk
semua aeR.

B;Jkﬁi

Misal Q= aixai, maka HaQ)= Y a ai p*(A)= a Y ain*(A)= al(Q)
i=l i=]

I=1
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Teorema 3.5.3. Jika (@ dan Z fungsi tangga maka {Q+Z)=KQ}+I(Z)
Bukti:

nt

N
Misal Q= Z a i dan  Z= Z biys.  Misalkan  pula  himpunan
: -

E=( UAr YU (U B/). Kemudian kita bentuk A():E—UA, Bo= E'UB; dengan

j=i i=1 =i

ag=by=0 maka A; dan B; himpunan yang saling asing dan UA =E=| JB, .

1={} g}

Selanjutnya Q+Z=Zc « Yow, Karena Q(x)+Z(x)=#0 berakibat Q(x)=0 atau Z{x)#0
k=)

dan U( ck . Misal ¢g=0 dan C,=k- U( ', maka Cy suatu pasangan terurut yang

kel

H m

saling asing dan ce=JUc N4 Ns, sehingga

=0 =0
L

WHC= D> p*(C, N A NB,). Perhatikan bahwa  cp*(CenAnB;)=(ai+bj)

=0 =0
PR C AN B,) terpenuhi untuk semua ij dan k sebab untuk CrAB;=¢ maka
persamaan diatas jelas terpemihi, tetapi jika xe G ANB; maka persamaan di atas

dipenuhi berdasarkan ¢,=Q(x)+Z(x)=a;bj , kemudian

1 m

HQ+Z)y= Zcm*(m Zcm*(m ZZZ ox A (CrAINBY)

ke=(t k= i=0 j=0

H I 1 il

_ZZZ (artby) L (CnARBY= Y Y (aﬁb)u*(AmB)

k=) =0 =) imf) g0
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= i ai i W ANB i by i W ANDB)

=) =0 a=l )

i il 1

= iai WHANY b (B)= Y a,u* (A)+ 3 b (B)=1Q+Z) W

=0 J=0 1=1

Teorema 3.5.4. Misal Q dan Z fungsi tangga maka pernyataan di bawah inj
akan terpenuhi
1a. Jika Q20 h.d maka KQ)=0
b. Jika QzZ h.d maka KQ)=I1(Z}
2.a.Jika Q=0 h.d maka {Q)=0
b. Jika Q=7 h.d maka {Q}=I(Z)
Bukti :

ta. Pembuktiannya dengan menggunakan kontradiksi.

Andaikan 1(Q)=Za,~p.*(Ag)<O maka a;<0 sebab p*(A)20 untuk semua i

i=}

Padahal A={xeX;Q(x)=a;} maka [*(A;)=0 sebab Qz0 sehingga (Q)=0. Padahal
di atas diandaikan 1(Q)<0 maka terjadi kontradiksi. Jadi haruslah KQ)20

1.b. Q=Z h.d maka Q-Z=0 h.d sehingga {OQY-1(Z)=0 . Oleh karena itu {Q)2K(Z)
2.a. Q=0 h.d berarti Qz0 h.d dan -Q=0 h.d sehingga [(Q)=20 dan —-}{Q)=0. Jadi

1(Q)=0
2.b. Q=7 h.d maka Q-Z=0 h.d sehingga }(Q)-I(Z)=0.J adi (Q)=I(Z). B

Teorema 3.5.5 Ambil {Q,} barisan fungsi tangga Jika Q.40 h.d maka
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KO0
Bukt ;

Andaikan Q.00 hd Ambif Ay={xeX;Qua{x)>Qu(x)) dan Ag={xeX;Qux)~>0}

dengan asumsi di atas maka p*(A)=0 untuk p=0.1,2, . .. Himpunan AEUA,,

n={}

maka u*(Ay=0. Jika kita mempunyat W(X)40 untuk setiap xeX maka y,=Qu¥ .

sehingga y,=Q, h.d untuk setiap n .Dengan tecrema 3.5.4 kita mempunyai
[(y,)=1(Q,) untuk sefiap n sehingga kita dapat mengasumsikan bahwa Q0
terpenuhi untuk setiap xeX . Kemudian ambil sembarang ¢>0. himpunan
M=mnaks{Q(x)xeX} dan B={xeX;(;>0} maka jelas p*(B3)<ec . Untuk setiap n
didefinisikan E,={xeX;Q,(x)2e} maka p*(&;)<ee. Karena Q.40 terpenuhi untuk
setiap xeX maka Elg sehingga p*(E, 0. Kemudian pilih suatu bilangan k
sedemikian sehingga p*(Ey)<e, maka untuk nzk beriaku

02Qu2Qi=Qu Y FOX MYt

Pertidaksamaan diatas berakibat

05 1(Qn) £ M p*(E)te w¥(B)< e M+ u*(B)) untuk semua nzk . Oleh karena itu

Iim 1(Q,)=0 schingga terbukti Q)0 . o

Teorema 3.5.6.Andaikan 2 barisan fungsi tangga {Q,} dan {7} memenuhi

QuTfh.d dan Z ' h.d dengan £ X—»R* fungsi vang diberikan maka lim

k.

I((-Qn)mlim' 7))

Bukti -
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Untuk setiap bilangan tetap m maka berlaku Qm/\ZI’EQmAFEQm h.d sehingga
}an (QuAZ=I(Qn).  Padahal QuaZesZ,  untuk  semua  n maka
KQp )= ii?l HQuAZy)s Ei}i [(Z,) untuk semua bilangan tetap m sehingga
}13} Q< lii]}» I(Z,). Dengan jalan serupa, untuk setiap bilangan tetap m berlaku
Zz,,AQ,,’EZmA{EZm h.d sehingga 11_131 [(ZnAQu)=I(Zp). Padahal QuaZ,<Qy, untuk
semua n maka {Zn)= },1131 HZwA Q) S},i_lfi Q) berlaku untuk semua bilangan

tetap m sehingga lim [(Z)< lim 1(Qy). Jadi lim (Qu)= lim (Z,) B

Teorema 3.5.7. Ambil {Q,} suatu barisan fungsi tangga . Jika A himpunan

bagian X sedemikian sehingga OuTxa hd maka A himpunan terukur dan
}3_13 (G *(A) terpenubi.

Bukti :

Keterukuran dari A mengikuti dari teorema 3.4.5(1). Kita dapat mengasumsikan
bahwa Qu(x)Tya(x) terpenuhi untuk semua xeX Untuk setiap n himpunan
An={xeX; Q,(x)>0}terukur dengan ATA. hal ini mengikuti bahwa yanTya

sehingga Hm I(Qy)= lim I(yan)™ lim p*(An)=n*(A). B

-
Teorema 3.5.8 Ambil X—R fungsi terukur sedemikian sehingga f(x)20
untuk semua x maka ada barisan {Q,} dari fungsi sederhana sedemikian sehingga

0<Qy(x) M) terpenubi untuk semua xeX.
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Bulkti:
Untuk setiap n, himpunan Ag=xe X (1-127"<f(x)<i2™} untuk i=1,...n2" dan catat

bahwa A, A =0 iika = )Mka f terukur maka semua A, himpunan terskur.

ot

Kemudian untuk setiap n didefinistkan QfZZ"”(:‘—l) Z.‘.mi dan catat baliwa

=}
{Q,} adalah barisan fungsi sederhana. Kita dapat mengatakan fuga bahwa
0<Q(x)£Que1(x)=f(x) terpenubi untuk semua X dan n sebab jika ada 1 sehingga
2(-1)>f(x) maka %an=0. Untuk x yang tetap maka O=H(x)-Qu(x)s2™ terpenub

untuk semua n sehingga Q.00 T(x) terpenubi untuk semua xeX. ]

6. UKURAN LEBESGUE
Pada sub bab ini akan dibahas beberapa sifat dari ukuran Lebesgue pada

R™ Pada ukuran Lebesgue, S menyatakan semi ring vang berisi himpunan kosong

1]
dan semua lhimpunan yang mempunyai bentuk A = H[a,,b,.)dengan
i=]

-0 < ai < bi < oo untuk setiap i. Teorema berikut ini akan menyatakan bahwa suatu

fungsi himpunan A : 8§ — [0, ) yang didefinisikan dengan A (¢) =0
dan A (ﬂ[a,,b,.)) = H [b, —a,)merupakan suatu ukuran dan disebut
=1 f=1

sebagal ukuran Lebesgue.

Teorema 3.6.1, fungsi A : S — {0, o) yang didefinisikan dengan A (d) = 0

dan % ([ [la,.5,)) = [ ][b, ~ ;) adalah ukuran,
=1

=]
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Bukti

i,

)

dari definisi kita dapat mengatakan bahwa % (¢) = 0. Sehingga kita tinggal
membuktikan sifat aditif-o

Pembuktiannya dengan menggunakan induksi matematika. Pertama kita
misalkan S, sebagai semi ring S pada R" dan fungsi himpunan sebagai As.
Untuk n = 1 telah dibuktikan bahwa A suatu ukuran, sekarang diasumstkan

benar untuk 1 = k, kita akan menunjukkan benar untuk n =k + 1. Ambil

s

AX [ab) = | J[Ai Xlai,bi}jdengan A € Sy, Aj € Sk untuk setiap i dan barisan

=1

(AP X [aib)} adalah himpunan saling asing. Kemudian dapat dikatakan
p

Kax b = Z X arspiny - SEIingga untuk x = (x5....,x)cR danteR
#=1

menghasilkan ¥a(x).%ap (1) = Z X o sy ) Andaikan Q, merupakan

i=]

fungsi tangga dengan Q{t)= z i () Ky (1) maka Q(t). T 240X X 10y (XD

i=1

untuk setiap t € R.

Dengan teorema 3.5.5. didapat :

> 2(a.b,) 7 4= Db,—a,) xu(x) T (b=2) 7, (x) dan dengan teorema
1=} j=1

3.5.5. kita juga dapat menyatakan bahwa Z(b,-a,}lk_(A,.)T(b—a),%k(A)

=1

sehingga 32y (A, Xla, b)) =2 ., (AX [a,b)) “ren( U4 X[a,.5))). Jadi

1=t j=1

dapat disimpulkan bahwa pada 2 berlaku sifat aditif-c. ]
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Teorema 3.6.2. Suatu himpunan bagian E pada R" adalah terukur Lebesgue
jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 ada himpunan terbuka 9 sedemikian hingga
Ec Sdan A (8 -E)y<e.

Bukti

(=) Diasumsikan [ terukur kemudian akan dibuktikan bahwa untuk setiap € > 0
ada himpunan terbuka $ sedemikian hingga E < S dan A (8 -E) < . Untuk
membuktikannya akan dilihat dua kasus yaitu :

1. A (E) < oo ambil sembarang ¢ > 0, kemudian pilih barisan {L;} interval terbuka

vang terbatas sedemikian hingga E < UI! dan Zﬁ(lj)g’/’:‘,(ﬁ)-i—g,
==}

=1
Misatkan SzU I naka 2 (8)< ZZ(E, y< A (L) +¢. Karena E terukur maka
il i=1

A (8) = A8 N EY) + A (8 NE).

e A {(8) = (9 - E)+ M(E)

@A (9)-ME)=A(8-E)
Sehingga A (9 -E) = A (8) - A(E)<e

2. ME) =, untuk setiap i himpunan B = { x € R, d(x,0)<i} dan Ei=

E m B; dengan d(x,0} = [Z(x, -~ 0)2} * _ Selanjutnya dapat dikatakan bahwa

=t

E= U [, dan setiap E; himpunan terukur Lebesgue sedemikian hingga A(E;)

1=}

< o, Kemudian ambil himpunan terbuka 9; sedemikian hingga untuk setiap i
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berlaku E: ¢ 9 dan A(8: - ki) < 27 ¢ dan himpunan 9 = U& Maka 9

1=l

merupakan himpunan terbuka dan E < 8, sehingga A (8-E) <

A8 —E) <t

5=}
(«=) Kita asumsikan bahwa setiap € > 0 ada himpunan terbuka 9 sedemikian

hingpa £ < § dan A (8 — E) < & Untuk setiap i pilih himpunan terbuka 8,
sedemikian hingga E < 9i dan A& (8 — E) < i, Misal G = m&, . Maka G
i~1

himpunan terukur Lebesgue sedemikian hingga B ¢ G. juga AM(G-E)=
A (8 -E) < i" untuk setiap i berimplikasi bahwa A (G ~ E) = 0, dan G-E
himpunan terukur lebesgue. Ketervkuran E sekarang mengikuti dari relasi

E =G — (G -E) dan bukti selesat. B

Teorema 3.6.3 Setiap himpunan bagian Borel dari R" adalah terukur
Lebesgue.
Bukti :

Ambil - o < a; < b; < oo untuk i =1, .. ,n, kemudian pilih m sedemikian hingga

a;+ (}mj < b, untuk setiap 1 €1 < n, relasi H(a, )= U [H[a + b 3] Kita
m

r=1 K=
ketahui 1wan[a + b,) €A, sedangkan ¥ A aljabar-c

makaU [H a, +_ b,)1=]](a,.b,) €A. Kita ketahui bahwa himpunan terbuka

k=m 1=1 i=]
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dapat ditulis sebagai gabungan terbilang dari interval terbuka schingga dapat
disimpulkan bahwa setiap himpunan bagian Borel dari R® adalah terukur

Lebesgue. B
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BAB IV

KESIMPULAN

Kesimpulan yang dapat ditarik dari Teori Ukuran ini adalah sebagai

berikut :

1. Keluarga semua himpunan terukur A adalah aljabat-c.

9 Misal X himpunan tidak kosong. Jika A kumpulan semua himpunan terukur
yang terdiri atas himpunan bagian dari X dan p suatu ukuran luar pada X
maka ( X, A, u) adalah roang ukuran

3. Setiap anggota semi ring adalah terukur.

4. Jika f dan g fungsi terukur maka trgfoif, £ ', £ fag, dan fvg merupakan
fungsi terukur.

5 Andaikan S menyatakan semi ring yang berisi himpunan kosong dan semua
himpunan yang mempunyai  bentuk n_[af,b,)dengarl ~oo<g;<by<es untuk

=}
setiap 1 . Fungsi himpunan A:S-»o0 yang didefinisikan dengan A (¢) = 0 dan
A (H[ai,b, )= [—[(b, —a,) = adalah ukuran dan ini disebut sebagai ukuran
i=l =)
Lebesgue.
6. Setiap himpunan bagian Borel dari R" adalah terukur Lebesgue.

62
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