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Mintalah, maka akan diberilan kepadanin; carilah, maka kampu akan mrendapat;
Ketoklah. maka pintu akan dibukakan bagimm. (Mat 7:7 '}

Enefean, TUHAN, Janganlah menaban rabmat-My dar padaku, kasih-Mu dan
Kebenaran-Mu kiranya menjaga aku selaln! (Mzpm 40:12)

Sungeub,  Engkan, ya Allab, telah mendengarkan nasarki, telah memenihi
permintaan orang-orang yang lakul akan nama-Mu. (Msm 61:6)

Teriring rasa hormat dan cinta
aku persembahkan skripsi ini
sebagai ucapan terima kasih dan tanda baktiku
untuk
Bapak dan Ihu
atas cinta dan perhatiannya
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ABSTRAK

Masalah eksirem suatu fungsi dengan satu variabel di mana f berturunan dua kali
pada titik kritis ¢ dan f"(¢}=0 dan masaiah ekstrem suctu fungsi dengan dua
variabel di mana [ berfurunan dua kali pada titik kritis  (@.b) dan
D= f a.b)f, {a.b)~ #2{a,b)=0 dapat dibshas dengan menggunakan teorema
Taylor untuk fungsi dengan satu variabel dan dua variabel. Hal ini dapat divulis sebagai
berikut:
Teorema Taylor untuk Fungsi Dengan Satu Variabel:
Jika fungsi f{x ) berturunan n+1 kali pada setiap 1itik dalam suatu interval yang
memuat titik a dan

» SR )
s U = {(f ((z;\a —(1j—r ii‘({)\\ —{!\; S f”*(a)(’ a8

2 it
adalah polinomial Taylor ke-n unfuk | di sekitar x =,

maka untuk setiap x dalam interval, ada sekurang-kurangnya satu ¥itik ¢ entara a

dan x sedemikian hingga

f” '(r:,‘) " 1
Je v = f‘\_'gﬁ [ “\
¢ (\} f\ i P ! A @

Teorema Taylor untuk fungsi dengan dua variabel:
Jika f{x,v) adalah fungsi dengan dua variabel Vang mempunyai turunan parsial
hingga pangkat ke-n -1 yvang kontinu pada suatu kitaran yang berpusat pada ik

(c;{,b) dan Poiinomial Tavior ke-n untuk | di sekitar titik (ce,x_’)) adalah

3 A0 ~ oA
o le )= f)) (x- (,.),,2;: + (_;1’*): I ek "'k(l a) 5ot 2 ay )—-—5—— w{p by ”(:] 1 b}

-~
e

i

Y X oy /

maka untuk setiap (x, 1) dalam kitaran, ada sekurang-kurangnya satu Vitik (a! b))
sedemikian hingga

] ’,' P o \ln- i

( a-).,.('f 1 ()t’))( i ,f'(-al!bl )

ji;:\\ \‘)w f(\ Sf 'O ( ) ? i i}a\ ﬁ:.\' ) (“'}‘j
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Andaikan bahwa / berturunan 22+ kali pada setiap titik dalam suatu interval yang
memuat fitik a dan untuk x = berlaku fa)= /(@)= f"{a)=---= ;' a)=0 dan
7 a)#= 0 maka nilai ekstrem suatu fungsi dapat dicari dengan menggunakan
feorema Taylor untuk fungsi dengan satu variabel. Dalom hal ini f{x) dapat diuraikan

tenjadi deref Taytor dengan sisa di sekitar Titik x =«

Harhy- fla)= (:;”) Frigeppy dimana x=a4+60h, 0<0<1 L {*)

Tanda f"“'a+ k) sama dengan tanda f{4), berdasarkan sifat kekontinuan.

Untuk 27 2 2 dan

o jika n genap maka fanda f{a+h)- fla}) berubch, jika tanda / dari (*} berubah,
jadi f{a) tidak mempunyai suatu rilai ekstrem. |

¢ Jika 72 ganjil maka tanda f{a+/1)- /(a) sama dengan tanda 7(q)di sebelah kiri
maupun kanar titikx = . Daiam hal ini f‘(’u) mempunyal suatu nilai ekstrem yaitu
suatu maksimum jika 7 (q) <o dan suatu minimum jika 7 a)s 0.

Andaikan bahwa f(x, v} adalah fungsi dengan dua variabel yang turunan parsial hingga
pangkat ke- 72+ 1 kontinu pada suatu kitaran yang berpusat pada titik (a_Jf) dan untuk

{x,y)=(a.b) berlaky 1.(a,b)= Fka,0)=0 dan D = Telad)f fab)- f2ab)=0,

maka ada tidaknya nilai ekstrem suatu fungsi di titik (a._,b) dapat di cari dengan

menggunakan Teorema Taylor untuk fungst dengan dua variabel, dalam kasus ini dengan

g

_ f(,r,y) dapat diurcikan menjadi deret Taylor dengan sisa di ( .x,y)z {a,b)

{ o ~

o foa @Y, |
fles fi b -a—-ff}‘— 7 {ag b) 2 fie i fren | f (a,!})—a~ e
' c Sl oy ; 24

\ Y s

di mana (a+0h,h+0k) dalam suatu kitaran yang berpusat pada titik (mb) dah 0 <g<1.
Jika (**) bertanda positif maka f(agb) adalah nilai minimum dan jika (**) bernilai
negatif maka ._/'(u,b) adalah nilai maksimum. Jika (**) memberikan tande yang

berbeda untuk setiap (/7., k.) yang diberikan maka _/'(a,b) bukan nilai ekstrem.
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ABSTRACT

Extreme problem of a function with one variable in which 7 is differentiated twice
on critical point « and f"(a)=0 and extreme problem of a function with two
variables in which /' is differentiated twice on critical point {4.h) and
D::_f_'w(aj))j;_,’s,(mb)-~~_f_}_f_(c::,b;)m 0 can be discussed by using Taylor's Theorem for
function with one variable and two variables. This fact can be written as bellow:
Taylor's Theorem for function with one variable:

If function f(x} can be differentiated n+1 ar each point in an interval

containing point a and

. l)= fla)s Plafe-a)s f}l") (=T fn'@ (e

be the n" Taylor polynomial about x =u for [,

then for each X in the interval, there is at least one point ¢ between a and x

such that

- L
Rn {_;‘-) = ,'4 (‘,) =, (“‘—) = Ma;k—{l(]') {X = H) '

Taylor's Theorem for function with two variables:

If f '(.x,y) is function with twe variables which possesses continuous partial

derivatives of order n+l in circle centered on point (a,b) and

Be the n" Taylor polynomial about (x, _y) ={a,b) for |
then there is at least one point {a,.b,) in circle centered on point {a,b) such

that

: ¢ b
R,(x,5)= flo,p)- p, (v, p)= [ i fx -
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Suppose that /* can be differentiated n+1 fimes ir an interval contairing point «
and for x =« there isrule f'(a)= /"(a)= 7" (@)== F"a)=0 and S a)# 0 so
the extreme value can be found by using Taylor's Theorem for function with one
varicble. In this case /{x) can be stretched to be Taylor series with the remainder

arround point x =«

Floen fla)- __(___'_'_’f_‘_“")f “Uyr@h) where x=a+6h, 0<6<y (*)

HEs
Sigh /" u+0h) equals to sign 7{y), based on continuous characteristics.
For n=2 and
o if 1 is even then sign f{u+h)- fla) change, if sign 4 from (*) change, so Ha)
does not have an extreme value.

e if n isold then sign s{a+n)- fa) equals to sign s Ya) in the left or right side
of point x = a. In this case _f(a.) have an extreme value, that is a maximum if
S MNa) <0 and @ minimum if £ (g)s 0.

Suppose that f(\ﬂ is a function with fwo variebles which possesses continuous

partial derivatives of order n+1 in circle centered on point {a.b) and for

(x,v)= (:a,b) is led f.{a,b)= I, (a, b)=0 and D= . ('(.za!:-)_f:_ﬁ. (a,b)~ 12 (e,0)=10,

so whether there is not an extreme value in function on point (a b) can be found by

using Taylor's Theorem for function with two variables, in this case f(x,y) can be

stretched to be Taylor series with the remainder arround point (,\f,y) = (u,l)),

e b k) fla b} nj: | um- A£-~~ ;f(c; Bb+- -I\h =

Loy ap)

'3 i ] &4 :”'3 Wk
ﬁ} et e ke flav Ohb v 6E) e )

l'l\

where (a+0h.b+0k) ina circle centrered on (a,])) and 0 <@ <1.
If (**) has positive sign, Then f(c:;_,i.}) is minimum value and if (**) has negative sign,
then _f'('a,b) is maximum value. If (**} gives different sign for (h, k) that is give,

then f{w.b) is not extreme value.
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BAB 1

PENDAHULUAN

L1 LATAR BELAKANG

Studi tentang perilaku suatu fungsi umumnya mencakup hal-hal antara lain
seperti penentuan dacrah di mana suatu fungsi naik atau turun, penentuan daerah di
mana suatu fungsi mencapai maksimum atau minimum, penentuan di mana suatu
fungsi cekung ke atas atau cekung ke bawah, penentuan titik beiok, penentuan
asimtot dan sebagainva.

Pada skripsi ini akan dibahas tentang maksimum dan minimum fungsi yang
bukan merupakan hal yang baru, melainkan merupakan pendalaman  tentang
maksimum dan minimum fungsi vang telah kita peroleh di bangku SMU.

suatu fungsi dapat mencapai nilai terbesar dan nilai terkecil vang dikenal
dengan nilai maksimum dan nilai minimum dari fungsi tersebut. Nilai maksimum
atay minimum ini ada yang mutlak dan ada yang relatif Suaty fungsi mempunyai
nilai maksimum atau minimum mutlak jika nilai tersebut merupakan nilai terbesar
atau ferkecil pada seluruh daerah definisinya. Suaty fungsi mempunvai nilat
maksimum atau mimimum relatif jika nilai tersebut merupakan nilai terbesar atau
terkecit di sekitar tittk di mana fungsi itu mencapai nitaj terbesar atau terkeeil. Suatu
fungsi yang mencapai maksimum atau minimum (mutlak/relatif) dikatakan mencapai
ekstrent (mutiak/relatif).

Masalah maksimum dan minimum banyak kita jumpai dalam kehidupan

nyata. Contohnya, menentukan gunung tertinggi dan lembah terdalam di sekitar
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2

daerah pegunungan. Masalah maksimum dan minimum Juga dapat kita jumpai dalam
cabang ilmu lainnya seperti Ekonomi, Statistika dan Fisika. Suatu contoh dalam
Statistika misalnya untuk metode kuadrat terkecil dalam analisis regresi digunakan
prinsip-prinsip maksimum dan minimum. Prinsip-prinsip maksimum dan minimum
juga digunakan dalam Fisika, misalnya untuk menentukan titik tertinggi yang dicapai
peluru yang ditembakkan dalam gerak peluru. Kita juga akan menemukan banyak
masalah ekonomi yang menggunakan prinstp-prinsip maksimum dan minimum,

Pandang sebuah perusahaan “X” yang menghasilkan dan memasarkan suatu
barang. Jika “X” menjual x satuan barang maka “X” akan membebankan harga p{x)
untuk  tiap satuan. Total pendapatan vang diharapkan “X” diberikan oleh
R{x)= xp(x). banyak satvan kali harga tiap satuan, Uniuk memproduksi dan
memasarkan x satuan akan mempunyai biaya total C{x). Konsep dasar sebuah
perusahaan adalah total laba P(.x), yakni selisih antara pendapatan dan biaya total
Pley= Rx)=Clx) = xp(x)- C(x). Umumnya sebuah perusahaan berusaha
memaksimumkan labanya.

Secara singkat, teori maksimum atau minimum sangat berguna untuk
menyelesaikan masalah maksimum atau mimimum yang banyak kita Jumpat dalam
kehidupan nyata maupun dalam cabang ilmu vang lain. Mengingat peran teori
maksimum atau minimum, perlulab kiranya kita mempelajari secara mendalam
penyelesaian dari masalah maksimum dan minimum tersebut.

Dalam skripsi ini pokok permasalahan yang akan dibahas adalah syarat-

syarat yang harus dipenubi agar svatu fungsi dapat mencapai maksimum atau
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[y

minimum. Selanjutnya jika syarat-syarat lersebut tidak dipenuhi apa yang akan
terjadi? Adakah jalan lain untuk memecahkan permasalahan tersebut?

Jika suatu fungsi dengan satu variabel f(\) dapat diturunkan dalam interval
('a,i.v), maka syarat perfu suatu fungsi mempunyai nilai ekstrem pada titik x = ¢ di
mana ¢ dalam interval (a,b) adalah 77(¢)= 0 atau ftidak berturunan di titik ¢ Titik
vang demikian disebut titik kritis. Jika fungsi 7{x) dapat diturunkan dua kali dalam
interval tersebut, maka syarat cukup suatu fungsi mempunyai nilai ekstrem pada titik
x=c¢ adalah f“(c)= 0. Jika f"(¢)>0 maka terdapatiah nilai minimum /e
sebaiiknya jika /"(c) <0 terdapatiah nilai maksimum /{e).

Jka suatu fungsi dengan dua variabel f (\ y.) dapat diturunkan dalam
himpunan tertutup dan terbatas dan turunan parsial pertamanya konting dalam suatu
kitaran vang berpusat pada titik (a,b), maka syarat perlu suatu fungsi mempunyai
nilai ekstrem pada titik{x, )= {@.b) adatah /.{«.0)=0 dan 7 {a.p)=0. Titik yang
demikian disebut titik kritis. Jika fungsi /(\v) dapat diturunkan dua kali dalam
himpunan tersebut dan turunan parsial tingkat dua kontinu dalam suatu kitaran yang
berpusat pada titik (a.,b), maka syarat cukup suatu fungsi mempunyai nilai ekstrem
pada itk {x,v)=(a,h) adalah = _f.",_r(a,b)‘]“ ;:i,('a, hY- 7. . («.p)>0. lika
f..la,b)> 0 maka terdapatlah nilai minimum pada titik («, b) yaitu f{e,b) dan jika
Sla.b)< 0 terdapatlah nilai maksimum pada titik («,0) yaitu f{a, b). Jika D <0

maka ftidak mempunyai nilai ekstrem pada titik (a,b)‘
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Jika fungsi f(x) dapat diturunkan dua kali dalam suatu interval yvang memuat
titik x = cdan kita peroleh f”(c) ={ maka kita akan menggunakan teorema Taylor
untuk  fungsi dengan satu variabel untuk membahasnya. lika fungsi f (\1)
mempunyai turunan parsial tingkat dua yang kontinu dalam suatu cakram buka vang
berpusat pada titik {.h) yang memuat titik («,,5,) dan kita peroleh D=0 maka
kita akan menggunakan teorema Tavior untuk fungsi dengan dua variabel untuk
membahasnya.

Selain penggunaan teorema Taylor dalam menyelesaikan masalah ekstrem,
pembuktian teorema Taylor sendiri merupakan suatu rangkaian cerita yang sangat
menarik. Teorema Taylor dibuktikan dengan menggunakan teorema nilai rata-rata
Cauchy tentang perbandingan garis singgung di suatu titik dari dua fungsi yang
terdiferensialkan. Sedang teorema nilai rata-rata Chauchy sendiri dibuktikan dengan
menggunakan teorema nilai rata-rata yang menyatakan terdapatnya suatu titik yang
garis singgungnya sejajar dengan tali busur dari kurvanya. Teorema rata-rata sendiri
merupakan suatu bentuk umum dari teorema Rolle yang menyatakan bahwa untuk
fungsi vang terdiferensialkan dan memotong garis sejajar sumbu x akan terdapat
suatu titik pada kurva yang garis singgungnya horizontal. Teorema Rolle sendiri

dibuktikan dengan berdasarkan teorema nilai antara untuk fungsi yang kontinu.

12 PERUMUSAN MASALAH
Pokok permasalahan vang akan dibahas dalam tulisan ini adalah - Bagaimana

teorema Taylor dapat digunakan untuk menjelaskan permasalahan ckstrem suatu
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fungsi dengan satu variabel maupun dua variabel, di mana teorema uii turunan kedua
untuk memeriksa  ckstrem  relatif  suatu fungsi tidak bisa digunakan untuk
memecahkan permasalahan sebagai berikut -

I. jika fungsi f dengan satu variabel berturunan dua kali pada titik stasioner ¢

dan /"{c)=10.

[

jika fungsi /° dengan dua variabel mempunyai turunan parsial tingkat dua
vang kontinu dalam cakram buka B{:(a,b):r) yang berpusat pada titik
stasioner (u,b) dan D= f;_,:(q,i))_f;ﬂ, ({:.t,b)—;f_j (a,b): 0.
1.3 TUJUAN PENULISAN

Tujuan dari penulisan ini adalah agar kita dapat menyelesaikan permasalahan
seputar maksimum dan minimum suatu fungsi dengan satu variabel maupun dua
variabel, antara lain adalah sebagai berikut -
1. dapat menentukan titik-titik kritis suatu fungsi.
2. dapat menentukan titik-titik di mana suatu fungsi akan mencapai maksimum

atau minimum,.

3. dapat menentukan nilai maksimum dan ailai minimum dari suatu fungsi.
a4 dapat menyebutkan hubungan antara maksimum alay minimum rclatif

dengan maksimum atau minimum mutlak.
5. dapat mengetahui syarat apa saja yang harus dipenuhi agar suatu fungsi
mencapat maksimum atau minimum,

6. dapat menggunakan teorema Taylor dalam membahas masalah maksimum
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ateu minimum jika syarat-syarat suatu fungsi untuk mencapai maksimum

atau mintmum tidak dipenuhi.

1.4 MANFAAT PENULISAN

Manfaat dari penulisan ini adalah agar kita dapat menyelesaikan masalah
ckstrem suatu fungsi dengan satu variabel maupun dua variabel dengan
menggunakan bantuan turunan tingkat tinggi dan bantuan dari teorema Taylor untuk
sueﬁu fungsi vang tidak dapat diselesaikan dengan menggunakan teorema uji turunan

kedua untuk ekstrem relatif,

1.5 METODE PENULISAN

Dalam mempersiapkan penulisan skripsi ini, dilakukan dengan menelaah
buku-buku pustaka sebagai acuan. untuk membukiikan teorema-teorema yang
digunakan dalam pembahasan masalah maksimum dan minimum  dengan
menggunakan teorema Taylor, sehingga dalam penulisan ini tidak ditemukan hal-hal

yang baru,

1.6 SISTEMATIKA PEMBAHASAN
Adapun Sistematika Penulisan Skripsi ini adalah sebagai berikut :
BABYT  PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang
1.2 Perumusan Masalah

1.3 Tujuan Penulisan
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BAB I

BAB I

BAB1V

1.4 Manfaat Penulisan
1.5 Metode Penulisan

1.6 Sistematika Pembahasan

TEOREMA TAYLOR

o]

.1 Teorema Taylor Untuk Fungsi Dengan Satu Variabel

2.2 Teorema Taylor Untuk Fungsi Dengan Dua Variabel
PEMBAHASAN EKSTREM SUATU FUNGSI

DENGAN MENGGUNAKAN TEOREMA TAYLOR

3.1 Maksimum Dan Minimum Suatu Fungsi Dengan Satu Variabel
3.1.1  Ekstrem Relatif Suatu Fungsi Dengan Satu Variabel
3.1.2 EBkstrem Mutlak Suatu Fungsi Dengan Satu Variabel

Penggunaan Teorema Taylor Dalam Kasus /"{c)= 0

(]
]

Maksimum Dan Minimum Suatu Fungsi Dengan Dua Variabel

W2
o

3.3.1  Ekstrem Relatif Suatu Fungsi Dengan Dua Variabel
3.3.2  Ekstrem Mutlak Suatu Fungsi Dengan Dua Variabel
3.4  Penggunaan Teorema Taylor Dalam Kasus

D= f.{ab)f [ab)~ 1

L :

f(az'?) =()

PENUTUP
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BAB1I

TEOREMA TAYLOR

Dalam Bab 1l ini kita akan mempertihatkan bahwa suatu fungsi dapat
didekati oleh suatu polinom dan polinom tersebut sebagai pengganti fungsi asalnya
dapat digunakan untuk perhitungan bilamana perbedaan di antara nilai fungsi
asalnya dan polinommya cukup kecil.

Terdapat berbagal metode untuk menghampiri suatu fungsi vang diberikan
dengan suatu polinom. Salah satunya yang paling sering digunakan adalah dengan
menggunakan rumus Taylor. Nama int diabadikan untuk menghormati seorang

matematikawan bangsa Inggris Brook Taylor (1685-1731).

2.1 TEOREMA TAYLOR UNTUK FUNGSI DENGAN SATU VARIABEL
Sebelum membahas tentang teorema Taylor kita akan mengingat kembali
definist fungsi, limit, kekontinuan dan turunan. Selanjutnya akan dibahas tentang
teorema nilai antara, teorema Rolle, teorema nilai rata-rata dan teorema Cauchy
yang sangat berguna dalam pembuktian teorema Taylor,
Definisi 2.1.1 :
Swatn fungsi [ dari himpunan D ke himpunan R adalah suatu aturan
padanan yang menghubungkan setiap anggota x dari himpunan 1D dengan
lepat satu anggota v dalam himpunan R
Himpunan D dinamakan daerah definisi alav domain_fungsi dan himpunan

W dinamakan daerah kawan fungsi.
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9

Fungsi dapat juga didefinisikan dengan cara lain vaitu sebagai berikut

Definisi 2.1.2 :
Suatu fungsi f dari himpunan 1D ke himpunan W adalah himpunan
pasangan terurul dua bilangan real {x,v) di mana tidak terdapar dua
pasangan terurul yang memiliki unsur pertama yang sama,

Himpunan D dinamakan deerah definisi atau domain fungsi dan himpunan

SR dinamakan daerah kawan.

Pada kedua definisi fungsi di atas, x dinamakan variabel bebas, sedangkan y
yang nilainya tergantung dari x dinamakan variabel tak bebas. Dan yang dimaksud

grafik fungsi f yang terdefinisi pada himpunan 1 adalah grafik dari persamaan

y=f (\’)

Definisi 2.1.3 :
Suatu fungsi | dikatakan mempunyai limit 1. untuk x mendekati ¢, jika

univk  sebarang £ >0 yang diberikan (betapupun kecilnya) akan dapen

ditentikan o > 0 sedemikian hingga jika 0< gx“(;‘! <& maka ;,f '(x)m/J[ <.

Definisi 2.1.4 ¢
Suatu fungsi | dikatakan mempunyai Timit L, wntuk x mendekati ¢ dari
sebelah kanan, jika wntuk  sebarang &> 0 yang diberikan (betapapun
kecilnva)  akan  dapat  ditentukan 8§ >0 sedemikian  hingga  jika

O<x—c<d  maka !/(\)— ],,] <E.
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Definisi 2.1.5 :
Swatu fungsi | dikatakan mempunvai limit 1, uniuk x mendekati ¢ dari
sebelah kiri, jika umvl  sebarang &> 0 yang diberikan (betapapun
kecilnya)  akan  dapat  ditentukan 8 >0 sedemikian  hingga  jika

O<e—x<d  maka ] Fx)~1,

<&,
Definisi 2.1.6 :
1 dikatakan mempunyai limit L untuk x mendekati ¢ | jika limit kanan
dan limil kiri dari { adalah sama yaitu same dengan L.
Definisi 2.1.7 :
Suaty fungsi | dikatakan kontinu pada titik x = ¢ jika wntuk sebarang
&> 0 yung diberikan akan dapar ditentukan 5 >0 sedemikian  hingga
Jika Ix = ci <& maka !_7/‘(.,\7)“,/ (f,)f <g.
Kekontinuan pada suatu titik dapat juga didefinisikan dengan cara lain vaitu
sebagat berikut :
Definisi 2.1.8 :
Swuatu fungsi [ dikatakan kontinu pada titik x = c jika limit kanan dan

limit kivi dari f° adalah sama untuk x mendekati ¢ dan nilainva sama

dengan ,f'(‘c:*) atan m f ( .r):: 7 (c)

X—=r o
Definisi 2.1.9 :
Suatu fungsi [ dikaiakan koniinu pada interval terbuka (cz_,b) Jika 1 kontinu

di setiap 1itik pada interval tersebul,
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Definisi 2.1.10 :
Suatu fungsi [ dikatakan kontinu pada interval fertutup [a,b] Jika
(a)  Jhkontinu di setiap titik pada interval terbuka (a,b),
(by  fkontinu kanan pada x = a dan,

(cy  fkontinu kiri pada x = b

gambar |

Perhatikan gambar 1, andaikan kurva tersebut adalah grafik dari persamaan
vy=/{(x). Andaikan P mempunyai koordinat (¢, 7{c)) dan titik Q didekatnya
mempunyai koordinat (c+f?,_/‘(c+!7.)) dan tali busur yang melalui P dan Q
mempunyat kemiringan

o et =gle)  flexh)- fle)

(c+h)-c I

Jadi ganis singgung adalah garis yang melalui P dengan kemiringan

A : . e+ - e
Mg =1m M. = Hm f( ?.) ]{ (C,} .
b=t Jimrl) h
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Definisi 2.1.11 :
Jika y= f{x) adalah suary fungsi dengan variabel x maka furunan

pertama fungsi [ pada titik x = a, ditdis {"(a) dan didefinisikan sebagai

"((J) - ilmw - f’(a) My ‘/-((.'l + ]7) _m‘f-(gl) )

X3t X - Jr=0 h

J
Jika limit 11 \) acda.
Jika | "(a) dda maka fungsi [ dikatakan mempunyai turunan pada titik

x =g atau dengan kaia lain f lerdiferensialkan pada titik x = a.

Teorema 2.1.1 {Teorema Nilai Aniara)

Jika fungsi  f kontinu pada interval [a,/)] detin ___f'('a)< f(b) dan

fla)<e <y '(b) maka  terdapat sekurang-kurangnya satu bilungan ¢

dalem interval {a,b) sedemikian hingga f{c)= ¢

o ¢ b

gambar 2
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Buki:
Karena fungsi 7/ kontinu pada [w,5] dan Ha)< £{p) maka terdapat
m. M dalam R sedemikian hingga m = min /{x)< /{x) < maks f{x}= M
di mana < x<b. Karena fla)<< < (b} ini berarti ¢ dalam (m, A7)

maka terdapat ¢ dalam {«.5) sedemikian hingga /le)=¢.

Contoh 2.7 :

Perhatikan gambar 3, jelas bahwa kekontinuaan diperlukan untuk teorema
nilai antara. Kekontinuan ini merupakan syarat cukup untuk sifat nilai
antara, Jadi jika fungsinya tidak kontinu maka sifat nilai antara tidak

herlaku,

o C

gambar 3

leorema 2.1.2 {Teorema Rolle)
Jika fungsi [ kontinu pada interval [a, i}] dan terdiferensialkan pada
interval (a,b) dan fla)= j(b) maka terdapar sekurang-kurangmya san

bilangan ¢ dalam interval {a,b) sedemikian hingga 7'le) =0
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Bukii :

a ¢ h

gambar 4

untuk setiap x dalam interval {a,b).
Untuk fungsi tidak konstan penjelasannya adalah sebagai berikut

Karena fungsi /' kontinu pada intervai {cz,b] maka terdapat m, M dalam R
sedemikian hingga m = min /{x}< /(x) < maks 7(x)= M, a<sx<b.
Diketahui _f'(a): f(b) berarti nilai minimum atau nilai maksimum tidak
mungkin tercapai di itk wung a dan b.

Berdasarkan teorema nilai antara untuk fungsi kontinu terdapat sekurang-
kurangnya satu bilangan ¢ dalam interval {a.b) sedemikian hingga
Jey=m atau flc)=M .

Karena fungs: terdiferensialkan pada interval {«,b) dan ¢ dalam interval
(@.b) maka f'(c)= 1{c)= /c).

o lika f{c) = m maka

Se) = ey = tim M ~ im M

e X = X =

<0
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karena f('..‘c)wn'z =0 dan x~c< (.

/()= /)

Sx)=m 0

Sehingga /'(c) = /1(e) = lim Sl = fim 2

karena _f'(.r)mm >0 dan x-c¢> 0.
Karena /'{¢)<0 dan 7e)=0 maka kemungkinannya hanya

Fey=0.

o Jika /'(¢) = M maka

7@ = re) =i L= - S

e b I S

karena f '(.ﬂ -M =0danx-¢ <0 .

4

Sehingea f \’(C) = f(c) = i _____Mf(x)w_f (C) = |im Wf(.l’)*ﬂff =0

wme x—g Eoe e
karena /{x)}— A/ <0dan x-¢ >0 .
Karena /"{c})20 dan /'(¢)<0 maka kemungkinannya hanya
Fle)=0.

Jadi dapat ditarik kesimpulan bahwa /*{(c) = 0

Contoh 2.2 :
Perhatikan fungsi f{x)=x* - 2x untuk 0< x < 2.
Fungsi 1ni kontinu pada interval tertutup [0,2] dan terdiferensialkan pada
interval terbuka (0,2) serta 7{0)= /(2)=0. Oleh karena itu menurut

teorema Rolle terdapat ¢ dalam interval (0,2) sedemikian hingga fe)=0.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

16

Selanjutnya dari  f{x)=x" - 2x diperolel /"(x}=2x-2 dan /(¢)=0

jika dan hanva jika 2¢~2=0.

Jadi kita peroleh ¢ =1 yang berada dalam interval (0,2).

Teorema 2.1.3 (Teorema Nilai Rata-Raia)

Bulkii:

Jika jungsi [ kontinu pada inierval [a,b] dan terdiferensialkan pada
(a,b) maka  terdapar ¢ dalam  interval (a.0) sedemikian hingga

71e)= L0)- 1)

h—qa

Jf(a)

a h

gambar 5

Pembuktian kita berdasar pada analisis dari fungsi s(x)= f{x)- g(x).

Andaikan y = g(x) adalah persamaan tali busur vang menghubungkan titik

(. /(@) ke (b, f(b). Karena garis ini mempunyai kemiringan
uﬂﬂl—/—@ dan melalui {o, f{c)), bentuk ik kemiringan untuk

b-a

persamaannya adalah

o()-fla) = LO=S

b—u
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g(..\') = M (\ - u) +f '('a}

b—u

Kemudian ini menghasilkan rumus untuk s{x), yaitu

()= 1)) = ) - pla) - LOTD

b~u
Tampak bahwa s{a) = s(h) = 0.

()= o) -2 710)

Untuk setiap x dalam interval (a,b) ;
h—u

Karena fungsi s (x) kontinu pada interval [u,b] dan terdiferensialkan pada
interval (a,0) dan s{a)=s{b}=0 maka fungsi s (x) memenuhi teorema
Rotte.

Akibatnya terdapat ¢ dalam {«,b) sedemikian hingga

d(e)= )= LO=1la) o

h—a

Jadi terbukti bahwa  /7{¢) = _/_(_%);fm(f"_)
b~

Contoh 2.3 :

Perhatikan fungsi f{x)=2x-x? untuk ~1<x<2.

Karena / merupakan polinom maka fungsi f kontinu pada interval tertutup
[—2,2] dan terdiferensial pada (—112). Jadi syarat ieorema nilai rata-rata
dipenuh.

Dari f{x)=2x-x" diperoleh /"(x)=2-2x dan f/{c)=2-2¢
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Dengan demikian titik x vang terletak diantara x= -1 dan x=2 dapat

‘ 1N~ -
diperoleh dari f "(c) = / (;) .‘f( l) 0 :r & =1 atay 2-2¢=1.
P 3

.y ]
Jadrt kita peroleh ¢ = >

Teorema 2.1 4 {Teorema Cauclyy)
Jika fungsi {'dan g kontinu pade interval [a,b] dan terdiferensialkan pada

inierval (a,b) dan g'{x)# 0 maka terdapar ¢ dedam (cr,0) sedemikion

‘]‘"(‘c) _ f(b)m 7 ‘(z:.r.)
g'le)  glb)-gla)

Catatan: Jika g{x)=xmaka g'(x)=1.

hingga

Karena g{b)=hdan gla)= a sechingga diperoleh teorema nilai rata-rata.
Bukti:
Andaikan 1"(x)=(/(x)= fla)le(b)~ gla)) - (2(x)- 2l ()~ 1)),
x dalam interval [a,b] .
Maka 7(x)= 7' (xfg(6)~ gla)) - (=X (b)~ 11a)).
Karena fungsi / kontinu pada interval [a,b] dan terdiferensialkan pada
interval {,6) dan F{a)=F{p)=0 maka fungsi / memenuhi syarat
teorema Rolle.
Akibatnva terdapat ¢ dalam interval (a,b) sedemikian hingga f”(c) =0,

Sehingga kita peroleh /'(c)(g(b)- (@)~ g (e )/ (B)- /(o)) =
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Sudak  diketahu

o'(x}= 0 berarti fc)#0 dan kita hanva periu
menunjukkan g(b)m g(c:f) # (.

Karena fungsi g sendiri memenuhi teorema nilai rata-rata pada interval
[a;bJ maka ierdapat ¢ dalam interval (a,b) sedemikian hingga

o(¢)= 2(b)- gla)

-

Perhatikan bahwa kondisi g/(x) # 0 selalu menghasilkan p(bh)— gla)=0.

Ins mengakibatkan 7e) _/ (/’))—'/ (a

gle)  glo)-gla)
Contoh 2.4

, Sin ¢ -~ sin
Perlihatkan bahwa sne sinfj

=cotd dimana O<a <@ < fi<.
cos [~ cosa

I

I

Jika f{x}=sinx dan g{x)=cosx untuk sctiap x dalam interval [o, 3]

maka didapat /"(x}=cosx dan g'(x)=—sin x
Fungs 7 dan g keduanya kontinu dan terdiferensial maka berdasarkan

teorema Cauchy pada e, ﬁ].

sing~sin i cosf
cos ff—cosax  —sind

=cotf,dimana ¢ <@ < f3.

Untuk selanjutnya akan dibahas teorema Taylor untuk fungsi dengan satu

variabel yang pembuktiannya berdasarkan pada teorema-teorema vang telah
dibahas.
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Jika ¢y, ¢,,¢,,¢4,... adalah konstanta-konstanta dan x adalah suatu variabel,

maka deret berbentuk
W
xf = ot ot b o xS i
GX = Gy F QX X b o v )
E=l

disebut deret kuasa datam x.

Andaikan kita bermaksud mendekati fungs: /'dengan polinomial

Olx)= c e T PR, o AR =T (2)
pada suatu inferval yang berpusat di x=0. Karena p{x) mempunyai (nn+ 1)
koefisien maka {n+1) sebagai syarat pada polinom ini . Kita anggap bahwa »
turunan yang pertama dan /ada di x=0 dan kita pilih (ﬁ+‘i_) syarat sebagai
berikut:

10)= p(0), 1(0)= p10), 1"(0)= p"(0), ... 7*(0)= p")(0) e (3)
Syarat-syarat ini menuntut bahwa nilai p(_r) dan n turunan pertamanya bersesuaian
dengan nilai f(.x) dan » turunan pertamanya di x =0, Adalah beralasan jika kita
mengharapkan bahwa /(x) dan p(.x‘) akan tetap cukup dekat dalam suatu interval
{mungkin kecil) yang berpusat di x =0,

Karena plx)= ¢, +e,x+e,x0® +o,x 4o x

"
maka p'(x)=c, +2c,x + 3,07 4o+ e, X"
Sehinggadiperoleh

p'(x)=2¢, + 32,0+ nfn-1)e, x",

_p’”(,\') =320, 4+ i’?(_l‘i -1 )(n - 2)c,_,.x'""3:
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)=l 1fn=2) e, = e,
pada x =0 kita peroleh

p0)= ¢,

p0)= ¢,

p{0)=2¢, =2,

£"0)=32¢,= 3,

p{”}(()) = ple, .

Jadi menurut (3)

/(O) = Gy
7”(0) =4
1'(0)= 2l

7o) = nle, .

sehingga diperoleh

=7 .(O):
¢ = 10).
o, = 20)
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b2
(]

f’ﬁ’ 0
L'i'} == qg )
WL
AL
J” a

Jika nilai-nilat itu disubstitusikan ke persamaan (2) maka dihasilkan suatu
pelinomial Maclurin untuk fungsi /.
Definisi 2.1.12

Jika fungsi { berturunan n kali pada x =0 maka polinomial Maclaurin ke-

n untuk | didefinisikan sebagui

; “H “t {r)
pmﬂ;ﬂM+fmh+ff&ﬁ+f;@f+“*f O L (@)
A i 1!

Polinom ini bersifat bahwa nilainya dan nilai-nilai 7 turunan pertamanya

bersesuaian dengan nilai /{x} dan » turunan pertamanya pada x = 0.

Contoh 2.3 -
Tentukan polinomial Maclaurin untuk &*

Andaikan f{x) = &"

Jadi polinomial Maclaurun ke- n untuk ¢* adalah

| '
!.x"’+---+~wx”.

3! n!

f2m (\) =14 v+ E; '}(2 .
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Contoh 2.6 .
Tentukan polinomial Maclaurin untuk sin x .
Andaikan  /{x) = sinx maka diperoleh f (x)=cosx, f"(x)=-sinx,
j'”’(_r) = = COS X .
Sehingga /(0)=0, 7 (0)=1, 7"(0)=0, /"(0)=-1.
Karena 7")(x)=sinx = 7(x), maka pola 0,1,0-1 akan berulang terus jika f
bertarut-turut kita turunkan pada x =0,

Jadi polinomial Maclaurun ke- n untuk sin x adalah

3 3 7 2n+l
Y e S, B SN AN
Pzpe ("'\)"" )02114‘2("\)% X 3 X4 41 & 78 X ; ( 1){2” _1_])1

Untuk kasus pendekatan f{x} pada suatu interval dengan pusat x =«
maka ide kita adalah memilih polinomial p(x) pada x=a sehingga nifai-nilai
p(:{) dan n turunan pertamanya bersesuaian dengan nilai-nilai /(\) dan » turunan
pertamanya pada x = . Perhitungan paling sederhana bila pendekatan polinomial
dinyatakan daiam bentuk
plx)=c, + ¢ lx—a)+ e, (x - af +e(x—a) £t ¢, (x—a), e {5)

2

p(x)=c,+2¢,{x - a)+ 3¢, (x~af ++ne {x- a)t,

px) =20, + 3.20,(x—a)+ -+ nln- e (x—a)?,

pyrr(,k') = 3,2(,‘3 e f’)(}? _ ])(]? . 2)0” (.-\", _ C{)?F~:\' ’
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)= =Y 2)-, = e,

Untuk x =« diperoleh

p(a) =Ly,

,O(")(C\’-) - ;-1(;1 . ]Xn‘ - 2)(1’2 - 3). e, = nle, .

Jadi, bila kita ingin nilai p(x) dan » turunan pertamanya bersesuaian dengan nilai-

nilai /(x} dan » turunan pertamanya pada x =« , kita peroleh

¢, = fla),

o =f ’(a)g

Jika nilai-nilai ¢y.¢,,¢,,0,,...,¢, disubstitusikan ke persamaan (5) kita perolch

polinomial yang disebut polinomial Taylor ke-n untuk £ di sekitar x = ¢
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Definisi 2.1.13

Jika fungsi [ berturunan n kali pada x = o maka polinomial Taylor ke-n
disekitar x = a didefinisikan sebagai

Contoh 2.7

p”(\‘) = j’({:) + f 4”((1}@'—:1) —i/—:(?) (\ a)'? i f”( )( X ~u)z et /

. (x—af".

(6

Tentukan polinomial Taylor p, (x) untuk " di sekitar x =1,

Andaikan f{x)=e" diperoleh f'{x)= f"(x)= f"(x)= 1 Wiy} = e
dan f(1)= /()= /" ()= 7"1)= fU1) =c.

700

Jadi polinomial Taylor ke-4 untuk ¢* di sekitar x =1 adalah
P = 1+ (-1 L

(.x—])g + f""(l)

(,, 7_})3 +m (.1’%1)-;.
pilb)=erenm i ot £t - -

A
Ty i s | y 1
ﬁl(,x)={1+(x__i)+g( APl
Conioh 2.8 :

Tentukan polinomial Taylor p,{x} untuk sin x di sekitar x =

v | N

-

Sy
dan ’(——} =,
715 .

Andaikan _/'(x) = sinx maka diperoleh _/"(.x)zcos.r, / "(\‘)—msinx:
77(x)=—cosx, _f('”(.x) =sinx,
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Jadi polinomial Taylor ke-4 untuk sin v di sekitar x = -~ adalah
2

P AN E L A AT IS Y1 (a AN
e (5o (5 L5 e (5 x5 <4 3L-3) -

Seringkali, notasi sigma sangat berguna untuk menyatakan rumus definisi
polinomiat Taylor. Untuk melakukan ini kita gunakan notasi j'(”(a) untuk
menyatakan furunan tingkat 4 dari / pada x=« dan kita membuat penvajian
tambahan bahwa /'"Y(a) menyatakan f(a). Ini memungkinkan kita untuk menulis

polinomial dalam bentuk sigma vaity :

iﬁ}"@(\ - u.)k = f((.;)+ f’(a.){.x - a)+ fj;(f) (x - (1)2 e ee e e f{"}(a) (..\f - a)”

el & ' 21 !

Karena nilai dari /'dan » turunan pertamanya bersesuaian dengan nilai polinomial
Taylor dan » turunan pertama pada x = «, kita boleh mengharap bahwa jika » naik
maka polinomial Taylor untuk / pada x=a akan menjadi lebih baik dalam

mendekati f{x}, sekurang-kurangnya dalam suatu interval yang berpusat di x =«

Definisi 2.1.14
Jika fungsi | oberturunan pada semua lingkat pada x=a maka kita

definisikan deret Taylor untuk {di sekitar x = « adalah
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I3

SOy~ s L L TR N AL TR

Jretd A L i )

A7)

Datam hal khusus Polinomial Maclaurin untuk / dapat ditulis dalam bentuk si gma

Vats & n rf oy )
}’ai‘(u ZJ_ (O)Y i ,f({))"i- j"f(O)X o f (IO)"‘"Z + / (O) \'3 Fena J (O)A_u.

Jo(d k; 3’ ”!

Definisi 2.1.15 :
Jika fungsi [ berturunan pada semua tingkat pada x=0 maka kita
definisikan deret  Maclaurin uniuk [ di sekitar x =0 adalah

o i) k ; g4 1t ()
Z .f k'(o)x — ][(O)“i" ](1(0)\ + J {)) XE + f q€0) )‘,3 Foeop f (O)xn 4
L : b

[

L(8)

Contoh 2.9 :

Polinom Maclaurin ke-n untuk ¢ adalah

” .X'k . e 3 r'.'i P
Zwm =14t — b —
o Al gl !

o X ) 2 .T.: I-”
Do m T ek i S
Feft I _7.! f?!
Contoh 2.10 :

Deret Maclaurin untuk sin x adalah

2= 2k+) 3 5 r

. PoX X XX
T R T

s
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Contoh 2.11

Deret Taylor untuk ¢ di sckitar x =1

ia{x—})k st e+c’(,¥—1)-+- £ (xml}z e (x ~1f d (\ 4
0 ' 2 ” 4 '

Jika suatu fungsi f/ didekati oleh polinomial Taylor ke-n yaitu p,, maka

kesalahan pada suatu titik v adalah selisih f{x)- p,{x). Selisih ini biasanya

disebut sisa ke-n dan ditulis dengan R {x)= f{x)- p,{x). Teorema berikut

memberikan rumus penting pada sisa 1.

Teorema 2.1.5 (Teorema Tavior untuk IFungsi Dengan Satu Variabel)

Bukii:

Jika  fungsi f(x) berturunan n+1 kali pada setiap titik dalam suati

interval yang menmual Ltik a dan

p.(x)= 7 ()= flad+ F{afx—a)+ /%ﬂci) (x—af 4ot Zi{:%ia) ="

#
adalah polinomial Taylor ke-n untuk [ di sekitar x = a,
maka untuk setiap x dalam intervad, ada sekurang-kurangnyva saiu titik ¢

antara a dan x sedemikiun hingga

Ve A (L
RH('?‘J_-}((“"‘.} Fy A)"" (}?"{”‘!)E ( (J) ' (9)

Menurut hipotesis, / berturunan n-+1 kali pada setiap titik dalam interval

vang memuat titik «. Pilih suatu titik 5 dalam interval ini dan kita anggap
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b>a. Andaikan p,{x)adalah polinomial Taylor ke-n untuk f di sekitar

x = ¢ dan didefimisikan
F(.,\') = __/'(,\")- p_,;(..\’), R 14}
Glxy=(x—a)™. (I

Karena f(x) dan p,(x) bernilai sama dan » turunan pertama juga sama di

x =g, maka

Fla)= 1K' a)y=F"a)=-= F"a)= 0. e (12)
Gx)=n+1{x~a)' e (13D
Ha)= G'a)= G”(cx)zr Xk (f}(”>(a):: Q. e 14

G(x) dan » turunan pertamanya tidak nol bila v = a. Secara langsung
dapat diperiksa bahwa fungsi 7 dan G memenuhi hipotesis dari teorema
Cauchy pada interval [cab]. Sehingga ada titik ¢, dalam interval (a,b)
sedemikian hingga

/ ""(b) - ]'f"(a)
Glb)- G(a)

) -
"G, e (15)

atau dari (12) dan (14)

Fp) Fle) e 16)

Gy Gle)

Jika kita gunakan tcorema Cauchy untuk /* dan (' atas interval [a.,c;],

kita dapat menurunkan bahwa ada suatu titk ¢, dengan a <c¢, <¢, <b

sedemikian hingga
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)= ) )
Gle ) -Gla) GMey)

atau dari (12) dan (14)

fr(Ca ) G "(‘3)
yang bila di kombinasikan dengan (16}, menghasilkan

Gy Ge,)

Sckarang jelaslah bahwa bila kita teruskan dengan cara ini dan dengan

I '(c, K "((:2)
!

menggunakan teorema Cauchy dengan menurunkan berturut-turut /7 dan G,

akhirnya kita akan memperoleh hubungan dalam bentuk

FB)_ e e,)
)

Gb) (e

(7

"]

dimana a<c,, <b.
Tetap p,,(,r) adalah polinonial berderajat n schingga turunan tingkat
{n+1) adalah nol.
Jadi dari (10) didapat

oo N g0 Y, L (18)
Juga dari (11) . turunan tingkat (n+1) dari G(x) adalah konstan (n 1)
sehingga

GUe, =y (19)

Pengan substitusi (18) dan (19) diperoleh
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F6) 1)

GBY (1)

Dengan memisalkan ¢=c¢,,, dan dengan menggunakan (10) dan (11)

berlakulah bahwa

‘ (1), ;
FB)=p b)) = _%;; }()!)(b )

Dan ini1 adalah tepat (9) dalam teorema Taylor dengan pengecualian bahwa
variabel di sini bukan x. Jadi untuk menyelesaikan kita perlu mengganti A

dengan x.

Jika (9) ditulis kembali sebagai /(x)= p, {x)+ R (x) maka didapat hasil
bertkut yang disebut ramus Tavlor dengan sisa:

1{x)= fla)+ {afx—a)+ /”(!a) (x~a) 4o p Lo - (x—a)’ + w( {x—a)"

! Fi:

di mana ¢ di antara ¢ dan x.

Syarat agar (20) berlaku adalah / dan »n turunan pertamanya harus kontinu
pada selang tertutup yang memuat ¢ dan x, dan turunan ke (z+1) dari 7 ada di
setiap titik pada mnterval terbuka vang berkaitan.

Suku R, {x} vang diberikan dalam (20) dinamakan bentuk Lagrange dari
sisanya. Nama ini diabadikan uniuk menghormati matematikawan Joseph L.

Lagrange (1736-1813).
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Dari (20) jika x =« + /1, kita peroleh
2 f . prf hz wf ]73 aif . h” SO T OnY h”“ {1}
Slavei)= flae ) a2 @y I piaye MU i gn)
2! 3 il (n+1)
(20

di mana ¢ = ¢+ 6h diantara e dan ¢ +h, 0 <6 < 1.
Kasus khusus dari  rumus Taylor diperoleh dengan mengambil « =0 pada (20),

yaiiu

)[{,,j(o)in) ., ./"(JH‘I}(C-) st
! {(n+1)

F()= £+ O+ L L0
L 21 3t

di mana di mana ¢ di antara ¢ dan x.
Rumus (22) dinamakan rumus  Maclaurin, nama im1 diabadikan  untuk

menghormati matematikawan Skotlandia Colin Maclaurin (1698-1746).

=2
2

TEOREMA TAYLOR UNTUK FUNGSI DENGAN DUA VARIABEL
Dalam subbab 2.2 akan dibahas tentang Teorema Tayior untuk fungsi
dengan dua variabel pada titik ((I, ZJ). Tetapi sebefumnya kita akan mengingatkan
kembali definisi dari suatu fungsi dengan dua variabel, turunan parsial, himit dan
kekontinuan.

Definisi 2.2.1 :

Swatu fungsi I dari himpunan X <Y ke himpunan 2 ialah suatu aivran
padanan yang menghubungkan setiap titik (x,v) dalam X xY  dengan

funggal = dalam 7 sedemikian hingoa ]7(4‘._?_;») =z,
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an
o

Himpunan X x ¥ disebul daerah definisi atau domain fungsi  yaiiv
himpunan semua (itik {x, ) dalam himpunan X <Y pada bidang di
mena aturan fungsi berlaku dan menghasitkan suatu bilungan real =
vang disebut daerah kawan fungsi.

Sebagat contoh adalah

Lo Jley)=a 43y

¢lny) =205

}‘\)

Pada swatu fungsi dengan dua variabel z= .f‘(.r.?_}f), x dan y
dmamakan variabel bebas, sedangkan = yang nilainva bergantung dari nilai x
dan y dinamakan variabel tak bebas. Dan vang dimaksud dengan grafik suatu
fungsi / dengan dua variabel adalah grafik dari persamaan :xf’(\ﬂ
Biasanya grafik ini merupakan permukaan di #° vang berupa himpunan titik
dalam ruang berdimensi tiga dengan koordinat kartesiusnya adalah pasangan
terurut tiga bilangan (x,v,z). Dan karena setiap {x,v) di daerah definisi
hanya berpadanan dengan tepat satu nilai z, maka setiap garis {egak pada
bidang xoy memotong permukaan paling banyak di satu titik.

lika diketahui fungsi dengan dua variabel == j'(.r,_y), maka kita
dapai meneniukan turunan dari fungsi tersebut terhadap salah satu variabel
bebasnya. Karena turunan ini ditentukan hanya terhadap sebagian variabel

bebasnya, maka kita menamakannya turunan parsial.
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Definisi 2.2.2 :
Turunan parsial dari fungsi | (x, y) ferhadap x didefinisikan dan
ditulis :

700 )= tim L2~ 75, )

Ji—0 h

, Jika nilal limitnya ada.

Sedangkan turunan  parsial  dari  fungsi  f (x, y) terhadap  y
didefinisikan dan ditulis :

7 ()= im L ey + )= 1 (%,9)

=0 h

, Jika nilai limitnya ada.

Jika z = f(x,y), kita gunakan cara penulisan lain yaitu

e vl @f(x,y) VAR af(x,y)
o Z ) )= o)

5%

Lambang & disebut tanda turunan parsial.

fi(xg, ¥o! = kemiringan ¢ fixg, yol = kemi-ringan 4

gambar 6 ‘  gambar 7

Untuk melihat arti geometri dan turunan parsial terhadap x, perhatikan

dengan seksama gambar 6. Pandang permukaan yang persamaannya



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
35

z = /{x,y). Bidang y =} memotong permukaan ini pada kurva bidang QR
dan nilai dari /j\_(a:b) adalah ukuran kemiringan bidang singgung pada

kurva ini di titik 2{a,b, /{a,b)).

Untuk melihat arti geometri dari turunan parsial terhadap y,

Pandang permukaan vang

perhatikan  dengan  seksama gambar 7.

persamaannya z = f(x, v). Bidang x=a memotong permukaan iri pada

kurva bidang M dan nilai dani 1 { a,b) adalah ukuran kemiringan bidang
singgung pada kurva ini di titik P{a,b, f{a,b)).

Contoh 2,13 :

Diketahui fungsi dengan dua variabel f(.r,},f):: X sin(,x;vz).
Tentukan 7.{x,y) dan 7. {x,y).

Penvelesalan ;

Untuk mencari f,(x,y) anggaplah 7 scbagai fungsi dari x dan
anggaplah y konstan. Kemudian tentukan fungsi turunan pertamanya.
Hasilnya adalah sebagai berikut :

. of ™ , e
= a. =x°3° COS(X}’E )%h 2xsin (.i‘y'?)

. 3
f ~ \f‘]‘ - ¥ 8,,\'

Untuk mencari [, (x,v) anggaplah f sebagai fungsi dari v dan
anggaplah x konstan. Kemudian tentukan fungsi turunan pertamanya.
IHasilnya adalah sebagai berikut

oy m e = 25y cos(.r,vg )
Y . )
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Secara uttum, karena turunan parsial suatu fungsi x dan y  adalah
fungsi lain dari dua variabel yang sama, turunan tersebut dapat diturunkan
secara parstal terhadap x dan y untuk memperoleh empat buah turunan

parsial kedua fungsi /™

-3
N
o,
e
%
o
i
o5
e U e e,
M
i
o
>}
T

Untuk jelasnya perhatikan contoh berikut fentang menentukan turunan
parsial kedua.
Contoh 2.14 :

Diketahw fungsi

(@) f{xy)=x'+2" =3y + 37

(by flx,v)= ytan™ x

Penvyelesaian :

(a) /\ ('\T-‘ V) = 3":(2 - 31} f‘ (,\’? })) -l 3.}/2 — 3.,\7 + 21;
Fule )= 60 fli)=-3

/s (X'-* }’:) =3 ]’n ("'Y-‘ --V) = 6.}) +2
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(b) fx ('Ya _}"",) - 1 . 2 f{; (I'Y‘/ .}').) = tan N X
-+ x” :
N T ) L
.f.::.t (‘)‘ 2 ¥ ) (] . xz )2 -f,v.r ("‘"9 ¥ )_’ 14 ..‘\‘2
. 1 ‘
foley)= T Sulxy)=0

Kita ingat kembali konsep limit fungsi /'yang terdefinisi pada interval
terbuka yang memuat x=a kecuali mungkin di o sendiri, yaite sebagai
berikut :

lim j'(.}{): Lbila hanya bila untuk setiap ¢ >0 yang diberikan betapapun

vu
kecilnya dapat ditentukan 8 >0 sedemikian sehingga uniuk 0 <|x~al< &
berlaku |f{x)~ 1| < ¢.

Definisi tersebut menyatakan bahwa nilai fungsi f(x) dapat dibuat
sedekat mungkin ke 7. dengan cara mengambil x yang cukup dekat ke .

Di R' jarak antara dua titik dinyatakan dengan harga mutlak selisih
kedua bilangan real. Jadi |x - o] menyatakan jarak dua titik x dan «. Di R?

jarak antara dua titik  P(x,») dan  P{e,d) dinyatakan oleh

Jie—af +(y-bF . Di & jarak antara dua titik 2(x,y,2) dan Pla.b,c)

dinyatakan oleh 1/ (x—a) +(y—hf +(z=c)f .

Maka |(\ ) (e, Z))‘l = \/(.r. ~af +{y- bY  dan titik-titik vang

memenuht 0 < J(x,y)~(a,b){ < ¢ adalah fitik-tititk di dalam suatu lingkaran
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dengan radius & terkecuali pusat (a,b) (lihat gambar 8). Jika suatu fungsi
dengan satu variabgl terdefinisi pada interval terbuka maka untuk fungsi
dengan dua variabel peranan interval terbuka diganti dengan cakram buka
dan peranan interval tertutup diganti dengan cakram tutup. Untuk itulah kita
perlu lebih dahulu mendefinisikan cakram buka dan cakram tutup.

Definisi 2.2.3 :

Bola buka B({a,b)r) di R® didefinisikan sebagai himpunan semua

titik di R* yang memenuhi 0% \/(.r—a)z +(y~—b)2 <r yaitu

himpunan yang memuat semua titik di dalam daerah yang dibatasi

lingkaran dengan jari-jari sama dengan r.

Bola buka di R* sering disebut * Cakram Buka . (lthat gambar 9)
Definisi 2.2.4 -

Bola tutup atau cakram tutup B((a,b)r) di R® didefinisikan sebagai

himpunan semuc titik di R? yang memenuhi

0= \/(.r—a)z +(y—b}2 S ydaitu himpunan semua titik pada bola
buka Bl(a,b)r) digabunghan dengan himpunan semua titik-titik
pada lengkungan lingkaran berpusat di titik (a,b) dan berjari-jari r

(1ihat gambar 10)

Lolab) S i (ad)

gambar 8 gambar 9 gambarl0
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Iika fungsi dua variabel 3;}’(3‘,._1;) terdefinisi pada cakram buka
yang memuat titik {wh), kecuali mungkin di (a,h) sendiri, maka

( 'i)in() ;_)f('.x,).l): [, berarti bahwa nilai fungsi f{x, ) dapat dibuat sedekat
xov bl d

mungkin dengan 2. dengan cara mengambil (x, v) vang cukup dekat ke (e, b)
dari segala arah, karenma titik ini terletak di dalam suatu cakram buka.
Gagasan 11 menghasilkan definisi limit fungsi dua variabel, yang
fengkapnya sebagat berikut
Definisi 2.2.5
Suatu fingsi f{ .r,_y) diketakan mempunyved limit 1. untuk (.xﬁ y_)
mendekatl (a,b) jika wntuk setiap & >0 yang diberikan (betapapun

kecilnya)  dapat ditentukan 8 >0 sedemikian  hingga  untuk

(s V/{,\" - a}? + (j,f‘ - b)g <& berleku ij'(a.; }) - /!f <E.

Contoh 2.15

Tunjukkan bahwa ( Hn%w(z,x%f}y)x]} dengan memakai definisi
RSN ES Y

WS

Penvelesaian .

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap £ > 0 dapat ditentukan & > 0

sedemikian hingga 2x +3y 11| < £,

Apabila 0 <J(x=1F +(y=3F <& dengan memakai ketaksamaan

segitiga didapat [2x + 3y =11} = 26 -2+3y = 9] < 2w = 1+ 3}y - 3.
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Karena Jx - Il < V/(x ~1F +{y -3} dan -3l < 4‘/( ~1f +{y~3)

maka 2jx 1|+ 3ly -~ 3/ < 25 + 35 apabila 0 < \/(\ ~1F +(y=3F < 5.

Hal tersebut membuktikan Jim ”( 2x+3y)=11.

Dengan menggunakan konsep limit fungsi ini kita dapat membahas
tentang kekontinuan fungsi pada soatu titik dan kekontinuan fungsi pada
suatu himpunan.

Definisi 2.2.6 -

Swaty fungsi dengan dua variahel j’(',\f, y) dikatakan kontinu pada

{iik (a,b) Jika [ mempunyad nilai di (c:{,b) dan  menmpunyai limic di

(aj}) dan nilai _]"(a,b') sama dengan nilai limit f di ((; l}) Hal ini

dapat dinlis M ;m / {(x.v)= fla.b).

Untuk mengatakan bahwa f(x,y) kontinu pada suatu himpunan S
berarti bahwa _f'(x_,y) adalah keontinu di setiap titik dari himpunan. Tetapi
pernyataan ini periu dikaji lebih lanjut.

Pertama kita perlu untuk mengetahui tentang * kitaran beradius &
dari suatu titik ), yang dimaksud adalah himpunan semua titik ) vang
memenuhi iQ-P}<(§' . Di ruang berdimensi dua, suatu kitaran adalah

bagian datam dari suatu lingkaran dan di ruang berdimensi 3 kitaran adalah
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bagian dalam dari suatu bola.

Titik /2 adalah bagian dalam dari himpunan § jika terdapat suatu
kitaran dar titik o yang mengandung S, Himpunan semua titik pedalaman
dari himpunan S adalah bagian dalam dart S Sebaliknya 7 adalah titik
perbatasan dan S jika setiap kitaran dari  memuat titik-titik vang berada
dalam S dan di luar . Himpunan semua titik perbatasan dari S discbut batas
dar: S dan himpunan semua titik pedalaman dart D disebut pedalaman /).
Jadi suatu himpunan adalah ferbuka jika semua ttiknya adalah titik
pedataman dan sebaliknya himpunan tersebut tertutup jika memuat semua
titik batasnva.

lika S suatu himpunan terbuka, untuk mengatakan bahwa 7 kontinu
pada & secara fepat berarti bahwa /kontinu di setiap titik dari S. Sebaliknya,
jika S mengandung beberapa atau semua titik batasnya, kita harus
membenkan tafsiran vang benar dan titik-titik yang demikian. Untuk
mengatakan bahwa f kontinu pada suatu titik batas /> dari himpunan S berarti
bahwa f{Q) harus mendekati /(P) untuk O mendekati 2 dari titik—titik
batas dari .

Suatu fungst / yang kontinu pada setiap titik dalam suatu daerah
dalam R disebut kontinu pada R. Suatu fungsi yang kontinu pada setiap
titik dalam R’ disebut kontinu di mana-mana atau disebut kontinu saja.

Berikut i1 diberikan contoh yang membantu memperjelas apa yang

MJ‘O Jika X7+ vt <1

telah dikatakan (iihat gambarl 1), Andaikan 7 (x, )
‘ X lainnya
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Jika S adalah himpunan {(.r.,_y)/ eyt g '1} maka adalah benar untuk mengatakan
bahwa .f'(.x,y) kontinu di S, Sebaliknya, akan tidak benar untuk mengatakan bahwa

i {\\z) kontinu pada seluruh bidang.

gambar 11

Suatu fungsi dengan satu variabel vang terdiferensialkan pada titik x=
mempunyai dua sifat penting yaitu
I S} kontinu pada x =«
2. kurva v = f (\) mempunyat garis singgung vang tidak vertikal pada x = « .
Untuk fungst dengan dua variabel, apabila ,/"('.xf,y) terdiferensialkan pada titik ((.’(, b)
maka kita ingin agar dua sifat di atas menjadi kasus bahwa
1. f(_.x, _y) kontinu pada titik (cz?b_).
2. kurva =z = j‘(x,_y) mempunyal bidang singgung vang tidak vertikal pada titik
(c:;.:b).
Suatu fungst dengan dua variabel disebut berturunan pada ttik (a.,b) jika dua

turunan parsial 7, {e,8) dan 7,{a.b) ada pada titik {o,h). Tetapi syarat ini tidak
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cukup kuat untuk mencapai tujuan kita, karena ada fungsi yvang mempunyai turunan
parsial pada titik, tetapi tidak kontinu pada tdk itu. Misainya, fungsi

X -1, x>0,y>0 . ) o
Sxv)= 0 r<0 el diskontiny pada (0,0}, tetapi mempunyai turunan pada
LX<0,y

L

(0.0). Tepainya 7, (c.b)=0 dan 1, (a.h)= 0. Fakta ini jelas pada gambar 12,

A

=0

gambar 12

Jika datam fungsi /, x diubah dari « menjadi ¢ + /. Maka kita dapat menuhis perubahan
nilai /"dalam bentuk
A = fla+h)~ f {a}.

Dan kita ingat kembaii bentuk dari

/{e)=lim flath)- fla) |

Jien(} J]?
Selanjutnya kita definisikan ¢ scbagai

_f(c.z+f1)~,_;"(a) g
= el ),

sehingga kita peroieh
Ha+h)= fla)=hila)+en.

Jika dalam fungsi / dengan 2 dua variabel, x diubah dari ¢ menjadi ¢ + /1 dan y diubah
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dari b menjadi b+ kmaka Af = [ ‘(a.-% h b+ i\')w _/'(a,b).
Sehingga definisi dart keterdiferensialan yang lebih tepat adalah scbagai berikut ;
Definisi 2.2.7 :

Suatu fungsi [ dari dua variabel disebut berturunan di {a,b) jika f{a,b) dan

Iy (a,b) ada dan A dapat ditulis dalam beniuk

Af =l (e D)+ if (a.b) v gt e k

di mana & dan g, adalah fungsi-fungsi dari h dan k sedemilian hingga

g =0 dan £, > 0 jika (h,k)—{0,0).

Dalam fungsi dengan satu variabel. jika svatu fungsi didekati oleh polinomial
Taylor maka kesalahan pada suatu titik x adalah selisih R {x)= 7(x)— p,(x). Begitu
puta untuk fungsi dengan dua variabel, jika suatu fungsi didekati oleh suatu polinom
Taylor maka  kesalahan pada  suatu  titik (x _;z) adalah  selisih
R, (..\-'.,._v)z _ f'(.\;_y:)w 0, (..\g_y). Untuk  itu kita perlu mendefinisikan tebih  dulu

polinomial Taylor untuk fungsi dengan dua variabel.

Definisi 2.2.8
Jika suaru fungsi dengan dua variabel berturunan n kali pada titik {a,b) maka

kita definisikan polinomial Tavlor ke~ n untk [ disekitar titik {a, b) celaleh
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4 ) - 7 T = oY

. yh= flab)s {(‘ )l B flabbe (el sy ) (b L )

& &, { X ey A
o (x (.')wi-lv(}:-gb)—_{\ | Fleb)
il éx &y

Contoh 2.16 :

Tentukan polinomial Tayior ke-2 pada titik (_0,0) dari fungsi f{v y)= STy

. i ‘ 1 _ d
Diketahui  f{x, 3} = ._m__.:‘.—)«_me maka 7{0.0}=1.
ol x4y :

Karena 1 (x, v) = (14 5+ y)y (]f ] "V~1ﬂ ,maka /,(0,0)=~1.
ERCE {j+_}.+‘}}}“ {.]'f‘-x'{"_.!})‘. /

Karena f,{x,y)= m%wjmi-'rﬁ}lﬁ .maka 1,(0.0)=-1.
: x4 ) -

— P - :
£}l W}') ,maka /,(0,0}=2.
(T+x+ )y 1 '

Karena 7 (\ ..V) =

a2
(+x+ )

Karena (x,1)= cmaka f (0.0)=3.

LG ek

3

,maka 7 {00}=2.
(I+x+yYy '/"-‘( )

Karcna [, (x,v)=
Jadi polinomial Taylor ke-2 pada titik (0,0} adalah

f('x,, _y) =1l—-x—y+ 5}(2‘::2 +2.3xy+2y° )
T+ xy
I+x4y

2 2
e X = y4+ X"+ 30+ v
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Contoh 2.17

Tentukan  polinom  Tayior ke-2 pada titik {Q?J dari  fungsi
7

7 (x,y)=sin{x+2)).

Diketahui f{x, v)=sin{x+ 2y}, maka f‘[O,i{) = sinf)ﬁi2 =1.

Pt

: : . 3 Vs
Karena 7, (x, v)= cos{x+2y}.maka }’\.[O,--/Z) = P 0.

A

¥

Karena _j’;,(.x,, .}f) =2 cos(.x + 2_,\2)__, maka j}[({);’gj = cos—grm =2/}

_ ) . N 7
Karena /. {x,v)=~sin{x+2y), maka _r’_m((},—;) = —sin = -1,
y 2

Karena _]_U,(.x, y}=-2sin{x+2y), maka f’"’“[O’ZJ = ~2 51N Py =2

Karena 1, (x,v)=~4sin(x+2v), maka f_'ifi,(();g»] = —48in % = d

Jadi polinomial Taylor ke-2 pada titik (O’éﬂ adalah
Vi

; . y 2%
Fley)=1+ —2%[~ ¥+ 2(~ 2)_{ ¥ %} o 4(_).: E) ){

%]

i ey x __{i\_( 7
:;111(..\.+.«£_]ﬁ)w1. 3 ,«i..x.L) 4J Z\y 4}]
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Teorema Taylor untuk fungsi dengan dua variabel adalah perluasan dart

teorema Taylor untuk fungsi dengan satu variabel . Seperti halnya pada teorema

Taylor

untuk fungsi dengan satu vanabel, teorema Taylor untuk fungsi dengan dua

variabel dapat ditulis sebagai berikut :

Teorema 2.2.1 {Teorema Taylor uniuk fungsi dengan dua variabel)

f})i ('1‘7 J")

Bukii :

= fla.b)+ ((x - cr)u(Z +{y - !;_}m?ﬂj'(a,b)ur bl ((\ ~alf f; + 2~ aly—5)
! o v ) sy Do ’ el

Jika fx, y) adalah fungsi dengan dua variabel yang mempunyai turunan
parsial hingga pangkal ke-n-+1 yang kontinu pada  swatu kitaran  yong

berpusal padea litik (:a,b) dan Polinomial Tavlor ke-n untuk | di sekitar titik

(cr, b} adalah

7 o 2 "
(e=a) s (r=5)L-] r(a0):
ox BV

DI T
”1. {

i
|
\
make uniuk setiap {x, ) dalam kitaran, ada sekurang-kurangnyva satu Gtk

( @, b ) sedemikian hingga

el
. v ! 2 g
R3)= 1(03)— p, 6 9) = ol (c =@} 2t (=5} e )
' (n+1) X ay '
Diketahui f(x,y) adalah fungsi dengan dua variabel x dan y yang terdefinisi
pada himpunan tertutup dan terbatas dan turunan parsial /" kontinu dalam

suatu kitaran vang berpusat pada titik (a b).
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Jika vartabel 1 dikenalkan dengan bantuan relasi

X=a+ht , y=b+ki

di mana / dan k konstanta, akan dihasitkan fungsi dari variabel tunggal ¢ yaitu

F)= fley)= flathb + k).

Dengan bantuan definisi turanan parsial kita peroleh

=f (5. p)+ K (x. ).
dx dy | dy
[ e S s, ) 2] 2

o dlx 1y
P = Fule s 1))

£
=G ) (o B ey i )
=h? f v, p )+ 1’7/(7’“(\ i+ hkf (x.9)+k? L% {x,v)

=h? £ (x, 1)-#')/’7/(]‘ L )+ kS ERY)

d*x . dydv d7y idx
iy == i el 2 - - - | _.-_’ ,,,,,, : ,,,,,, £
! (’) !:](\n(“ 1)({,{, + f\\\(‘ })x’j[ CI,I +j,){1-n(‘ }}) (L][A}Ll’f
X d*x . c/\ c/}f : d*y Ly
e 2 P - R e | P
[7_“3,(,\,_) ) o “ ]":m (\ & ) rz’f a’a‘ /m’(\?}) or Jd{

I/? f\‘r\'(‘l 1)+,)/7kf\n( )+k ]{Hl(\ )))‘!/?'i‘

[]7 ftu(\:.])) >;?kf,“( )“i“jx f}}!(\___.},‘)}/{
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- /‘7 /u\ { “ V) ');22’?‘.{/.;:1-:'\' (I"\-‘- 1;) + J( zj?/f”\ (.\L 1}) +
W] (v 0} 208 £ (e v) 4 0 1 (v, )

= fo )+ 30K () 300 £ () &7 7 ().

Turunan fungsi di atas dapat ditulis dalam bentuk fain yaitu:

— )
f""'(!j*'"'(l“ié;w—i-fc% I, v)= f?-l~+i<9;{--.
X ():}" X ¢y
v (8 8Y , 8% f af L,y
F)=l b=+ k—| flx,p)= B Lt 2k 4 7 2
L ax oy ox” OxGy oy~
5 . '_}\3 ,.\; H_{_‘; .
) ;f?~f1~~~}~k———c~~ FAEROEY S a oyt -"f .
s &y axdy” e
!9 i
]{”(i) Ih——(z%—k ¢ JAERIN
\ ox dv

Eff”-gmln‘ win!’{ l) / . VRt /Irn af _L,zna./

T""T'

| : e K

a’\ I &\ " }(‘:’?}" T af\‘-ﬁ:}’” 1 (-f_',]" "

/ ~ & YHI
Sl & & -
Uy )-— h—+k—1] f (x, _)»)
X C.,‘,’
~H gt il ~al g el g
1] 0 f VAL N % f ; W alias 4 aed @

= N’ + Rk e e O R / + R A

” 1 A - ’ FFII

ax oy axdy oy

49
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Kita dapat menggunakan rumus Maclaurin  untuk  fungsi F(.f) dan

menghasitkan

ot e NIy ~{nel} )
Flt)= FQ)+ 170} + (0)13 r. (O')fS N O (@'{)1”*’*
2l 3! ! {1+ 1)

(23)
dimana 0 <@ <1,
Ambil ¢ =1, kita peroleh
e Pl (o), 20) , 17(0) i:'f”-’(o) () |
20 = FO)+ 10 )+ e - (24
()= F(0)+7(0) 2! 3 - (n+1); 4

tetapi 7{1)= fla+hb+k).

Jika /=0 maka x =« dan y =5 sehingga kita peroleh

F0)= f(a.b),
170} = (!1——4 k—~)f(u b),

ax ul J

F0) =0 1 dab)+ 20k (a,b)+ K2 1 {0, b)
2 "2 2
(r 9 2h - 3 —{}---—-—)/‘(a b)= [/‘7~ +k 5) Hab),
ax* oxoy v ac o oy
F0) =k [y lab)+30° kf  (a,0)+ 3087 £ (a,b)+ & 1, {a.b)

a8 3 3 ; 3
=[}’r‘ é 3 k- (}+ 3kt K ; J f{a, I}):{hlﬂ( J fla.b).

v’ (A F5i%e, Y ax
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“ ﬁ" el
]{iul}({))} — [}; f__ 3 j f J L/'(LJ + (‘)]’i: b+ Ok ) .

Dari (24) kita peroleh

vi

) B ) 2 2
flavhb+i)= flap)+ [h? +k -ﬁ-»)_f'(a, h) 4-%[;13 4 -+ 20k Aa + /f%}f‘(a, B+t

& oy ax axay %

S il

1 ayY ;o & a i, P
— R W Vg —— e [ M e Oh bt Ok
( - 6_5:‘] f( > ) (1 " ?'?)( g ( C’}‘];J 7 {l(t’ G0+ ()

GX.

..(25)
dimana 0 <8 < 1.
Persamaan (25) tak lain adalah fungsi 7(x,y)= p (x. v)+ R, (x, v} di sekitar
titik (u,b) dengan mengganti  x=a+/h , y=b+k dan o, =a+0h,
b, =b+0k di manala+6h.b+0k) dalam suatu kitaran yang berpusat pada

titik {¢,5) dan 0 <6 <1.
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IBAB I
PEMBAHASAN EKSTREM SUATU FUNGS] DENGAN MENGGUNAKAN

TEOREMA TAYLOR

Dalam kehidupan schari-hari seringkali kita dibadapkan pada masalah
penentuan cara terbaik untuk melakukan sesuatu. Ini ternyata merupakan masalah
pemaksimuman atau peminimuman suaty fungst /0 Ada 3 hal utama vyang perlu
ditanyakan tentang nilai maksimum atau nilai minimum.

1. Apakah f'mempunyai nitat maksimum atau mimimum ?
2. hka/mempunyat nifai maksimum atau mimimum di mana tercapainya ?
3. Jika fmempunyal nilal maksimum atau minimum berapakah nilainya ?

Dalam bab III im kita akan menentukan titik tertinggi dan titik terendah
dari grafik suatu fungst atau nilai terbesar dan nilai terkecil dari suata fungsi. Suatu
grafik fungsi yang membentuk bukit dan lembah mempunyai titik tertinggi dan
ntik terdalam, Puncak bukit yang merupakan tink tertinggi disebut titik maksimum
dan dasar lembah yang merupakan titik terdalam disebut titik minimum,

Puncak bukit-puncak bukit yang merupakan titik tertinggi dari sekitarnya
disebut titik maksimum relatif’ dan dasar lembah-dasar lembah yang mecrupakan
titik terdatam dart sekitamnya disebut titik minimum relatif,

Mungkin kita tertarik menentukan bukit {ertinggi dan lembah terdalam di
sekitar daerah perbukitan. Permasalahan in serupa dengan masalah menentukan
nilal terbesar dan nilai terkecil dari f atas selurub domain /. Ini kita sebut nilai

maksimum mutlak dan minimum mutlak dari /.
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]

3.1 MAKSIMUM DAN MINIMUM SUATU FUNGS! DENGAN SATU
VARIABEL
Maksimum dan minimum suatu fungsi dengan satu vartabel, berdasarkan
domainmya dapat didefinisikan sebagai berikut
Definisi 3.1.1 -
Fungsi | dikatakan mempunyai maksimum relatif pada ¢ jika ierdapet
interval (c—&.,¢+8) sedemikian hingga f{c)z y{(x) wnnik setiap x dedam
interveal (( —-J.0+ 5).
Jika hubungan f(c)z f{x) berlaku uniuk setiap x dalem domain  maka |

disebut mempunyvai maksimum mutlak pada c.

Untuk lebih jelasnya perhatikan gambar 13 dan 14

P & : 5
C C
{ Domain ) (  Domain )
Se)=0 1'{¢) tidak ada

gambar 13
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c-dco+ o c—dce+d

7c)=0 J'e) tidak ada

gambar 14

= Pada gambar 13, /(c) dinamakan nilai maksimum mutlak dari fungsi 7 pada 1)
dan (¢, / {c)) dinamakan fitik maksimum mutlak dari fungs: /pada 0.

= Pada gambar 14, f{c) dinamakan nilai maksimum relatif dari fungsi f pada /)

dan {c, f{¢)) dinamakan titik maksimum relatil dari fungsi f/ pada 2.

Maksimum relatif suatu fungsi dapat didefinisikan dengan cara lain yaitu scbagai
berikut
Definisi 3.1.2 :
Fungsi | dikatakan mempunyai maksimum relatif’ pada ¢ jika terdapat
5 >0 sedemikian hingga f{c)> f{c+h) unmk setiap 0 < I/‘z} <.
Definisi 3.1.3 ¢
Fungsi | dikatakan mempunyai minimum relatif pada ¢ jika terdapat
interval{c - 8,¢ + (5‘) sedemikian hingga | (c) < /(\) unluk setiap x dalam

interval {¢—8,¢+8).
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Jika bungan fle) < f{x) berlaku untuk setiap x dalam domain Jmaka |
disebut mempunyal mininnm mutlak pada c.

Untuk lebih jelasnya perhatikan gambar 15 dan 16.

A& A

B ?%’

{ Domain ) ( Domamm )
Fle)=0 77(c) tidak ada

gambar 15

A A /\

c-0ce+d c—dce+d

7Me)=0 F'(e) tidak ada

gambar 16

»  Pada gambar 15, /{ c) dinamakan nilai minimum mutiak dari fungsi /' pada D
dan {c, f{¢})) dinamakan titik minimum mutlak dari fungsi /' pada /.

= Pada gambar 16, f(¢) dinamakan nilai minimum relatif dari fungsi / pada D
dan {c, _f'(c)) dinamakan ttik mimimum relatif dari fungsi / pada 1.

Minimum relatif suatu fungst dapat didefinisikan dengan cara lain yaitu sebagas

berikut
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Definisi 3.1.4
Fungsi | dikatakan mempunyal minimum relatif pada ¢ jika terdapat § >0
sedemilkian hingga f{c)< fle+h) untuk setiap 0 < };’?1 <0,
Jika /' mempunyat maksimum relatif atau minimum relatif pada titik x = ¢ maka
kita katakan bahwa f mempunyai ekstrem relatf di x = ¢ dan jika /' mempunyai
maksimum mutlak atau minimum mutlak pada ttik x=c¢ maka kita katakan
bahwa fmempunyat ekstrem mutiak di x = ¢.

Contoh 3.1 :

Fungsi /{x)=x* vntuk x dalam R memiliki minimum muilak pada x =0

9
L&

dengan nilai minimum 0, tetapi f{x)=x* tidak memiliki maksimum

mutlak karena lim f(x) = o0 sepertt diperlihatkan pada gambar 17.

X

Conioh 3.2 :
Fungsi f{x)=|x=1] untuk =2<x<2 memiliki minimum muilak pada
x =1 dengan nilal minimum mutlak 0 dan maksimum mutlak pada x= -2
dengan nilai maksimum 3 vang merupakan maksimum batas, yang masing-
masing adalah 7{1)=0 dan f{~2)=3, seperti diperlihatkan pada gambar

18.

gambar 17 gambar 18
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Contoh 3.3 :
Fungs __f'(x)z 1—x” untuk —2 < x<2 memiliki maksimum relatif pada
x =0, karena ada interval terbuka, misainya (11} sehingga s{(0)= f{x)
untuk semua x dalam (-~ l,})sepeﬁ:i diperlihatkan pada gambar 19.

Contoh 3.4 .

' I unad -1< x<1

Fungsi ](x) = {q

2—x unluk 1< x<2

memiliki  minimum  relatif

padax =0 dan maksimum relauf pada x =1, seperti diperlihatkan pada

gambar 20.

gambar 19 gambar 20

Perhatikan gambar 21 bahwa nilai maksimum mutlak (jika ada) hanyalah vang
terbesar di antara nilai-nilai maksimum relatif. Dan nilat minimum mutlak (jika
ada) hanyalah vang terkecit di antara nifai-nilai mimmum relanf. Tentu saja nilai-
nilai maksimum dan minimum mutlak otomatis juga nilai maksimum atau

™

minimum relatif. Alasan inilah vang memberikan gagasan untuk membahas

tentang ekstrem relatif terlebih dahulu , baru kemudian tentang ekstrem mutlak.
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mitks mutlak

maks zelatif

ks relauf miaks velanf

oy relitil

minYelaiil  § § min kelatif

infin wiutlak

gambar 21

3.1.1 EKSTREM RELATIF

Bagaimana kita dapat menentukan di mana terjadinya ekstrem relatif suatu
fungsi? Seseorang mungkin menyarankan agar kita menggambar grafik fungsinya
dan memperhatikannya, seperti pada contoh 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, Tetapi ingat, scbuah
grafik fungsi biasanya digambar dengan merajah  beberapa titik  dan
menghubungkan titik-titik tersebut dengan suatu kurva mulus. Siapa yang dapat
yakin bahwa grafik fungsi tidak bergoyang di antara titik-titik yang dirajah. Untuk
itu kita memeriukan prosedur yang lebih baik,

Ekstrem relatif dapat dipandang sebagai titik peralihan vang memisahkan
daerah di mana grafik fungsi naik menjadi grafik fungsi turun atau sebaliknya.
Untuk 1tu kita perlu mengingat kembali definisi dars fungsi naik dan fungsi turun.
Definisi 3.1.1.1 :

Andaikan | didefinisikan pada suatu interval dan andaiken x, dan x,

seharang titik dalam interval dengan x, < x, maka j naik pada inrerval iy
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Jika  {{x)< fx,) dan swun pada interval itu jika Tl ).

Perhatikan gambar 22.

gambar 22

Gambar 22 menvarankan bahwa tika grafik suatu fungsi mempunyai garis
singgung dengan gradien positif atas suatu interval maka fungsi itu naik pada
interval itu , demikian puia jika grafik suatu fungsl mempunyai garis singgung
dengan gradien negatif, maka fungsi itu turun. Hal int menuntun kita pada teorema
berikut, yang buktinya dapat kita jumpai pada buka kalkulus:

Teorema 3.1.1.7 :
Jika | kontinu pada interval [a, b] dan terdiferensial pada interval (a,b) dan
(1) Jiket __/"(‘x)> O wnduk semua Gtk dalam interval (a,b], make | naik
pada a,b].
()  Jika f"(.x) <O untuk semua titik dalam interval (a,b), maka | urun

padi fa,b].

Dengan melihat gambar 13-22 tampak bahwa ekstrem relatif dari suatu
fungsi 7 terjadi pada titik-titik di mana gasis singgung pada grafik horizontal atau

pada titik di mana f'tidak berturunan. Hal ini menuntun kita untuk mendefinisikan
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isttlah yang bersesuaian dengan ity

Definisi 3.1.1.2 :
Titik kritis suctu fungsi | adalah nilai x dalam domain J&i mana | "(..\'.) ={)
atau  tidak berturunan.,
Jika ¢ suctu 1k di mana j"(c) =0, kita sebut ¢ tilik stasioner . Nama ini
diturunkan dari fukia bahwa pada iitik stasioner, grafik fungsi mendarar

clau horisontal, karena garis singgungryva mendeter.

Eksirem relail dapat terjadi pada titik kritis. Pertama catatlah bahwa jika
fungst / mempunya turunan pertama di tittk ekstremnya misal titik ¢, maka garis
singgungnya di titik tersebut mendatar atau horizontal atau f "(_c): G, Tetapr titik
stasioner i tidak selalu menjadi titik ekstrem, sebagai confoh ambillah fungsi

F{x)=x". Pada kasus ini f"(c)= 0. tetapi (0.0) bukan titik kritis dari grafik

fungsinya.(bhat gambar 23)

B
L

gambar 23
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Keadaan di mana ",'r’"'(x)z O atan f tidak berturunan (hihat contoh 3.14)
belum menjamin terjadinya ekstrem fungsi . Dari kenvataan ttulah muncul tcorema
vang menyatakan syarat perlu adanya ekstrem suatu fungsi
Teorema 3.1.1.2 :
Jika [ mempunyai eksirem pada ¢, maka f'(¢)= 0 atau f tidak berturunan,
Bukti :
Ada 2 kemungkinan yaitu 7 berturunan pada ¢ atau / tidak berturunan.
Jika tidak berturunan maka ¢ adalah titik kritis untuk 7 dan terbukti sudah.
Jika f berturunan pada ¢ maka kita harus memperlihatkan bahwa
Je)=0
(a) f(c) adalah maksimum relatif dari /' maka terdapat interval
lc-d.c+ é‘] sedemikian sehingga jika c¢+h dalam |e—&, ¢+ 5],
c=c+h maka fle+h)< fle).
Amungkin positit | mungkin negatif

He+h)-rle) >

i

(1) jika />0 maka

Fle+h)=7{e) 0
f :

(11) pka A2 <0 maka

Jika f{x) berturunan pada x = ¢ berarti 7(e) ada.
Jika 7'(c) ada berarti /"{c)= f!(c}= /"{c) dan

o f'=lim Jle+ h)——»_f(c) =0
’ frerlt” fo
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Karena /' 20 dan /! <0maka f{c)=0.

(b 7{c) adalah minimum relatif dari  f/ maka terdapat interval
e~ S,c+8) sedemikian sehingga jika c¢+/  dalam le-8.¢+6].
c#c+h maka fle+h)> f(c).

# mungkin positif, mungkin negatif

(i) jika f> 0 maka / (CJJ’?‘ /o) > 0
i

flexh)-1le) 0.

/1

(i1} yika /s < 0 maka -

Jika f(x) berturunan pada x = ¢ berarti f'{c) ada.

Jika f'{c) adaberarti /*(c)= /!{c)= f{c) dan

o f'=lm fler ’]7]) J (L) <0

o
B3 ]

s f!=Ilim J (C_i—h)‘-f(‘:’.) >0,
Jr-nl ';?

Karena 7' 20 dan ' <0maka ()= 0.

Sifat suatu titik kritis sering ditentukan dengan mempelajar naik turunnya
kurva di sekitar titik kritis. Sebelum melangkah lebih jauh kita ingat kembali bahwa
turunan adalah kemiringan dari grafik fungsi, / naik pada interval di mana
turunannya positif dan turun pada interval di mana turunannya negatif. lde ini

dinyatakan secara tepat dalam teorema berikut :
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Teorema 3.1.1.2 (Teorema Ui Turunan Pertama wituk Nilar Fkstrem Relatf) -
Jika /' kontinu pada interval terbuka (¢, %) yang memuat titik kritis ¢ dan
(a) _f"(.x')> 0 untuk semua x dalaim (u{_) dan _f"(.xt){O untuk semua x
dalam (¢, h) maka j"(c.) adalah nilai maksimum relanf.
(b /{x)<0 untuk semua x dalam {«¢) dan S(x)>0 untuk semua x
dalam (c,b)maka 7{c) adalah nilai minimum relatif.
(c) j"('.x) bertanda sama pada kedua pihak ¢ maka j'(c) bukan nifai
ckstrem relatit .
Bukii .
(a) f"(.x)>0 untuk semua x dalam (cz,c) dan _j""(.r)<0 untuk semua x
dalam {¢,B).
Akan dibuktikan bahwa / mempunyai maksimum relatif pada ¢, dengan
memperlihatkan bahwa f{c)z f{x} untuk semua x dalam (a,b).
= Andaikan x adalah sebarang titik dalam interval (a.¢). Karena 1
kontinu pada ¢ dan berturunan pada interval {¢,¢) maka teorema
nilai rata-rata dipenuli pada interval [\ c].
Jadi ada suatu titik & dalam interval (x,¢) sedemikian hingga

Je)- 1)

& X

- 7€) taw 1(0)- ()= (e~ (0
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¢—x>0 karena ¢>x dan /(&)> 0 karena /7 positif di mana-
mana pada interval {a.¢).
Jadi f{c)~ f{x)> 0, yang memperlihatkan bahwa f{c}> /{x)
dipenuhi untuk semua x dalam interval {a,¢).

e Andaikan x adalah sebarang titik dalam interval (e,b)_ Karena j
kontinu pada ¢ dan berturunan pada mterval (c,b) maka teorema
nilai rata-rata dipenubi pada interval e, x].

Jadi ada suatu titik & dalam interval (¢,.v) sedemikian hingga

M = (&) atau f{x)= j{c)=(x—c)/"(£)

g
x—¢>0 karena x>c¢ dan _j"(§)<0 karena /' negatif di mana-
mana pada interval {¢,5).
Jadi /’(\)—f{c,) <0, yang memperlihatkan bahwa [ '(.xr)< / (c)
dipenuhi untuk semua x datam interval (e,) .
Jadi f{x)}< f(c) bertaku untuk setiap x dalam {a.b)
() 7{x)<0 untuk semua x dalam {a.c) dan 7'(x)>0 untuk semua x
dalam (¢, b).
Akan dibuktikan bahwa 7 mempunyai minimum relatif pada ¢, dengan
mempetlihatkan bahwa Fle)z flx) untuk semua x dalam interval

(a?b)
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= Andaikan x adalah scbarang titik dalam interval (u,¢). Karena 1
kontmu pada ¢ dan berturunan pada interval (a= c) maka teorema
nilai rata-rata dipenuhi pada interval !\ ¢).

Jadi ada suatu titik & dalam interval {x,¢) sedemikian hinpga

AOLISN 7€) atau jle)= 1(x)={c - x)7(¢)

¢ X
¢—x>0 karena ¢ > x dan j"(g")<0 karena 7' negatif di mana-
mana pada interval {¢,¢).

Jadi f“(cf)mj'(.x_)< 0, yang memperlihatkan bahwa /(c)e /(\)
dipenuhi untuk semua x dalam interval (o, ¢).

#  Andaikan x adalah sebarang titik dalam interval (c,b). Karena 7
kontinu pada ¢ dan berturunan pada interval {c.b) maka teorema
nilai rata-rata dipenuhi pada interval e, x].

Jadi ada suatu titk ¢ dalam interval (cx) sedemikian hingga

SO _ 1) ama 1= )= (- )y Ge).

X—
x=—¢>0 karena x> ¢ dan f’(cf)>0 karena [ positif di mana-
mana pada interval (¢, b).
Jads _,f'(.x)—_f(c)> 0, yang memperlihatkan bahwa /(\)>/(<,)

dipenuhi untuk semua x dalam interval {¢,5) .

Jadi f{x}> f{c) berlaku untuk setiap x dalam (a,5).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

66

(¢) f'{x) bertanda sama pada kedua pihak ¢ maka 7{e) bukan nita;

ckstrem relatif.

Kita akan membuktikannya dalam dua kemungkinan yaitu -

(i) jika /{x}< 0 untuk semua x dalam (a,¢) dan f(x)< 0 uniuk
semua x datam (¢,h) maka f{c) bukan nilai ekstrem relatif |

(it itka f"{x)}> 0 untuk semua x dalam (@, ¢) dan /"(x)> 0 untuk
semua x dalam (¢, b) maka f(c) bukan nilal ekstrem relatif .

= Andaikan f"(x)< 0 untuk semua x dalam {u.¢) dan /(x)<0
untuk semua x dalam (¢, %) .
Andaikan x adalah sebarang titik datam interval (c:,c:). Karena
kontinu pada ¢ dan berturunan pada interval (a,c) maka teorema
nilal rata-rata dipenuhi pada interval [.,\', el.

Jadi ada suatu titik & dalam interval (x,¢) sedemikian hingga

M = /1¢) atau f{e)- flx)= (e~ x)1(¢)

0 ey

¢—x>0 karena ¢>x dan (&)< 0 karena /” negatif di mana-
mana pada interval {a,¢).

Jadi f{c)- f{x) <0, yang memperlihatkan bahwa 1{c}< /{x)
dipenuhi untuk semua x dalam interval («,c).

Andaikan x adalah scbarang itk dalam interval (cgb_). Karena /

kontinu pada ¢ dan beriurunan pada interval {c,h} maka teorema
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nijal rata-rata dipenuhi pada interval [c\J

Jadi ada suatu titik £ dalam interval (cx) sedemikian hingga

"“““*“***‘**"""f(\) - ii) = .7{7(%{»:) atau f '(.x)m f (c) = (x - c:)_ f (g )

X
x-¢ > 0 karena x > ¢ dan f’(cg‘)< 0 karena j' negatif di mana-
mana pada interval {«,¢).

Jadr ](\) — /) < 0, yang memperlihatkan bahwa f(x) < _f‘(c)
dipenuhi untuk semua x dalam interval (c,5)

Karena f{¢}< /{x) untuk setiap x dalam interval (¢,¢) dan f{x)< f{c)
uniuk setiap x datam interval (¢,5) maka J{e) bukan nitai ekstrem
relatif .
»  Andaikan /"(x)> 0 uniuk setiap x dalam («.c) dan /'{x)> 0
untuk setiap x dalam (¢, h).
Andaikan v adalah sebarang titik dalam interval (¢}, Karena f
kontinu pada ¢ dan berturunan pada interval {«,¢) maka teorema
nilai rata-rata dipenuhi pada interval [x,¢].

Jadi ada suatu titik & dalam interval (x_.c) sedemikian hingga

ST ) atan el 1) = (e~ 5)r (@),

o—X
¢c—x>0 karena ¢>x dan /'(&)>0 karena /' positif di mana-

mana pada mterval (o, ¢).
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Jadi f{¢)- f(x)> 0, yang memperlihatkan bahwa 1{c)> j{x)
dipenuhi untuk semua x dalam interval (a,¢).
Andaikan x adalah sebarang titik dalam interval (c, b). Karena f
kontinu pada ¢ dan berturunan pada interval {¢,5) maka teorema
nilai rata-rata dipenuhi pada interval J¢, x|,

Jadi ada suatu titik ¢ dalam interval (¢, x) sedemikian hingga

J1x)- 1) = (&) atau 7(x)- f{c) = (x—c)r(e).

xX—c
x=¢>0 karena x > ¢ dan __f"(c_f)> 0 karena f' positif’ di mana-
mana pada interval (¢, ¢).

Jach f(x)w f({,) > 0, yang memperlihatkan bahwa / (\) > f ((,)
dipenuhi untuk semua x dalam interval {¢.b).

Karena f(c)> 7(x) dipenuhi untuk semua x dalam interval {a, ¢)
dan f{x)> f(c) dipenuhi untuk semua x dalam interval (c,b) maka

f({,) bukan nilas ekstrem relatif .

Teorema 3.1.1.3 (Teorema Uji Turunan Kedua)
Andaikan {berturunan dua kali pada tilik stasioner ¢
{a) Jika 1 c,) > O, mka [ mempunyai minimunt relatif pada ¢

O Jika _f'"(rc) < O, maka | mempunyai maksimum relatif pada ¢
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Bukii :
Dengan menggunakan definisi turunan kita dapal menuliskan
. Mx)- e :
hmMm] (¢}, x=¢ e (20)
X X

a) Menurut hipotesis f”(c):» 0 sehingga Kita dapat memilih & > 0 dalam
definisi imit Berdasarkan kesimpulan dari (26} ada & > 0 sedemikian

\ '(‘) -/ ‘r(‘f" ) _f'”(

hingga L — c}! < ¢ bilamana |..\f - ci <J, x# ¢ atau
i X< |
FaT IS N )
fe)~e< Jw)=/1) < f"{c)+e, bilamana x dalam interval
x—a

(c -, ¢ +5), X#EC.

Untuk membuktikan bahwa f mempunyai minimum relatif pada ¢, kita
akan memperlihatkan

o f'{x)> Ountuk semua x dalam {¢,c+&).

o f'{x)<0untuk semua.x dalam (¢—&,¢).

Hat ini menyusul dart uji turunan pertama bahwa /° mempunyai

minimum relatif pada c.

f'(x)- 1)

Jika &> 0 vang dipitih kurang dari /"(c) maka : terietak

X=C
antara dua bitangan positif, berarti

Sx) - 1)

X

>0, bilamana (¢~ 8,c+8), x#c.
Selanjuinya

/

o f(x)-f{e)>0atu f{x)> f{c)untuk semua x dalam (¢, c +8)
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o Jx)- /)< 0 atau f{x)< /(c)untuk semua x dalam (¢ -8, ¢).

Menurut hipotesis, ¢ adalah titik stasioner dari 7, jadi /"(c)=0. Ini

berarti
e /'(x)> Ountuk semua x dalam (¢, c + ).

o f{x}<0untuk semua x dalam {c-8.c).

b) Menurut hipotesis /“(c)}< 0 sehingga kita dapat memilih &> 0 dalam

definisi limit Berdasarkan kesimpulan dari (26) ada & > 0 sedemikian

L= fe)

X—a

S 1)

X—g

hingga + f”(c)% < ¢ bilamana i\ - c; <&, x#¢ atay

- Me)-e<

(c:'—5,¢"+ 5), X#C,

wd . !
<=f"¢)+¢e, bilamana x dalam interval

Untuk membukiitkan bahwa f mempunyai maksimum relatif pada ¢, kita

akan memperlihatkan
e f(x)> 0untuk semua x dalam {¢,c +&).

® f’('x) < O untuk semua x dalam {¢ — &c).

Karena ¢ yang dipilth adalah bilangan positif vang sangat kecil maka

Jx)= /)

~ terletak antara dua bilangan negatif, berarti
X

/- 71e)

X

>0, bilamana (¢~ &,c+ 6}, x#c.

Selanjutnya

o [{x)~/{e)<0 atau f(x)< /Y{c)untuk semua x dalam {c,¢ + &),
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o ‘]"’(.r)-nj () > 0 atan j"’(.r)> 7{¢)untuk semua x dalam (c ~8.¢).
Menurut hipotesis, ¢ adalah titik stasioner dari 7, jadi 7*{c}=0. Ini
berart

o /'(x)<0untuk semua x dalam (c.c+6).

o /{x)> Ountuk semua x dalam (c— 8¢

Prosedur untuk menentukan nilai ekstrem relatif

1. Tentukan /().

b

Tentukan nilai x di mana f/'(x}=0 atau /tidak berturunan di titik ¢, untuk

menemukan titik krits,

3 Tentukan /"{x).

4. Hitung /"(x) pada setiap titik kritis
a) jika /"{(x)< 0 maka 7{c) adalah nilai maksimum refatif,
b) jika /"{x)> 0 maka f(c) adalah nilai minimum relatit

Contoh 3.5:

Periksa nilai ekstrem untuk /{x)= x* —6x + 5 untuk setiap x dalam R,
Penyelesaian :

F{x)=2x~6=2(x~3) maka /"(x)=0 untuk x=3.

Sx)=2 maka f"(3)=2>0.

Jadi f{(3)=~4 adalah nilai minimum relatif’



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Contoh 3.6;
Periksa nilai ekstrem dari fungsi /{x)=sinx+cos2x,0 < x < 27
Penvelesaian .

F{x)=cosx=2sin2x =cosx —4dsinxcosx  maka F(x)=0  untuk

. 1
cosx =0 atay sinx mg

-
b2 3z
cosx =0 maka x=— dan x =—
2 2
: 1 o] .
Sima=-— maka x=gin — dan x =z —sin" —
4 4 4
i
sin” — terletak antara O dan 27 .
4

7{x) = —sinx~4cos 2x

&
27T b,

[ 37
X =-— maka f (i‘—}xs:»o,
> b,

x=sin” ! maka f’(sin" dmny IS £l !
4 ‘ 4

1 i

X o= —sin ! maka 7| 7 —sin 1 =<,
4 i7"

1

Selanjutnya / mencapai maksimum di x = sin 7 dan x = 7 —sin 12 dan

mencapat minimum di x =
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3.1.2  BEKSTREM MUTLAK

Kita telah mempelajari konsep titik ekstrem, masalahnya sekarang adalah
di fokasi manakah ekstrem i mesti dican bilamana persamaan fungsi 7 diketahui.
Biasanya fungsi yang ingin kita maksimumkan atau minimumkan akan mempunyai
suatu interval sebagai daerah definisinva atau domainnya. Beberapa interval ini
memuat tittk wjung dan beberapa lagi tidak. Misalnya interval [a,b] memuat dua
titik wung o dan o . Interval [a,ZJ) dan [a,o:s) hanya memuat titik ujung kiri vaitu
a. Interval (a,b] dan (- oo, b] hanya memuat titik ujung kanan vaitu b, Nilai-nilai
ekstrem suatu Tungsi yang didefinisikan pada interval tertutup dapat terjadi pada

tittk-titik ujung (lihat gambar 24) atau pada titik kritis.

A

a b

B

gambar 24

Terdapat scbuah teorema bagus yang menyajikan syarat manakah yang
menjamin adanya nilai-nitai maksimum dan minimum daxi suatu fungsi.
Teorema 3.7.2.1 ( Teorema Nilai Fkstrent)
Jika suatu fungsi | kontinu pada suvaty interval feritup [&gh], maika |
mempunyai nilai maksinum ataw minimum pada la, b].
Walaupun secara intuisi Jelas, tetapi bukti secara formal sangat sukar. Perhatikan

kata-kata kunci : / harus kontinu dan domainnya harus berupa interval tertutup.
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Jika kedua kata kunci tersebut tidak dipenuhi maka adanya nital maksimum dan
minimum tidak dapat dijalam, Hal ini tampak pada contoh-contoh berikut :

Contch 3.9 ;

Apakah fungsi /(x)=— mempunyai nilai maksimum atau minimum pada
X

domain fungsi /7
Penvelesatan :
Jawaban dari pertanyaan tersebut pertama-tama tergantung pada domain

dart fungsi fsendiri. {(perhatikan gambar 25)

gambar 25 a gambar 25 b gambar 25 ¢

Jika f (‘x)z — pada (O?oo) maka fungst ftidak mempunyvai nilai maksimum
X

ataupun minimum.

o 1 o . o .
Jika f(x)=— pada {1,3] maka fungsi f mempunyai nifai maksimum mutlak

et

pada x =1 yang juga merupakan maksimum batas dengan nilai maksimum
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‘f'('l):l. Fungsi / mempunyai nilai minimum mutlak pada x=3 vaitu

gy ] : .
_,"(3) = - yang juga merupakan minimuim batas.
3
Jika f{x)=— pada (1,:}], maka fungsi / tidak mempunyai nilat maksumum
X

. oy \ e . ] .
tetapt mempunyal ntfai minimum pada x=3 yaitu ‘f(B)KE‘; yang juga

merupakan minimum batas.

Contoh 3.10 :

i

gambair 26

Grafik fungst /pada gambar 26 didefinisikan di mana-mana pada interval
fertutup [1,9] tetapi tidak mempunyai maksimum ataupun minimum pada

interval tersebut karena /” mempunyai fitik diskontinu pada interval [l@]

Teorema Nilai Ekstrem sering disebut juga teorema eksistensi, karena
teorema im meayebutkan dibawah svarat-syaral manakah maksimum  dan
minimum dari suatu fungsi /itu ada. Menentukan nilai maksimum dan minimum
adalah soal yang terpisah. Teorema berikut ini adalah kunci untuk menentukan

nitai ckstrem suatu fungsi.
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Teorema 3.1.2.2

Bukii ;

Jika suatu fungsi  mempunyai nilai eksirem pada suatu interval terbuka

(a,b_) meiket nilad ekstrem terjadai padea Gtk kritis,

Jika /" mempunyai nilai ekstrem pada inferval (a,b:) di titik ¢ maka ,f'(c)
adalah nilal terbesar atau nilai terkecii dari / pada interval (c;ﬁb). Dengan
demikian im berarti juga bahwa milal terbesar atau nilai terkecii dan f
berada di sekitar titik ¢ Jadi / mempunyai ckstrem relatif. Berdasarkan
teorema 3.1.1.1 , titik ¢ adalah titik kritis yaitu dimana /'(¢)=0 atau f

tidak bertarunan pada titik c.

Jadt tittk yjung dan titik kritis merupakan tittk kunci dan teort maksimum

dan minimum. Untuk menentukan tittk ekstrem mutlak dari fungsi kontinu 7 pada

inferval iertutup [ab] tangkah-langkahnya adalah sebagai berikut :

i

[E]

Tentukan titik-titik wjung dan tiuk-tiak kritis dant fungsi /.

Hitung nilat fungsinya pada tittk-tink ujung dan pada tittk-titik ks,
Bandingkan nilai fungsinya dengan j'(‘a.) dan f(b), di antara semua nilai
i, vang terbesar akan menjadi mlal maksimum mutlak dan yang terkecil

akan menjadi nilat minimum mutlaknya.

Perhatikan contoh berikut imi.
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Comoh 3,11
P

| — ,2} dan tentukan
L 5

D s

Carilah titik-titik kritis dari /{(x)=~2x" +3x” pada

l§

nilal ekstremnya. !
Penyelesatan :

. T 1
Fitik-titik ujung adalah - dan 2.

S )= —6x7 +6x
Untuk mencari titik-titik stasioner, kita tentukan titik di mana /"(x)=0, ini
] N,

;
terjadi pada x =0 dan x =1, Fungsi f'terdiferensial pada interval L— —.2 .
J

S

Kita peroleh titik-titik kritis adalah - —E}—,OJ,Q !

ke

.

Sekarang, _/‘(~l]m1, 0)=0, f)=1. 7@2)=—4. Jadi nilai

maksimum adalah 1 {dicapai pada x= 7y dan x =1} dan nilai minimum

adalah -4 (dicapai pada x=2).

Comtoh 312 :

b

Tentukan titik kritis dan nilai ekstrem dari fungsi /(x)= x" - 2|x|+

W

A

. 1
x dalam mterval | — 5 J _

]
L

I

Penyelesatan ¢
k|

Titik-titik ujung adalah —{; dan 3
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Untuk mencar tiik-titik stasioner, kita tentukan titik di mana _f"(.::.) =0, mi

-
32

terjadi pada x=1. Pada interval terbuka (——7;,_7;- fumgsi terdiferensial

kecuali pada x = 0. Kita peroleh titik-titik kritis adalah M%- ?051,—“;— .

AL

| " .
| by Jadi nilai maksimum

Vool s o e A3 ]
jJ—I-E,_f(O)_?_.,_‘I{f)mi dan']{LEJ—;E'

adatah 2 (dicapai pada x =0 ) dan nilai minimum adatah 1 (dicapai pada

g =—11.

Dalam penjelasan teniang syarat-syarat suatu fungsi dapat mencapai

maksimum dan minimum, sebenarnya kita dapat merangkumnya menjadi 3

masalah vartu sebagai berikut :

1.

Jika f'(c) tidak ada maka (¢, /{(c)) mungkin merupakan titik ekstrem dari
grafik fungsi atau mungkin juga tidak. Berikut ini adalah contoh dari setiap
kasus vang mungkin,

Contoh 3.13 :

—x x<
XXz

Perhatikan fungsi f{x)= Ex| :{ 0’ selidiki apakah fungsi f

mempunyal nilai ekstrem.

Penvelesazan ¢
FEnyel
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Kita akan menunjukkan bahwa f'{0) tidak ada tetapi (0,0)
merupakan titik ekstrem grafik fungsi /.

Pada kasus ini,

/:(0)2 Ii!]‘iﬁi)_m_g_.(_(_)): [im = A = ]im(wl)z——}

¥l X — xeal)” X x-sl

e

77(0)= tim —/(——(—LL%/L@) = Him Rl limi=1i,

Eei X— y=0T ety
karena /(0= f/(0) maka s{0) tdak ada Tetapi karena
fx)= ],:\“![2 0 untuk setiap x dalam domain /= & maka fungsi /
mencapal minimum mutiak di x=0 dengan titikk minimumnya

(010). Grafik fungsinya dapat dilibat pada gambar 27,

Contoh 3.14

. oo e, x<ld
Perhaiikan fungsi f{x) =1 P . selidiki apakah fungsi 7'
CoWx, x2]

mempunyai nilai ekstrem.

Penyelesatan :
Kita akan menunjukkan bahwa f’(1) tidak ada tetapi {11} bukan
merupakan titik ekstrem grafik fungsi /.

Pada kasus ini,

7(1) = lim /)~

el X — NS R il X1 xen ]
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i

24fx ] _~_1_

f’(i) = lim ml:i@ = lim l/;:l = 1im = 1im e

JNE -1 =1y =~ x—i’ ] x—=it 2 \/i
karena /'(1}# 7'(1) maka /(1) tidak ada. Grafik fungsinya dapat

dilihat pada gambar 28.

gambar 27 gambar 28

2. Jika _f"(:cr)zo dan s”{c) tidak ada maka (c.;f{c)) mungkin merupakan
titik ekstrem dan grafik fungsi atau mungkin juga tidak. Berikut ini adalah
contoh dart setiap kasus yang mungkin.

Conioh 3.13 -

Sl T e N o L
Perhatikan fungsi f (\)::{( ) S0 selidiki apakah fungsi f
P T 2

mempunyat nilai ekstrem,
Pada kasus fungsi yang kontinu pada R ini kita akan menunjukkan
bahwa f'{0)=0 dan £"(0) tidak ada, tetapi (0.0) merupakan titik

ekstrem dart grafik fungsi /.
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70} = Jim Jill———@ = lim x oV Hm x =0,
x- Y R O R ST O aes i

S0} = tim M = fim 20 im x® =0

w3 BT ==l r=T - ="
Karena /*(0)= 77(0)=0 maka 7"(0)=0
Fungst turunan pertamanya adalah

25y .x<{

[
-~ R §
% r(A) h Ji'*\z Lx> 0

Karena f'(x)<0 untuk semua x dalam (—».0) dan  7'{x)> 0
untuk semua x dalam {0,00) maka {0,0) adalah titik minimum
mutlak dari fungsi 7.

Selanjutnya karena

£7(0) = Tim S 110) = Im = wnO =lim2Z=2,

el r—A{) =y — ) el

af N ey 2.2
j:,f’(()) = Ei;.};. M = him x4 = Iin} 3x =0, dan
X} X =8y e i)

karena 77(0) = f ':’(O) maka 7(0) tidak ada. Grafik fungsinya dapat

dilihat pada gambar 29

Conioh 3,16

. . . N , JF X Lx<0 o
Perhatikan fungsi f(x)= xx] = [ , S0’ selidiki apakah
X X

fungst fmempunyai nilai ekstrem.

Penyelesaian .
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Pada kasus fungsi yang kontinu pada 2 ini kita akan menunjukkan
bahwa /'(0)=0 dan 7"(0) tidak ada, tetapi (0,0) bukan

merupakan titik ekstrem dant grafik fungsi /-

7(0)= iil? M _ Jim ) _ lim—x=0,
A= 07 X Eas1th X el

j_“{(()) b Ij;(n M = |l F il = limx =0,
yoal” A ey x RESTA

Karena /’{0)= 7/{0)= 0 maka /'{0)=0

Fungst turunan pertamanya adalah

Karena 7”{x)< 0 untuk semua x dalam (-~ 0,0) maka (0,0) bukan
titik ekstrem dari fungsi /7
Selanjutnya karena

f_"({)):x him M‘fj('x)w f@l g . )

= him = Hm=7 = -2
sl 1r—-0 Seall X Xen{}
f'r"(O = [im A (X)n fm@l = lim WQJMO = Jim 2 =

el x 0 a0ty Kl
Karena /"0)= /0) maka f "’(O) tidak ada. Grafik fungsinya dapat

dilihat pada gambar 30.

/.,
RAN |

gambar 29 gambar 30
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3, Jika f"(c)=0 dan f"{c)=0 maka (¢, /{c})) mungkin merupakan titik
ckstrem dan grafik fungsi atau mungkin juga tidak. Berikut ini adalah
contoh dari setiap kasus yang mungkin.

Conioh 3.17
Perhatikan fungsi f{x)=x’. selidiki apakah fungsi / mempunvai nilai
ekstrem.

Penvelesatan .

Pada kasus fungsi yang kontinu pada R ini kita akan menunjukkan bahwa
7{0)=0 dan /*{0)= 0, tetapi (0,0} bukan merupakan titik ckstrem dari

grafik fungsi 7.

710)=lim M’L(jl;im(ﬁ_) = sty limx® =0

Xl X - el )
Fungst turunan pertamanya adalah
flo)= e
Karena /(x)<0 untuk semua x dalam (~o0,0) maka (0,0) bukan
merupakan titik ekstrem dari fungsi 1.
Selanmjuinva

W

70} = tim ()~ 1(0) =lim S -0 =lm3x =0

a3 ¥ - O a-={) X a{)

Grafiknya dapat dilihat pada gambar 31.
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Conich 3.15 :
Perhatikan fungsi 7(x)=x", selidiki apakah fungsi / mempunyai nilaj
ckstrem.

Penyelesaian :
Pada kasus fungsi yang kontinu pada R ini kita akan menunjukkan bahwa
S0)=0 dan /(0) =0, tetapi (0,0} merupakan titik ckstrem dari grafik
fungsi /.

/I(O) = [im fi(_‘_)_‘_[_@ _ im(} 0

-l X -

=limx? =0
% Rt

Fungsi turunan pertamanya adalah

f (\) = 4x’

Karena f*(x) < 0 untuk semua x dalam (— 20,0} dan #'{x)> 0 untuk semua
x dafam {0,0) maka (0,0)adalah titik minimum mutlak dari fungsi /.

Sclanjutnya

770} = tim. (0)-/10) lim 22 2% L i 3pe 0.
AF

320 x>0 X x>0

Grafiknya dapat dilihat pada gambar 32.

& A
/ B
/ g
gambar 33 gambar 34
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Untuk kasus 7"{c)=0 dan _f”(c):{), akan dibahas lebih lanjut pada

subbab 3.2.

3.2 PENGGUNAAN TEOREMA TAYLOR DALAM KASUS 7¢)

Andaikan f adalah {ungsi dengan satu variabe! yang berturunan pada titik
kritis ¢ danf"(¢}= /"(¢}= 0 maka kita dapat mengetahui apakah 1{(c) merupakan
nilai eksirem atau bukan adalah dengan memeriksa turunan ke-3 dari fungsi pada
titik ¢ yaitu apakah 7"(c)=0 atau/"(c}=0. Jika diperoleh 7)== 0 maka
selanjutnya kita akan menggunakan rumus Taylor dengan sisa 2, (\) di sekitar titik
c. Tetapi jika ternyata /™(c)=0 maka kita akan melanjutkan dengan memeriksa
turunan ke-4 dari fungsi /"pada 1itik ¢, apakah #“(c)=0 atau 79(e)=0. lika
.f'('ﬂ((:):ﬁ 0 kita akan menggunakan rumus Taylor dengan sisa R,(x) di sekitar
titik ¢, dan seterusnya.

Untuk itu kita perlu mengingat kembali rumus Taylor di sekitar titik ¢, yang

dapat kita tulis dalam bentuk :

7,2 I 21
Hexrh)= e+ nf(e)+ %;-'f'"((;')“i* ERRE —l-%f{”}(c) - S evan)
2! 7! (n+1)!

atan

h 23]

Jle+h)-1lc)= ey 7N evon) e 2T)

dimana [l <8, 0< @ <1, ¢+0h dalam interval {(e~8.c+8).

Perhatikan contoh berikut



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

86

Contoh 3.19 ;
Perhatikan fungsi _/”(.x):.xﬂ periksa apakah fungsi /" mempunyai nilai
ekstrem,

Penvelesaian ;
Fungsi turunan pertamanya adalah f’(x)m 3x% maka f’(.x)n 0 untuk
=0
Fungsi turunan keduanya adalah /"(x) = 6x, untuk x =0 maka /"(0)=0.
Karena j'”(()) =0 maka langkah selanjutnya adalah memeriksz turunan ke~
3 dari fungsi /(x) pada titik x =0,
Fungsi turunan ketiganya adalah /"(x)=6 maka /"(0)=6>0.
Karena f(0)= /"(0)=0 dan f"(0)= 60 maka kita akan menggunakan
rumus Tayior dengan sisa vaitu 7, (r) di sekitar titik x = 0. Berdasarkan
kekontinuan pada suatu fungsi , kila dapal menentukan suatu inferval
(0—5,04-(?) sedemikian hingga dalam interval tersebut, tanda /™ di
sekitar x =0 sama dengan tanda 7"(0).

Dengan menggunakan (27) kita dapat menulis :

1+

10+n)- 1(0)= H?“j; Fean) atau f(n)- 1(0)= (ﬁlm s ion)

di mana @4 dalam interval (- 3,6).
7" bernilai positif atau negatif tergantung dan /& sendiri positif atau negatif

karena f"(c}> 0
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s Jika <0 maka untuk setiap x =4 dalam interval (48,0} berlaku
OEVIORS
* >ka />0 maka untuk setiap x =/ dalam interval (0,5) berlaku
)= r{0)>0.
Karena f(h)}- 7(0)<0, di mana ~8 <A <0 dan j{(h)— /{0}> 0, di mana
0 < h <& berarti /{0) bukan merupakan titik ekstrem.
Contoh 3.20 :
Perhatikan fungsi f (\) =x", periksa apakah fungsi / mempunyail nilai
ekstrem.
Penyelesaian -
Fungsi turunan pertamanya adalah f{x}= 4x’maka f'(x)=0 untuk x=0.
Fungsi turunan keduanya adalah 77{x)=12x%, untuk x=0 maka 7"(0)=0.
Fungsi turunan ketiganya adalah /"(x)=24x, untuk x =0 maka 7"(0)=0.
Fungsi turunan keempatnya adalah / '(’*}(.x) =24 maka / '("”(O) =24>0.

Karena diperoleh /(0)= 7"(0)= /™(0)= 0 maka kita akan menggunakan
: s ."?4 ‘{-’i‘} .
rumus taylor dengan sisa R, (x]x—:ﬁj (0+604), di mana ¢4 dalam

interval (- 8,68,
i bernilai positit untuk setiap bilangan real /.
Karena f(“‘)(O) >0 maka untuk setiap x = /1 dalam interval (- 8, 8) berlakuy

S}~ 7{0)> 0 berarii f(0)adalah nilai minimum,
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33 MAKSIMUM DAN MINIMUM SUATU FUNGST DENGAN DUA

VARIABEL

Dalam subbab 3.1 dan 3.2 kita telab membahas bagaimana menentukan
maksirum dan minimum suaty fungst dengan satu variabel. Dalam subbab ini kita
akan membahas bagaimana menentukan maksimum dan minimum suatu Tungsi
dengan dua variabel,

Maksimum dan minimum suatu fungsi dengan dua variabel didefinisikan
dengan cara yang sama seperti pada fungsi dengan saiu variabel. Pada fungsi
dengan dua variabel peranan interval terbuka digantikan dengan cakram buka dan
variabel peranan interval tertutup digantikan dengan cakram tutup. Definisi

maksimum dan minimum suatu fungsi dengan dua variabel adalah sebagat berikut :

Definisi 3.3.1 :

Misalkan z = f{x,v) adalah fungsi dengan dua variabel yang ferdefinisi
pada suaty daeral di bidang yang memual {itik {a.b). Jika terdapat suctu
cokram buka B((a_,b ) r) sedemikion fingga | '(czpb) =/ '(.x, y_) vang terletak
pada cakram buka vang berpusar di (a:b) dan berjari-jari r, maka fungsi f
dikatakan mencapai maksimum  relatif di itk {a,b) dengan  nilai
meksimum . f{a, b) .

Jika hubungan _f'(a_,b';)‘z ¥i (xy) berlaku untuk setiap ik (.\;y_) yang

ferletak dalam daerah definisi fungsi z = )"(.x:y), maka jungst [ dikatakan

mencapai maksimum mutlak di iitik (a,b) dengan nilai maksimum f'(a,_b).
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Definisi 3.3.2 :
Misalkan z = f (x; y) adalah fungsi dengan dua variabel yang ferdefinisi
pada suatu daerah di bidang yang memuat {itik (a,b). Jika terdapat suatu
cakram buka B({a,b),r) sedemikian hingga f(a,b)< f(x,y) yang {e_r!'ez‘ak
pada cakram buka yang berpusat di (a,b) dan berjari-jari v, maka fungsi f
dikatakan mencapai minimum relatif di titik {a,b) dengan nilai minimum
Sla.b).
Jika hubungan f{a,b)< f(x,y) berlaku untuk setiup titik (x,y) yang
terletak dalam daerah definisi fungsi = = f(x,y), maka fungsi f dikatakan
mencapai minimum mutlak di titik {a,b) dengan nilai minimum f(a,b).

Situasi yang terjadi pada definisi diatas diperlihatkan pada gambar 33 berikut

——- Maksimum autlak

Maksimum et i ‘h Maksimum reletf

Minimum reied(T . TR Minimum Aty
Minimurs aoilak

© gambar 33

Jika / mempunyai maksimum relatif atau minimum relatif di {a,5) maka
kita katakan bahwa / mempunyai ekstrem relatif di (a.b) dan jika / mempunyai
maksimum mutlak atau minimum mutlak di {@,b) maka kita katakan bahwa f

mempunyai ekstrem mutlak di {a,b). Jika fungsi dengan dua variabel f yang
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kontinu pada daerah definisinya hanya memiliki tepat satu ekstrem relatif maka
dapat ditunjukkan bahwa ekstrem relatif tersebut akan menjadi ekstremn mutlak.
Contoh 3.21 :
Perhatikan gambar 34, kita mempunyai sketsa grafik / yang domainnya
adalah persegi tertutup dalam bidang — xy yang titik-tittknya memenuhi
ketaksamaan 0<x<1,0< y<1. Fungsi f mempunyai maksimum relatif
pada titik B dan minimum relatif pada titik A dan titik C. Fungsi f juga

mempunyai minimum mutlak di titik A dan maksimum mutlak di titik D.

gambar 34

Ada 2 hal yang perlu di tanyakan tentang ekstrem suatu fungsi dengan dua

varnabel

1. Apakah ada ekstrem relatif atau mutlak ?

2 lika ada, di mana letaknya ?
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Untuk menjawab pertanyaan ini, kita akan membahas ekstrem relatif dan ekstrem

mutlak lebth lanjut.

3.3.1 EKSTREM RELATIF

Ingat kembali bahwa jika suatu fungsi / dengan satu variabel mempunyai
ekstrem relatif pada titik x=c di mana f berturunan maka j7{c)=0. Untuk
memperoleh hasil yang serupa, begitu juga untuk fungsi dengan dua variabel,
fungsi 7 akan mempunyai maksimum relatif atau minimum relatil’ pada titik (a,b)
bilamana [ {«,0)= f,{a,h)=0. Secara geometri bahwa irisan luas z = x,v)
dengan bidang x =« dan bidang y =»b mempunyai bidang singgung horizontal
pada titik {a,b) atau ukuran kemiringan bidang singgungnya pada titik (ab) sama
dengan nol {gambar 35). Titk di mana ukuran kemiringan bidang singgungnya
samma dengan nol di sebut titik stasioner.

ini memberikan arah pada teorema yang menyatakan syarat perlu untuk

ekstrem relatif

Teorema 3.3.1.1 :
Jika | mempunyai ekstrem relatif pada titik (a,b) dan jika turunan parsial
tingket pertama dori [oada pada ik (a,b)ﬁ maka __ff\_(agb): 0 dan

,fj!‘(a; b): 0,
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gambar 35 & gambar 35 b

Bukti :

Kita akan membuktikan dalam 2 kasus vaitu di mana _f'(a,b) adalah nilai

maksimum relatif dan 7{a, E}) adalah nilai minimum relatif

(i)

Akan diperlihatkan bahwa jika / mempunyai milai maksimum relanf
pada (a.b) dan jika f.(a,b) ada maka berlaku £, (a,b)=0.

Jika j'(,.\f, y) adalah fungsi dengan dua variabel (..\',y) maka turunan
parstal  /  terhadap x  pada  titk (a,b) adalah

7(a,h)=lim Sla+hb)- f{a.b) |

B2 'fz

Karena f mempunyai nilai maksimum relatif di {¢.b) maka dengan
memakai definisi 3.3.1 didapat .

Sla+b,b)~ fa.b)<0.

Ini berlaku bilamana # cukup kecil sedemikian hingga {a+4,5) ada
di dalam B{{a,2).8).

Jika s menuju nol dari kanan atau dari pihak positif, /2> 0.
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maka Ha+ h’l;) ~/o.h) <0,
7

Dengan memakai definisi turunan parsial didapat

[ (a,8)=timZ lashb)=flab)

b0 h

Jika A menuju nol dari kirt atau dari pihak negatif, 7 < 0.

T Fla+ ]‘l,f;)— Ja,b) 50
i

Dengan memakat definisi turunan parsial didapat :

f'.(u b} = Tim f(_u + /'z_,b)m .f\(a,b)

Jresld b

z{.

Karena f.{a,0)z0 dan f.{«,b)=0 maka 7, (a.b)=0.

Akan diperlihatkan bahwa jika / mempunyai nilai maksimum relatif
pada (a,b) dan jika 7, (a,b) ada maka berlaka f (a,b0)= 0.

Jika fadalah fungsi dengan dua variabel (.r,y) maka turunan parsial

terhadap x pada titik (¢,h) adalah

7.(a,b) = lim Seb+ k)~ flab) _

' il k
Karena /' mencapai maksimum relatif di (¢,5) maka dengan memakai
definisi 3.3.1 didapat .
Hlab+k)- f{a,b)<0

Ini berlaku apabila k cukup kecil sedemikian hingga (e.b + k) ada di

datam B((a, ). 5).
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tka % 3‘1'1\..1'11,1]1,1 i) dart atas atau dan p]h'ﬂ& pOS]’[]f k=0,

f(a_,b o8 k) - _f(a,b)

A
Fid

Maka <0

Dengan memakai definisi turunan parsial didapat :

/o {a,b)=1lim: fab+ k)~ fla,b) < ()
L k =

Jika & menuju nol dart bawah atau dari pihak negatif, & < 0.

j"(a,b + k)— _f('a,b)

-
N

Maka >0

Dengan memakai definisi turunan parsial didapat

/(a:b + k)m— f(a, b)

i
i

I, (a,h) = m

3}

=0

Karena 7, (a,b) <0 dan f, (ia,b)% 0 maka 1, (a,b): 0

(i1} Akan diperithatkan bahwa jika / mempunyai nilai minimum relati{
pada {a,b) dan 1 (a.b) ada maka berlaku 7. {a,b)=0.
Jika _f(x_,y) adalah fungsi dengan dua variabel (x,_y) maka turunan
parsial  f  terhadap & pada itk (a,h}  adalah

fla.h)=1lim Jla+hb)- f(a.b)

fr-30 ]

Karena fungsi / mempunyai nilai minimum relatif di (ra,b) maka

~

dengan memakai definisi 3.3.2 didapat

Ha+nb)- fab)=0
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Ini berlaku bilamana /1 cukup kecil sehingpa (a + /z,i)) ada di dalam
Bl{a,b)r).
Jika s menuju nol dari kanan atau dari pihak positif, 2> 0,

maka .f(.a = haij) - ({J:b'} = (.
;

Dengan memakai definisi turunan parsial didapat :

7.a,b)=limZ larhb)-jlad), ,

A=) I
Jika /» menuju nol dari kiri atau dari pihak negatif, 1 < 0

Fla+hb)- Sfla,b)
iz

maka <0

Dengan memakai definisi turunan parsial didapat -

. o S a /‘.?J))-— Sah)
f{ah)= L]};za. /2 .

A

0

H

Karena /,{a,6)20 dan 7 (@.b)50 maka /.(a.b)=0.

Akan diperlihatkan bahwa jika /" mempunvai nilai minimum relatif
pada titik (@,b) dan f(«,b) ada maka berlaku [ la,b)=0.

Jika f{x,y) adalah fungsi dengan dua variabel (x,v) maka turunan
parsial / terhadap v pada titik («,b) adalah

£ ()= tim L0 £)- flap)

keaid i

Karena fungsi / mempunyai minimum refatif” di (a,b) niaka dengan

-~

memakai definisi 3.3.2 didapat
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flapr k) flab)=0 .

Ini berlaku bilamana & cukup kecil sehingga {a,h+ k) ada di dalam

5 ((a, b)_; ]*) }
Jika £ menuju nol dari atas atau dari pihak positif, & > 0.

Hab+k)~ 1{a,b)

k

maka =0,

Bengan memakai definist turunan parsial didapat

f',(c.f.,b) = lim /(CJ b+ f()m ‘f'(a’.b) 50
¥3 bl X

Jika k menuju nol dari bawah atau dari pihak negatif, & < 0.

7 '(a,b + k ) ~ f '(a, b)
I'4

<{.

maka

Dengan memakat definisi turunan parsial didapat :

i e b+k)- I la,b) <0

k=i Kk

/ -,‘v ({‘; ® b) =

Karena f,(¢.b)2 0 dan f,(a,5)s 0 maka 7,(a,h)=0

(Conioh 3.22

2
Tentukan nilai ekstrem relatif dari fungsi f (_xt, .)J) =x"-2x+ _]I

Penyelesalan :
Fungsi yang diberikan dapat didiferensialkan sepanjang daeral definisinya,
vaitu bidang xyv.

Jdxv)=2x~2.
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Titik-titik  stasioner diperoleh dengan cara menetapkan _/,'.‘.(.x, v} dan
7.(x,v) sama dengan nof.

. : . v . :
I (.xﬁ y) =2x-2=0 bilamana x=1dan [, (.x, y) = -7— ={) bilamana y=10.
Sekarang tinggal memutuskan apakah (1,0) memberikan suatu maksimum

atau minimum atau bukan kedua-duanya.

Perhatilan bahwa
;2 V2 _ 2
_f'(x,_y)z PE, P A T T I i;fw I= (\ = 1‘)" +111— z 1.

Jadi /(1,0)sebenarnya adalah suatu nilai minimum mutlak,
Contoh 3.23 :
Tentukan nilai ekstrem relatif dari fungsi /{x, y) =2x% + y? —xy~Ty.

Penyelesaiaan .
Kita mempunyai /. {x, v}=4x—y dan J (\ y) = —
Untuk menemukan titik stasioner kita tetapkan /[, (x.y) dan I, (\ y) sama
dengan nol.
fulx.y)=4x~y=0 bilamana x=1 dan £, (x,y)=2y~x~7 bilamana
y=4.
Jadi titik (1,4) adalah titik stasioner,

Sekarang kita bandingkan nifai pada (1 4) dengan nilai f pada (i o+ f,4 A)
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Si4)=2+16-4-28=-14.
FO+na+0)=200+ 0 + {4+ i) ~{1+n)d+k)
w Dk dlr ot 20 V64 8 4 kP b e by o e - 28 T

=20+ k=l -14

Fl+hd+k)—f(14)=20" + k% - Ak = 2(172 ﬁ%m{h IS

J

By

{ N ! .
= ZL/1—~ kJ +~§-k >0, untuk setiap A,k dalam R.

4
Jadi fmempunyai minimum velatit pada titik ('114) dengan nilar —14.
Contoh 3.24 :
Tentukan nilar ekstrem relatif dari fungsi /(x y)=x*-y?,
i, /) S eyl )
Titik-titik stasioner diperoleh dengan menetapkan /| (.r\',, y) =2x dan
7, (.x,_y) = -2y sama dengan nol, int dicapai pada titik (0,0). Pada bidang
v=0, f{v,v)=x* dan Tungsi 7 bernilai positif. Tetapi pada bidang x =0,
1, ) = =y" fungsi /* bernilai negatif.
Jadi 7{0,0) bukan merupakan nilai terbesar maupun nilai terkecil.(lihat

gambar 36)
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gambar 30

Suatu tittk kritis di mana suatu fungsi tidak mempunyai nilai terbesar
maupun nilai terkeci! atau dengan kata lain tidak mempunyai nilai ekstrem pada

titik kritis disebut titik pelana. Jadi pada contoh 3.25 (0,0) adalah titik pelana.

Untuk fungsi dengan satu variabel, syarat [ ’(O): 0 tidak cukup menjamin
bahwa f mempunyai ekstrem pada ¢. Demikian pula syarat fx(x,y)=0 dan
f},(x,y):() tidak cukup untuk menjamin bahwa fungsi dengan dua variabel
mempunyai  ekstrem  relatif  pada (a,b). Jadi  kenyataan bahwa
fley)=r (x,¥)=0 tidak menjamin suatu ekstrem relatif.

Suatu titik kritis di mana suatu fungsi tidak mempunyai nilai terbesar
maupun nilai terkecil atau dengan kata lain tidak mempunyai nilai ekstrem pada

titik kritis disebut titik pelana. Jadi pada contoh 3.25 (0,0) adalah titik pelana.
Untuk fungsi dengan satu variabel, syarat f'(0)=0 tidak cukup menjamin
bahwa f/ mempunyai ekstrem pada ¢. Demikian pula syarat f.(x,y)=0 dan

f‘;,(x,_,v)zo tidak cukup untuk menjamin bahwa fungsi dengan dua variabel
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mempunyai  ekstrem  relatif  pada  (2.b).  Jadi  kenyataan  bahwa

filxv)= 7 (x,¥)=0 tidak menjamin suatu ekstrem relatif.
ide ini menuntun kita pada teorema yang menyatakan syarat cukup svatu
fungsi dengan dua variabel mempunyas ekstrem relatif.
Teorema 3.3.1.2 :
Andaikan | adalah fungsi dengan dua variabel mempunyai turunan parsial
tingkat dua kontinu dalam suatu kitaran yang berpusal pade Gtk kritis

(a,b) dan anduikan 1) = . {a,b)/ - (a,b)“ / f (CJ,b),

a) Jika D> Odan f la,b)> 0 maka f mempunyai minimum relatif’
puda (a,b).

b) Jika 1) >0 dan ”}[;.‘r(cz,])){ O maka | mempunyai meaksinnan relatil’
pade (a,b).

c) Jika D <0 maka [ tidak mempunyai ckstrem relatif” relatif pada
(a:b)

d) Jika 13 =0 maka perlu pengujian lebih lanjut

Bukii:
(a) Andaikan ¢(x, )= 7.{x, ‘)z),f;_ﬁ, {x,y)- f‘f (x,v).
Diketahui ¢{e,5)> 0 dan 1, {a,h)> 0 akan ditunjukkan /{a.#) adalah

nilai minimuwm relatif
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Karena 7./, dan 7 fungsi-fungsi yang konunu di b’((c:,b);r):
akibatnya, terdapat cakram buka B,{((w.0)n), di mana r <r,
sedemikian hingga ¢(x,v)>0 dan /. {x.v)> 0 untuk setiap {x,v) di
B.{a,h)r).

Misatkan k2 dan & konstanta-konstanta vang tidak dua-duanya nol,
sedemikian sehingga titik {¢+ b+ k) &i B ({a,b)r ).
Maka dua persamaan berikut

x=a+h dan y=b+ki, 05121

mendefinisikan semua itk pada segmen garis yang menghubungkan
titik (a,b) dan (a+ A0+ k). Sebut / fungsi dengan satu variabel yang
didefinisikan oleh -

1(t)= fla+ht b ki) e (28)
Dengan menggunakan rumus Maclaurin untuk fungsi /7 dengan satu

variabel, didapat :

1(t)= F(0)+ 10 4«!%;;(;3)4 2D

A5

dimana 0 <& <1,

Untuk ¢ =1 pada persamaan (29), berlaku :
f A iy 1 uf i gy
F()= F(O)+ 1(0)+ L ) e l30)

di mana 0 <& <1,
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Karena ]"(U)m.)"(a,b:) dan ]’*‘('])nf(c: -+ /7,b--f~k:) maka dengan
memakat persamaan {30), didapat :

Hla+hb+kl= flab)+ 1"’('0)4:';1«"'(5;) 3D

di mana 0 <& <1.

Untuk mendapatkan ];"’(t) dan ]4”"(@')5 digunakan aturan rantai pada
persamaan (28), didapat :

FU )= hf {a+ ht b+ ke)+ kf {a+ hi,b+ k). (3D
Jika f fungsi dua variabel dalam x dan y vang didefinisikan dalam
cakraim buka b’((af, b, r) dengan A]’_',_,,A/_'_l,,‘/_'g, dan _]’_;,_f terdefinisi di 8 dan
J dan f kontinu di B, maka didapat :

j_'\:s, (A",_;») — j;,_\_(.r,y) untuk setiap titik (.x', _y) di 5,

Jadi berlaku

1y Sk 20K K, e 33)
i mana setiap turunan parsial di ruas kanan persamaan (33) dihitung di
titik (& + A, b+ kt). Dengan memasukkan /=0 pada persamaan (32)
dan 7 = & pada persamaan (33}, didapat

F{0)= b {a,b)+ kf {a.b)=0 30
dan

FUEY= W f 420k, KT e (35)
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di mana setiap turunan parsial kedua pada persamaan (35) dihitung d
titik (c+ ht, b+ k) dengan 0 < & <1,

Dengan memasukkan persamaan (34) dan (35) ke dalam (371), didapat :

, : 1 : : 2 :
_f((} +h0+ &)_ -]I(aﬂl)) = ‘f;(hz-f-\i\' s thf.\:v * k“»/.s-:v) """""""" (36)
Bentuk-bentuk di dalam tanda kurung di roas kanan persamaan (36)
dapat dituliskan sebaga

F ot 2R A, :./'Z{/f +2}zk§‘—‘}‘-’ {f’c?—‘f} ~[f<~'-’—‘f5’-‘-} R

San -/{.\‘.\'

Sehingga persamaan (23) dapat dituliskan sebagai

3 (37

o

J V(Aa +hb+ k) ~7 .((I, b) = Ju Kh + ;HJ J n )

SJXX

Karena 1. /.. ——_f_',\;‘; di hitung di titik {a+ &b+ kE), maka nilainya
sama dengan gb(c.r. +hé, b+ /cg:‘)> 0. Jadi akan didapat, bentuk di dalam
tanda kurung pacda persamaan (37) bertanda positif. Selain itu karena
Fla+hEb+kE)>0, dari  persamaan (37) didapat bahwa
fla+hb+k)-f {e, ) bertanda positif,

Jadi telah terbukti bahwa j"(a +h,b 4-l{)> _f'(cz,b) untuk  setiap
(a+hb+k)#(ab) pada B Karenanya dengan memakai definisi
(3320, f (a,b) merupakan nilai minimuwm relatif dari /0

{b) Diketahw ¢(cz,b)>0 dan ‘f_;__‘_(a,b)<0 akan ditunjukkan f{a.b)

adalah maksimum relatif. Langkah-langkah pembuktiannya analog
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dengan (a). Karena ('a +hE b+ M} di dalam /’5({5:.:,1‘.)); 1) maka
FlavhEb+kE)<0 dan dari persamaan (37) didapat bahwa
7 '(a + 11, b -+ k) - /{a. b) bertanda negatif,
Jadi  terbukti  bahwa  flo+hb+k)< flab)  untuk  setiap
(¢ +hb+k)#(a.b)pada By Karenanya dengan memakai definisi
(3.3.1), f'(a,b) merupakan nilal maksimum relatit dari /.

{¢) Diketahui D:,7-_'\1\-(€f:b).7:;i;,(f17 [7)—1 }’j_,(a,b) <0,
Kita sudah mendapatkan persamaan (36) .

Andaikan 1= h® f,, + 20k, + K f,,,. e (38)

I dapat ditulis kembali dalam bentuk

= 7]‘" (7 12 4 200 T A B F T} e 20

WRY

f= w}m [(hfn + k}lw )2 +k : (‘fn/w - -)J.E“'-" )] """"""""" {39)

Joxx
Dalam hal i, /- tandanva tergantung pada nilai 2 dan & .
Untuk contoh,

o Jika k=0 maka /" =/"/_ dan I mempunyai tanda sama seperti

-f:\‘.\‘ N
It 2D OkED
s Jika £ =m-jZi¥ maka [ = e = 1\‘2’ S
XY -/ Rty J‘ AN
k2D W ~hf
< 0, untuk mia ko= —~—f;‘—‘—

o Ao
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tni berarti /7 mempunyar tanda vang berlawanan dengan /.
Dari kedua contoh di atas, kita ketahui bahwa titik stasioner adatah titik
pelana, karena / tidak memberikan tanda yang sama untuk setiap (4, k)
vang diberikan.
Jadi f{a,b) bukan nilai ekstrem.
(d) Akan kita bahas pada subbab 3.4.
Prosedur untul menentukan nmiai ekstrem suatu fungsi dengan dua variabel

I. Tentukan ]‘f‘_(..\t, y) dan f;, (.X‘,.j!),

2. Tentukan nilai x dan ¥ di mana 7.{x v)=0 dan _f_":(.x,).’):(} untuk
menentukan titik kritis.
B. Tentukan semua turunan parsial keduoa yaitu f_"_‘x_(.x,y), V., (8, _)z), /B (x, y).

4. Tentukan 1= £ {a,b)/, {a.b)~ 72(a.b) dan £, (a.b) pada titik kritis,
Contoh 3.23 :
Tentukan nilai ekstrem relatif untuk fungsi f{x, y)=4-4x" —”.

Penyelesaian

Jlx,y)=~8x dan f,{x,p)==2y.

S (e y)=0jika x=0 dan f,(x,»)=0 jika y=0.
Joley)==8. f,ley)=-2. [, ry)=0.

Pada titik (0,0), D= (=8}~ 2}~ 0* =16 >0 dan £_(0,0}=~8<0.

Jadi fungsi /' mempunyai nilan maksimum pada titik (0&4).
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Contoh 3.26 :

Tentukan nilai ckstrem relatif untuk fungsi f{x, v} = x* +y* = 2x+1,
Penvelesaian ¢

e (.r,y) =2x~2 dan f, (.r,y) =

I (\ _y)x 0 jika x =1 dan _/_",(..\‘,y) =0 jika y=0.
fley)=2, £(ap)=2, £,(xy)=0.
Pada titik (1,0), 2 =22-0" =450 dan £,.(1,0)=2>0.
Jadi fungsi fmempunyai nilai maksimum pada titik (1,0,0).
Confoh 3.27
Tentukan maksimum dan mimimum dari fungsi
‘]’"(.X., y) =x + y"i —3x—-12v+20.
Kita mempunyai
Sl y)=32" =3, flxp)=3y" ~12.
7{x,y)=0 untuk x=*1,
" ](xy) = (= TON
Selanjutnya fungsi mempunyai 4 titik stasioner yaitu (1.2), (~1,2), (1,-2),
dan (4;2).
Toley)=6x, £,(x.)=0, f (x.y)=6y.

Pada titik (1,2}, f.(xy)=6>0 dan /. /, ~/2=72>0 berarti {12)

adaiah titik minimum dari fungsi.
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Pada utik ('— ‘1,2), Sl v)=-6<0 dan f fow = Jl==72<0 berarti

a
fungsi tidak mempunyai nilai ekstrem pada titik (—112).

Pada ttik (1,-2), /. {x¥)=6>0 dan 7 f, ~/2=-72<0 berarti

]
fungsi tidak mempunyal nilar ekstrem pada titik (I ,~—2).
Pada titik {-1-2}, /. (x.y)==6<0 dan f.f, ~/2=72>0 berarti

fungsi mempunyai nilai maksimum pada titik (~1,-2).

33.2 EXKSTREM MUTLAK

Untuk fungsi dengan satu variabel biasanya fungsi yang ingin kita
maksimumkan atau mmimumkan terdefinis pada interval tertutup [a,b] sehingga
untuk fungsi dengan satu variabel biasanya fungsi yang ingin kita maksimumkan
atau mimmumkan terdefinist pada himpunan terbatas X,

Untuk fungsi dengan satu variabel, Teorema Nilat Ektrem (teorema 3.1.2.1)
mernjawab pertanyaan adanya ekstrem mutlak. Teorema berikut, yang sangat sukar
untuk dibuktikan, tetapi secara intuisi jelas, akan membantu kita dalam menjawab
pertanyaan tentang ekstrem mutlak suata fungsi dengan dua variabel.

Teorema 3.3.2.1 (Teorema Nilai Eksirem)

Jika fungsi f kontinu pada suatu himpunan tertutup dan terbatas pada R

maka | mempunyal maksimm mutlak dan mininuon mutlak pada tiik-titik

dalam R.

Jika f kontinu pada himpunan tertutup dan terbatas R maka teorema 3321

menjamin adanya nilai maksimum mutlak dan mmimum mutlak /pada X, Ekstrem
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mutlak ini dapat terjadi pada batas R atau dalam pedalaman R, tetapt ekstrem

mutlak yang terjadi pada tittk pedalaman, maka itu terjadi pada suatu sk kritig) ind

menuntun kita pada teorema sebagai berikut :

Teorema 3.3.2.2 :
Jika suaty fungsi | dengan dua variabel mempunyai ekstrem mutlak pada
suaty itk di pedalaman domainnya | maka ekstrem itu terjadi pada suciu
titik kritis.

Bulkti :
Jika / mempunyai ekstrem mutlak pada tiiik (a,b) dalam pedalaman
domain j/ maka f(a,,b) merupakan nilai terbesar atau ferkecil dalam
pedalaman domain £ Dengan demikian ini berarti juga bahwa nilai terbesar
atau nilai terkecil dari / berada di sekitar titik {a,b) atau dengan kata lain
ada suaiu kitaran yang berpusat di titik (a,b) yang menjadikan f(a,b) nilai
terbesar atau nilal terkecil dalam kitaran tersebut. Jadi / mempunyai
ekstrem relatif. Jika kedua turunan parsial ada pada titik {«,h) maka
Flab)=0 dan f,(u.6)=0 menurut teorema 3.3.1.1, titik {«.h) adalah

titik kritis dari /.

Permasalahan selanjutnya adalah menentukan ekstrem mutlak dari suatu
fungsi / dengan dua variabel yang kontinu pada himpunan terbatas X, perhatikan
prosedur di bawah tm

1. Tentukan titik-titik kritis dari / yang terletak di dalam R.
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2, Tentukan semua titik perbatasan,
3. Hitung j‘(.x,y) pada titik-tititk perbatasan dan titik-titik stasioner, nilai

terbesar akan menjadi nilai maksimum mutlak dan nilas terkecil akan

menjadi nilai minimum mutlak.

Conioh 3.28 :
Tentukan nila méksimum mutlak dan mimmum mutlak dan
_/'(x,y):3xy-6>.'m3y+7 pada daerah segitiga tertutup R dengan puncak
(0,0}, (3,0}, dan(0.5)

Penvelesalan :

I >
gambar 37

Daerah R tampak pada gambar 37.

Kita mempunyai 7. (x,y)=3y~6 dan /8 (x= P)=3x-3

Titik kritis terjadi bilamana 3¥-6=0 dan 3x-3=0. Penyelesaian
persamaan ini menghasilkan x=1 dan y =2, jadi (1,2) adalah titik kritis.
Hal ini tampak pada gambar tittk kritis di dalam R.

Kemudian kita ingin menentukan lokasi titik-titik pada batas dari X di mana
ckstrem mutlak terjadi. Batas 2 terdiri dari tiga tuas garis, masing-masing

akan kita bahas sccara terpisah.
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»  Ruas garis di antara (0,0) dan (3,0)

Pada ruas garis ini kita mempunyai y = x dan f(.x; 1) dapat kita ubah
menjadi fungsi dengan satu variabel dalam x.

u(.r) = /(\O) ==0x+7,02x53,

Fungsi i tidak mempunyai titik kritis karena u’(.\") =-6%0 unfuk
semua x. Jadi nilai ekstrem dari (x) pada titik-titik ujung x = 0 dan

x =3 yang bersesuaian dengan titik-titik (0,0) dan (3,0) dari 2.

Ruas garis di antara (0,0} dan(0,5)

Pada ruas garis ini kita mempunyai x= 0, sehingga fungsi f{x, }f)
menjadi fungsi dengan satu variabel dalam y vang berbentuk

v(y) = £{0,y)=-3y+7, 0<y<5,

Fungsi inl fidak mempunyai ik kritis karena V’(y)z——?)r,é 0 untuk
setiap v. Jadi nilai ekstrem dari v(_y) terjadt pada tiik-tink wung v =90
dan v =35 yang bersesuaian dengan titik (0,0) dan(0,5) dari R.

Ruas garis di antara (3,0} dan{0,5)

Dalam bidang —xy persamaan ruas garis mi adalah

y:—-swx"‘,"S . 05\53
3

Fungsi /{x,y) kita ubah menjadi fungsi dengan satu variabel dalam x

) r
w{x)= f'{x,—gx—FS = 3% m—5~.,\'+5 ~HX 3 wns—.r+5 +7
T3 3 3

= o5 4 14 ~8, 0 < x <3
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wi{x)=~10+14, persamaan w'{x)=0 hanya menghasilkan sebuah

titik kritis vaitu x = . Jadi nifar ekstrem dart w terjadi pada titik kritis

r=o atau titik-tittk ujung x =0 dan x=3. Tittk-titik ujung vang

bersesuaian dengan titik-titik (3,{)) dan (0,5) dari ! dan dari persamaan

5 . o : 8
y=-=x+5 | 0=x=<3  ftitik krifis bersesuaian dengan ;,—;} :
3 5 3

Perhatikan tabel di bawah yang mendaftar nilai-nilai /(x,v) pada titik

fa
v
4
jour
=

<
oF
=
jmiy
—

sada iitik-tittk pada batas di mana ckstrem mutlak
ferjadi. Dart tabel fersebut kita smpulkan bahwa nilar maksimurm

mutlak dari 7 adalah 7{0,0)=7 dan nilai minimum mutlak adalah

F(3,0)=~11
(x.p) 1{00)  (30) (03) { _7_ 8 } (12)
7oy 7 -1t -8 g 1

2
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34 PENGGUNAAN TEOREMA TAYLOR DALAM KASUS D=0
Dari pembahasan pada subbab 33 diatas, dapat di tarik kesimpulan sebagai
berikat
Jika fungsi f dengan dua variabel terdefinisi wtuk setiap Hitik pada cakram
buka Bl{a,b)r} dan kontinu pada cakram buka dan f {a.b)= § . {a.0)=0
maka
a) fmencapal nilai minimum relatif di (a,z’;l) apabilu
g j‘;,‘_‘_(c;gb)‘ /u_:i‘,(a,b)m‘ f:;ﬁ:(a,b) >0 dan [, {a,b}>0.
b) [mencapai nilai maksimum velatif di (a, b) apabila
D=1 Aab) ) fab)- 2lab) > 0 dan [ (a,b)<0.

¢) [iidak mencapai nilai eksirem relatif di (a,i’)) apabila

D=1 da b)) a0} 12 (e b) <0,

Untuk selanjutnya kita akan membahas bilamana D= /. {a.0)/, {a.b)~ [2{ab) = 0.
Dari (39) maka maka kita dapat menulis/” dalam bentuk

o W i S e (80)

Selanjutnya f{a.b) adalah nilai maksimum jika /.. <0 dan f{a,b} adalah nilai

_f'(a + b+ k.‘)-~ _/'(a,[;) =0 jika

minimum  jika />0, Tetapt mungkin
i ki, =0, untuk setap Jk  yang diberikan. Untuk kasus seperti ini

penyelidikan tidak dilanjutkan.
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Contoh 3.29 :
Tunjukkan bahwa fungsi Fleyy=2x" +6xp+5y" +2x+ y+Iny untuk
v > 0 tidak mempunyai nilai ekstrem pada titik stasioner.

/1 (.l\’, }f) w= 4 x o+ 6),} +2

j;,(.x, }f) = 6)C -4~ ] Ov 4 _}_ o .
) v

Untuk mencari titik stasioner kita tentukan

f, (..\3 ']f) =4y 4 ()V +2=0.

f—;,{-rg J"} =6x+10y+ i 4+1=0
. »

Sehingga kita peroleh

})

Akibatnya kita peroleh y =1 dan x = -2, sechingga kita hanya mempunyai
sebuah titik stasioner yaitu {~2,1).

. , W 1
-f-\’-l'(x’ -}I) =4 ® -/-\'.\’ ("‘“° —V) =0 * .fjtv (.,‘C, .y) - "):5, .

Sehingga diperoteh /(= 2,1}/ (=21~ f2 (= 2.1)= 4(9)-6* =0,
dan kita tidak dapat mengklasifikasikan titik stasioner.
Sekarang kita akan menggunakan rumus Taylor dengan sisa suku ke-3

R, (x, ) di sekitar titik (—2.1).
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7 '(.'.\'9 y) = 2[(\ + 2) - 2]2 + 6[(.\‘ + 2) - 2][(_1» - ])+ 'l] + 5[(_}) - 'l) 41 ] + 2[(.\' + 2) - 2] +

[(yw—])+1]+in[(y%)ﬂ]
WY, I 9, v 1, v
=24 2{x+ 2} +6(.r+2)(_3:'~1)+;{y-----l) +={y=1) + R
)

Deret Taylor untuk Inf{y —1)+ ]] adalah

2 1
(=) m =1 + 201
L4 o

Bentuk pangkat pertama dalam (.x+2) dan (y~—1) pada titik stasioner
(-21) adatah nol.  Perlu diketahui bahwa  koefisien  dari

(.x +2F (x+ 2){_1! - 1), (y— 1)2 tak lain berturut-turut adalah

—}" f\\ (_ 2"] } /11 (M 2*1 ). ‘l‘ /’{\. (—' 2])

5
Flsy)=-2+ S+ 2)+ 301 + H-1)+ Ry
- 2

ST PSR YRy Y P
i )

Selanjutnya pada persamaan 2x+3y+1=0, dekat titik (__ 2,1) dan

J{x, _}f) akan lebih besar atau lebih kecil dari f(m 2,‘%) sesuai dengan v lebih

besar atau lebih kecil dari 1. Jadi titik stasioner {— 2,1} bukan titik ekstrem.
Contoh 3.30 :

e : . 4 2.2 ; - 1
lunjukkan bahwa fungsi [ {(x,y)=x" ~x*1* + ", mempunyai nilai

minimum pada (0,0), d&i mana /.7, - /o =0
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Penyelesaian :

S (xy)=dat - 2xy7 maka  /,(0,0)=0
folny)=-2x"y+4y° maka f,(0.,0)=0
Sule y)=12x0" =2y maka  /,,(0,0)}=0
Sk, y)=—4xy maka . (0,0)=0
Soplny)= =227 112y maka £,,(0,0)=0

kita peroleh 1./, =/ f‘ = 0.

Kita akan menggunakan bantuan turunan ke-3 dan rumus Taylor dengan

sisa sukn ke-3 unink dapat menentukan jenis ckstrem dart fungst di atas.

fenlr,y}= =4y
.f\n(\ V) 4"1{

.’(n: (\ V) 241}

b k)-1(00)= [;?—m_ + f(ayjj"((),o)%—%( 2L > f("*?—}f'(o,o)wg

ax &x‘“ mé‘v o

di mana

a3 63 3

3
(/? .9 VST SRV < B Ay 13_ 7{0h,0k), 0<0<1.
6L x @f\ m@f &’

3 3 o

'f'(i?,ic)—_f'({):(})z-é[ ! "1 N Y e & -’f%}]‘(ﬁh,@/’c)

o o’ oy Foreana v
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; (17 (2461 + 307 k(= 46k )+ 30k (- 40 k) + 1 (2464)

7-27(249/?"” ~ 120072 12601k + 246K )

= 4()(;’74 P E* +/{4)

46 (]32 w/’cz)z +h7k? > 0, untuk setiap (b, k) dalam (v, ).

Ini beraeti /(i k)— £(0,0) nilainya positif, untuk setiap {h,k) dalam {x, y)

Jadi fmempunyai minimum pada titik (O,{)), di mana nilainya adalah nol.
Contoh 3.31 :

Tunjukkan bahwa fungsi  /{x.y)=x"~p', tidak mempunyai nilai

ekstrem pada (0,0), di mana Sk Jo=0.
Penyelesatan
1o(x, )= dx? maka 7.{0,0)=0

/ 1("\ y)=-4y" maka 7 {0,0)=0
Tolx, y)=12x7 maka  /,,(0.0)=0
S lx)=0 maka 7,,{0.0)=0
T (,\yy) =242 maka /,, (010) =t

kita peroleh /. /. — /o =0
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Kita akan mengpunakan bantuan turunan ke-3 dan yumus Tayior dengan
g1sa suku ke-3 untuk dapat menentukan ada tidaknya ntlai ekstrem dari
fungsi di atas.

/m(x }1) 24x

Lol y)=0

L {x.v)=0

fonlt )= =21y

. , o ,0 i 02 31,
A kl— 100} =) h—+k— {00 = k2 0.0)+ R,
100)={nZ <200 Lo 2k Z 0

di mana

~3 3 3 3
R =2 (/ﬁ & FIR ,_,f?_m EEHO AR Y ] F(enok), 0<a <1

6 X éx (»V uwv oy
TG - G & .8
k)= £0,0)= | It 430 ke 430K k7 OB, Ok
6L ac Aty o\f‘lf E‘) J

~~~~~ (,, (246 h)+ 302 k{0}+ 30k2(0)+ I (= 240k )

;%(249/’14 __246)/(4)x 46)(:]?"‘ _ /(-1}: 49(]22 + r’i’EX/?.z B ](2)

Dan f{h.k} akan lebih besar atau lebih kecil dari £{0,0) sesuai dengan 7

dan k& yang diberikan. Jads titik stasioner (O;O) bukan titik ekstrem.
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BAB IV

PENUTUP

Berdasarkan uraian pada bab sebelumnya, maka secara umum dapat ditank

kesimpulan sebagal berikut

1.

2

Nilai ekstrem relatif suatu fungsi dengan satu variabel seringkali terjadi
pada tink-titik knits yaitu itk ¢ dalam domain f di mana f "(c) ={ atau /
tidak berturunan pada titik ¢. Nilai ekstrem relatif seatu fungst dengan dua
variabel seringkali terjadi pada fitk-titik kritis vaitu titik (cz,b) datam
cakram buka B{(a.b)r} di mana f.(x,y})=0 dan /,(x,y}=0 atau turunan
parsial tingkat satu dari {ungsi ftidak ada.

Nilat ekstrem mutlak suatu fungsi dengan satu vanabel yang kontinu pada
mterval tertutup [c:.f,b] dapat terjadi pada titik-titik wjung atau titik-titik
kritis. Nilai ekstrem mutlak suatu fungsi dengan dua variabel vang kontinu
pada himpunan terfutup dan terbatas X dapat terjadi pada titik-titik batas
atau titik-t1tik kntis.

Suatu fungs: / akan mempunyai nitai maksimum relatf pada titk kritis, jika
nilai fungsi / merupakan milal terbesar di sekitar tiik kritis. Fungsi /
mempunyal nilai minimum refatif pada titik kritis, jika nilai fungsi
merupakan nitai lerkect di sekitar titik kritis.

Untuk mencari nilai ekstrem mutlak darn suatu fungst /) kita harus

menentukan tittk-titk wjung ataw tmk-tink batas dan titik-tiik  kritis,
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kemudian membandingkan miai fungs1 dan tink-trok tersebut Dy antara
semua nilai itu yang terbesar akan menjadi nilai maksimum mutlak dan
yang terkecil akan menjads niar mmimum mutlak.

Syarat perlu suatu fungst dengan satu variabel yang terdiferensial pada titik
¢ mempunyai nilai eksirem adalah f(c)=0. Svarat perlu suatu fungsi
dengan dua variabel yang berturunan pada titik (a,b) mempunyal nilai
ekstrem adalah /. {(a,b)=0 dan f . {a.b)=0.

Svarat cukup suatu fungst dengan satu variabel vang berturunan dua kali
pada titik kyitis mempunyai nilai ekstrem adalah /"{(c}= 0 Jika /"(c)> 0

maka / mempunyai nilai minimum relatif pada titik ¢. Jika /"{¢)<0 maka

{mempunyai nilal maksimum relatif pada titik ¢

Svarat cukup suatu fungsi 7 dengan dua variabel yang turunan parsial
tingkat duanya pada titik kritis ada, dikatakan mempunyai nilal maksimum
relatif pada titik (.0} jika D >0dan f, {a,b)<0. Sebaliknyafungsi f
mempunyai minimum relatif pada titik («¢,5) jika 22> 0dan 7, (a,8)> 0.
Penggunaan rumus taylor dalam kasus f"(c) = () menghasitkan kesimpulan
sebagat bertkut

= Jika /"(c)=0 dan s"(c)#0 maka f(c) bukan merupakan nilai

ekstrem.
« Jika f(c)=f"(c)=0 dan fW(c)=0 maka f{c) merupakan nilai

ekstren.
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9. Penggunaan rumus taylor dalam kasus :_/_'r_k_('a?/.)_)_/',,‘,(ca/_a)_]_‘j‘,('a,h):O
dapat memberikan kesimpulan bahwa f(a.b) dapat merupakan nilai

ckstrem dapat juga bukan nilai ekstrem.
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