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ABSTRAK

Kebutuhan akan adanya matriks dan bentuk kuadrat yang sederhana
menyebabkan timbulnya masalah pendiagonalan matriks.

Penerapan pendiagonalan matriks antara lain untuk mengetahui jenis
ekstrim fungsi dalam n variabel dengan cara mengetahui tanda elemen pada
diagonal utama dari matriks Hess. Dengan pendiagonalan matriks pada persamaan
kuadrat dalam 2 variabel dan 3 variabel dapat diketahui grafik dari persamaan
kuadrat tersebut.

Penyelesaian sistem persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien
konstan dapat diselesaikan dengan pendiagonalan matriks. Pada genetika,
pendiagonalan matriks berguna untuk menghitung pewarisan sifat dan penyakit
genetika makhluk hidup sampai pada generasi ke-n. .

vi
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BAB I

PENDAHULUAN

A. LATAR BELAKANG
Dalam mempelajari aljabar linear, kita mengenal suatu bentuk tertentu yang
dinamakan bentuk kuadrat. xlz + ix,xz & xzz dan x;* + 2x22 o+ 3>‘:32 + 4xyxa 4 X;
+ 6x,%; merupakan contoh bentuk kuadrat dalam 2 variabel dan 3 variabel.
Bentuk k;;drat seperti contoh di atas dapat ditulis dengan lambang matriks

sebagai X'AX dengan A merupakan matriks dari bentuk kuadrat dan X adalah

[x; %2 ... %] dengan n adalah banyak variabel. Dalam contoh bentuk kuadrat
1 2 2

dalam 3 variabel diatas, A={2 2 3|danX=[x; x2 X3]
OIHes a3

Tentunya bentuk kuadrat yang rumit seperti contoh di atas akan
menyvlitkan dalam menyelesaikan persoalan jféng ‘ada. Persoalan vang ada itu
antara lain mencari optimisasi fuhgsi dalam n variabel, mengenali irisan kerucut
dan permukaan kuadrat, menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear
homogen dengan koefisien konstan, dan genetika. Yang kita butuhkan adalah
bentuk kuadrat yang sederhana yaitu bentuk kuadrat yang tidak memuat suku-
suku campuran. Matriks dart bentuk kuadrat yang sederhana berupa matriks
diagonal. Tidak hanya bentuk kuadrat saja yang dapat kita sederhanakan, tetapi
matriks juga dapat kita sederhanakan.

Kebutuhan akan adanya matriks dan bentuk kuadrat yang lebih sederhana

itulah yang mendorong kita untuk mempelajari bagaimana proses membawa
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matriks A tersebut menjadi matriks diagonal. Hal itu menimbulkan masalah

pendiagonalan matriks.

“B. PERUMUSAN MASALAH
Yang menjadi masalah dalam penulisan skripsi ini adalah
I Apakah yang dimaksud dengan pendiagonalan matriks?
2.  Bagaimana cara mendiagonalkan matriks tersebut?

3. Apa saja penerapan pendiagonalan matriks fersebut?

C. TUJUAN PENULISAN SKRIPSI

Tujuan dalam penulisan skripsi ini adalah memahami pendiagonalan
matriks dan cara membawa bentuk kuadrat menjadi bentuk yang lebih sederhana.
Tujuan lain adalédh dapat menerapkan pendiagonalan matriks tadi dalam mencari
optimisasi fun_g_gi dalam n variabel, mengenali irisan kerucut dan permukaan
kuadrat, menyélesaikan sistem persamaan diferensial linear homogen dengan

koefisien konstan, dan genetika.

D. RUANG LINGKUP SKRIPSI

Dalam skripsi ini, yang dibahas hanyalah bentuk kuadrat dengan koefisien
real. Materi yang telah didapat dalam kuliah tidak diberikan secara mendalam dan
ditulis dengan tujuan untuk mengingatkan saja. Teorema yang tidak secara

Jangsung berhubungan dengan pendiagonalan matriks sengaja tidak diberikan
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buktinya. Dalam penghitungan akar-akar persamaan karakteristik dilakukan
hanya pada persamaan karakteristik yang dapat diselesaikan secara aljabar.

Bab [ berupa pendahuluan yang berisi tentang latar beilakang, perumusan
masalah, tujuan penulisan skripsi, ruang lingkup skripsi, materi prasyarat, dan
metode penulisan.

Pada bab 1II dibertkan uralan secara singkat mengenai jenis matriks,
determinan matriks, invers matriks, sistem persamaan linear, bentuk eselon baris,
ruang vektor, kombinasi linear, ruang Euclides, vektor 6rt0g0na1, vektor baris,
vektor kolom, dan transformasi linear.

Pendiagonalan matriks melalui nilai eigen dan vektor eigen, matriks similar,
pendiagonalan secara ortogonal, pendiagonalan melalui reduksi Lagrange, dan
pendiagonalan melalui eliminasi Gauss-Jordan dibahas dalam bab I11.

Bab IV yang merupakan inti dari penulisan skripsi ini berisi beberapa
penerapan pendiagonalan matriks, antara lain dalam mencari optimisast fungsi
dalam n varfabel, mengenall irisan  kKéiucut dan  permukaan kuadrat,
menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien
konstan, dan genetika.

Bab V adalah penutup vang berupa kesimpulan dar apa yang telah dibahas

dalam skripst ini,

E. MATERI PRASYARAT
Materi prasyarat dalam membahas pendiagonalan matriks ini adalah

matriks , aljabar linear dan geometri analitik.
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F. METODE PENULISAN

Dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan metode studi pustaka.
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BAB I

MATRIKS DAN TRANSFORMASI LINEAR

Pada bab ini akan diulang kembali beberapa hal yang akan digunakan pada
pembahasan pendiagonalan matriks dan penerapannya, antara lain matriks dan
invers matriks, sistem persamaan linear, bentuk eselon baris dan transformasi
linear. Tidak banyak yang disajikan dalam bab ini karena hanya untuk mengingat

kembali apa yang telah kita pelajari.

A. MATRIKS DAN INVERS MATRIKS
Matriks adalah susunan elemen-elemen dalam baris-baris dan kolom-

kolom. Matriks yang memiliki m baris dan n kolom disebut matriks berordo

m x n dan ditulis sebagal :

a, 2ap n
a4, ap ay,
Amxn= {3ij] =
_am! am2 . J x anm n

Huruf i menyatakan indeks baris dan j menyatakan indeks kolom, dengan

i=12,..,ndanj=12,...n.

Jenis matriks

Matriks persegi adalah matriks yang berukuran n X n. Himpunan elemen &

discbut diagonal utama, 1= 1,2,...,n
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Matriks diagonal adalah matriks persegi yang elemen diagonal utamanya
tidak semuanya nol dan elemen lainnya sama dengan nol.

Matriks identitas adalah matriks diagonal yang semua elemen diagonal
utamanya 1 dan dilambangkan dengan L

Matriks nol adalah matriks yang semua elemennya sama dengan nol.

Matriks segitiga atas adalah matriks persegl yang semua unsur di bawah
diagonal utama adalah nol.

Matriks segitiga bawah adalah matriks persegi yang semua unsur di atas
diagonal utama adalah nol.

Suatu matriks persegi A = [a;] disebut simerrik jika ay =a; Vi= 1,2, ., n
danj=1,2,...n

Matriks A"y x m disebut franspose suatu matriks A, o yang didapat dengan

mempertukarkan baris dan kolom.

Determinan matriks

Determinan matriks persegi A dilambangkan dengan |A1 adalah suatu
bilangan yang didapat dari elemen-elemen A dengan pengerjaan tertentu, yaitu

- Untuk Ay =[a] maka |A| =a

dyy A
- Untuk Ay 2= [ } maka A]::- ay,.8,, —a,,.8,,

n 9]

- Untuk Ayxn maka [A| = i(wl)"” ay My

=1
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dengan M;, adalah matriks yang didapat dari matriks A dengan mencoret
baris ke 1 dan kolom 1.

Suatu matriks persegi A berordo n disebut singgular bila dan hanya bila
$A| = 0, dan disebut non singgular bila dan hanya bila IAi #0.

Matriks persegi A dan B berordo n disebut saling kongruen bila dan hanya

bila ada matriks P yang non singgular sedemikian hingga B = P'AP,

Invers Matriks

Invers suatu matriks persegi A berordo n adalah matriks A™ yang memenuhi
ATA=AA" =1,
Matriks qyé'mg non singgular akan mempunyai invers, sedangkan matriks
singgular tidak akan mempunyai invers.
Dalam mencari invers suatu matriks persegi dapat dilakukan dengan
menggunakan matriks adjoin, partisi matriks ataupun operasi baris.
Operasi-operasi baris elementer yang dapat dilakukan terhadap suatu

matriks adalah

e

Mempertukarkan dua baris

b

Mengalikan suatu baris dengan k € %t dan k#0

Menambah suatu baris dengan k kali baris lain

)

Operasi ini dapat juga dikenakan terhadap kolom-kolom matriks dan
dinamakan operasi kolom clementer. Operasi-operasi itu akan membawa matriks

semula menjadi matriks lain yang ekuivalen dengan matriks semula.
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Suatu matriks identitas yang dikenai satu kali operasi baris elementer atau
operasi kolom elementer disebut matriks elementer.

Setiap kita mengenakan transformasi elementer berarti kita mengalikan
matriks semula dengan matriks elementer. Jika yang dilakukan adalah operasi
baris maka matriks elementer tersebut dikalikan dari sebelah kiri dari matriks
semula dan jika operasi kolom, maka matriks elementer itu dikalikan dari sebelah

kapan dari matriks semula.

B. SISTEM PERSAMAAN LINEAR
Perhatikan definisi berikut

Definisi 2.1
Persamaan linear dengan n variabel X;, Xa, ... , X, adalah persamaan yang
dinyatakan dalam bentuk a;x; + @Xp + ... + ¥y = b dengan a), az, ... , 8
yang tidak semuanya nol dan ay, as, ... , 45,0 € N.
Suatu s;'stem m persamaan linear dalam n variabel adalah kumpulan
persamaan yang berbentuk

ayxy +anpXe t .. T anXa= b

ayXs + anXy + ...+ 8y =ba

Am Xy _+ amaX2 + ot agnXn bn
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a a yang tidak semuanya nol dan

m2z 2" mn

dengan a

ml?

a_ . ,a LA ., by €91

ml o m2 s

Sistem persamaan linear di atas dapat ditulis dalam notasi matriks sebagai

a, dp Ay X b,
dy B 4y X b,
ha ml a‘m2 H . : amn ___Xn u _bn o

atau AX =18

Susunan matriks C = [ A|B ] disebut matriks lengkap .

Sistem persamaan linear yang tidak mempunyai penyelesaian disebut sistem
persamaan yang inkonsisten sedangkan yang mempunyai penyelesaian disebut
sistem yang konsisten dan penyelesaian itu dapat tunggal atau banyak.

Yang d.;l;naksud penyelesaian di sini adalah suatu pasangan terurut
(11, 2, ... , t,) yang memenuhi sistem persamaan linear tersebut dengan t; e 9N

untuk 1i=1,2, ..., 0

C. BENTUK ESELON BARIS

Suatu sistem persamaan linear vang dibahas dalam subbab sebelumnya
dapat diselesaikan antara lain dengan menerapkan operasi baris elementer pada
matriks lengkap dari sistem persamaan tincar tersebut,

Proses untuk mentransformasikan matriks lengkap tadi ke dalam bentuk

matriks segitiga atas yang juga disebut scbagai bentuk eselon baris dinamakan
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i0

eliminasi Gauss. Sedangkan proses untuk mentransformasikan matriks lengkap
ke dalam bentuk matriks identitas yang juga disebut bentuk eselon baris tereduksi
dinamakan eliminasi Gauss-Jordan.

Penyelesaian sistem persamaan linear yang telah direduksi melalui eliminasi

Gauss dapat diselesaikan dengan menggunakan metode substitusi balik.

D. TRANSFORMASI LINEAR

Dalam subbab ini, kita akan mengingat kembali beberapa konsep yang
berhubungan dengan ruang vektor dan transformasi linear. Terlebih dahulu
perhatikan definisi berikut
Definisi 2.2 -

Himpunan semua n-tupel terurut (X, X,,..,x, ) disebut ruang vektor -n dan

dinyatakan dengan R ", n berupa bilangan bulat positif.

Definisi 2.3

Diketahui u = (u,,u,,..,u, ) dan v=(v,,v,,..,v, ) adalah sebarang vektor

dalam R". Jumlah dan perkalian dengan skalar dari u dan v didefinisikan

sebagal
wtv= (U FV, , UV, o U V)
ku = (kyy . kup oo, kug)

untuk k € M.
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11

Definisi 2.4

Diketahui n vektor dalam R" yaitu x,,X,,..x, € R" . Suatu susunan
b =  aX, +a,X,+..+oa x disebut  kombinasi  linear dan

XXy, X, untuk o, o, 0, € R

Definisi 2.5

Vektor-vektor x,,X,,...,X, € R®" disebut fak bebas linear bila dan hanya
bila terdapat «,,o,,...,0, € N yang tidak semuanya 0 schingga

X, +0L,X, +o o x =0,

Vektor-vektor X,,X,,..,x, € R" disebut bebas linear bila dan hanya bila
o X, +&,%, o+ o,x, = 0 mengakibatkan o, 05,0, € 9 yang

semuanya 0.

Teorema 2.1

Diketahui x,,X,,...,x, adalah vektor-vektor dalam R" y,,y,....y, bebas
linear bila A = (a; ) non singgular dengan y; = Zaijxj dani=12,..n
sl

RBukti tidak diberikan.

Kita akan mendefinisikan ruang Euciides.
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Definisi 2.6
Diketahui u = (u,,u,,....u, ) dan v =(v,,v,,...,v, ) adalah sebarang vektor
dalam R® Hasil kali dalam (inner product) didefinisikan sebagai
WY = vy vy T Uy

dan norma Euclides dari vektor u didefinisikan sebagai

ol = () = Ju” w7 5k,

Definisi 2.7

Ruang-n M" dengan operasi penjumiahan dan perkalian skalar, hasil kali

dalam dan norma Euclides didefinisikan sebagai ruang-n Fuclides.

Definisi 2.8

Diketahui u = (u,,u,,..,u, ) dan v = (V,,Vy,..,V, ) sebarang vektor dalam

M® . w dan v saling ortogonal bila dan hanya bila u.v = 0.

Definisi 2.9

Himpunan vektor-vektor yang dua-dua saling ortogonal dan masing-masing

mempunyai norma 1 disebut iimpunan ortonormal.,

Suatu vektor we 9" dengan w = (u,u,..,u,) dalam 9" dapat

dinyatakan dengan menggunakan notasi matriks u ={u, u, . u, ]' Hal itu
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u, v, u, v,
U, Va U, +V,
terjadi karena operasi matriks u + v = | = ’ dan
_uli_w _Vn_ _ull+Vn__
u, T [k, ]
u; ku,
ku=k|  I=i  [untukk € 9" , sama seperti operasi vektor yang didefinisikan
U, | _kun_
dalam 9"
Definisi 2.10
4, 2y &,
a21 a22 a"n
Diketahui A =| adalah matriks berordo m x n.
_a ml a m2 3 . N a mn _j
Vektor r,= la, a, .. a,. |
L= [321 dy - azn]

rn = [a m2 am? amn}
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yang berasal dari baris — baris dalam A disebut vekfor baris dan

Vektor c = [a” azi alnl]
e,;=la, ay .. 3.1\2]
c, = [ain dyy amn]

yang berasal dari kolom-kolom dalam A disebut vekior kolom.

Selanjutnya kita akan membahas suatu tipe pemetaan tertentu yang disebut

transformasi linear. Perhatikan definisi bertkut.

Definisi 2.11
Diketahui T: V— W adalah suatu fungsi dari ruang vektor V ke ruang
vektor W, Fungsi T disebut transformasi linear bila dan hanya bila
(i) T(u+v)=T(u)+ T(v) Yu,veV

(i1} T(ku) = kT(u) Yue V dan ke

Pada suatu transformasi linear T dari R" — W " terkait suatu matriks A
berordo m x n. Perhatikan teorema berikut.
Teorema 2.2

Jika ada transformasi linear T dari " —> 91" maka ada matriks A berordo

m x n sedemikian hingga T(x) = Ax Vx ¢ R” (x adalah vektor kolom ke-j dari A
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yang didefinisikan sebagai a; = T(e;)dengan ¢, adalah basis ke-j untuk

Bukti
Untuk j = 1,2, ..., n maka a, = (8,80, 8) = T(€).
Jika x = (%8, +X,€, ..t x,e )danx € RN" maka
T(x)= xlT(e1)+x2T(e2)+...+ x, T(e,)
"/ X4, +X,3, +..+ X8,
=(a,, 2,,..,8,) k=0 x, [
Jika T(e;)=a,, 5,... 2, kita namakan A, maka
T(x)=AX
Jadi ada matriks A berordo  mx1n sedemikian hingga T(x) = AX

vx e R". B

Teorema di atas menunjukkan suafu hubungan antara matriks A dengan

suatu transformasi linear T. Untuk menentukan kolom pertama dari A, kita
melihat pada elemen baris pertama €, datam W , kemudian dibentuk
a, = T{e,), demikian seterusnya.

Matriks A tersebut sering discbut sebagai matriks transformasi linear. Salah
catu transformasi linear yang penting dalam Midan N adalah operasi yang
secara geometris menghasilkan rotasi. Operator yang merotasikan setiap titik
dalam 9 melalui sudut tetap © dari titik pusat O disebut operator rotasi pada

N
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Sekarang kita tinjau operator rotasi yang merotasikan setlap titik dengan
sudut tetap 6. Untuk mencari persamaan yang menghubungkan u dan u'= T(u),
kita anggap bahwa ¢ adalah sudut dari sumbu x positif ke u dan panjang u' dan

u masing-masing adalah r.

A4

Transformasi tersebut akan membawa suatu titik ke titik lain dalam satu

sistem koordinat yang sama. Kita juga dapat membentuk suatu matriks

. . . cos® —sinb
transformast untuk T, yaitu A = , atau

sin8  cosH
cosd wsm 6ilx X'
T(w)=| . = .
sin® cosO ||y y'
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BAB I

PENDIAGONALAN MATRIKS

" 2 2 2
Suatu bentuk g = ¢;x” + caXa” + Cpn ¥ T CXN|Xg P CoaxaXs b +
Cn = 1nXn =1 Xit ceeveenreeeenns didefinisikan sebagar bentuk kuadrat dalam variabel x;,

X2, ...,Xndenganc; € 9,1 <i<ndanl<j<n
Bentuk di atas dapat juga ditulis sebagai g = X' CX = > > ¢ xi;
e T,

dengan X merupakan vektor kolom [x; X2 ... x,}' dan C adalah matriks persegi
berordo n.

Suatu bentuk kuadrat vang lebih sederhana akan sangat menguntungkan
dalam berbagai hal. Bentuk kuadrat yang sederhana adalah bentuk kuadrat yang
tidak mengandung suku-suku dengan variabel yang berbeda. Adanya
penyederhanaan ini menyebabkan terbentuknya matriks baru yang lebih sederhana
dari matriks C, vaitu matriks diagonal D, N

Penyederhanaan bentuk kuadrat tersebut dapat dilakukan melalul beberapa
cara, yaitu melalui nilai eigen dan vektor eigen, reduksi Lagrange atau melengkapi
bentuk kuadrat menjadi bentuk kuadrat sempurna dan melalu elininasi Gauss-

Jordan. Ketiga macam cara di atas akan dibahas pada bab int.

A. PENDIAGONALAN MELALUI NiLAI EIGEN DAN VEKTOR EIGEN
Sebelum membahas pendiagonalan matriks, terlebih dahulu dibahas nilai
eigen dan vektor eigen suatu matriks persegi berordo n. Berikut diuraikan definisi

nilal eigen dan vektor eigen.
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Definisi 3.1
Diketahui A matriks persegi berordo n. Suatu skalar A dinamakan nilai
eigen dari A jika dan hanya jika ada vektor tak nol x dalam 9" sedemikian
hingga Ax = Ax. Vektor yang demikian itu disebut vekior eigen yang

bersesuaian dengan nilai eigen 4.

Berikut ini adalah sebuah teorema yang dapat menolong kita mencari nilai
eigen suatu matriks persegi berordo n.

Teorema 3.1

Diketahui A matriks persegi berordo n dan | adalah matriks identitas berordo
n. Suatu skalar A adalah nilai eigen dari A bila dan hanya bila fAl-Al=0

Bukti :

Menurut definisi 3.1, A adalah nilai éigen dari A bila dan hanya bila

2

terdapat vektor tak nol x dalam " sedemikian hingga

Persamaan ini ekuivalen dengan (A1~ A)x =0 . (3.2)
yang mempunyai penyelesaian non trivial bila dan hanya bila (A1~ A)
adalah matriks singgular, yaitu bila N B ™= 0

Jadi A adalah nilai eigen dan A bila dan hanva bila [21-Al =0 |

Jika | A1 - Al kita uraikan, maka akan terdapat polinomial berderajat n

dalam variabel A dan dinamakan polinomial karakteristik.  Persamaan

| 21- Al =0 disebut persamaan karakteristik dan matriks A.
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Selanjutnya kita akan membahas cara untuk menentukan vektor eigen yang
bersesuaian dengan suatu nilai eigen. Vektor tak nol x merupakan vektor eigen
dari matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen A jika memenuhi sifat
Ax= Ax

Ruang penyelesaian (41— A) x = 0 disebut ruang eigen dari matriks A yang
bersesuaian dengan nilai eigen A .

Nilai eigen suatu matriks adalah akar-akar dari persamaan karakteristik.
Jadi jika A adalah matriks persegi 5;r0rd0 n, maka A mempunyai paling banyak n
nilai eigen vang berbeda.

Ada berbagai kemungkinan nilai eigen suatu matriks persegi berordo n yaitu
1. mempunyai n akar real yang berbeda
2. mempunyai n akar real dan ada yang sama

ada akar imajiner yang berbeda

(8]

4.  ada akar imajiner dan ada yang sama

Dalam skripsi ini, yang dibahas hanyalah untuk nilai eigen real.

Coatoh 3.1
o . 8 -6
Diberikan matriks A = | !
) -

A—8 6

f/’LI—AEzI .
-3 A+

Persamaan karakteristik dari matriks A adalah
| 21-Al =0

(2 -8)(A+1)+18 =0
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(A1-74+10) =0
(A -5(A-2) =0
Jadi nilai eigen dari A adalah A =5 dan A = 2. Kita akan mencari vektor

eigen x yang bersesuaian dengan A= 5 vyaitu nilai x yang memenuhi

-3 6ilx 0
(A1 — A) x = 0 sehingga !: 2 ]{ ]}:{ } yang disederhanakan menjadi
_ -3 6| X, 0

x;=2sdanx;=s, s € R

Jadi vektor eigen yang bersesuaian dengan 4 = 5 adalah vektor tak nol yang

2
berbentukxms{]},se R
Dengan cara seperti di atas, kita dapat menentukan vekior eigen yang

1
bersesuaian dengan A = 2 yaitu vektor tak nol yang berbentuk x =1 L} ,te 9t

Selanju'u-iya akan diberikan definisi matriks similar.

Definisi 3.2

Matriks persegi A dan B berordo n disebut saling similar jika ada matriks P

yang non singgular sedemikian hingga B = Pt AP

Dari definisi di atas, dapat dikatakan bahwa jika matriks A similar terhadap

B maka B juga similar terhadap A.
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Teorema 3.2

Matriks persegi A dan B berordo n yang saling similar mempunyat nilal
gigen yang sama.
Bukti

Karena A dan B saling similar maka B = ptap

A1-B = A1-P"' AP
=plAIP-P' AP
=P (A1l-A)P

[a1-8]  =1[p'|2-allp]
=121-Al

Karena | A1-A] = | A1-B| =0 maka A dan B mempunyai nilai

eigen yang sama. B

Teorema 3.3 .
Diketahui A matriks persegi berordo n. Jika A mempunyai n vektor eigen
yang bebas linear, maka A similar terhadap suatu matriks diagonal D.
Bukti
Misalkan Xy, Xz, -, Xn adalah vektor eigen vang bersesuaian dengan nifal
eigen Ay, Az .., A dan x = N, X2 X el W= 12, ., 0
sedemikian hingga Ax; = A Xy
Misalkan P = [X; Xz «. Xa].

AP = [AX[ A.‘(z AXH] = i A X1 A X2 ... A n-\'n]
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I~
]

2,0..0
= [xl X2 o xn} 0 12»2...0
0 0.4

=PD
Jadi AP = PD atau P AP =D
Dari bukti di atas, elemen diagonal utama dari matriks diagonal D berupa

nilai-nilai eigen dari matriks persegi A berordo n.

Diketahui A matriks persegi berordo n. Kita akan menentukan matriks P
sedemikian hingga P! AP = D, dengan D adalah matriks diagonal. Perhatikan
definisi berikut.

Definisi 3.3

Suatu matriks persegi A berordo n dikatakan dapat didiagonalkan jika dan

hanya jika terdapat matriks P yang dapat dibalik (invertible) sedemikian

hingga P! AP = I dengan D adalah matriks diagonal. Mat.ri-.ks P dikatakan

mendiagonalkan A.

Yang dimaksud dengan pendiagonalan matriks adalah proses membawa
matriks persegi A berordo n menjadi suatu matriks diagonal D. Berikut in1 adalah

sebuah teorema yang merupakan alat dasar dalam mendiagonalkan suatu matriks

persegt.
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Teorema 3.4
Diketahui A adalah matriks persegi berordo n.  Matriks A dapat

didiagonalkan bila dan hanya bila matriks A mempunyai n vektor eigen yang

bebas linear.

Bukti

—  Diketahui A adalah matriks persegi berordo n dan A dapat didiagonalkan.
Akan dibuktikan matriks A mempunyai n vektor eigen yang bebas linear.
Karena A dapat didiagonalkan berartt ada matriks‘hi-:‘ yang dapat dibalik
sedemikian hingga P AP = D, yang ekuivalen dengan AP = PD, dengan

D adalah matriks diagonal

Xy %2 o0 X Ay O
S | 0 A, .0
Misalkan P = dan D=
X, Xp oo X 0 0L A,
X Ay Xy Ay X iy Aoy
Xy Ay Xp Ay Xoq A
maka PD =
;an A’l X2 }"2 xnn?"n“
?\’] XH A’?. Xl: JF"n'\'{ln
AiXgy ApXpr o Ay Ngg
_)"l KXo A2 Xpz oo ‘J\‘tl Ran B
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Misalkan x; = [X1i Xz .- xu] Vi=1,2,..,n adalah vektor kolom dari
matriks P. Vektor kolom dari PD adalah Ax;, A2X2, ... AnXa sedangkan
vektor kolom dari AP adalah Axy, AXs, ..., Axy.

Karena AP = PD maka Ax; = A4 Vi=1,2,....1

Padahal P adalah matriks yang dapat dibalik sehingga \P\ #= 0.

Jadi‘ v,=1,2,....0 , X adalah vektor tak nol sehingga x; adaltah vekior
eigen dari matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen A;.  Karena
P dapat dibalik maka X1, X2y« 5 Xn bebas linear. Jadi A mempunyai n vektor
eigen yang bebas linear,

Diketahui A adalah matriks persegi berordo n dan A menmpunyai n vektor
eigen yang bebas linear. Akan dibuktikan A dapat didiagonélkan,

Misalkan A mempunyai n vektor eigen vang bebas linear, yaitu
{ %1 X2 o ¥n } yang bersesuaian dengan nilai eigen A, Aa, s in..

misalkan x; = [X1; X2i .- Xni ] v;=1,2,..,ndan

-

X X2 oo Xy

Xg X2z o KXo

X

n2 nn

X X

B |

maka kolom-kolom dari hasil kali AP adalah Ax;. Tetapi Axg = 41 %1, Axa

= Ay .. AXn T A nXp schingga

oo
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A Xy Ay Xy Ay Xy, Ay 00| %)y X Xy,

Ay Xy Ap Xy o Ay Xy 0 2,0 Xy X5 Xy,
AP = | =i

_l{ xnl }‘“2 X2 ...7\.1] X B WO 0}\'l _ _Xul Koz xnnw

X, X O JOFEA

nl nn n

el D
dan D adalah matriks diagonal dengan elemen-elemen pada diagonal utama
adalah Ay, A2, ..., An. Karena vektor-vektor kolom dari matriks P bebas
linear, maka P adalah matriks yang dapat dibalik. Misalkan P adalah
invers dari P karena AP = PD maka P”' AP =D

Jadi A dapat didiagonalkan. - B

Dari bukti di atas, kita telah mendapatkan langkah-langkah dalam
mendiagonalkan matriks persegi A berordo n yaitu :
Langkah 1 : Mencari n vektor eigen yang bebas linear dari A yaitu X, X;,..,X, .
Langkah 2 : Membentuk matriks P dengan clemen X,,X,,....X, sebagai vektor

kolom.
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Langkah 3 : Matriks P! AP tersebut elemennya adalah A), Aa, ..., A, Yang juga
merupakan elemen diagonal utama matriks diagonal dan A; adalah

nilai eigen yang bersesuaian dengan x; V;=1,2, .., n.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut.

Contoh 3.2

10
Diberikan matriks A = [ }

6 -1
Persamaan karakteristik dari mairiks A adalah
Ial-Al= gl O =(Ah-1)(A+1)=0
-6 A+ ’ ”

Jadi nilai eigen dari A adalah A= 1 dan .= -1. Kita akan mencari vektor eigen

X yang bersesuaian dengan A = 1 yaitu nilal x yang memenuhi (AlI-A) x = 0

0 0x 0
sedemikian hingga [ 6 QM : }= [O} yang disederhanakan menjadi ~3x; + x2 =0
' - Xy B

dan menghasilkan x; = s dan x; = 35, 5 € 9. Jadi vektor eigennya adalah vektor
! . X 1
tak nol vang berbentuk x =s A dan kita dapat memilth x= 31"

Kita akan mencari vektor eigen  x vang bersesuaian dengan A = -1 yaitu

-2 0

X G
nilai x vang memenuhi (A 1-A) x = 0 scdemikian hingga Y=
-6 04X, 0

yang disederhanakan menjadi x; + 0 x, = 0 dan menghasilkan x, = 0 dan x, adalah
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o : : . 0
sebarang nilai sehingga dapat kita tulis sebagai x = t[ J t € N dan kita dapat

0
memilih x = [1]

Dari vektor eigen yang telah kita dapatkan, dibentuk matriks P = {i O}

31

' 1 0
iPl=1-0=0 sehingga [3} dan [I] adalah vektor-vektor yang saling

bebas linear.

1 0 1 01 olft o
P‘1={3 J sehinggaP'iAP=‘ 4 }[ ”: J

31

1 0
== =D

. ] . : 10
Jadi A dapat didiagonalkan karena ada matriks P = { i| sedemiKlan

hingga P! AP = D dengan D adalah matriks diagonal yang elemen diagonal

utamanya merupakan nilai eigen dari matriks A.

Yang perlu diingat adalah matriks P yang dicari tidak tunggal karena kita

dapat memilih sebarang vektor kolom yang membentuk P, asalkan masih

memenuhi syarat dari x.
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Contoh 3.3
2 0 +2
Diketahui A=|0 3 0 |. Tentukan matriks P yang mendiagonalkan A !
0 0 3
Penyelesaian

Persamaan karakteristik dari A adalah (A -2) (A~ 3)* = 0, sehingga nilai-
nilai eigen dari A adalah A= 2 dan A= 3. Vektor eigen yang bersesuaian dengan

0 0 2 iix 0]
2 =2 adalah vektor tak nol yang memenuhi {0 -1 0 ||x,] =|0|yang jika

disederhanakan menjadi  0x, +0x, +x, =0 dan Ox, +X, +0x, =0yang akan

memberikan penyelesaian x, = x; = 0 dan x, adalah sebarang nilai atau dapat kita

1
tukis sebagai x; = s| 0 |, artinya Kkita dapat memilih sebarang nilai s € R dan kita
0

1
dapat memilih vy = | 0|. Dengan cara seperti di atas kita dapat menentukan vektor
0

eigen yang bersesuaian dengan A= 3 yaitu vektor tak nol yang yang memenuhi

T 0 21x
0 0 0x,|=0 yang jika disederhanakan menjadi
¢ 0 0jix,

x, + 0%, +2x; =0 dan 0x, +0x, +0x; = 0 yang akan memberikan penyelesaian

untuk x; = 1 maka x, = -2t dan x, = u, artinya kita dapat memilih sebarang nilal
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-2 0
untuk u dan kita dapat menulis x;=t| 0 | +ull|,t €% danu e, dan kita
1 0
-2 0
dapat memilih va=1 0 | dan v3;=11 . Kita mendapatkan matriks P =
I 0
1 -2 40
0 0 1| |P|=0 sehinggav,v,,dan v; adalah vektor-vektor yang bebas
o 1 0
1 0 &
linear. pt = 0 0 1 sehingga P'AP =
01 0
o 2l{2 0 ~2411 -2 0 P a0
0 0 110 3 0|0 O 1;=10 3 0;=D
0 010 0 3 1[0 0 DV B
1 -2 0
Jadi ada matriks P ={0 0 1| sedemikian hingga P"'AP = D dengan
¢ 1 0

D adalah matriks diagonal yang elemen diagonalnya merupakan nilai eigen dari

matriks A.

Tidak semua matriks dapat didiagonalkan. Perhatikan contoh berikut ini.

Contoh 3.4

Perlihatkan bahwa A = tidak dapat didsagonalkan!

lo B e IR W]
— N O
o O O
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Penyelesaian
Persamaan karakteristik dari A adalah (1-3) (A— 2¥ = 0, sehingga nilai-
nilai eigen dari A adalah A=2 dan A= 3. Vektor eigen yang bersesuaian dengan

0 0 Ofix,| 0

A= 3 adalah vektor tak nel yang memenuhi [0 1 O||x,| = 0| yang jika
0 -1 1}ix, 0

disederhanakan akan memberikan penyelesaian  x,=x,= 0 danx, sebarang nilai

i 1
schingga kita dapat membentuk x; =t{ 0|, t € 9% dan kita dapat memilihvy= 0 ].
0 0

Vektor eigen yang bersesuaian dengan A= 2 yaitu vektor tak nol yang memenuhi

-1 0 01}|x 0
0 0 Of|x,| = |0] yang jika disederhanakan akan memberikan
0 -1 0ilx, 0

penyelesaian  x,=x,= 0 danx,sebarang nilai. Jadi vektor eigennya adalah

0
vektor tak nol'yang  berbentuk x, =t{0|. Terlihat hanya ada dua vektor eigen
1

yang bebas linear.

Berdasarkan teorema 3.4 matriks persegi A berordo n dapat didiagonalkan
jika mempunyai n buah vektor eigen yang bebas linear. Pada contoh inin =3,
tetapi hanya ada dua vektor eigen vang bebas linear. Jadi A tidak dapat

didiagonalkan.
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Teorema 3.5
Diketahui A adalah matriks persegi berordo n. Jika xy, X2 , ... Xi adalah
vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen Ay, Ay, ..., Ay yang
berbeda dengan k < n maka {xi, X2, ... Xx} bebas linear.
Bukti
Akan dibuktikan dengan kontradiksi
Andaikan xq , X2 , ... » Xi tak bebas linear. Karena vektor eigen merupakan
vektor tak nol maka {x;} bebas linear. Misalkan r adalah bilangan bulat
terbesar sedemikian hingga {xj, X2, ... ,X,} bebas linear dan diandaikan
X1, X3, ... Xy tak bebas linear, berarti r < k < n. Dari definisi r, maka
{X1y X25 o » Xp+1} tak bebas linear, artinya ada skalar ¢, , ¢z, ..., Cr1 Yang
tidak semuanya nol sedemikian hingga.
C1X;t CaXpt oLt Cray x_rﬂxﬂ ..................................................... (3.3)
Pada persamaan (3.3), kita kalikan kedua ruas dengan A schingga
Ac;.xl FACK L ACGH X1 =0 e 3.4)
Karena Ax; = AiXg, AXz= A2Xa, ..., AXpa1 ™ Ar+1 Xp+3 maka persamaan
(3.4) dapat dituliskan sebagai
CiAiX;+CohaXs+ L FCoat Arar Xea 1 =0 (3.5)
Pada persamaan (3.3), kedua ruas kita kalikan dengan A+, dan kemudian
untuk mengurangi persamaan (3.5) maka didapat
C(hi-Are)Xita{ha- Ars )Xot FC(A - Ara) X =0 (3.6)
Karena {Xj, Xz, .. ,Xr} bebas linear maka dari persamaan (3.6) didapat

¢y (l} - 7”4.1_):03(?@- Ara1) ™ .. :Cr(7ur* 7&1-4-]):"'0.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
32

Karena Aj, Aa, ..., A adalah nilai-nilai eigen yang berbeda, maka didapat
cr=ci=..=¢=0 (37)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai itu ke dalam persamaan (3.3) maka

didapat Cr+1 Xe+1™ 0

Karena vektor eigen Xy +1 adalah vektor tak nol, maka ¢+ 1= 0.

Jadi terdapat kontradiksi karena diketahui bahwa cj, €2, ... , & +1 tidak

semuanya nol. Karenanya Xi , Xz ... ; ¥n bebas linear B

Selanjutnya kita akan membahas pendiagonalan ortogonal. Terlebih dahuly,
perhatikan definisi berikut :
Definisi 3.3

Matriks persegi A berordo n yang mempunyai sifat A= A’ disebut matriks

ortogona.

Definisi 3.4
Matriks persegi A berordo n disebut dapat didiagonalkan secara secara
ortogonal bila dan hanya bila ada matriks ortogonal P dan matriks diagonal

D sedemikian hingga A = PDP'atau D = P'AP

Teorema 3.6
Nilai eigen matriks simetrik selalu real.

Rukti tidak diberikan
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Teorema 3.7

Matriks persegi A berordo n dapat diagonalkan secara ortogonal bila dan

hanya bila A mempunyai n buah vektor eigen yang ortonormal.

Bukti

= Diketahui  matriks persegi A berordo n dapat didiagonalkan. Akan
dibuktikan A mempunyai n buah vektor eigen yang ortonormal. Karena A
dapat didiagonalkan secara ortogonal, maka ada matriks ortogonal P
sedemikian hingga D = P'AP = P'AP. Dengan melihat bukti teorema 3.2,
maka vektor kolom dari P adalah vektor eigen dari A. Karena P adalah
matriks ortogonal maka wvektor kolomnya ortonormal, sehingga
A mempunyai n vektor eigen yang ortonormal.

< Diketahui A mempunyai n vektor eigen yang ortonormal yaitu x,,%,,...X, .
Akan dibuktikan A dapat “didiagonaikan sccara ortogonal. Darr bukti
tecorema 3.2, maka matriks P yang terbentuk dari vektor eigen tersebut
sebagai vektor kolom akan mendiagonalkan A. Karena vektor eigen itu
adalah ortonormal, maka P adalah matriks ortogonal. Karena P

ortogonal, maka P mendiagonalkan A secara ortogonal. K

Teorema 3.8

Diketahui A adalah matriks simetrik berordo n. Vektor-vektor eigen yang

bersesuaian dengan nilai eigen vang berbeda dari matriks A saling ortogonal.
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Bukti
Misalkan x; dan x, adalah dua vektor eigen yang berbeda dari matriks
simetrik A yang bersesuaian dengan nilal eigen yang berbeda.
Untuk membuktikan teorema tersebut, kita harus menunjukkan X;'x3y = 0
Karena x4 dan x; adalah vektor-vektor eigen
maka Ax; = A %1 dan Axy = A.x;

(Axq) = (A 1xs)'

X A=A 1x1.“w

1 AR A x,) (A matriks simetrik)
X1 AXz = A X1 X2 e, (1)
M EAX) = X1 AX i, 7 X iy (ii)

Dari persamaan ( i) dan (ii } didapat

/l]X}l)Q:X;t /121(2 ‘‘‘‘‘
(Ar- A2 %' x2=0

xi' xp =0 {karena A, =4,) B

Contoh 3.5

2 0-1
Diketahui A = |0 0 |. Tentukan suatu matriks ortogonal P sedemikian
9

-1

o D

hingga P'AP =D !
Penyelesaian

Persamaan karakteristiknya adalah
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A2 0
A-2 0] =(A-2){(A-2Y-1)=0
0 A-2

S (A -2 (A2-44+3)=0
& (A -2)(A-3)(A-1)=0
Jadi nilai eigen dari matriks A adalah 1, 2 dan 3.
Kita akan mencari vektor eigen x; yang bersesuaian dengan A = { yaitu

nilai x yang tidak sama dengan nol dan memenuhi (A4 1- A) x = 0 schingga

-1 0 1x 0
60 -1 0O|lx,i=:0
10 -1lix, 0

1
dan vektor eigen yang bersesuaian adalah x; = s |0, s €9 dan kita pilih
1

0
Untuk A, = 2, vektor eigen yang berscsuaian adalah x =t |1 |, t €91 dan
0
0
kita pilih v; = i 1 {. Vektor eigen yang bersesuaian dengan A3 = 3 adalah

0
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semua vektor tak nol yang berbentuk x3 = u| 0|, u €W dan kita pilih
-1

Y3 = 0.

Kita dapat memeriksa bahwa vy, vy dan v masing-masing saling ortogonal

yaitu vy . V2 = Vi . V3= V2. V3~ 0. Vektor-vektor eigen ortonormal dan vektor

eigen vy, va dan v adalah :
1 131 \
Gyw=|l— 0 —i =—=1 01
sl o Hl gt
U2=[0 1 O]t

="t [t 0 T

2

up, 4y dan u3 ini merupakaii v clitor kolom dari matriks ortogonal P sehingga

D

JE Ji 1]01

p=%0 1 € b di¥p
J2

B L iy

2 V2

Kita dapat menuniukkan bahwa P'AP adalah suatu matriks diagona!.
p ]

i1 0 1 - 10 1
L

| 2 0 0
P*AP:TO JZ2 0110 20 ﬁon‘o
210 0 c1iler o 20 04
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10 1 !
]

1
=10 242 0f—=10 2
V2, 5 | Y2

30 -3 I 0

]

= O

2 0

02104
2

] 0 0

[N
o o ©

L oo @
o

yang merupakan matriks diagonal dengan elemen pada diagonal utamanya berupa

ntlai-nilar etgen dari A.

B. PENDIAGONALAN MELALUI REDUKSI LAGRANGE

Perhatikan kembali definist bentuk kuadrat

Definisi 3.5

$ 2 2 , 2 ‘ ‘
Suatu bentuk ¢ = cj3 X)7 + ¢ Xo™ F Lt O Xy T Cpa XXe T Gy xo X3 L

Cen-1yn Xn -1 X didefinisikan sebagai beniuk kuadrar dalam n variabel xy |, xz .
..,Xndengancye M T Sisndanlgj<n

Jika kita mensubstitusikan a; untuk c; dan ay + a;; untuk Cij

1 # j dan
aj = a; = + ¢;;, maka bentuk kuadrat tersebut dapat ditulis sebagai

2 2 2 :
G=an X" Fanxy oot amXy b an Xy Xe b appaxst .t dn-n Xn-1Xa

+oay {(n-1)Xn Xn-g

M M

=30 % axx = X AX

fal o ]

A di sim merupakan matriks simetrik dan X adalah vektor kolom

[%) %2 ... %,]" Jadi matriks dari bentuk kuadrat dapat dibuat simetrik.
Bentuk kuadrat di atas dapat disederhanakan menggunakan teknik fertentu
vattu reduks: Lagrange atau melengkapi bentuk kuadrat meniadi bentuk kuadrat

sempurna. Dengan teknik ini, bentuk di atas direduksi menjadi
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hyl+hyl + o+ hys W0 1<j<n he 3t

Pereduksian ini langsung dari bentuk kuadrat, bukan dari matriks bentuk
kuadrat. Pada dasarnya, reduksi Lagrange bertujuan untuk menghilangkan suku -
suku yang memuat variabel yang berbeda dengan cara mengelompokkan suku-
suku yang ada menjadi suatu bentuk kuadrat sempurna.

Jika bentuk kuadrat terdiri dari n variabel, maka akan terdapat maksimal n
bentuk kuadrat sempurna. Dengan memisalkan bentuk kuadrat sempurna yang
telah didapat dengan variabel baru, maka bentuk baru tersebut berupa bentuk
kanonik. Dengan kata lain, transformast linear Y = B! X (selanjutnya B kita
namakan C) akan membawa bentuk kuadrat di atas dengan A adalah matriks
simetrik menjadi q = (BY)' ABY = Y' (B' AB)Y. Matriks B® AB ini merupakan
matriks diagonal dan transformasi yang telah dilakukan tadi akan berupa matriks
segitiga atas. 7

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut:

Contoh 3.6

Diketahui bentuk kuadrat q = Xt + 4xxs * 3x;2.. Dengan menerapkan
reduksi Lagrange, maka didapat |
q = (% +dxyxp +4x00) - %2’

=(x) + 2 %) — X2©

: yi =X 2%,
Dengan memisalkan
Y2 = X2

maka bentuk kuadrat tadi diredukst menjadt g = vy - vy’
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1 0
Matriks diagonal yang terbentuk adalah D = L} 1}dan matriks

oy, 1 27 x, S 1 2
transformasinya = . Matriks simetriknya adalah A = 5 3 dan

L 0 1| x,
0 1 2]
B '=C=
0 1
Lontoh 3.7

Diketahui bentuk kuadrat ¢ = %%+ 4% K2 + 8 x1X3 + 6x7°— 4xox3+18 X4,

1 2 4 jix,
Bentuk kuadrat q dapat juga ditulis sebagai q = [x1 X2 X3} 12 6-2 | x,
4 -2 181l x4

Dengan menerapkan reduksi Lagrange, maka
q = (x12 +2x1 (2% + 4%3)) + 6x5° — 4%ox3 + 18 X3
= (x1 + (Zxa + 4x3)) — (20 + 4 x3)! + 62" = dxoxs + 18x3°7
~= (X + 2% + 4xs) - 4xa" — 16%2 x3 — 16 wi? + 6%57 — Axaxs + 185"
=(x; + 2%+ 4}(3)2 + 2)<:22 o 2){32 - 20%2 X3
= (x) + 2% F 4x3) + 2 (x> + x3- — 10x3 X3)
= (xy + 2xp+ 4 x5) + 2 ((x2 - 5x3) = 24 x37)
= (x, + 2%+ Axa) 2 (o~ 5 x3) - 4857

y, =X, + 2%, +4x,

Jadi transformasthya = y, = x, -5%, dan akan mereduksi bentuk kuadrat

Y: = Xy

tadi menjadi g = i+ 2yg2 — 48y5”
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1 0 0
Matriks diagonal yang terbentuk adalah D = {0 2 0| dan B' = C =
0 0-48
1 2 4
0 1 -5
0 0 1
Contoh 3.8

Diketahui g = 2x.> + 5><2A2 - 19%;° ~ 24x + 8xixp + 12x)x3 + 8xpxy+
18%3 X3 — 8 XaX4 — 16X3X4.
Dengan reduksi Lagrange maka
qg= 2 (x12 + 4xyxy + 6x1%3 T 4x4Xy) + 5x,° + 19x;% — 24x® + 18XsXs — 8xXa%y4 ~
1633%4
= 2 (xi2 + 2%+ (2xxg + 3%3 + 2x4)) + Sx,0 + 19x%,% — 24x,° +7'18x32 + 8XoX4 —
16x3%4
-= 2 (xy + (2% +3x;+ 2x)) = 2 (2x2 + 3xz + 2xsF + 5xF + 19%:% — 24x," +
18X5%3 — 8Xaxg — 16X3X4
= 2(x;+ 2%+ 3x3 + 2X4)2 — Jxp it x5 = 324 - 6395 — 24 XoXg — 40%3X4
= 2 (x) 2% + 3x3 +2x4) — 30xa7 + 2%z (x5 4xa)) + x5 - 32x4% — 40x3%4
o 20t 2+ 3% + 25 ~ 30+ (a + k) + 300+ A T - 320 -
A0%3%4
= (xy + 230+ 3%y F 2% ) = 30 X3 + 4x) + dxa” + 16%,7 = 16%3%s
= Ay 2xa + %3+ 2xa)F = B(xg * xs + Axg) AT+ AT = dxaxa)

= 2+ 2xg F 3xa + 2x4) 3 (X xa Ax ) + Alxs — 2xs)
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y, =X, + 2%, + 3%, + 2%,

. LY, = X, + X3 +4x, . i
Jadi transformasi ) mereduksi bentuk kuadrat di atas
Ya= X3 — 2%
Yo X4

menjadi q= 2yt -3yt + 4ys”.

2 00 0
" 0-3 0 0 . . .
Matriks diagonal yang terbentuk adalah D = Fis 2\ s Matriks simetrik
0 0 0 0
2 4 6 4 \7 i 2 3 2ix
4 5 9 -4 c 1 1 4
A= dengan matriks transformasi Yaio X2
& 9 19 -8 y, ! [0 0 1 -21x,
4 -4 -8 -24 Yy 0 0 0 1] ix,
TRRL3 B
. . . g o 1 1 4
telah direduksi menjadi D dan B” =C = gty
]
Contoh 3.9
Diketahui q = x;z +4dx xp T 4x X3 + 4x32 + 16x:X3 + 4><32
Dengan menerapkan reduksi Lagrange didapat
q = (X]z + 2% (2% + 2x30 + 4 (Xj)z + 16xax5 + 4,‘(32
=(x;+(2xy + 2)(3))2 —(2x; + 2)(3)2 + 4.\(3: + 16xxs T 4)\'32
= (X + 2%+ 2)(3)2 + 8XaX3 (*)

Bentuk tersebut tidak dapat secara langsung dilanjutkan dengan reduksi
Lagrange, namun dibentuk dulu menjadi bentuk vang memuat suku-suku dalam

2 2 : - . : .
xy> dan X3, melalui suatu transformasi lincar dan non singgular, yang tidak
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tunggal, artinya kita dapat memilih satu tranformasi linear non singgular.
Misalkan kita pilih transformasi x; =z, | Xo= z» , X3 = 2> * 23 schingga dari
persamaan (*) akan didapat

q =(z + 4z + 223)2 + 8222 + 8 2973

I ¥ 2
= (Z; + 4z, + 223)2 + 8(222 + Zpzz t+ Z 23") — 273

1 3 2
=(z)+ 4z + 223)2 i 8(2;)_ + E z3) — 223"

y, =2, +4z, +2z;

Transformasi {y, = zl+?13—23 akan mereduksi bentuk kuadrat di atas menjadi
¥ = Zy
1 0 0
q=y12+8y22—2y32 dan Z={0 1 0|X
0 -1 1
Y, 4 2]
Y2 |5 I 3 |Z
Y4 o (31
1 4 2]t 0 0Oflx,
= 1 1110 1 0f|x,
0 0 10 -1 1] x,

o
[N
HX

i
o O o
-
B |n
>
Eav]

1

i [
.

e

w
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X, 1 -4 0|y,
dan x,|=|0 1 -%iy, mereduksi  bentuk kuadrat ~ menjadi

q=yil+ 8y, - 2yy’

C. PENDIAGONALAN MELALUI ELIMINASI GAUSS-JORDAN

Selénjutnya, kita akan mencoba membawa bentuk kuadrat yang telah
didefinisikan sebelumnya menjadi bentuk kuadrat yang sederhana melalui cara
lain yaitu melalui elininasi Gauss-Jordan.

Dalam menyederhanakan bentuk kuadrat melalui elininasi Gauss-Jordan,
kita memulai dari matriks simetrik A yaitu matriks dari bentuk kuadrat tersebut.
Yang akan kita lakukan adalah mencari matriks non singgular P
sedemikian hingga P' AP = D, dengan D adalah matriks diagonal. Kita dapat
membawa matriks simetrik A menjadi matriks diagonal melalui sebarisan
pasangan-pasangan transformasi elementer dengan tiap pasangannya terdiri dari
transformasi baris yang diikuti transformasi kolom yang sama. Matriks diagonal
D ini merupakan matriks dari bentuk kuadrat yang telah disederhanakan.

Matriks D dapat kita tulis sebagai hasil kali antara matriks elementer baris,
matriks simetrik A dan matriks elementer kolom. Hal itu terjadi karena setiap kita
mengenakan transformasi elementer, maka kita mengalikan matriks tersebut
dengan matriks elementer. Matriks D yang berbentuk tidak tunggal karena kita
dapat melakukan transformasi kolom dan transformasi baris secara bebas asalkan
dapat membawa matriks simetrik A menjadi matriks diagonal D.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut
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Conteh 3.10
1 2 0
Diketahui A = |2 3 -1|. Carilah matriks P sedemikian hingga
0 -1 -2
P'AP=D!
Penyelesaian

Dalam pereduksian A ke D, kita bawa [A] 1] menjadi [Dl P dengan
menggunakan Haj (-2) dan K (-2) untuk memperoleh nol pada baris pertama.dan
kolom pertama. Selanjutnya Ha; (-1) dan Ks; (-1) membawa matriks itu menjadi
matriks diagonal.

1 2 0{1 0 O P 0 011 0 0
g =2 3 -1]o 1 0o ~ |0 -1 -1 |-2 1 0
0-1 -2{0 0 1 0 -1 =210 0 1

1 0 0] 1 0 0
L |t o N
0 0 -1 2 -1 1

1 -2 2
JadiP ={0 1 -1
0 0 1

Perhatikan bahwa P =K, (-2) K3z (-1)

-
Il
0 1

ont 0 0 J
010 1 -11]=0
o o 1 0

-2
1
0

dan P' = Hay (1) Hay (-2)
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JadiD =

45

0 O 1 0 0
1 O0j=-2 1 0
0 1 2 -1 1

<O b

= Hsz (-1) Hay (-2) A Ky (-2) Kz (=1)

]

Setelah kita mempelajari ketiga macam cara untuk mendiagonalkan suatu

matriks persegi berordo n, ternyata matriks transformasi pada pendiagonalan

melalui reduksi Lagrange dan elininasi Gauss-Jordan tidak harus ortogonal.

Tanda pada elemen diagonal utama dari matriks diagonal yang didapat melalui

“ketiga cara di atas akan tetap sama, walaupun elemennya tidak sama.
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BAB 1V

PENERAPAN PENDIAGONALAN MATRIKS

A. OPTIMISASI FUNGSI n VARIABEL

Pada bab sebelumnya, kita telah mendefinisikan suatu bentuk kuadrat.
Bentuk kuadrat tersebut dapat ditulis sebagai q = x'Ax dan A dapat dibuat
simetrik. Subbab ini akan membahas tanda dari bentuk kuadrat serta hubungannya

dengan optimisasi fungsi n variabel.

1. Tanda Bentuk Kuadrat
Seringkali suatu bentuk kuadrat mempunyai sifat x'Ax>0 ataupun
x'Ax £ 0 untuk x 0. Perhatikan definisi berikut :
Definisi 4.1
Diketahui ¢ = x'Ax dan A matriks simetrik berordo n. Bentuk g=x'Ax
* disebut ; |
(i) Definit positif jika q>0 Vx=0
(i) Definit negatif jika q<0 ¥x =0
(iii)Semi definit positif jika q = 0 Vx dan ada x s 0sedemikian hingga
q=0
(iv) Semi definit negatif jika g < 0 ¥ x dan ada x#0 sedemikian hingga
q=0
(v) Indefinit jika ada x sedemikian hingga g > O dan untuk x yang lain

q<0

46



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

47

Matriks simetrik A di atas sering disebut sebagai matriks definit positif atau
definit negatif tergantung dari nilai g-nya atau bentuk kuadratnya. Jadi jika bentuk
kuadrat tersebut adalah definit negatif, maka secara langsung dikatakan bahwa

matriks A adalah matriks definit negatif.

Perhatikan contoh berikut :
Contoh 4.1

1. q= 3)&;32 +3x22adalah definit positif karena 3x,2 +3x%,° > 0 kecuali
untuk x; =x, =0

2. 4§ ~3x,” —x,” adalah definit negatif karena -3x%, ~x,° < 0 kecuali
untuk x, =x, =0

3. q=3x" +8x, +x,” adalah indefinit karena terdapat misalnya (1,1)

sedemikian hingga q = 12 dan terdapat misainya (1,-1) sedemikian hingga

q= -6

Dalam bab I telah dijelaskan bahwa suatu bentuk kuadrat dapat
disederhanakan sehingga hanya memitiki suku-suku dengan variabel yang sama
dan tidak mengandung suku-suku dengan variabel campuran. Dengan kata lain,
matriks dari bentuk kuadrat yaitu matriks A dibawa menjadi matriks diagonal D.
Teorema berikut menunjukkan adanva hubungan antara nilai eigen dan bentuk

kuadrat.
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Teorema 4.]
Diketahui g = x'Ax adalah bentuk kuadrat danrlf; merupakan matriks
simetrik berordo n. Bentuk kuadrat g akan
(i)  Definit positif jika dan hanya jika semua nilai eigen dari A positif
(i)  Definit negatif jika dan hanya jika semua nilai eigen dari A negatif
(i) Semi definit negatif jika dan hanya jika nilai eigen dari A negatif dan
sedikitnya 1 yang bernilai 0
(iv) Semi definit positif jika dan hanya jika nilai eigen dari A positif dan
sedikitnya 1 yang bernilat 0
(v)  Indefinit jika dan hanya jika nilai eigen dari A ada yang positif dan ada
yang negatif.
Bukti
(i) = Diketahui q adalah definit positif dan A adalah nilai eigen dari A.

Untuk vektor eigen x yang bersesuaian dengan A maka x'Ax=x'Ax =

x'Ax

I

& Diketahui semua nilai eigen dari A adalah positif. {X,,X,,...x,}

Ax'x = A x{|;2 schingpa A = yang selalu positif.

merupakan himpunan ortonormal dari vektor eigen A. Jikax adalah
vektor yang tak nol dalam 9" maka x dapat dituliskan sebagai

X7 X, F 0,X, Fo 0 X

n

dengan o, =x'x, untuki=1,2,..,ndan

fn

2. () =[f >0
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sehingga

X'AX = (00X, +0,X, o+ 0, X ) (A X, +o T AR X
: 2
:Z(ai) A
i

> (min ;) i >0
Jadi q adalah definit positif
Diketahui q adalah definit negatif dan A adalah nilai eigen dari A,
Karena q adalah definit negatif maka —q adalah definit positif. Untuk

vektor eigen x yang bersesuaian dengan A maka X'(~A)x=—-x"'Ax =

AX'X = i]x”z sehingga A = - —"—r yang selalu negatif.
X

Diketahui semua nilai eigen dari A adalah negatif dan %, X550 X,

X'AX
|

merupakan himpunan ortonormal dari vektor eigen A. Jika x adalah
vektor yang tak nol dalam 9" maka

X = oX, H0,X, +..+ o X, dengan @ =x'x; untuk 1= 1,2, .., n
- 2

dan Y (o;)* =x|" >0 sehingga
i=1

XIAX =(0,X, 0%, ot o, X ) O X Fo R o R X

noi

= i(ai)z?\’i

< (min A;) ||1(“2 >0

Jadi q adalah definit negatif.
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(iif) Diketahui nilai eigen dari A negatif dan sedikitnya 1 bermilai 0.

Diketahui A adalah nilai eigen yang negatif dan x, adalah vektor
eigen yang bersesuaian dengan A, maka X, Ax, = x;'Ax, =
Ax % =M [ x [ <o.

Karena x,'A x, <0 berarti g = x,'A x, bernilai negatif.

Diketahui A,adalah nilai eigen yang bemilai 0 dan x, adalah vektor

eigen yang bersesuaian dengan A, maka x,'Ax, = x,'Ax, =
2 p

A%, X, =X | x,|" = 0. Karena x,"Ax,= 0 berarti q = x,'Ax,

bernilai 0

Karena q <0 maka q adalah semi definit negatif.
(iv) Diketahui nilai eigen dari A positif dan sedikitnya 1 bemnilai 0.

Diketahui A, adalah nilai eigen yang positif dan x,adalah vekitor
cigén yang bersesuaian dengan A, maka X, Ax, = X, A4x, =
ﬂ,xl' X, = A “ :’(IH2 >0,

Karena x, A x, >0 berarti g = x,'A x, bernilai positif.

Diketahui A,adalah nilai eigen yang bernilai 0 dan x, adalah vektor
eigen yang bersesuaian dengan A, maka X, Ax, = X, A%, =

2 . - : _ t
I* = 0, Karena x, Ax,= 0 berarti ¢ = X, Ax,

XZL

1
/121(2 X, & 7&2

bernilai 0

Karena q = 0 maka g adalah semi definit positif.
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(v) Diketahui nilai eigen dari A ada yang positif dan ada yang negatif.

Diketahui A adalah nilai eigen yang positif dan x,adalah vektor
eigen yang bersesuaian dengan 4, maka x,'Ax;, = x,'Ax, =
Axy xp = A | x,“z >0,

Karena x,'A x, > 0 berarti = x,'A x, bernilai positif.

Diketahui A,adalah nilai eigen yang negatif dan x, adalah vektor
eigen yang bersesuaian dengan A, maka x,'Ax, = x,'A,x, =
X, X, = A2 “xznz < 0. Karena x, Ax,< 0 berarti ¢ = x, Ax,
bernilai negatif.

Karena g = x'A x dapat bernilai positif dan dan dapat negatif, maka

q adalah 1idefinit. E

Contoh 4.2

Tentukan tanda bentuk kuadrat g = x'A x jika diketahui A sebagai berikut

Penyelesaian

A-2 0 !
A1-Al=] 0 A-1 =2
10 ;,—2!

Persamaan karakteristik dari A adalah
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(A-2Y (A-1)-(A-1) =0
PN (A-D{A=-2Y-1) =0
1= (A-1Y(A*-4%+3) =0
N (A-1)(A-3)(A-1) =0

Jadi nilai eigen dari A adalah A, =4, =1danki;=3.

Karena semua nilai eigen dari A positif maka q disebut definit positif.

2. Optimisasi Fungsi n variabel

Kita dapat memandang bentuk kuadrat sebagai fungsi bernilai real dari R"°
dengan aturan q(x): R" — R atau x — x'Ax. Permasalahan yang akan kita bahas
s-erzira;njutnya adalah masalah optimasi fungsi lebih dari 1 variabel dan fungsi ini
adalah fungsi bernilai rea} dan terdiferensialkan secukupnya.

Diketahui f(x) adalah fungsi vektor bernilai real dari x, xe 9" dan (x +AX)

adalah titik kitar dari x sedemikian hingga
A X =[5, 8, &, .. §,]dan
x+AX =[x, +8, X, 48, .. x,+8,]
Deret Taylor untuk fungsi n variabel dapat ditulis sebagai

£(x,+5,, % +8,, 0 X, #8,)=0(x, X5 Xy w0 X )



[
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ox,  ° ox, ox, ) 21| 'ex \ox, | ox, ]

i

of of
+9, 9 [ 3, + 52+~~+3€“3J+-~

0x, { 0%, ox, ox

of of

+9, 9 3, + P _‘?f-.sn +..

ox, | 0%, %, ox,

~ 1{. &°f a*f &*f
= VST — 8 =38 +8, ———3, +...+ O 8, +
f(x)+(Ax) (x)“‘z{ f xlz Lt zaxzax, TR p o 1
2 2 2

3, -if-maz +82—a~f-~—82 +..+96, i 82]+

OX 10X (0%, X 0K

n n

N ox OX.0x

10X 4 2 n g

2 2 20
+ 81—6--f--8 +82—§—f~——8 +..+8 of 3, [+
0x,0 ox

= f(x) + (Ax)' VI(x) + S (Ax) 'H{x)Ax +...

of of |
dengan Vf(x)=[£ —_— . = ] dan
ox, 0Ox, Ox,,
[ 8*f 8t 5*f |
5x12 ax]axz . - ‘ aXlaxn
o*f o%f 3t
8X25X1 3)(22 axzaxn
H(x) = .
o°f o*f &*f
Ix Ox, Ox,0x, I ax“z ]

H(x) sering juga disebut matriks Hess
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Teorema 4.2

Diketahui H adalah matriks Hess dan titik x, adalah titik stasioner. H(x,)
adalah Hessian dan fungsi f pada x,,
(i)  Jika H(x,) adalah definit positif maka x ,adalah minimum lokal dari f.
(i)  Jka H (x,) adalah definit negatif maka x ,adalah maksimum lokal dari .
(iii) Jika H (x,) adalah indefinit maka x,adalah titik pelana dari f.

Bukti

(i) Diketahui H(x,) adalah Hessian dari fungsi { pada x,dan x,adalah titik
stastoner. Untuk X=X, maka
f(x, + A%) — f(xg) = (AX) VH(x, ) + AR H(XoJAX+... e 4.1)
Karena x, adalah titik stasioner berarti Vf{(x,)= 0 sehingga persamaan (4.1)

dapat ditulis sebagai

Xy + Aoy = f(x,) = LAX) H{x AR +... 4.2)
'Diketahui H (x,) adalah definit positif dan +(Ax)'H(x,)Ax merupakan
bentuk kuadrat dalam Ax, sehingga dari definisi 4.1,  S(Ax)'H(x,)Ax >0
Berarti f(x, + Ax)—f(x,)>0 VAx =0 atau f(x, +Ax)>1f(x,) VAx# 0
Karena f(x, + Ax) > f(x,) VAx=0maka x, adalah titik minimum.
(it} Diketahui H (x,) adalah definit negatif’ dan L(Ax) H{x,)Ax merupakan
bentuk kuadrat dalam Ax, schingga dari definisi 4.1 1(Ax)'H(x,)Ax <0

Berarti f{x, +Ax)—1(x,)<0 VAx#0 atau fix, +Ax) <f{x,) VAx=0
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Karena f{x, + Ax) <f(x,) VAx=0maka x, adalah titik maksimum.

(ii1). Diketahui x, adalah titik stasioner dam f dan H (x,) adalah indefinit.
Berarti 1(Ax) H(x,)Ax > 0 untuk Ax =0 dand(Ax) H(x,)Ax <O untuk
Ax  yang lain.  Karena fix, +Ax)—f(xy)>0 Ax=z0 atau
fix, +Ax)>1(x,) Ax=#0 dan f(x, +Ax)—1f(x,)<0 untuk Ax yang
lain. atau f(x,+Ax)<f(x,) untuk Ax yang lain, maka x, merupakan

titik pelana dari £ m

Contoh 4.3

. X e -3 ) ’ R
Diketahui f{ x,,X,,X;) =X, +X,X; -3c0s X, + X,". Tentukan jenis ekstrem

dari fungsi di atas!

Penyelesaian

Turunan parsial tingkat pertama dari fadalah

- | .
a—f=2x]+x3 —=3sinx, dan E—_xxi+2x3
0%, 2 4

Titik stasioner dari f  didapat pada x, =x;=0dan x,= 2k=
Jadi x,= (0, 2kn, 0)

Turunan parsial tingkat keduanya adalah

2 27 n? 2
61;:2 8f2=3cosx2 —sz::Q of =0
0%, Ox, OX, Ox,0x,

2p 2 alp =2

o°f | o°f Cim:o o f 1

Ox,0%, 0% ,0X; OX, 0N, Ox 0%,
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o*f 3
0x,0%,
2 0 1
Untukx,= (0, 2kn, 0), matriks Hess dari f adalah =0 3 0
1 0 2

Persamaan karakteristik dari H adalah
A-2P(A-3)-(A-3)=0
I (A-3)(A-2P2~1)=0
< (L-3) (A -4A+3)=0
& (A-3NA-1DRA-3)=0
SM=3 A=1 A3=3

Karena nilai eigen dari H semua positif maka H(x,) adalah definit positif

2 2 . . ,
dan f(x,X,,X;) =X,” +X,X; -3c0sx, +x,° mempunyai minimum lokal di

X, = (0,2 kn,0) dan (0, 2 kxr, 0) = -3.

Contoh 4.4

i

. . _ =] - N
Diketahui f{x,x,,%;) = —4L(X,7 +x,7 + X, )+ X,X; =X, —2X, - 2x,=

0. Tentukan jenis ekstrem dari fungsi di atas!
Penyelesaian
Turunan parsial tingkat pertama dari f adalah

i:x"S_] of =x2‘5+x1~—2 dan Ef—:x_{

5
— +X, =2
! . 2
Ox, 0%, Ox ?
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Titik stasioner dari f didapat pada x, =x, =x, =1. Jadi x,=(1, 1, 1}
Turunan parsial tingkat keduanya adalah
2 2 2
f - - .
62=~5x16 (’jfzz—sz6 ai:-5x36
0X; ox, 0x 4
o't oM ot _, ’f o*f 0
0x,0%, Ox,0%5 O0X, 0%, OX,0%5 Ox,0%,
o*f =
% ,0%,
5 0%
Untuk x,= (1, I, 1), matriks Hess dari f adalah H=10 -5 1].
0 I -5

Persamaan karakteristik dari H adalah
(L+5) -(A+35=0
S =-4 Ay=-5 7L3=-6.

Karena nilai eigen dari H semuanya negatif maka H(x,) adalah definit
L § . : — 4 -
negatif dan  f{x,,x,,%;) = =~ +X, +x; J+EX,X; —X, —2X, —2x,
mempunyat maksimum lokal di x, =(1,I,t)ydanf{1, 1, 1)= -1

r

B. BANGUN KUADRAT
Pada bagian ini, kita akan menerapkan pengetahuan kita tentang aljabar
lincar pada masalah geometn yaitu bagaimana mengenali jenis suatu grafik di

bidang XY dan di ruang XYZ jika diketahui persamaannya.
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1. Bangun kuadrat dalam R
Perhatikan definisi bertkut

Definisi 4.2

Persamaan kuadrat dalam dua variabel x dan y adalah suatu persamaan

yang berbentuk
ax’ + 2bxy+cy7'+dx+ey+f=0 .......................................................... (4.3)

dengan a, b, ¢, d, e dan f adalah konstanta real dan paling sedikit satu dari

a, b dan ¢ tidak sama dengan nol.

Pada persamaan (4.3) di atas, ax’ + 2bxy + cy2 disebut bagian berderajat 2,
dx + ey disebut bagian be;&é;ajat 1 dan f disebut suku tetap.

Grafik dari persamaan (4.3) disebut irisan kerucut. Irisan kerucut tersebut
adalah elips, parabola atau hiperbola, atau elips terurai, parabola terurai, atau
hiperbola terurai. Untuk selanjutnya, yang dibahas adalah irisan kerucut yang
tidak terurai. Letak dan bentuk dari irisan kerucut tersebut tergantung dari
koefisien-koefisiennya. Ada beberapa kemungkinan yang terjadi, yaitu
(i) Jika d = e =0 atau bagian berderajat | sama dengan nol.

Persamaan (4.3) akan menjadi
ax? 4 2%y + 0y F T 0 e (4.4)

Diandaikan ada titik (x,,y,) vang terletak pada grafik yang memenuhi
persamaan (4.4). Titik (-X,,-v,) akan terletak pula pada grafik tersebut.
Dengan kata lain grafik tersebut akan mempunyai titik pusat di O{0,0).

(i) Jikab=0
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Persamaan (4.3) akan menjadi
ax2+cy2+ dx+ eyt =0 (4.5)
Dari persamaan {4.5) akan didapat sumbu-sumbu simetri yang sejajar sumbu

koordinat.

Persamaan (4.3) dapat kita tuliskan sebagai

XAX 4+ KX F T 0 it (4.6)
b
dengan x = [x} A= {a j] dan K=[d e]
y b ¢

Karena A adalah matriks simetrik maka ada matriks ortogonal P sedemikian

hingga A dapat didiagonalkan secara ortogonal menjadi matriks diagonal D.

A O
Karena P'AP = D, maka P'AP = {Ol \

2

} dengan A, dan A, adalah nilai eigen

dari A dan vektor-vektor kolom dari P adalah vektor-vektor eigen yang

ortonormal dari A vang bersesuaian dengan nilai eigen A, dan A,.

Xf
Diketahui x = [X} Y =[ } dan x =Py . Dari persamaan (4.5) dan dengan
¥
mensubstitusikan nilai-nilai tersebut didapat

(Py)A(Py)+K(Py )+f =0 dengan P~ I:E" z'z J
21 22

ey (P'AP)y +KPy +f =0

<y Dy+KPy+f=0
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A‘ 0 { 1]
<:>[x' y.]l: ! :”:X.i|+[d C]I:pn plz}[xl}+f=0
0 A jly Pai Pz ily
= (X‘)z ’*"kz(y')z +(dpn +ep2,)x' + (dpu +€Pa )y"** f=0
AP A, (¥ +d X e Y A+ = 0o, (4.7)

d d'=dp,, +epy,
engan
e'=dp;, +epy

Persamaan (4.7) di atas merupakan persamaan yang didapat dengan
mentransformasikan grafik dari persamaan (4.3) menjadi grafik baru. Kita akan
memeriksa kemungkinan-kemungkinan yang akan terjadi untuk irisan kerucut
yang tidak terurai.

(i) Jika A, dan &, kéduanya tidak sama dengan nol.
Dari persamaan (4.7) didapat
?Ll((x')2 +ﬁ]+?k{(y‘)2 +~?~r~«¥~'~]+ f=0
A A

[ 13V 1eY 1y (e
¢r>3\{x'+~’:£] +k2(y'+ij +fm(f J m[iJ =
Ay A, Ay A,

Ly Let
Dengan mengadakan translasi dengan rumus x'+1— =x" dan y'+;— =y

tt

maka persamaan di atas menjadi

D (K72 g (7 TRl Wi (4.8)

1aY (e
dengan Mz[ﬁm——J +[—2———] o
Kl KZ

Kita juga akan mencari kemungKinan grafik yang akan terbentuk dan

persamaan (4.8}
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(a). Jika A, dan A, bertanda sama maka persamaan (4.8) dapat diubah

menjadi

=), 6")
M/h, - M/A,

=1 yang merupakan persamaan elips.
Jika A, = A,maka grafik yang terjadi adalah sebuah lingkaran,
(b) Jika A, dan A, tandanya tidak sama maka persamaan (4.8) dapat

diubah menjadi

CO AR
ML M,

Untuk M/A, <0 dan M/A, >0, persamaan itu merupakan persamaan

suatu hiperbola dengan sumbu y sebagai sumbu utama. Jika

M/X, >0 dan M/A, <Omaka sumbu x merupakan sumbu utama
hiperbola tersebut.
(1) Salah satu dari A, dan A, sama dengan nol
T(a) A,=0
Persamaan (4.7) akan menjadi

Ay (v +d x+ey+f =0

T PN
l{y'+2—J :—d'x‘+(2—J i
}\'2 k’2
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Yang

62
Dengan mengadakan translasi dengan rumus
le Le/n, ) f
y'+;—- =y" dan x‘—g——% +—=x", maka persamaan di atas
2
menjadi
Ay (7' 2 =0 (X" o (4.9)

Persamaan (4.9) merupakan persamaan parabola dengan sumbu simetri
sumbu x

A,=0

Analog dengan (a) di atas, dan didapat persamaan parabola dengan

sumbu simetri sumbu y

perlu diperhatikan adalah kita menentukan matriks P yang [P|= 1 agar

transformasi x = Py adalah suatu rotasi. Dari uraian di atas, dapat disimpulkan

langkah-langkah dalam mengenali jenis (termasuk di dalamnya ukuran/susunan

terhadap sumbu koordinat) suatu grafik persamaan kuadrat. Adapun langkah-

langkahnya adalah sebagai berikut :

Langkah I.

Langkah 2.

Langkah 3.

Py Pz

j| yang mendiagonalkan A secara
Pz Pax

Mencari matriks P = [

ortogonal.

Jika perlu mempertukarkan kolom-kolom dari P sedemikian hingga
[P =1.

Mensubstitusikan transformasi x = Py ke dalam persamaan (4.6)

dan menyelesaikan (menyvederhanakan).
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Setelah kita menyederhanakan persamaan kuadrat tersebut, akan didapat
suatu bentuk baru yang merupakan bentuk kanonik dari irisan kerucut. Grafik dari

persamaan kuadrat yang telah disederhanakan tersebut akan berupa salah satu dari

bentuk berikut :

(1) — + g—z = 1, Grafik persamaan ini berupa elips

Y
A

(0, )
(-a, 0>C>

0"

,—5)

Jika a® = b% = 1 maka grafiknya berupa lingkaran.

I(o, ~a)
% yz
{11} B\ b7 =1
Grafik berupa hiperbola

("(1, 0) (a, G)
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(iii) x* = ay atau y* = ax. Grafiknya berupa parabola

3
¢ X =ay
Y
4
X
¢ y' =ax
Y

F 3

Perhatikan contoh berikut
Contoh 4.5
Sebutkan jenis grafik yang persamaannya9x” — dxy + 6y* ~10x — 20y =5

Penyelesaian

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

[x y][_g2 'ﬂ [:}f[—}o —20][;}—5:0

S XAXTFKX =520 e (4.10)
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Jadi milai eigen dani A adalah 10 dan 5. Kita dapat memilih vektor eigen

. ) 2
yang bersesuaian dengan A; = 10 misalnya XI=[ J dan vektor eigen yang

1
bersesuaian dengan A = 5 adalah x2=[ 2}.

Matriks P yang mendiagonalkan A secara ortogonal adalah

Karena |P| =1 maka kita tidak perlu menukarkan kolomnya.

Dengan mensubstitusikan x = Py ke dalam persamaan (4.10) didapat

Y PUAPY +KPY =5=0. .o (411)
; A, O 10 0 .
dan karena P'AP =D = Sy NE maka persamaan (4.11) menjadi
2
10 07 [x e
Xy +f-10 ~20)f 5 {J—:s:o
S P W S, A
atau 10(x')° +5(y')’ - oyaRies—0. B o T i (4.12)

Persamaan (4.12) dapat ditulis sebagai

10x4+5(y'—/5) =25 -5 =0

S 10V 50V =30 e (4.13
Dengan mengadakan translasi y"= (y‘—«,/g) dan x"=x' maka dari persamaan

(4.13) didapat
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10(x")* +5(y")* =30
ny2 Hy2
PR30 MU 20 M
3 6
Grafik dari persamaan di atas berupa elips dengan a = JV3danb= 46
Contoh 4.6
Sebutkan jenis grafik yang persamaannya X't xy+y =61
Penyelesaian
Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai
1 i x
x v, ~6=0
7 MLy
o T L i LN - PO . O (4.14)

Persamaan karakteristik dari A adalah

A~1

— 2 =
e =0

£ i
2
=

oA =20+ 2=0
& h-3)h-3)0
@k]:% kzzli

Jadi nilai eigen dari A adalah £ dan< . Kita dapat memilih vekior eigen yang

: 1 : :
bersesuaian dengan A; = 4 misalnya x]mL dan vektor eigen yang bersesualan

-1
dengan A = § adalah xzm[ J.

Matriks P yang mendiagonalkan A secara ortogonal adalah
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1 1
S R
1
V2o N2
Karena ’P| =1 maka kita tidak perlu menukarkan kolomnya dan transformasi

x =Py adalah suatu rotasi.

Dengan mensubstitusikan x = Py ke dalam persamaan (4.14) didapat

FUPUAP)Y =620 oot e (4.15)

A

0 4
dan karena P'AP =D = [O] p ] :[ } maka persamaan (4.15) menjadi
2

A
2
0

t fome

@.M-{-.-(ﬁxé

2
SEMOT e g M e W @16
4 12

Grafik dari persamaan (4.16) berupa elips dengana=2 danb =2 NGl

Sebutkan jenis grafik yang persamaannya 27 —dxy -y  +8=01

Penyelesaian

Persamaan di atas dapat dituliskan kembali sebagal x'Ax+8=0......... (4.17)
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2 -2
dengan A = dan x = .
-2 -1 y

Nilai eigen dari A adalah 3 dan -2. Kita dapat memilih vektor eigen yang

. . o : :
bersesuaian dengan A, = 3 misalnya x1=[ 11' dan vektor eigen yang bersesuaian

1
dengan A, =-2 adalah xz—”:liz} :
Matriks P yaig mendiagonalkan A secara ortogonal adalah
s
NG
Tl
J5

Karena |P|= 1 maka kita tidak perlu menukarkan kolomnya dan

o=l

teransformasi x = Py adalah suatu rotast.

Dengan mensubstitusikan x = Py ke dalam persamaan (4.17) didapat

B N T S PPV PUDUUUPOPPS SRS C S L))
¥\

: e i O -2 0 s
dan karena P'AP =D = =l o 3 maka persamaan (4.18) menjadi

[x y'][_o2 30“;:}&;0 DA . 19

QL’S'X w.__w3(yi)2 =1
4 8
[ A P (4.20)
4 3

Grafik dari persamaan (4.20) berupa hiperbola dengan a = 2 danb = %Jg
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2. Bangun koadrat dalam R’
Selanjutnya akan dibahas persamaan kuadrat dalam 3 variabel. Perhatikan
definist berikut :
Definisi 4.3
Persamaan kuadrat dalam 3 variabel x, y, = a:dalah suatu persamaan yang
berbentuk

ax® + by® + ¢z’ + 2dxy + 2exz + yz+gx+hy+iz+j=0..........(421)

dengan a, b,...,J adalah konstanta real dan a, b, c, d, e, { tidak semuanya nol.

Pada persamaan (4.21) di atas, ax* + by® + ¢z + 2dxy + 2exz + 2fyz disebut
bagian berderajat 2, gx + hy + iz disebut bagian berderajat 1 dan j disebut suku
tetap.

Grafik dari persamaan kuadrat dalam 3 variabel disebut éennukaan kuadrat
atau permukaan berderajat dua. Permukaan kuadrat yang tidak terurai yaitu
elipsoida, paragoloida eliptik, paraboloida hiperbolik, hiperboloida berdaun satu,
dan hiperboloida berdaun dua. Permukaan kuadrat ini selalu diperlukan dalam
kalkulus dan geometri analitik.

Letak dan bentuk dari permukaan kuadrat tersebut tergantung dari
koefisien-koefisiennya. Ada beberapa kemungkinan vang terjadi, yaitu :

(1) Jikag=h=1 =0 atau bagian berderajat 1 sama dengan nol.
Persamaan {4.21) akan menjadi

ax’ + by’ + o2’ + 2dxy + 2exz + 224§ =0 (4.22)
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Diandaikan ada titik (x,,¥,,2,) yang terletak pada grafik yang memenuhi
persamaan (4.22). Titik (-x,,-¥,,~%,) akan terletak pula pada grafik
tersebut. Dengan kata lain grafik tersebut akan mempunyai titik pusat di
0(0,0,0).
(i) Jikad=e=f=0

Persamaan (4.21) akan menjadi

ax’ + by:Z dezZl +gx A hy HIZ+ ] = O (4.23)
Darl persamaan (4.23) akan didapat bidang-bidang simetri yang sejajar

sumbu koordinat.

Persamaan (4.21) dapat kita tuliskan sebagal

xAx+Kx+{=0 (424)
dengan
x} - Ja d e
x=|y A=ld b fldan K=[g h i
v4 AN C

Pada persamaan (4.24), A adalah matriks simetrik. Oleh karcna itu ada

matriks ortogonal P sedemikian hingga A dapat didiagonalkan secara ortogonal

4, 0 0
menjadi matriks diagonal D. Karena PAP = D maka PAP = | 0 4, 0
0 0 A

dengan Ai, Az, dan A; adalah nilai eigen dari A dan vektor kolom dari P adalah
vektor eigen yang ortonormal dari A yang bersesuaian dengan nilai eigen Ay, Az

dan ?\.3.
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X
Diketahui x =iy |, y =|y'| dan x =Py. Dari persamaan (4.24) dan dengan
z

mensubstitusikan nilai-nilai tersebut didapat (Py)t A(Py)+ K(Py)+ 31=0 dengan

Py P2 P
P=Ip, Pn Pxn
Pa; Pz Pas

oy (P'AP)y +KPy +j=0
< y'Dy+KPy+j=0

Ay 00X Pir Pz Pz || X
C;’[X| y 210 &, 0y +[g h i]lpy Py Py |y |+i=0
0 0 A, |7 Py Pu Pul?

MV 0, () +4,(z) +(gp,, +hp,, +ip, X'+
(2Pa1 + By, +1ps )y + (2P, +hpyy +ipy ) +j=0
& MY 000 + 8@ F X RY 2 =0 (4.26)
dengan g'=gp,, + hp,, +1p;,
h'=gpy +hpy, +1py;

i'=gp,, +hpy, +ipy;
Persamaan (4.26) merupakan persamaan dari permukaan kuadrat yang baru.
Kita akan memeriksa kemungkinan-kemungkinan yang akan terjadi.
(i) Jika A, k,dan A; ketiganya tidak sama dengan nol.

Dari persamaan (4.26) didapat

A, (x')2+§—’i\+>u2 (y*)2+ﬂ th| @) 2 |+ =0
% ) x. x

2 3
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yang ekuivalen dengan

1Y py Ly 1oV (LY i)
A, x+ 25 F R0 YHE—| +4, 7425 4] 28| [z f3f = {)
}\‘1 R‘:Z }\‘3 }“1 12 7\'3

1o Ll
Dengan mengadakan translasi dengan rumus x‘+i~g—: x" y‘+£= ¥y,
I 2
. Lt
dan z'+-2— = z"maka persamaan di atas menjadi
Ay (XY A0 (V") 05 (2" =M e, (4.27)

_1_ 1 2 j__ 1 2 }_ t 2
dengaanﬁw(i 28] 422 -]
R'l A’Q )\’3

Kita juga akan mencari kemungkinan grafik yang akan terbentuk dari

persamaan (4.27)

(a). Jika A,, A,dan A, bertanda sama maka persamaan (4.27) dapat diubah

menjadi
0y 2 1y 2 Yy 2
COMNCDNCD

=1 yang merupakan persamaan elipsoida.
Mk, Mfh, | M, e e PAKARP P

Jika A, = &,= A, maka grafik yang terjadi adalah sebuah bola.

(b)Y Jika ada dua nilai eigen yang tandanya sama dan nilai eigen yang satu
berlainan tanda

= Jika ada dua nilai eigen yang bertanda positif, misatkan &, dani,,
dan satu nila: eigen bertanda negatif, misalkan A,, maka persamaan

(4.27) dapat diubah menjadi



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

(xn)2 . (yu)2 _ (Zu)z
M/, Mjh, M,

=1 yang berupa persamaan hiperboloida

berdaun satu.
v Jika ada dua nilai eigen yang bertanda positif, misalkan A, dani,,
dan satu nilai eigen bertanda negatif, misalkan A,, maka persamaan

(4.27) dapat diubah menjadi

DA 7. +(Z“)2
M/A, M/A, M/A,

=1 yang berupa persamaan hiperboloida

berdaun dua.

(ii) Salah satu dari &, ,A,, dan A,sama dengan nol
(@ A=0
Persamaan (4.26) akan menjadi

A (V) +hy(2f +g X +hY +iZ+ =0

2 N2 2 N2
- RN IR Li Ly
ly+2i—| +h, 2+ 22— =o' X A | A -]
= Z(Y Ay J 3(2 Ay ) =7 {}”2 ] (KJ J

Dengan mengadakan translasi dengan rumus
L' Ly CnoL Y e,y

y+i—=yt | g Ae= g dan Ne St —(2 '|") +mj~;_=x”,
Ay A, g g g

maka persamaan di atas menjad;

Ay (V'Y 2 (2" = 8 (X oo (4.28)
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= Jika A, dan A,bertanda sama, maka persamaan (4.28) akan menjadi

= x"yang merupakan persamaan paraboloida eliptik.

L2y ')’
2//8! }\'/
v Jika A, dan A,berlawanan tanda, maka persamaan (4.28) akan

1ny2 1y2
menjadi MT_E_L‘: +x" yang merupakan persamaan
A /8 As/g

paraboloida hiperbolik.
(b)y A,=0
Analog dengan (a) di atas, dan jika X, dan A, bertanda sama, maka
persamaan (4.28) merupakan persamaan paraboloida eliptik. Jika *,
dan A, berlawanan tanda, maka persamaan (4.28)} merupakan

persamaan paraboloida hiperbolik.

(Gl A0
Analog dengan (a)} di atas, dan jika A, dan A, bertanda sama, maka
persamaan (4.28) merupakan persamaan paraboloida eliptik. Jika A,
dan X, berlawanan tanda, maka persamaan (4.28) merupakan

persamaan paraboloida hiperbolik.

Yang perlu diperhatikan adalah kita menentukan matriks P yang [P| = | agar

transformasi x = P y adalah suatu rotasi. Dari uraian di atas, dapat disimpulkan
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langkah-langkah dalam mengenali jenis suatu grafik persamaan kuadrat. Adapun

langkah-langkahnya adalah sebagai berikut :

Py P Po
Langkah 1. Mencari matriks P = |p, p,, P, | yang mendiagonalkan A
Psi Pxn Py

secara ortogonal.

Langkah 2 Jika perlu, mempertukarkan kolom-kolom dari P sedemikian hingga
P =1

Langkah 3. Mensubstitusikan transformasi x = Py tersebut ke dalam persamaan
(4.24) dan menyelesaikan (menyederhanakan).

Setelah kita menyederhanakan persamaan kuadrat tersebut, akan didapat
suatu bentuk baru yang merupakan bentuk kanonik dari persamaan kuadrat
tersebut. Grafik dari persamaan kuadrat yang telah disederhanakan akan berupa

salah satu dari bentuk berikut
L oxE oyt o2
(1) —5 - ?— -+ "(’:*2— =i

Grafiknya berupa elipsoida. Jika a =b = ¢, maka grafiknya berupa bola.
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. X2y 2 X
() — + 5~ — 2 2
a b ¢ a b c a b c

2
z
2

2 .2 2 2
2

Grafiknya berupa hiperboloida berdaun satu.

[\=
[

[+
G“"<
[ 8

i Moot § B o x” ?
a® b* ¢ a2 WAt

B

2 3
!__I_f_—] o

|
_§_
o,

3]

2
- Y ~ X y -
=1 — 5t =] - +s ey
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a

2 2 2 2 2
N ¢ x* z
(ii)z = = +—~«-«y2 ¥y .
a~ b

0|N
E ]

W
o
oy

Grafiknya berupa paraboloida eliptik

- x? y? N mxz 72
tz= < -1 YT 5oy
a b a b

Grafiknya berupa paraboloida hiperbolik

2
to
il
i}

o
T

R
ta}
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Perhatikan contoh berikut

Contoh 4.8

Diketahui persamaan kuadrat dalam 3 variabel adalah 3x*+3y*+5z" — 4xy -

25 = 0. Tentukan jenis grafiknya!

Penyelesaian

Persamaan di atas dapat dituliskan sebagai x'Ax-25=0 dengan

X 3 -2 90
x =|yidanA=|-2 3 0
2z 0 0

Nilai eigen dari A adalah &, =1 dan A, = A; = 5.
Vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 1 adalah vektor tidak nol yang

1 1

berbentuk x= s |1 |dan kita dapat memilih x,= |1|. Vektor eigen yang
0 0
bersesuaian dengan A = Ay = 5 adalah vektor tidak nol yang berbentuk
= 0 -1 0
x=s| 1|+t|0]| dankitapilih x, =| 1|danx,=|0
0 1 0 1

Matriks P yang mendiagonalkan A secara ortogonal adalah

’\
3

-

Y

P=|L L 0

|

2

2 ¥
0

N[__,

[ 3

|
|P1x1 maka kita tidak perlu mempertukarkan kolom-kolomnya dan

transformasi x = Py adalah suatu rotasi.
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Dengan mensubstitusikan persamaan x = Py ke dalam x'Ax-25=0
didapat
(Py)' A(Py)—25 =0

< y'P'APy-25=0
<y Dy-25=0

A 0 07 100
Hal itu terjadi karena PAP=D=[0 %, 0 |=[05 0
0 0 A,f loos

Karena y=|y'| maka kita peroleh persamaan baru dan bentuk

10 0]fx
[+ v 2]l0 5 0}y |-25=0 yaitu
00 5|2

N

(Y 4+5(y') +5(z' ) -25=0 |

o (&) +5(60)7 +5()
25
ORI T 2
25 5 5

yang merupakan persamaan elipsoida dengana=5danb=¢c= NCR

Contoh 4.9

Klasifikasikan permukaan kuadrat yang persamaannya

x* 42y 447 —dxz -3x+2y-dz =51
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Penyelesaian

Persamaan di atas dapat dituliskan sebagai x'Ax+ Kx = 5 dengan

X 1 0 -2
x= |y|danA=| 0 2 OldanK=[-3 2 - 4]
z -2 0 4

Nilai eigen dari A adalah A, =0, A;=2dan A;=35.

Vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =0, A;=2dan A3 =35

2 0 =1
berturut-turut adalah x; = { 0 |, x, =/ 1| dan x;, =| 0. x,,x, dan x, saling
1 0

ortogonal. Matriks P yang akan mendiagonalkan A secara ortogonal adalah

12
P=—|0
1

NG

o%o

-1
0
2

Karena IPE =1 maka kita tidak perlu mempertukarkan kolom-kolomnya dan

transformasi x = Py adalah suatu rotasi.
Dengan mensubstitusikan persamaan x = Py ke dalam x'Ax+ Kx = 5

%, 0 07 o0 0
didapat {(Py)' A(Py)+K(Py)= 5 dan karena PAP=D=[0 %, 0= 0 2
0 0 x| (00

Lh O

maka persamaan x'Ax -+ Kx =35 menjadi

0 0][x" 2 0 ~1)[x
{x' y' z'] 0 0]y +[—3 2 - l]m;-_-_-_- 0 V5 0 y' =
Z V3 l 10 2z

atau 2(y') +5(z)° - 25 x42yf57 = 5
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1Y Y 23
<2y — +-5[z‘—~—J m2\/§(x'+—J
[ 2 ] 25 85
Dengan mengadakan translasi y"=(y+4) , x"=x+3  dan z'=z-
: 6" @) : -
didapat ~~*%+-I-=x' yang merupakan persamaan paraboloida eliptik

Vs

' 2
dengan b’ =J§dan d” = == |
: V5

C. PERSAMAAN DIK ERENSIAL LINEAR

Pada bagian ini kita akan membahas bagaimana menerapkan pendiagonalan
matriks dalam menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear homogen
dengan koefisien konstan. Yang dimaksud dengan suatu persamaan diferensial

adalah pérsamaan yang memuat derivatif dari satu atau lebih peubah bebas.

1. Sistem Persamaan Diferensial Linear Tingkat Pertama

Salah satu bentuk persamaan diferensial yang paling sederhana adalah

A, = ay . el . AT RS Y (4.29)
dengan y' = % dana ¢ N
X

Penyelesaian dari persamaan (4.29) adalah
Y T 08 e (4.30)
dengan a, ¢ e 9. Penyelesaian ini dinamakan penyelesaian umum dari

persamaan  (4.29). Yang dimaksud dengan penyelesaian suatu persamaan
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diferensial adalah sebarang fungsi f yang terdefinisikan yang biia disubstitusikan
dalam persamaan diferensial akan membuatnya menjadi suatu identitas.
Jika pada persamaan (4.29) diberikan syarat tambahan misalnya y(0) = yo

maka penyelesaiannya dinamakan penyelesaian khusus yaitu

Bentuk umum dari sistem n persamaan diferensial linear homogen tingkat

pertama dengan koefisien konstan adalah

y,' Tanyitanyat..tanys
y:," = Y1t Y2t oL T MY (432)
}’n' =anqVitany:t ..t &nYas

dengan y; = fi(x) merupakan fungsi-fungsi yang akan dicari dan a; adalah
konstantareal,i=1,2,..,ndanj=1,2,..,n

Bentuk (4.32) dapat kita tuliskan dalam notasi matriks yaitu

M ay,, Ay rdg, By
L]
Yo | 18xn @ Y.
Ynl ani an,’l ann yn
AL Y S A Y oo {4.33)
' . . =
¥ dy Gl | E.\-n
' a:’. 8’22 tj’”n i .VZ
dengan Y' = .yz A= " - i dan'y = ||
Ynl anl an?, a:n: JI ,V:'.
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Sistem dalam persamaan (4.33) disebut sistem vyang diagonal jika A
merupakan matriks diagonal. Jika A merupakan matriks diagonal, maka

persamaan (4.32) dapat dituliskan sebagai

vy’ =any
Y, = any:
......................................................................... (4.34)
Y.\ = 2mYa
dan persamaan (4.34) akan menjadi atau Y'=DY ... (4.35)
21 ) 0
dengan D = fo 0
0 0 a

Sistem dalam persamaan (4.35) mudah diselesaikan secara langsung karena
pada masing-masing persamaannya berbentuk seperti persamaan (4.34) yang

mempunyai penyelesaian umum seperti pada persamaan (4.30). Penyelesaian

persamaan (4.35) adalah
y, = et
y, =c,e™
Y, =¢,e™

dengancie Wdani=1,2,....n
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Contoh 4.10

Diketahwi sistem berikut

¥, =-3y
y,' = 4y
AL £

Tuliskan sistemn tersebut dalam notasi matriks kemudian selesaikaniah !

Penyelesaian
Sistem tersebut jika dituliskan dalam notasi matriks adalah sebagai berikut

vi'l =3 0 0lly,
y,'[=10 4 Olly,
Ys' 0 0 2]y,

-3 0 0
Karena |0 4 0| merupakan matriks diagonal, maka penyelesaian sistem di-
0 a0 2
atas adalah
yi=c e
y2 =0y ™
v =c3 e

atau dalam notasi matriks

¥y Cle‘sx
ya | =™

2%
A ;€ "
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Seandainya sistem (4.32) tidak merupakan sistem yang diagonal, maka
penyelesaiannya tidak semudah cara di atas. Kita tetap dapat menyelesaikannya
dengan menggunakan substitusi yang sesuai, yang pada akhirnya membuat
matriks A dapat didiagonalkan.

Diketahui A dapat didiagonalkan dan P adalah matriks non singgular
sedemikian hingga

P =D Rt e (4.36)
dan D adalah matriks diagonal.

Pada persamaan (4.32) yaitu Y'= AY, kedua ruas dikalikan dengan P”
dan didapat
PlYy=P"AY

PY'= PTAPPTYY

EETADEY e B e LR T (4.37)

Kita harus mensubstitusikan Y =PU. ... (4.38)
U]
U,

dengan U = sedemikian hingga sistem (4.37) akan menjadi sistem

Uli.

persamaan diferensial yang matriks koefisiennya berupa matriks diagonal.

Karena P adalah matriks non singgular dan c¢lemennya berupa konstanta,
maka dari persamaan (4.38) didapat Y'=P U'......nn ... (4.39)
Dengan mensubstitusikan persamaan (4.33), (4.38) dan (4.39) ke dalam

persamaan (4.37) didapat

PP U= (PTAPP P U
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Karena persamaan (4.40) sudah merupakan sistem yang diagonal maka kita
dapat mencari penyelesaiannya dengan menggunakan metode yang telah dibahas
sebelumnya. Yang perlu diperhatikan adalah kita harus mencari matriks P sebagai
matriks yang akan mendiagonalkan matriks koefisien A.

Dari pembahasan di atas, kita mendapatkan langkah-langkah untuk
memecahkan sistem persamaan diferensial linear Y'= ,AY dengan A bukan
merupakan matriks diagonal namun dapat didiagonalkan. Adapun langkah-
Jangkahnya adalah sebagai berikut:

Langkah 1.  Mencari matriks P yang mendiagonalkan A

Langkah2. Membuat substitusi Y =P U dengan Y'=P U' schingga didapat
sistem baru U'= DU dengan D= P'AP

Langkah 3.  Menyelesaikan sistem persamaan diferensial U=DU

Langkah 4. Mengembalikannya ke persamaan semula yaitu Y =PU

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut
Contoh 4.11
Selesaikan sistem berikut ini !

y, =4y, +2y, + 2y

y,'= 2y, +4y, +2y,

yy'= 2y, + 2y, +4y,
Penyelesaian

Sistem tersebut dapat ditulis sebagai Y'= AY dengan
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L]

4 2 12 Y1 Y
A=12 4 2ldan¥Y=|y,|serta Y =y,
2 2 4 ¥, Y,

Matriks A mempunyai nilai eigen A, = &, = 2 dan X; = 8.Vektor eigen yang

bersesuaian dengan A = 2 adalah vektor tak nol x yang memenuhi (Al - A)x= 0

yaitu

-2 -2 =21 0x 0

-2 -2 -2}ix,|=|0] sehingga

-2 -2 2] %, 0

X, 1 0

X, 1= s| Of+t] 1

%5 -1 -1

i 0

Jadi kita dapat memilih v;=| 0 danv,= 1

-1 -1
Vektor eigen yang bersesuaian dengan A = 8 adalah vektor tak nol vang

memenuhi (A — A)x= 0 yaitu

RN -2 -2 0 X, 1
-2 4  -2||x,|=10]schingga |x,|=u|l
-2 -2 4] X, 0 3, ]

Jadi dapat dipilth va= |1
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T 01
Kita dapat membentuk P=| 0 1 1] danP inilah yang akan mendiagonalkan
-1 =11

A dan

1 2 =4 2 7 I 01
P“AP=-3- -1 2 1112 4 2 0 11
1 1 iRl L -1 -1

™ Ll 1 0 1

=%-2 4 -2 0 1

b 8 8[| -1 ~1 1

6 0 0 2 0 0

=% 0 6 0 i=i0 2 0|=D
0 0 24 0 0 8

u,’ 2 0 0]]|u
u,t= 10 2 0]y,
u,' 0 0 8] |u,
atau

u,'= 2y,

u,'=2u,

u,'= 8u,

yang mempunyai penyelesaian umum

. 2%
u, =c,e™ c e

r _— 2
u, =c,e”  ataw U=|c,e”

= Bx ix
U; =C;3e c, €

Jadi Y = PU menghasilkan
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y, 1 0 17 |ce®
Y=1y,|=]| 0 1 1] |e,e™
NE -1 -1 i C; egx

¢, e +c,e™
o % ax
= le, e +c e
(—¢, —¢,)e™ +c, e*
atau y, = ¢, &> +c e

- x 8x
¥,=C, € +C; €

y,= (¢, ~c,)e™ +c, e”

2. Persamaan Diferensial Linear Homogen tingkat-n dengan Koefisien

Kenstan

Bentuk umum persamaan diferensial lincar homogen tingkat-n dengan
koefisien konstan adalah

yE LAY e AT ALY AY =0 s (4.41)

dengan A; € M untuk 1=1,2, .., ndan Ay=0.

Persamaan (4.41) tersebut dapat ditransformasikan sedemikian hingga
ekuivalen dengan sistem persamaan diferensial lincar tingkat pertama dengan
koefisien konstan oleh suatu transformasi ¥'= AY dengan mensubstitusikan

V=Y, Y,=Y, Yi=y ...V, = Y (4.42)

Secara umum, jika kita mempunyal sistem persamaan diferensial linear

homogen tingkat-n dengan koefisien seperti pada persamaan (4.41), maka dengan
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menggunakan transformasi seperti pada bentuk (4.42) kita akan mendapatkan

suatu sistem baru yang berbentuk

¥, 0 1 o . . . Glly,
23 0 0 IR, Olty,
m| e el | (4.43)
_ynrtw - A 0. g ;. e TN SR L |

Sebuah kasus sederhana, pada persamaan diferensial linear homogen dengan

koefisien konstan tingkat 2 yang berbentuk vy +py+gy =0 (4.44)

Dengan mensubstitusikan y, =y dan y, =y  didapat

= —PpYy, — 49y,

yang dapat juga ditulis sebagai

B H ; J B } ............................................................................ (4.46)

yang merupakan kejadian khusus dari persamaan (4.43) untuk n = 2.

Contoh 4,12

Selesaikanlah persamaan diferensial v'—y'-6y = 0!
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Penyelesaian

Pada persamaan diferensial tersebut, A = -6, A;=-1dan jika ditulis dalam

persamaan (4.30) menjadi
o8 6 1}y,
L : 0 1 : .
Nilai eigen dani A = 6 1 adalah A; = -2 dan A, =3.Kita dapat memilth

vekior eigen yang bersesuaian dengan A = -2 yaitu v, = { 5 } dan untuk A, =3

! 1
kita pilih V3=[ . } sehingga kita dapat membentuk matriks P = { ) 3}

yang akan mendiagonatkan A dan
A3 -1 1 1 1
12 16 1ji-2 3
-2 0
= U
O 3

Dengan substitusi Y=PU dan Y'=PU' menghasilkan U'= DU

U] [-2 0] (v, U,'=-2U,
= atau
U, 03|y, U,'=3U,

yang mempunyal penyelesaian umum U = ¢, e

Pl AP

i

Lil — Cz C.w

¢, e”
atau U= »
C, e
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Jadi Y=PU menghasilkan Y = [y‘ } [ I ]} {C‘ ezx}
Yo -2 3] ic,e™
y, = ¢, e +c, e™
y, = —2¢,e> +3¢, e™
" Dari bentuk (4.42) yaitu substitusi y, =y dan y,=¥ maka
y =y, - o e“z;. +¢, e™ yang merupakan penyelesaian umum dari persamaan
diferensial y"'~y'—6y = 0. Seci-angkan v, = =2c,¢™ +3c, e™ merupakan

derivatif dari y,.

Contoii 4.13

Diketahui y,"= -2y, +y,+2y,'

y2''= 2y, + 2y, -y,

Selesaikanlah sistem persamaan tersebut jika diketahui y,(0)=1  y,"(0)=-3
y,(0)=0 vy, (0)=2!
Penyelesaian

Dengan menggunakan substitusi y, =y,' danyv, =y, akan memberikan
sistem persamaan diferensial linear tingkat pertama yang ekuivalen dengan sistem
di atas, yaitu

Yi'= Y

YUEYe e (4.47)

y,'=—2y,Fyi+ 2y,
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¥i' =2y, +2¥; - Y,

Matriks koefisien dari persamaan (4.47) adalah

6 o 1 ¢
6 0 0 1
A= .
0 ~2 1 2
2 0 2 -1

Persamaan karakteristik dari A adalah A° +34% — 4 = 0 dan nilai eigen dari A
adalah A, =1, A, =-1, A,=2,dan A, =-2. Vektor eigen-vektor eigen yang

bersesuaian dengan A, =1, A, =-1, 2, =2, dan A, = -2 berturut-turut adalah

1 2 i I
2 -1 1 -1 , _
y) = e v = A V3= 5 T T 5 schingga kita dapat membentuk
2 1 2 2
i 2 Fi 1
triks P S — k diagonatkan A d
= | ang akan mendiagonatkan A dan
matriks ) Se— yang g
2 1 2 2
0 4 -2 00 0 1 01}l 2 i I
piapa I 4 0 0 =210 0 0 I}j2 -1 1 =1
59 1 -3 -3 1{|0 -2 1 291 -2 2 -2
-3 -1 -1 3102 0 2 —1)12 I fF 2
1 0 0 0
0 -1 0 0
- =D
0 o 2
0 0 0 -2

Dengan substitusi Y=PU dan Y'= Pl menghasitkan U'=DU
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U, 1 0 0 0]Uu, U,
U, 0 -1 0 U, U,
= atau
U, 0 0 2 U, U,
U, 0 0 0 —-2{jU, U,
yang mempunyai penyelesatan umum
U] =Ciex Cl(,‘,x ]
Vo= 0262: atau U = Czezi
U, = gi6es ¢,e
U,=ce™ c,e™
_Yl i
. < i ) Y, 2
Jadi Y = PU menghasilkan Y = >
Y3
BE 2

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai yv(0) = 1

y2'(0) =2 pada persamaan

] X X 2% -2x
y R cc” ¥2e OfelE e~ 4 2c &

y, =2¢ce” —ce™ +¢,e™ e e

y,'= 66" —2c,e” +2¢,e™ —de e

y,'=2ce +e,e +2¢,e” + 2,7

didapat ¢, =1, ¢, =0, ¢; =

-1, dan ¢, =1

= U,
=— U,
= 2U,
=2U,
2 1 1|ce"
= I —1che™
-2 2 =21|c.e™
2 2||ce™
yA0) = 0 y’(0) = -3

94

dan

Sehingga penyelesaian khusus dari sistem persamaan yang dimaksud adalah
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yl =ex ‘_e2x +e-—2.\'
y2 — Zex we:!x me—2x
y, =e* =2 = 2e™

v, =2e* -2e™ +2e7™

D. GENETIKA

Dalam subbab ini kita akan membahas pewarisan sifat dan penyakit genetika
pada makhluk hidup sampai generasi ke-n. Untuk menghitung sampai pada
generasi ke-n membutuhkan suatu perhitungan yang cukup rumit. Kita akan
membahas proses penyederhanaan perhitungan tersebut melalui pendiagonalan
matriks. Sebelumnya akan diperkenalkan terlebih dahulu beberapa istilah yang
sering digunakan, antara lain:

- Gen - unit terkecil dart genetika. Simbol untuk suatu gen dinyatakan
dengan sebuah huruf, misalnya A dan a.

- Genotip : susunan genetika suatu individu yang tidak dapat diamati
secara langsung. Genotip suatu individu dinyatakan dengan
huruf dobel, misalnya Aa, aa, AA.

- Homozigotik : sifat individu yang genotipnya terdiri dari gen-gen yang sama
dari tiap jenis gen, misalnya AA, aa.

- Heterozigotik: sifat individu yang genotipnya terdiri dari gen-gen yang
berlainan dari tiap jenis gen, misalnya Aa.

- Kromosom : Benda halus berbentuk lurus seperti batang atau bengkok dan

terdiri dari zat yang mudah mengikat warna,
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- Autosom . Kromosom yang tidak ada hubungannya dengan penentuan
jenis kelamin. Dalam intisel ada 46 kromosom dan yang
merupakan autosom ada 44 buah.

- Alel . Anggota dari sepasang gen.

Dasar genetika yang dipakai dalam penulisan ini adalah Hukum Mendel I
karena yang dibahas dalam subbab ini adalah perkawinan individu berdasarkan
satu karakteristik sifat saja. Hukum ini disebut juga hukum segresi atau pemisahan
gen yang sealel.

Ada tiga masalah yang akan dibahas dalam subbab ini yaitu warisan
autosomal, penyakit terpendam autosomal dan pewarisan sifat yang terangkai
dengan kromosom X. Dalam warisan autosomal, setiap individu akan memiliki
salah satu dari ketiga macam genotip yang mungkin yaitu AA, Aa atau aa. Gen A
disebut dominan terhadap a dan a disebut resesif terhadap A. Pada pewarisan
sifatnya, seorang individu akan menerima satu gen dari induk jantan dan satu dari
induk betina dengan kemungkinan yang sama. Keturunan yang terjadi tidak
pernah disebutkan jenis kelaminnya karena sifat keturznan yang ditentukan oleh
gen pada autosom diwariskan oleh induknya tanpa membedakan jenis kelamin.

Masih berkaitan dengan warisan autosomal, kita juga akan membahas
penyakit terpendam autosomal yaitu penyakit genetika yang ditentukan oleh gen
resesif pada suatu individu. Penyakit ini akan terdapat pada individu yang
memiliki minimal satu dari induknya bergenotip hcterozigotik (Aa) ataupun

resesif homozigotik (aa).
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Selain gen-gen autosom, dikenal pula gen-gen yang terdapat di dalam
kromosom kelamin yang dinamakan rangkai kelamin. Pada pewartsan sifat yang
terangkai dengan kromosom X, induk jantan hanya memiliki sebuah kromosom

X saja sehingga 1a hanya dapat normal (A .) atau penderita (a .).

1. Pewarisan sifat autosomal

Yang dimaksud dengan sifat autosomal adalah sifat keturunan yang
ditentukan oleh gen I;ada autosom. Sifat keturunan ini akan dapat dijumpai pada
individu jantan atau betina karena mereka memiliki autosom yang sama.

Pada pewarisan ini, setiap individu baru yang terbentuk akan mewarisi satu
kromosom dari setiap pasangan kromosom induknya yang terjadi secara
kebetulan. Jika induknya bergenotip AA, maka keturunannya akan mewarisi
kromosom A dari induk itu dan satu lagi dari induk yang lain. Misalnya induk
yang lain bergenotip Aa maka keturunannya akan mewarisi kromosom A atau a
dengan kemungkinan yang sama. Keturunan yang nidhgkin terjadi hanyalah
bergenotip AA atau Aa saja dan tidak mungkin bergenotip aa.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan tabel berikut yang merupakan genotip

keturunan jika induknya bergenotip seperti vang tertera berikut:
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Tabel 1

(Tabel genotip yang diwariskan oleh kedua induk pada keturunannya)

Betina | A Betina Betina
A A A Al A
Jantan Jantan Jantan
A AA | AA A AA T AA a Aa | Aa
A AA | AA a Aa | Aa a Aa | Aa
Betina Betina Betina
A a Al oa a a
Jantan Jantan Jantan
A AA | Aa a Aa | aa a aa | aa
a Aa | aa a Aa | aa a aa | aa

Dari tabel 1 di atas, kita akan mendaftar peluang-peluang dari genotip yang
mungkin diwarisi oleh keturunan dari genotip yang dimiliki oleh kedua induknya

dan didapat tabel 2 berikut:
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Tabel 2

(Tabel peluang genotip keturunan yang diwariskan oleh kedua induk)

Genotip
induk
Ketu-\ | AA-AA | AA-Aa | AA-aa | Aa-Aa Aa-aa aa-aa
runan
AA 1 L 0 1 0 0
Aa 0 1 1 L + 0
aa 0 0 0 1 I |

Kita akan menurunkan rumus untuk bagian individu yang genotipnya AA,

Aa dan aa dalam generasi ke-nuntukn=0, 1,2, ...

Dimisalkan

an : bagian dari tumbuhan yang bergenotip AA pada generasi ke-n.
b, - bagian dari tumbuhan yang bergenotip Aa pada generasi ke-n.
Cn : bagian dari tumbuhan yang bergenotip aa pada generasi ke-n.

80, bo, o : distribusi mula-mula dari genotip-genotip tersebut.

ant+ byt ey=1

n=0,1,2,..

Dalam menentukan distribusi genotip ini, ada 3 kemungkinan genotip induk
yang digunakan sebagai kontrol yaitu induk yang minimal salah satunya

bergenotip AA, Aa atau aa. Dengan menggunakan tabel 2 dapat ditentukan
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distribusi genotip dari setiap generasi dari distribusi genotip induk dan disusun
sistem persamaan dalam a,, b, dan ¢, dengan variabel bebasnya a,.;, b,.; dan ¢,
atau

@ =M x™P Ve 12,30 e, (4.48)

dengan x® = [a, by @], X" = ral 0 by ceql', dan M adalah

matriks dari distribusi genotip induk.

Dari persamaan (4.35) didapat ~ x® =Mx®" = M x®P =M x0P
I X e (4.49)
sehingga jika kita ingin mencari x™ | cukup mencari pernyataan eksplisit untuk
M" dengan cara mendiagonalkan matriks M dan mencari matriks D sedemikian
hingga

M =PDP"

M2 =(PDPHPDPY

= pD? P
M =M'M

=pD’ P

M = P D P o e (4.50)
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A, 0 o7
0 A, 0
dengan D adalah matriks diagonal dan D =| dengan
[ O, . . A,

A, merupakan nilai-nilai eigendari M dani=1,2,3,.. .,n
Selanjutnya, kita akan mencari matrtks P yang mendiagonalkan M dan

dengan mensubstitusikan persamaan (4.50) ke dalam persamaan (4.49) didapat
x® ini adalah rumus distribusi genotip pada generasi ke-n.

Contoh 4.14

Ada seorang petani vang mempunyai populasi tumbuhan yang luas dan
terdiri dari distribusi ketiga macam genotip yang mungkin yaitu AA, Aa dan aa.
Dia ingin mencoba meningkatkan program pengembangbiakan dengar
menyuburkan tumbuhan yang bergenotip Aa dengan harapan hasil yang didapat
akan lebth meningkat Turunkanlah rumus untuk bagian tumbuhan yang
genotipnya AA,Aa dan aa dalam generasi ke-n dan carilah distribusi genotip jika
n—o dann=0,1,2, ..
Penyelesaian

Dari tabel 2, kita dapatkan
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Induk
AA-Aa Aa-Aa Aa-aa
Keturunza
AA lz % 0
Aa } : :
aa 0 % %

Dengan memisalkan a, , b, dan ¢, masing-masing adalah bagian dari
tumbuhan yang bergenotip AA, Aa dan aa dalam generasi ke-n dan dengan
menggunakan persamaan dalam a,, by dan ¢, didapat

an =% ap_1 + § bni

by =gy tL B+t cor B, . AR DR (4.52)

Cn™ + brt 5 Cna

Persamaan (4.52) di atas menyatakan bahwa % dari keturunan tumbuhan
yang bergenotip AA akan bergenotip AA dan | dari keturunan tumbuhan yang
bergenotip Aa akan bergenotip AA; dari tumbuhan yang bergenotip AA akan
mempunyai keturunan bergenotip Aa dan + dari keturunan tumbuhan yang
bergenotip Aa akan bergenotip Aa dan 4 dan keturunan tumbuhan yang
bergenotip aa akan bergenotip Aa; serta genotip aa akan diperoleh dari | dari
keturunan tumbuhan yang bergenotip Aa dan + dari keturunan tumbuhan yang

bergenotip aa.
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) .

Persamaan (4.52) di atas dapat ditulis sebagai  x™ = M x™" dengan x

)

O = pl-

[an by Cn]t, x{ﬂ-l} = [an——l by cn-l}l dan M =

N
:u|—- B3

Nilai eigen dari M adalah A4, =0, A,=fdanA,=1. Vektor eigen yang

bersesuaian dengan A, =0 adalah vektor tak nol yang memenuhi

- —-% 0] x,
-4 -1 Lk, = 0 dan  akan  dipenuhi - untuk
0 -+ —1iix; 0

1

X, =8X,=-25,X, =5,s eR. Jadi x; = 5| -2 1, s € N dan kita dapat memilih
1

1
vektor eigen vy=| — 2 |. Vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A,~+

1

I

dapat kita pilih v, = | 0 dan untuk vektor eigen vang bersesuaian dengan nilai

-1
|
eigen A, =1 dapat kita pilth vi = }

!
a
]

P dan p!

Matriks P vang terbentuk adalah

|

2
—-
[ N R

!

afe-

sedemikian hingga

P
]
|

e tole s

o]
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Fet-SEN o S R R B
PIMP=11 0 -3||3 4 4||-2 0 2
EREE T 1A 1 | B Tt
[0 0 © 1 1 gl 0 0 0
= L g -1[i-2 0 2|={0 L 0{=D
EEEE: 1 -1 1| {0 0 1

Qleh karena itu, dengan mensubstitusikan nilai-nilai yang diketahui ke

dalam persamaan (4.51) didapat

1% " 1o o NEES -1 s

20— o 2 @' 0|+ 0 -1f|b

1 -1 1f[o o0 1"j{t L+ Ifle,
0 & [+ -+ 4][a.
=0 0 2/|T 0 ~4||b,
IETEI Jf A e £

P™a, ~(3)"e, +1(a, +b, +c,)

7i +(a, +b, +¢,)

i i__('%")nﬂao'l'(iz)n“cn
1+ (@, ~¢,)

. i

1)@, -¢,)

Jadi didapat a, = + +($)""(a, —c.)
by = % e (453)

= +he, .
¢, =4—(5)" (a, - c.)

untuk n=1,2,3, ...



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

105

Persamaan (4.53) di atas merupakan rumus eksplisit untuk bagian pada
masing-masing genotip dalam generasi ke-n yang dinyatakan dalam bagian-
bagian generasi awal yaitu a,, b, dan c,. Pada generasi ke-n, jika n—> o maka

(£)" mendekati 0 sehingga dari persamaan (4.53) didapat
8-> 4
B> 1 jika n—> o
Ch—> &
Dengan kata lain jika tanaman yang disuburi adalah tanaman yang

bergenotip Aa, pada n— o masih terdapat tanaman yang bergenotip aa scbesar

" bagian, Aa + bagian dan AA 4 bagian.

2.  Penyakit terpendam autosomal

Penyakit genetika ini akan dialami oleh individu yang kedua induknya
heterozigotik. Biasanya kedua induk tersebut akan tampak normal walaupun
mereka pembawa gen resesif (carier).

Andaikan kedua induknya bergenotip AA, tidak mungkin keturunannya
menderita penyakit tersebut. Hal ini terjadi seperti pada warisan autosomal, yaitu
keturunannya akan mewarisi satu kromosom dari induk yang satu dengan
kemungkinan yang sama dan satu kromosom dari induk yang lain dengan
kemungkinan yang sama pula. Individu yang normal akan bergenotip AA,
sedangkan yang menderita penyakit tersebut bergenotip aa. Individu dengan

genotip Aa merupakan individu yang membawa penyakit namun tidak menderita.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

106

Contoh penyakit genetika yang disebabkan oleh gen resesif ini antara lain
fibrosis statis, penyakit anemia sel sabit, anemia Cooley dan Tay Sachs. Orang
yang menderita penyakit ini akan meninggal sebelum mencapai dewasa.

Kita akan meminimalkan individu yang menderita penyakit genetika
tersebut, bahkan jika dimungkinkan tidak akan ada lagi generasi pembawa
penyakit genetika tersebut.

Andaikan ada sebuah program yang memutuskan untuk meminimalkan
terjadinya keturunan yang bergenotip aa, artinya individu yang bergenotip Aa
tidak boleh menikah dengan individu yang bergenotip aa. Dengan kata lain
individu normal boleh menikah dengan sesamanya atau dengan individu yang
heterozigotik. Dengan adanya aturan seperti itu diharapkan semua anak masa
depan tidak ada yang menderita penyakit tersebut walaupun ada individu yang
membawa penyakit tersebut.

Dalam tabel 2, untuk keturunan yang berasal dari sedikitnya salah satu induk

bergenotip AA dapat dinyatakan dalam notasi matriks sebagai

o

Jadi M menyatakan kemungkinan keturunan yang bergenotip AA atau Aa.

b raf—

Nilai eigen dari M adalah 4,=1dan 4,7+ . Vektor eigen yang bersesuaian dengan

I . :
A, =1 adalah x; = [O} dan vektor eigen yang bersesuaian dengan  A,=4 adalah
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Seperti pada warisan autosomal, kita dapat mencari pernyataan eksplisit
untuk M" dan mencari matriks P yang mempunyai invers sedemikian hingga
M =PD"P.

Matriks P yang telah kita dapatkan adalah

1 1 g 1 1 1
P= dan P = serta D =
0 -1 0 1 0

Karena x® =P D P x* maka

x =
0 ~1][0 @"{lo -1]]b,

_[a, +b, -<%>“bo}
(4)"b,

e
[T ]

o
3P l(zn) b"] untukn=1,2,3, ...
L (D",

Jadi didapat

a,=1-(3)"b,

b= (4)"b, Bne- oo B T S (4.54)
untukn=1, 2,3, ...

Persamaan (4.54) merupakan rumus eksplisit untuk bagian populasi pada
masing-masing genotip pada generasi ke-n vang dinyatakan dalam bagian
generasi awal yaitu b, Pada generasi ke-n, Jika n— o maka dan persamaan
(4.54) didapat

an— 1

ba—> 0 Jikan—
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Dengan kata lain untuk generasi ke-n diharapkan tidak ada lagi individu

yang membawa penyakit tersebut apalagi yang menderita penyakit genetika itu.

3. Pewarisan sifat yang terangkai dengan kromeosom X

Sebagian besar sifat keturunan yang disebabkan oleh gen yang terangkai
pada kromosom X disebabkan oleh gen resesif. Dalam kasus ini, individu jantan
hanya memiliki satu kromosom dan yang betina dua kromosom. Pada pewarisan
sifat yang terangkai dengan kromosom X, induk jantan hanya memiliki sebuah
kromosom X saja sehingga ia hanya dapat normal (A .) atau penderita (a ).

Ciri khas bagi pewarisan sifat yang terangkai dengan kromosom X adalah
cara pewarisan bersilang (crisscross inhereditance) artinya sifat induk jantan akan
diwariskan kepada semua keturunan yang betina dan sifat induk betina akan
diwariskan kepada semua keturunan jantan. Keturunan yang jantan akan
menerima salah satu gen pembawa sifat dari induk betina dari kemungkinan yang
sama dan keturunan betina akan menerima satu-satunya gen dari induk jantan dan
satu lagi dari salah satu gen pembawa sifat dari induk betina dengan kemungkinan
yang sama.

Keturunan yang dihasilkan perlu dibedakan dalam dua kategori jenis
kelamin vaitu jantan dan betina karena pada pewarisan sifat ini gen-gen tersebut
terangkai dalam kromosom kelamin X.

a. Pewarisan sifat yang memperhatikan genotip tertentu

Pada pewarisan ini, genotip kedua induknya diperhatikan dalam menentukan

keturunan yang mungkin akan terjadi
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Berikut adalah tabel yang menyatakan peluang genotip keturunan yang

terjadi jika induknya diketahui bergenotip tertentu.

Tabel 3
(Tabel peluang genotip keturunan yang terjadi
jika induknya diketahui bergenotip tertentu)
Genotip Induk
(AAA) | (AAa) | (Aaa) | (a,AA) | (a,Aa) | (aaa)
A 1 2 0 I 1 0
3
8 a 0 1 1 0 ] 1
C% 1
g AA 1 1 0 0 0 0
=
-]
N g Aa 0 i 1 1 1 0
D
M
aa 0 0 0 0 i I

Contoh 4.15

Diketahui program perkawinan sebagai berikut: keturunan dari induk jantan
dan betina dikelompokkan menjadi dua kelas berdasarkan jenis kelamin yaitu
jantan dan betina. Dari masing-masing kelompok dipilih satu dan kemudian
dijodohkan lagi, begitu seterusnya. Induk semula mempunyai kemungkinan yang
sama sebagai salah satu di antara induk yang mempunyai keenam genotip yang

(o)z[L Lol

L1 ; i
A < g] . Carilah rumus untuk kemungkinan

mungkin yaitu x
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pasangan saudara kandung yang dijodohkan (A, AA), (A, Aa), (A, aa), (a, AA),

™ jikan—> oo!

(a, Aa), dan (a, aa) untuk generasi ke-n dan hitunglah it x
Penyelesaian

Pasangan saudara kandung yang dijodohkan dalam setiap generasi
berikutnya mempunyai kemungkinan-kemungkinan tertentu sebagai salah satu
dari antara keenam jenis tadt.

Kita akan menghitung kemungkinan keturunan pada generasi ke-n untuk
induk yang merupakan salah satu dari keenam jenis genotip yang mungkin. Kita
bentuk @y by Ca, dn, €x. dan £, berturut-turut merupakan kemungkinan saudara
kandung yang dijodohkan dalam generasi ke-n adalah (A, AA), (A, Aa), (A, aa),
(a, AA), (a, Aa), dan (a, aa).

Dari tabel 3 kita dapat membentuk tabel baru yang merupakan peluang

pasangan saudara kandung yang dijodohkan dalam generasi (n-1) sebagai berikut
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Tabel 4
(Tabel peluang pasangan saudara kandung
yang dijodohkan dalam generasi (n-1))
Genotip Pasangan Saudara Sekandung yang
Dijodohkan dalam Generasi (n-1)
(AAK) | (AAa) | (Aaa) | (a,AA) | (a,Aa) | (a,aa)

(AAA) 1 1 0 0 0 0
5 Je
Z 2 T@AA 0 L 0 1 ] g
B ©
S B
> 5 (A,aa) 0 0 0 0 1 0
g O
5
5 g | @AA) 0. L 0 0 0 0
v =
Mg
g 3 (a,Aa) 0 L ] 0 1 0
o B
AP
O A | (aAa) 0 0 0 0 L I

Kemungkinan pasangan saudara kandung yang dijodohkan dalam generasi

ke-n  dapat

xWe=qay by ocp da

dinyatakan

el'l

seperti

f, ] dan M =

pada

1
0
0
(
0
0

persamaan

0
1
0
0
0
0

<

F3 E N

]

—_ D o O O O

(4.48)

dengan
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M-M| = (A-1(16 4% —82 - i +2A+1)dan persamaan karakteristik
dari M adalah (A -1)? (16 4* =8 - 22 +22+1)=0
& A= (2 -+ D=0 VDa +31-5)=0
Jadi nilai eigen dari M adalah A,=1, A,=1, A;=%, A,=-73,
Ay = +(1++/5) dan A, = 2(1-+5).

Vektor eigen vyang bersesuaian dengan A= 4,=] adalah
vi=[100000] dan vi = [0 000 0 1] Vekior eigen yang
bersesuaian dengan A,= Ladalah vy = [-1 2 -1 1 -2 1] Vektor
eigen  yang bersesuaian dengan A,= - +adalah
vy=1 -6 -3 3 6 —1]‘. Vektor eigen yang bersesuaian dengan
Ag = +(1++/5) adalah
v o= BE3V® 1 1B K145 1 HE-VD)
Vektor eigen vyang  bersesuaian  dengan A xf(lmﬁ) adalah
o= [1(3445) 1 H1-AB) A=D1 )

Jadi matriks P yang terbentuk adalah

10 -1 I L=3-45) L(=3+45)
0 0 2 -6 ] 1
s 00 -1 3 4((_—1-1-«/3) M-t
0 0 i 3 L(=1445)  L(=1-45)
0o 0 =2 6 1 1
0 1 I o1 A=3=4B) H(34S)
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! 2 ] % 30
0 5 3 3 71
0 L 1 1 -1 0

-l . [3 4 4 [
S
0 5(6+v5) V5 45 AG5+5) 0
0 H(5-5) -5 1S5 LG5-45) 0

Dari persamaan (4.51) didapat

x(n) =P D" P—l x(o}

o N 1 (3-8  L(=3+45)]
o 0 2 -6 I 1
00 m1 =3 1B d-1-45)
o 0 1 3 L1 H-1-45)
6o 0 -2 6 ] 1
0 1 1 -1 (3-8 13445
10 0 0 0 0]
01 0 0 0 0
0 0 @ 0 0 0

Joo 0 (=i 0 0
00 0 0 (fa+Vs)) 0
00 0 0 0 [a-v5)
1 % 5 3 3 0][%]
0 3 3 3 1 1|%
0 T T3 T -5 Ol|%
0 R 7 -2 0%
0 HG+v5) 15 4S5 K5 0f¢
0 H(5=45) -15 —id5 H5-45) 0]|4]
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1oy D BB L eVBa-E)
00 B ~6(-p" L1+ 5)) H(1-5))
00 =@ -3¢P" 140+ LE1-VBla-V5))
00 & 3D 1B -1-VRa-(5)
00 - 6P L(1+5)) L(1-+5)
01 ~ @' 6D HSE-VEOE) B VEEa-V)
3] [ VB (3B + (1-V5) ™ (-3 4+45)))

3 & #1515y

Jn W™ Sl1+45)" +(1-5)"

0 (%)2“-1—'*(1%/5)"4—(1%«/3)"
B W5 +1) a5y (1-45))
H0-5)] [3+G >2“*“((1+I>‘*‘ 3-4/5)+ (1= /5™ (=34 5))

Jadi kemungkinan pasangan saudara kandung yang dijodohkan untuk

seflerasi ketn.akan bergenbiip
(AAA) = L+ ()P L [(1+f)"*‘( f)+(1—J§)“*‘(—3—J§)}
(5.A2) = ™1+ 459" +(1-5)"")

(Aaa) = B &(1+5) +(1-5))

@AA) = (> L{(1+45) +(1-5)")

(aha) = SE™0+5)" +(1-¥5))

(aaa) = L+ @52 L1445 (=3 45+ (1-45)" (=3~ 45)]

n=12,3,...

Untuk n—»comaka x" L 0 0 o0 0 L% Jadi dalam  limitnya
3 3 Y

kemungkinan bahwa pasangan-pasangan saudara kandung tersebut bergenotip

(A, AA) dan (a, aa).
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Jika x tidak diketahui, akan sangat sulit untuk menghiyn, (o dan kita
dapat menghitung limit x® jika diketahui x' namun tanpa "enphitung rumus

kemungkinan pasangan bersaudara kandung dengan BENONDY (eitenty pada
generast ke-n.

Pada matriks diagonal D, untﬁk n—> oo didapat elemen pada (o, 3,45,
dan 6 mendekati 0 sehingga

1 0 0 0 0 0 (1 O O O
010000 01 00 0 q
0060000 0000 0 g
F dan x®™ P Vo
D =10 00 0 0 0/®® 0000 0 /M
000000 000 0 0 g
00 000 0] 0000 0 o
M 2 3 p Bty
0 0000 0| |b,
@ |0 00000 e
"7l 0 00 0 o |d,
0 000 0 0| |e
WS Ny IR
[a, +2b, +1c, +2d, +1c,
0
0
Q)
X —> 0
0
1, +1b, +3c, +4d, +ie,
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Artinya, dalam limitnya semua pasangan bersaudara kandung akan
bergenotip (A, AA) dan (a, aa). Dalam contoh di atas, untuk a, =b. =c, = d,= e~
f, = + didapat

sA+3+5+5+3)

x™ -

(e B en I o BN« |

=
+
W [
+
wHta
+
b fren
..4}..
wp
e’

sebelumnya.

b. Pewarisan sifat yang tidak memperiiaiikan genotipnya

Salah satu jenis pewarisan sifat yang berkait dengan kromosom X adalah
penyakit buta warna hijau biru. Seperti yang telah kita ketahui, penyakit buta
warna ini dibawa oleh gen resesif. Untuk mengetahui distribusi penderita buta
warna pada generasi ke-n, kita perlu membagi populasi yang ada menjadi dua
kelompok berdasarkan jenis kelamin, yaitu jantan dan betina.

Keturunan betina akan menerima satu-satunya gen dari induk jantan dan
salah satu gen dari induk betina dengan kemungkinan yang sama.

Diketahui
a, : bagian dari populasi jantan yang menderita buta warnapada generasi ke-n
b, : bagian dari populasi jantan yang menderita buta warnapada generasi ke-n

dan diketahui pula bahwa keturunan jantan hanya menerima salah satu gen dari
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induk yang sama yang jika dibawa ke dalam model matematika akan berbentuk
B = B Lo e oo ettt b et a e (4.55)

Keturunan betina menerima satu gen dari induk jantan dan satu dari induk betina

dengan kemungkinan yang sama, sehingga dalam model matematika menjadi

A P Wl . (4.56)
2 2

Dari persamaan {(4.55) dan (4.56) dapat kita susun dengan notasi matriks sebagai

1
2 2

0 1][a | y
{Zn}z {1 } { u_l} atau x® = M x"" yang ekuivalen dengan x® = PD"P"'x*

n n-|

a
dengan x© = {b":i dan D merupakan matriks diagonal yang elemennya berupa

o

nilai-nilai eigen dari M. Nilai-pilai eigen dari M adalah A4 /= -1 dan A,= 1.
Vektor eigen yang bersesuaian dengan A,= -1 adalahv,=[2 ~1]

Vektor eigen yang bersesuaian dengan A,= 1 adalah vy = v, = [1 1]’

Matrks P yang mendiagonalkan M adalah

2 1 1 -1
p= { 1 J dan P = ;L 2} schingga

)
m _ ] 2 1-4" 0|l —1fia,
T3ler )] o |l 20,
1 b el 2 (-5 r}
3 1= 249" ||b,

I [ao +2b, +(-)""a, - (=" an

B g aﬂ +2b0 _(....lz)"ao +(_—;')"b()

Jadi didapat
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a,= §(a, +2b, +(~)"(a, = b,))
bo=4(a, +2b, ~ (=) (@, = b)) (4.57)
untuk n=1, 2, 3, ...
Persamaan (4.44) merupakan rumus eksplisit pada masing-masing populasi
jantan dan betina pada generasi ke-n yang dinyatakan dalam populasi awal

masing-masing.

n-1

Pada generasi ke-n, jika n—>o maka (-1)" —0 dan (- -0

schingga dari persamaan (4.57) didapat

a8n—> ta, +5b,

by—la, +2b, untukn—> o
Artinya bagian dari populasi jantan yang menderita buta warna pada generasi ke-n
untuk n— co adalah 1 bagian populasi jantan awal ditambah < bagian populasi

betina awal. Hal itu berlaku juga untuk populasi betina yang menderita buta warna
pada generasi ke-n dengan catatan populasi awal adalah penderita buta warna,

baik jantan maupun betina.
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PENUTUP

Suatu bentuk kuadrat dalam n variabel dapat disederhanakan dan
menyebabkan terjadinya pendiagonalan matriks. Ada tiga cara yang dapat
difakukan untuk mendiagonalkan matriks yaitu melalui nilai eigen dan vektor
eigen, reduksi Lagrange dan eliminasi Gauss-Jordan.

Suatu skalar A disebut nilai eigen dari matriks persegi A berordo n jika dan
hanya jika ada vektor tak nol x dalam %" sedemikian hingga Ax = Ax. Vektor
yang seperti itu disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A.

Suatu matriks persegi A berordo n dapat didiagonalkan jika dan hanya jika
terdapat matriks P yang dapat dibalik sedemikian hingga P'AP = D dengan D
adalah rrié.triks diagonal yang elemen diagonal utamanya merupakan nilai-nilai
cigen dari A.

Suatu bentuk kuadrat dapat disederhanakan menggunakan teknik tertentu
yaitu reduksi Lagrange. Reduksi Lagrange bertujuan menghilangkan suku-suku
yang memuat variabel campuran dengan cara mengelompokkan suku-suku yang
ada menjadi suatu bentuk kuadrat sempuma.

Bentuk kuadrat dapat juga disederhanakan melalui eliminasi Gauss-Jordan
dengan cara mencari matriks non singgular P scdemtkian hingga P'AP = D.
Matriks simetrik A dibawa menjadi matriks diagonal melalut sebarisan pasangan-

pasangan transformasi elementer dengan tiap pasangnya terdiri dari transformasi

baris dan diikuti transformasi kolom yang sama.

E19
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Berikut ini adalah kesimpulan dari beberapa hal mengenal penerapan dari
pendiagonalan matriks.

Untuk mengetahui jenis ekstrem fungsi dalam n variabel dapat dilakukan
dengan mengetahui tanda elemen pada diagonal utama dari matriks Hess fungsi
dalam n variabel tersebut.

Grafik suatu persamaan kuadrat dalam 2 variabel dan 3 variabel dapat
dikenali dengan melakukan pendiagonalan matriks.

Sistem persam;én diferensial linear tingkat pertama dengan koefisien
konstan dapat diselesaikan dengan cara mendiagonalkan matriks koefisien dari
sistem persamaan diferensial tersebut. Tetapi jika matriks tersebut tidak dapat
didiagonalkan, maka sistem persamaan diferensial tersebut harus diselesaikan
dengan cara lain.

Persamaan diferensial linear tingkat n dengan koefisien konstan juga dapat
diselesatkan dengan mensubstitusikan transformast tertentu sedemikian hingga
persamaan"diferensiai linear tersebuit ekuivalen dengan sistem persamaan
diferensial linear tingkat pertama.

" Penerapan pendiagonalan matriks terdapat juga pada genetika yaitu untuk
menghitung pewarisan sifat dan penyakit genetika makhluk hidup sampai pada

generasi ke-n.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

DAFTAR PUSTAKA

Anton, Howard, Aljabar Linear Elementer, Edisi Kelima, Jakarta: Erlangga, 1994.

Anton, Howard, Dasar-dasar Aljabar Linear, Edisi Ketujuh Jilid 1, Jakarta:
Interaksara, 2000,

Anton, Howard, and Rorres,C., Penerapan Aljabar Linear, Jakarta: Erlangga,
1988.

Ayres, F., Teori ddn Soal-soal Matriks, Schaum’s Outline Series, 1962.

Budhi, Wono Setyo, Aljabar Linear, Jakarta: Gramedia Pustaka Utama, 1995,

Chong, Edwin K. P.,and Zak, Stanistaw H., An Introduction to Optimization, John
Wiley&Son, 1996,

Edward, C. H. Jr., and Penney, D. E., Elementary Linear Algebra, New Jersey:
Prentice Hall, 1988.

Hadiwidjojo, Moeharti, Drs, M. A, [lmu Ukur Analitik Bidang Bagian 1,

" Yogyakarta: FPMIPA-IKIP, 1974.

Hadiwidjojo, Moeharti, Drs, M. A., llmu Ukur Analitik Ruang, Yogyakarta:
FPMIPA-IKIP, 1974.

Hadley, G., Aljabar Linear, Jakarta: Erlangga, 1983,

Kolman, Bernard, Elementary Linear Algabra, New Jersey: Prentice Hall,
1996.

Leon, Steven J., Lincar Algebra with Applications, Fourth Edition, New York:

Macmillan Publishing Company, 1994,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

122

Mital, K. V., Optimization Methods in Operations Research and Systems
Analysis, Wiley Eastern Limited, 1978.

Moore, Hal G., and Yaqub, Adil, 4 First Course in Linear Algebra, New York:
HarperCollins Publishers, 1992.

Strang, G., Infroduction to Linear Algebra, Wellesley-Cambridge Press, 1993.

Surya, Ir.,‘Genetika Manusia, Yogyakarta: Gadjah Mada University Press, 1994.

Taha, Hamdy A., Riset Operasi Suatu Pengantar, Edisi Kelima Jilid 2, jakarta:

Binarupa Aksara, 1997.




