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ABSTRAK

Persamaan diferensial hipergeometrik merupakan persamaan diferensial linear
homogen orde kedua dengan koefesien variabel yang mempunya:l bentuk

x(1-x)y"+[c-(a+b+1)x]y' -aby=0.

Persamaan diferensial hipergeometrik ini , merupakan satu-satunya persaman
diferensial yang mempunyai tiga titik singular regular sekaligus yaitu 0, 1 dan .
Dengan menggunakan metode Frobenius, kita akan peroleh penyelesaian deret

pangkét berbentuk y(x) = lx - xalri a, (x ~X,) dengan r adalah akar dari
n=0 :

persamaan indisial dari masing-masing titik singular regular. Pasangan akar dari
persamaan indisial masing-masing titik singular regular x, =0, x,=1 dan
X, = adalah (0,c—a—b) dan (a,b). Penyelesaian kedua persamaan diferensial
akan tergantung dengan kedua nilai r. Sehingga akan diperoleh penyelesaian
umum dari persamaan diferensial hipergeometrik di sekitar titik singular x, =0
yang disimbolkan dengan
y(x) = AF(a, b;c; x)+v BXH:F(I +a-¢,l+b—c;2 ——c;'x) dengan ¢ bukan bilangan
bulat. Jika ¢ =1, maka penyelesaian dapat dilihat pada persamaan 3.(19).
Untuk titik singular regular x, =1, diperoleh penyelesaian umum dengan bentuk
y(x)= AF(a,b;l +a +b—c;l —x)+Bx““*F(c~b,c —a;l+c—a—b;l —x) ~ dengan
c-a-b -bukan bilangan bulat. Jika c—-a-b=0 maka bentuk penyelesaian
dinyatakan pada persamaan 3.(24) dan penyelesaian umum di sekitar titik singular
- regular x, = o berbentuk

a b .

Y(X) - A(l) F(a,l +a—cjl+a-b; l) + B(L) F(b,l +b—cl+b —~a;Lj dengan
X X X X

a#b dan a-b bukan bilangan bulat. Jika a = b maka penyelesaian dapat dilihat

pada persamaan 3.(38).
Jika persamaan diferensial linear homogen orde kedua mempunyai bentuk

(x—AYx-Bly"+(C+Dx)y' +Ey=0, dengan A =B, maka dengan mengubah
~A

variabel x menjadi t= X kita akan memperoleh bentuk persamaan

diferensial hipergeometrik. Persamaan diferensial Legendre dan persamaan
diferensial Tschebysev adalah contoh persamaan diferensial yang dapat diubah
menjadi persamaan diferensial hipergeometrik.

Beberapa fungsi seperti fungsi sin x, cos x , In x dan-e* dapat diubah menjadi
fungsi hipergeometrik. :

Vi
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ABSTRACT

Hypergeometric differential equation is the second order homogeneous linear with
coeffecient variable which has form

x(1-x)y"+{c-(a+b+1)x]y -aby =0.

This hypergeometric differential equation is the only differential equations which
has three regular singular points at once, that is 0, 1 and . By using Frobenius
method , power series solution will be found in the form of

y(x)zix—xolrian(x—xo)" with r the root of indicial equation from each
n=0

| regular singular points. The set roots of the indicial equation  from regular
singular points x, =0, x, =1 and x, = are (0,1—c) (01-c), (0,c—a—b)
and (a,b). The second solutions of differential equation will be depended on the
two 1 values. So that the general solution of hypergeometric differential equation
near regular singular x, =0 is symbolized as

y(x)= AF(a,b;c; x)+ BxHF(l +a—c¢,l+b-c2—c¢; x)_ with ¢ is not an integer. If
¢ =1, then the solution can see on 3.(19).
For regular singular point x, =1, general solution is in the form
y(x)= AF(a,b;l+a+b—c;l—x)+Bx**"Flc—b,c—ajl+c—a—b;l - x) with
c-a-b is not an integer. If c—a —b =0 then the solution is expressed in the form
on 3.(24) and the general solution near regular singular point x, =c0 has the
form of _
1y 1 IR 1 .
y(x) = A(——J F(a,l +a—cl+a—b; ~) + B[—j F(b,l +b—-cl+b~ a;—) with
X X X X

. a#b and a-b is not an integer. If a =b then the solution is expressed in the form
on 3.(38).

If the second order of homogeneous linear dlfferennal equation has a similar form
of (x A)(x B)y + (C + Dx)y +Ey=0, with A =#B, then by changing x

variable ‘into t:—;———— , hypergeometric differential equation will be found.

Legendre Differential equation and Tschebysev differential equation “are the
example of - differential equatlons that can be changed to hypergeometric
differential equation.
Other function are like sin x,cos x , In x and e¢* functions can changes to be
hypergeometric function.

Vit
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Salah satu manfaat matematika adalah untuk menggambarkan situasi
kehidupan nyata dengan bahasa yang lebih sederhana yaitu dalam bentuki
matematika yang disebut pemodelan.- Salah satu materi peﬁlodelan yang
digunakan untuk masalah dalam kehidupan nyata adalah persamaan diferensial.
Persamaan diferensial adalah suatu pers@m yang memuat turunan atau
diferensial dari éatu atau lebih fungsi. Beberapa contoh dari persamaan diferensial

adalah sebagai berikut:

(y)* +xy=3 - Al (1
¥+ 5y' +6y = cos X (2)
y'=(1+(y) Jex? +y2 | " 3)
o*u d’u

EOr Y

Persamaan diferensial dapat diklasifikasikan dengan banyak cara. Jika
fungsi yang belum diketahui dalam persamaan diferensial hanya tergantung pada '
satu variabel bebas, maka persamaan itu disebut persamaan diferensial 'biaS'a;
Petsamaan (1), (2) dan (3) di atas merupakan-contoh-dari persamaan biasa. Jika_
fungsi yang belum diketahui tergantung pada dua atau lebih variabel bebas, maka
persamaan disebut persamaan diferensial parsial, seperti yang ditunjukkan oleh

persamaan (4).
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Persamaan diferensial juga dapat diklasifikasikan berdasarkan orde dan
derajat (degree). Yang dimaksud dari orde suatu persamaan diferensial adalah
tingkat tertinggi tﬁrunan dalam persamaan diferensial. Persamaan (1) di atas
menunjukkan persamaan diferensial orde pertama dan persamaan (2), (3) dan (4)
merupakan persamaan diferensial orde kedua. Sedangkan yang dimaksud dengan
derajat (degree) suatu persamaan diferensial adalah pangkat dari tingkat tertinggi
turunan yang muncul dalam persamaan. Dari persamaan di atas, bersamaan (D
merupakan persamaan diferensial berderajat tiga dan persamaan (2), (3) dan (4)
fnerupakan persamaan diferensial berderajat satu.

Persamaan diferensial dapat terbagi lagi menjadi dua kelompok besar yaitu
persémaan diferensial linear dan persamaan diferensial nonlinear. Persamaan
diferensial biasa tingkat n disebut linear dalam y jika persamaan diferensial itu

dapat ditulis dalam bentuk : 117
a, (x)y" +a,,(xy" "+ +a,(x)y +a,(x)y=1£(x) (5)
dimana ao(x),al(x),...;an‘(x)dan f(x) adalah fungsi-fungsi yang kontinu pada
suatu interval x dan a, (x)#0 pada interval itu. Fungsi a,(x) disebut fungsi-
fungsi koefesien. Dan persamaan  diferensial yang tidak linear disebut
persamaan diferensial nonlinear.
Jika pada persémaan (5) di atas diketahqi f(x):O maka persamaan
diferensial itu disebut persamaan diferensial linear homogen dan jika f (x)=0
maka persamaan tersebut disebut persamaan diferensial non hom(.)gen. Bila

semua koefesien a,(x)a,(x)...,a,(x) adalah tetap maka persamaan disebut
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3

persamaan diferensial linear dengan koefesien konstan, dilain pihak adalah
persamaan diferensial dengan koefesien peubah (variabel).

Kemudian kita perhatikan persamaan diferensial linear homogen orde kedua
dengan koefesien variabel. Bentuk umum persamaan diferensial linear homogen
orde kedua dengan koefesien variabel adalah sebagai berikut :

a,(x)y" +a,(x)y’ +a,(x)y =0 dimana a,{x)=0.
Persamaan diferensial linear homogen orde i(edua dengan koefesien variabel ini
sangat bermanfaat dalam matematika terapan. Dari beberapa persamaan
diferensial linear homogen orde kedua dengan koefesien variabel yang dikenal,

ada persamaan diferensial yang disebut dengan persamaan diferensial

hipergeometrik, yang berbentuk x(l - x)y” + [c - (a +b+ ])x] y'-aby=0 dengan

a, b dan ¢ adalah konstanta.

Pada umumnya tak ada jalan untuk menyglesaikan persamaan diferensial
lincar homogen orde kedua dengan koefesien variabel secara eksplisit, kecuali
persamaan diferensial yang berbentuk sangat khusus; sebagai contoh, persamaan
diferensial tipe Euler dan persamaan diferensial orde kedua yang telaﬁ diketahui
salah satu penyelesaiannya. Namun ada ‘metode lain yang berguna. dalam
penyelesaian persamaan diferensial linear homogen orde kedua dengan koefesien
variabel, yaitu dengan menggunakan metode deret pangkat.

Mengingat pentingnya persamaan diferensial - hipergeometrik dalam

matematika terapan , maka perlulah kiranya kita mempelajari secara mendalam

persamaan diferensial hipergeométrjk tersebut dan. mempelajari hubungan fungsi-

fungsi lain dengan fungsi hipergeometrik serta persamaan diferensial linear
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homogen orde kedua dengan koefesien variabel yang lain yang dapat direduksi ke

dalam persamaan hipergeometrik.

1.2 Perumusan Masalah
Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam penulisan 1n1 dapat
dirumuskan sebagai berikut :
1. Apa yang dimaksud dengan persamaan diferensial hiperéeometrik dan
bagaimana penyelesaiannya?
2. Persamaan diferensial linear homogen orde kedua dengan koefesien
variabel mana yang dapat direduksi ke dalam persamaan diferenéial
hipergeometrik?

Fungsi-fungsi mana yang dapat dihubungkan dengan fungsi

QI

hipergeomletrik?

1.3 Tujuan Penulisan

Penulisan ini  bertujuan untuk mengetahui persambaan diferensial
hipergeometrik dan penyelesaiannya dengan menggunakan metode deret pangkat.
Penulisan ini juga bertujuan untuk mengetahui persamaan diferensial linear
homogen orde kedua dengan koefesien variabel yang dapat direduksi ke
persamaan hipergeometrik dan fungsi-fungsi vang dapat dihubungkan dengan

fungsi hipergeometrik.
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1.4 Manfaat Penulisan
Bagi penulis, penulisan ini sangat bermanfaat untuk mengetahui dan lebih

mendalami salah satu persamaan diferensial linear homogen orde kedua dengan

koefesien variabel, yaitu persamaan diferensial hipergeometrik. Selain itu penulis -

dapat mengetahui persamaan diferensial linear homogen orde kedua dengan
koefesien variabel yang dapat direduksi ke persamaan hipergeometrik dan fungsi-

fungsi yang dapat dihubungkan dengan fungsi hipergeometrik.

1.5 Pembatasan Masalah
Dalam penulisan ini, permasalahan yang akan dibahas hanya akan dibatasi

pada penyelesaian persamaan diferensial liniar homogen orde kedua dengan

koefesien variabel menggunakan metode. deret pangkat, yang berguna dalam

menyelesaikan  persamaan -~ diferensial . hipergeometrik. - Penulis . menganggap

- penyelesaian dari persamaan diferenstal linear homogen orde kedua dengan

koefesien variabel menggunakan metode reduksi dan penyelesaian untuk
persamaan bertipe Euler dengan metode mefnisalkan x =e¢' atau mengésumsikan
penyelesaian berbentuk y = x*, sudah dipahami.
Ada 3 hal yang akan dibahas dalam penulisan ini, yaitu :
1. VPenyelesaian dari persamaan: diferénsial hipergeometrik dan beberapa
sifatnya..
2. Persamaan diferensial linear homogen yang dapat direduksi ke dalam
persamaan diferensial hipergeometrik dan terbatas pada persamaan

diferensial Legendre dan persamaan diferensial Tschebysev.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

3. Fungsi-fungsi khusus yang dapat dihubungkan dengan fungsi

hipergeometrik yang terbatas pada fungsi-fungsi yang telah diketahui

seperti fungsi sin x, cos X, ¢ dan In x.

Penerapan dari persamaan diferensial hipergeometrik tidak akan dalam penulisan

ini.

1.6 Metode Pembahasan

Pembahasan topik ini menggunakan metode studi pustaka.
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BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab II ini akan dibahas suatu metode yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial linear homogen orde kedua dengan
koefesien variabel dengan mengunakan metode deret tak hingga. Cara ini disebut
metode penyelesaian dengan deret. Dalam hal ini teorema-teorema dan sifat-sifat
yang berlaku pada deret.‘Qengan suku-saku i(dhstan berlaku juga untuk deret
dengan suku—s;lku valriabel.

Sedangkan metode penyelesaian untuk persamaan diferensial Euler dan
penyelesaian persamazin ciiferénsia] dengan mgtqde reduksi tidak akan dibahas.

Sebelum dijélaskan_ bagaimana n;e\mperoleh penyelesaian dengan deret

urituk peréamaan diferensial dengan koefesien variabel, maka -akan dibahas

terlebih dahulu beberapa sifat deret pangkat yané akan digunakan.

2.1 Deret Pangkat

Jika a,,a,,a,,...adalah konstanta-konstanta dan x adalah suatu variabel,

maka deret berbentuk Zanx“ =a, +a,X+a,x° +a,x° +..disebut deret pangkat
n=0

dalam x. Teorema berikut adalah hasil dasar pada konvergensi deret pangkat.
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Teorema 2.1.1

Untuk setiap deret pangkat dalam x, tepat satu pernyataah berikut benar.

a. Deret konvergen hanya untuk x =0.

b. Deret konvergen mutlak untuk semua x.

c.  Deret konvergen mutlak untuk semua x dalam suatu interval terbuka

tertentu (-R , R) dan divergen bila x <-R ataux >R .

Pada titik-titik x = R dan x = -R deret dapat konvergen mutlak,
konvergen bersyarat, atau divergen tergantung pada deret khusus.

Bukti :

Diketahui deret pangkat Zanx? ..Jika nilai numerik disubstitusikan untuk x
i n=0 - =~

dalam deret pangkat Zan}(“ , maka diperoleh deret dengan suku-suku konstan
n=0

yang dapat konvergen atau divergen. Dengan menggunakan uji rasio untuk

¥

. : © /,/j
- konvergen mutlak, deret pangkat Zanxjf’akan konvergen -mutlak - apabila
1=0 " - -
dipenuhi syarat
. ju . Jab,, n e, T ALY e
p= hml 2l = limj=" x | = [x| im{—=4) <1=> [x[<hm n =R, ada.
n—>0 un n—»w! au A n—cof an n—>cc] an;-l

Dan deret pangkat akan divergen apabila Ix! >R .Apabila ,|xl= R, untuk dapat

mengetahui apakah deret konvergen atau divergen dapat dilakukan dengan cara

mensubstitusikan setiap x =R ataux =-R ke dalam deret yang diketahui.
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0 .
An X X~ Xo

a'l'l

a

= R = 0 maka didapat lx{ =0, sehingga deret pangkat akan

a. Jika Iim
i n+l

konvergen mutlak apabiléj;:;iaan divergen bila x # 0. Jadi (a) terpenuhi.

b. Jika liml2n

n—»0

=R = o maka didapat [x|< o, schingga setiap nilai x yang

a’n+l
diberikan akan menyebabkan deret pangkat konvergen mutlak. Jadi (b)
terpenuhi.

an

c¢. Jikalim

n-—»o0

=R maka didapat [x| <R atau -R < x < R schingga nilai x

an+l
yang memenuhi adalah nilai x yang terdapat dalam interval -R < x <R.

Jadi (c) terpenuhi.

Himpunan semua bilangan x yang menyebabkan suatu deret pangkat
konvergen disebut interval konvergensi deret. Bilangan R dari syarat (¢) dalam
teorema 2.1.1 di atas disebut jari-jari konvergensi dari deret. Jika deret (a)

berlaku, maka R =0 dan jika syarat (b) berlaku maka R = o,

Contoh 2.1.1

n

n'x

T .
n

Tentukan jari-jari konvergensi dari deret Z
n=0

Penyelesaian :

o . ' n
Diketahui Zn;

n=0

. Dengan menggunakan uji rasio untuk konvergen mutlak,

maka untuk setiap bilangan real x
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un+l

o= lim Kn +1yx™ 20

ol g u-)ccl o ’ nix

n

2 e

(n+1)xl

N

0 ‘ n
Maka deret Z an: akan konvergen bila x = 0, dan divergen untuk semua x bila
=0

x # 0. Akibatnya interval konvergensi adalah titik tunggal x = O dan jari-jari

konvergensinya R = 0.

‘Contoh 2.1.2

n

Tentukan jari-jari konvergensi dari deret Z

=0 n!
Penyelesaian :
Diketahui Z X' . Dengan menggunakan uji rasio untuk konvergen mutlak,
n=0 n!

‘maka untuk setiap bilangan real x

L’ =[x|lim L _o.
n+1 o]

Karena p = 0 < 1 untuk semua x maka deret konvergen mutlak untuk semua x.

Jadi interval konvergensi ( -00,+00) dan jari-jari konvergensi R=+ oo,

Contoh 2.1.3

Tentukan j Jan-Jan konvergensi dari-deret 23“ .
n=0

Penyelesaian :
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Diketahui Z3“x“. Dengan menggunakan uji rasio untuk konvergen mutlak,

n=0
maka untuk setiap bilangan real x

o+l  n+l

X

an_n
]

X

un+l

u

n

= lim |3x| = [xl lim3 = 3|x| i

n—»0 n—»co

= lim|

n-—»co;

p=lim

nN—»00;

Deret akan konvergen apabila p<1, sehingga harus dipenuhi p =3 !x‘ <1. Jadi deret

> 3"x" akan konvergen mutlak apabila |x|< % atau -%< x < %dan divergen bila
n=0

LiFs, 1 1 [ 1 | ,
Ix|>= yaitu x <-— atau x >—. Dan untuk |x|= — yaitu x = -—atau x = — dapat

3 3 3 3 3 3
dilakukan dengan mensubstitustkan nilai-nilai ini dalam deret yang diberikan.

- Jika x = ——;— , maka deret berbentuk

e A 1+3.—l+32.—17+33.——13—+34 L4+
3 3 3 3 3

=1-1+1-1+1+_..

merupakan deret yang divergen .

- Jika x = %, maka deret berbentuk

23"(3 :il" =14+1+1+1+..

n=0 n=0

merupakan deret yang divergen.

o«

Maka deret ZS“X“ merupakan deret yang konvergen mutlak dengan interval
n=0

konvergensi - % <x <§ dan jari-jari konvergensi R= % .
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Apabila kita békexja pada deret pangkat dalam (x - xo) yang mempunyai

bentuk umum Zan (x —x,)", maka sifat —sifat konvergen dari deret pangkat
n=0

dalam (x —x,) ini dapat diperoleh dari teorema 2.1.1 dengan mensubstitusikan

n

x = x — X, dan deret pangkat berbentuk > a,x . Sehingga ada 3 kemungkinan

n=0

yang terjadi untuk kekonvergenan suatu deret pangkat dalam (x — xo) yaitu :

a. Deret konvergen hanya untuk x = 0 atau X =X 0

b. Deret konvergen mutlak untuk semua x.
¢. Deret konvergen mutlak untuk semua x dalam suatu interval terbuka tertentu
(xo -R, R+ xo) dan divergen bilax < (xO —R) atau x> ( R+ xo).
Pada titik-titik x =(x, = R) .dan x = (R +x,) deret dapat konvergen mutlak,
“konvergen bersyarat, atau divergen tergantung pada deret khusus.
Dari tiga kemungkinan di atas, kita dapatkan jari-jari konvergensinya berturut-

turut adalah 0, +oo dan R.

Contoh 2.1.4

1

Tentukan jari-jari konvergensi deret pangkat Zw— (x - 2)" .
. s SR

- Penyelesaian :

Diketahui deret i @n 43_ D! (x-2)".
n=0 n
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n+1

u,

- Dengan menggunakan uji rasio untuk konvergen mutlak p = lim|—*~

n—w

(2n +3)(x —2)" n’

(n+1) (2n+1)(x=2)

p=1lm

 lim n’(2n+2)2n+3)x -2)"
P ne (n + 1)3

n*(2n + 2)2n +3)
N (n + 1)3

|x2

= |x — 2[.00

Deret konvergen mutlak bila p<1, sehingga deret akan konvergen bila

Ix - 2] =0atau x=2. Jadi deret divergen bila x=#2. Jadi deret

i(zn!;l)!

n=0 n

(x—2)“ merupakan deret yang konvergen mutlak dengan jari-jari

konvergensi R = 0.

Contoh 2.1.5
Tentukan jari-jari konvergensi deret pangkat | iw
n=0 (2n + 1)' ’

Penyelesaian:

Diketahut deret pangkat Z i ( 1) . Dengan menggunakan uji rasio konvergen
=0

n=

mutlak p = fim| o

n—>a0, u

n

o= h n+l (X 1)n+1 (2n + 1) l

m{ @n+3)  w'(x-1) ==k

e (2n + 2)(2n + 3)
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Karena p = 0 < 1 untuk semua x maka deret konvergen mutlak untuk semua x.

Jadi deret 3% (x-1)

—————konvergen mutlak dengan interval konvergensi( -co0,+)
=2 (2n+1) ,

dan jari-jari konvergensi R=oo. e

Contoh 2.1.6
sl i - 2 (x+1)"
Tentukan jari-jari konvergensi deret pangkat Z_—T
: = n+
Penyelesaian :

Diketahui Z—(ﬂ—ll)— Dengan menggunakan uji rasio untuk konvergen mutlak

n=0 1 +
n-+l
p:]imun_ﬂ =1im(x+1) _ {n+1) l
e VN © p—oe (n +2) (X + l)n

:limvn+1‘(x+l) =Ix+1 fim 2
nooln 4 2 n>ep 4 2
1+l
=|x+1] lim 2=]x+1 liml  =]x+1].
n

Jadi deret konvergen mutlak bila ;x+ 1]< latau-1 <x+1<1atau -2 <x<90.
Deret itu divergen bila|x +1])1 yaitu untuk x < -2 atau x > 0. Untuk |x+1]=1,

yaitu untuk x = -2 atau x = 0 dapat dapat dilakukan dengan mensubstitusikan

nilai-mlai ini dalam deret yang dibenkan.
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—  Jika x = -2, maka deret berbentuk
S _SE) 1111,
= n+l ‘on+l 2 3 4 5
merupakan deret harmonis selang-seling yang konvergen bersyarat..
- Jika x = 0, maka deret berbentuk
Z(0+1) :Z (1) = l+l+—1—+l+
o n+l Sn+l 2 3 5
merupakan deret harmonis yang divergen.
= (x+1)°
Maka  deret Z—l— merupakan  deret yang  konvergen dengan
S on+

interval konvergensi —2 < x <0 atau [-2,0) Dan jari-jari konvergensi R = 1.

Dalam deret pangkat terjadi relasi sama. Dua deret an(x —-X 0)" dan
n=0

ic“ (x — xO)" disebut sama jika b, =c_,n=0,1,2,3,... .

n=0

Operasi deret yang perlu diketahui adalah :

Jika ibn (x~x,)" dan Y c,(x - x, )" adalah dua deret pangkat yang konvergen,

n=0 n=0
berturut-turut ke f(x) dan g(x), untuk ]x - xol <u, >0, maka

a. Deret jumlah konvergen ke jumlah f(x) + g(x).
zo(bn'+chx_x0)" :(bo —.L(:O)+(b1 +01Xx—x0)+(b2 +02XX—X0)2 +

(b +c, Xx-x,) +(b, +o x—x,) +...
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= {bo +b1(x—xo)+b2(x—xo)2 +b3(x —XO)B' +b4(x —x0)4...}+

{Co +cl(x—x0)+c2(x—xo)2 +C3(x—x0)3 +C4(X—X0)4...}
“Sbu xS b}

= f{x) + g(x).

'b. Deret selisih konvergen ke selisih f(x) - g(x) .
Z(bn =C, XX =Xy )n F (bo _co)"‘ (bx -¢ XX _X0)+(b2 —Cz)(x— Xo)2 +
n=0

(by —c Yx =) +(b, —c, Jx—x, ) +...

= {bo +b,(x—x,)+b,(x—x, ) +b,(x ~x,) +b,{x ——x0)4.,.}—

{co +cl(x —.xo)+c2(x——)~(0)2 +c3(x—xo)3 +c4(x “Xc)‘;---}»
= by, ) -2 (k)

- =1(x) - g(x).

c. Deret hasil kali konvergen ke f(x) .g(x).

Zdn(x—xo )" dengan d_ =b,c, +b,c,, +byc,, +...+ bnco=Z:bk,c"_k
n=0 . k=0

i:bkcn_k =b,c, +(boc, +bc, Xx = xo)+(boc2 +b,c, +b,c, Xx - X, )2 ..

k=0

=(b0 +b,(x—x0)+b2(x—xo)2 +‘..XCO +cl(x—xo)+cz(x—xo)2 +)

(gbn(x~xo)") [gcn(x—xo)"j = fix).g(x).
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e. - Turunan f(x) sama dengan turunan suku demi suku deret.
f(x)z ibn(x—xo)" =b, +b1(x—x0)+ bz(xéxo)2 +‘..+bn(x—x0)" + ...
n=0

f(x)=b, +2b2(x—x)+ 3b3(x—x0)2 +...+nb"(x—x0)"_1 +

:gnbn(x_xo)"-’ zg(nn)xon(x_xo)".

f.  Integral f(x) sama dengan integral suku demi suku deret

If(x)dx:[{bo +b,(x.—x0)+b2(x—x0)2 +ot b (x =%, )+ fix

b b b ar
=b0(~x—x0)+7'(x—x0)2 +-3i(x—x0)3 +..+ n-:l(x_x()) "+..+C

o0 bn

—~n+l

(x—x, )" +C.

Jika deret pangkat anx“ konvergen ke suatu fungsi f(x), maka kita
n=0

o0

dapat menyatakan fungsi f(x)=Zb x". Ini Dberarti bahwa suatu fungsi f(x)

n
n=0

dapat didekati dengan jumlah parsial deret pangkat. Untuk mendekati suatu fungsi
dengan deret pangkat, dapat kita gunakan ekspansi deret Taylor atau ekspansi dari
deret Maclaunn. |

Definisi 2.1.1

Jika f (x) berturunan pada semua tingkat di x = x,, maka deret Taylor
untuk fungsi f (x) disekitar tittk x = x,, didefinisikan

0

(=3 )y,

n=0 n-’
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Definisi 2.1.2

Jika f(x) berturunan pada semua tingkat dix, =0, maka deret Maclaurin

untuk fungsi f(x) disekitar titik x, =0 didefinisikan

£)(0
()= 520y
n=0 n!
Contoh 2.1.7
Tentukan deret Taylor di sekitar x = 1 untuk 1 .
X

Penyelesaian :

Andaikan f(x) =1 sehingga
X

e (I R1)=1.
X
O E— — e
X
f"(x):%, fr (=21
X
fvu(x):_-)_?_’ : f!ll(‘l):_3’
X
f(“)(x):i'is'z, f 1) =41
X

f O(x)= C1)nt f (1)=(-1)"n!

n+l 2
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0 (n) A o f (“) _1\y o0
Jadi deret yang dicari )| PO _ > (1)"ntlx 1) =S (1) (x -1y
=0

n=0 n! n! n=0

=1-(x=D+{x =1 = (x =1 +(x-1)" + . .

Contoh 2.1.8
Tentukan deret Maclaurin untuk cos x .

Penyelesaian : Andaikan f(x) = cos X schingga

f(x)=cosx, : f(0) =cos 0 =1.
f'(x)=-sinx, f'(0)=-sin 0=0.
f"(x) =-cos x, £"(0)=-cos 0 =-1.
f"(x)=sinx, f"0)=sin0= 0
f D(x) ot , | f “(0)=cos0=1.

_ f (“)(0) =0 untukn=173,5,. .dan
f W(x) =+ cosxatau +sinx,

1
f™0)=(-1)2'1 untukx =0,24,...

w £ w (_1\P 20
Jadi deret yang dicari Zf Ly = ) X
n=0 n! n=0 (21'])’

i(_«l)nxh 3 1— XZ x4 X()

= (2n)! 21 41 6!
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Definisi 2.1.5 (Fungsi Analitik)

Suatu fungsi f (x) yang didefinisikan pada suatu interval terbuka yang
memuat titik x, dikatakan analitik pada x,, jika fungsi f (x) ini dapat

dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sekitar x,,,

© £(n) :
f(x)= Z#(x ~x,)" ada dan konvergen ke f(x) untuk semua x di

n=0

dalam interval terbuka termasuk x,.

Contoh 2.1.9

Fungsi (1- x)"' adalah fungsi yang analitik pada x = 0, karena fungsi ini
dapat dinyatakan sebagai f(x)= (1- x)?! =Z(—l)“ x" - dengan —1< x <1,
n=0

jadi fungsi (1-x ) analitik pada x, untuk setiap x o di-dalam interval

—1< x,<L.

Fungsi-fungsi €", cos x dan sin x merupakan fungsi analitik pada setiap titik x,di
dalam interval -co<x,<o. Demikian juga dengan semua fungsi polinomial

merupakan fungsi analitik di mana-mana, serta fungsi rasional kecuali pada nilai x

yang menyebabkan penyebut dan fungsi rasional menjadi nol.
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2.2. Persamaan Diferensial Linear Homogen Orde Kedua dengan Koefesien
Variabel
Suatu persamaan diferensial linear homogen orde kedua dengan koefesien
variabel mempunyai bentuk :
az(x)y"+a,(x)y'+a0(x)y:0 : (D
atau dalam bentuk normal
Y Py +Q(x)y=0 V)

a,(x) 2,(x)

dengan P(x)= ) dan Q(x)= o)

Dalam bagian berikut ini akan dicari deret sebagai penyelesaian persamaan

diferensial (1) dengan menggunakan metode deret pangkat dalam (x - xo—),
dimana x, suatu bilangan real. Akan kita lihat bahwa bentuk penyelesaian akan

sangat tergantung pada macam titik x , terhadap persamaan diferensial tersebut.

Definisi 2.2.1

Sebuah titik xr0 disebut titik biasa dari persamaan (1) jika kedua fungsi

P(x)=—" 8 dan Q(x)= :8 ®)

analitik pada titik x,,. Jika paling sedikit satu fungsi dari (3) tidak analitik
pada tittk x,, maka x,disebut sebuah titik singular dan persamaan

diferensial (1).
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Contoh 2.2.1
Carilah titik-titik biasa dan titik singular dari persamaan diferensial
y"+xy'+(x2 +2)y =0.
Penyelesaian :
Diketehui y” + xy’+(x? +2)y =0 Disini P(x)=x dan Q(x)= x>+2.
Kedua fungsi P(x) dan Q(x) fadalah fungsi polinom sehingga fungsi-fungsi
tersebut analitik dimana-mana. Maka semua bilangan real adalah titik biasa dari

persamaan diferensial di atas.

Contoh 2.2.2
Carilah titik biasa dan titik si‘ngular' dan'r persamaan diferensial berikut ini:
(l—xz)y”+xy'+p2y =0.

Penyelesaian :

Dari persamaan diferensial di atas terlebih dahulu harus diubah ke bentuk normal

2

P4

sehingga didapatkan y* + (1 _}iz)y’+ (} f)xz)y =0.

- 2
Di sini P(x)= (ﬁ dan Q(x)= lf)xz .

Fungsi P(x) analitik untuk semua bilangan real kecuali pada x = + 1 dan Q(x)

analitik dis’etiép titik kecuali pada x = + 1. Maka x = -1 dan x = 1 adalah titik

singular dari persamaan diferensial tersebut. Semua ftitik kecuali x =+ 1 adalah

titik biasa.
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Kemudian akan ditunjukkan bagaimana menyelesaikan persamaan
diferensial linear homogen orde kedua dengan koefesien variabel dengan metode
deret di sekitar titik biasa.

Dalam hal im kita asuméikan bahwa penyelesaian persamaan diferensial (1)

adalah suatu deret yang berbentuk

yzian(x—xo)" =a, +al(x—x0)+32(x—x0)2 +o+a (x—x ) + ..
n=0

yang konvergen untuk setiap Ix - xOI <u, u>0.

Teorema berikut menggambarkan bentuk penyelesaian disekitar sebuah titik biasa.

Teorema 2.2.1
Jika fungsi-fungsi P(x) dan Q(x) analitikpada X = X, sehingga P(x) dan
Q(x) dapat dinyatakan sebagai deret pangkat dalam (x - X 0) délam
interval Ix - xol (pn. Maka persamaan diferensial (2) bersama dengan
syarat awal y(xo) =a, dan  y'(x,)=a, 4)

mempunyai penyelesaian tunggal y(x) yang anahtik pada x,yang
berbentuk y(x) = Z a,{(x-x,)' pada interval yang sama vaitu
n=0 "

x = x| <.
Bukti :

Dalam kebanyakan masalah, kita asumsikan bahwa x,= 0 dan untuk kasus

X, =a dengan a suatu konstanta, dapat dibuktikan dengan mengambil vanabel

pengganti x = x —a. Dalam pembuktian teorema ini, kita ambil x,=0.
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Diketahui x,= 0 adalah titik biasa dari persamaan diferensial (1), maka P(x) dan

Q(x) yang didefinisikan pada persamaan (2) akan analitik pada x,= 0.

Misalkan P{x)= an (x)' dan Qx)= Zq . x]<n. | 5)

n=0
Andaikan penyelesaiannya y(x)=>a (x)', dimana a, dan a, adalah
n=0

konstanta- konstanta seperti diberikan pada (4) maka,

y'<x):gna,,(x)"-‘ =3 (04 DRl
y"<x)=§2n<n D, (x)"2 z<n+1xn+z)am( y

dan

r0516) =[50 ) S e

n=0

i(i(k +1)a,,P k}x

n=0\ k=0

a3 (iq.,<x)"j@(nﬂxn-kz)a,.ﬂ(x)"]

i(zakqn k)x

n=0

Substitusikan pada persamaan diferensial (2) , kita dapatkan :

Z!V(n'F 1)(n+ 2)an+2 +,Z(k + ])ak+lpn~k + Zakqn-k}(" =0.
n=0 1 k=0 k=0
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Berdasarkan sifat kesamaan dua deret

(n+1)(n+2)an+2 +Z(k+l)ak+lpn k +Zakqn p =0.

k=0

(n + lxn + 2)"j’n+2 + Z[(k +1)ak+lpn—k + akqn—k ] = O -

k=0

(a+1)n+2,., = Z[(k+1)amp,, ¢ T80 ]

1
(n+lxn+2)[§ l(k+lk'k+lpn k +akqn k}:i n:0,1,2, s . (6)

Untuk selanjutnya relasi (6) ini disebut sebagai relasi berulang.

Relasi berulang (6) dapat disederhanakan menjadi

(n ]){Z{(k"'l)ampn k2 T4, xz}:} n=234 ... . 7

dengan relasi ini a,,a;,a,.. dapat ditentukan sebagai kombinasi linear dari

a,dana,.
Sekarang akan ditunjukkan bahwa deret dengan koefesien itu konvergen untuk

]xl <. Jika deret P(x) dan Q(x) konvergen untuk ]x] <p, maka untuk sembarang
Ix] = x, <y ada konstanta M > 0 sedemikianhingga
Ip;je’ <M dan lajjue’ <M §=012, ... | (8)

Gunakan (8) pada (7) dan diperoleh

M |22 [(k+1)a,,) la,| Ma, o
n < n(n_l)[Z{ M n-k-2 =+ n-k-2 + n(n_l) ) n—2,3’ L (9)

k=0 0 Mo
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Sekarang kita definisikan konstanta positif |A,| dari persamaan A, =la,| dan

A = ]a'1| dan

M | 22{(k+DA,, A, MA 1,
= ) . + n n=23 ,
An n(n L 1)!:k=0{ n-k-2 +, n—k_z + n(n _ 1) :. n N ) (10)

Ho Ho
Deari (9) dan (10) hal tersebut jelas bahwa |a,| <A, ;n=123,...

Selanjutnya kita mengganti n dengan n+1, dan didapat

__M {:v:{(k_*_l)AkH' Ay "}_FMA;;PO

" 1) ST Y )

k=0

dan dari sini

M |=2[(k+1A,, A M MA _p
ARl = » + L nA_ +A —— %
i n(n+1)Lo{ T ey +n(n+1)[ Al nfn +1)

0 0

(11)

Kombinasi antara (10) dan (11), diperoleh

An+1 = M l’l(n—-l)pln _An—l + o [nAn +An—l]+ MAHP'O >
n(n+1) My, n(n+1) n(n+1) _

dimana sama dengan

+

_ 1), oMA,
At = T al ) T nnel)

Jadi

e : 8 2
MA 1, _;:n(n 1)4;an0 +Mp, JAm (12)
n(n+1)p0 :

An+l . n(n_1)+nMp'0 + MHOZ
A n(n +1)y,0

n

sehingga diperoleh
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IAnHXnH I_Xl_

1 A x"

D(D ])+ nMp’O +Mp’0 ‘X‘ dan ]im A"+1Xn+1 —
ﬂon(n +1)

A,x" l o

Maka dengan uji rasio untuk konvergen mutlak, diperoleh bahwa deret pangkat

@

ZAnx“ konvergen mutlak untuk lxl<p0. Dengan uji banding diperoleh deret

n=0

Za"x" konvergen mutlak untuk lx|<u0. Jika p, sembarang dalam interval
n=0

0 <p, <y, maka deret pangkat Zanx" konvergen mutlak pada interval lx‘ <p.
n=0

Jadi terbukti bahwa y(x)= Zanx“ adalah penyelesaian dari persamaan
n=0

diferensial (1) dan konvergen untuk|x| <.

Contoh 2.2.3

Selesaikan persamaan berikut dengan menggunakan metode deret
persamaan diferensial (1 ~x? )y" —2xy" +m{m + l)y =0 (13)
di sekitar titk x, =0 .

Penyelesaian:

Diketahui persamaan {1 ( )y —2xy’ +m(m+1)y 0.

Maka bentuk normalnya y” ﬁy in(m—y) = 0 sehingga

m(m 1)

P(x) = (—)danQ() ﬁ

Fungsi P(x) = (———2) analitik dimana-mana kecuali pada titik x =-1-dan x =1.
1-x
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(

. m(m —1) e . .
Fungsi-Q(x) = analitik dimana-mana kecuali pada titk x =-1 dan x = 1.
gsi Q(x) T—x7) pa

Kedua fungsi P(x) dan Q(x) analitik dimana-rﬁana kecuali di titik x = +1. Jadi
semua titik selain x = +1 adalah titik biasa dan titik x = +1 adalah titik singular
dari peréamaan diferensial yang diketahui.

Karena dan soal diketahui kondisi awal b,eflaku untuk titik x =0, maka kita akan
menentukan penyelesaian deret di sekitar titik biasa x = 0.

Dengan teorema 2.2.1, maka penyelesaiannya
y(x) = Zan(x ~0) = > a,x".
n=0 n=0

Dengan mendiferensialkan suku demi suku diperoleh
y'(x)= Sna_x™" dan y"(x) = in(n ~1)al X5,
n=] ) n=2
Jika disubstitusikan ke dalam persamaan-(13), maka diperoleh
(l - xz)in(n ~1h x"2 - 2){2'01nanx“‘l +m(m+ l)ianx“ A
n=2 n=1 n=0
in(n ~1h x"% - in(n ~Ha x" - iZnanx" +m(m+ l)ianx“ =0.
n=2 n=2 n=1 n=0

i(ﬁ+1)(n+2)an+2x“ —Zn(n ~1)a,x" -iZnanx“ +irﬁ(m+1)z1,,x" =0
n=0 n=| n=0

n=2

2a, +6a,x+ i(n +1)}n+2h, ,x" -

in(n— a, x" -Za,x—Zn:Znanx“ +

n=2 n=2

m(m +1)a, +m(m+1);11x+im(m+l)a-nx" =0.
n=2
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2a, + m{m+1)a, +(6a, -25, +m(m+1)a, )x+
>+ Yo+ 2, + [l =1)-2n 4 mlm + D, e =0

2a, +m(m+1a, +(6a, - 22, + m(m + L), Jx +
>+ o+ 2,z +fim e+ em-n)h, e =0

maka relasi berulangnya adalah

(n +1)n+2)a,,, + [(m —nXm+n+ 1)];1n =0

__(m—nXm+n+1)

ta = =2 .
A A = ar2)

Jika diambil a, dan a, sebagai konstanta sembarang, maka diperoleh

+1
2 :_m(ﬁzl! )aO’
al =_(m-1Xm+2)a1’
31
(m-2)m +3) (m - 2)m(m +1)}m + 3)
a; =— a, = . s PN
34 4!
(m-3Xm+4) (m—3Xm-1Xm+2Xm+4)
a, =- 3= a,

45 : 5!

Diperoleh penyelesaian deretnya adalah

mmel) o (m-fm+2) .

—_— n —_—
y(x)—Zanx =a,+a,Xx— ‘ Y
n=0 2 J!

I m(erl)YX2 N (m—2)m(m+le+3)X4 +“]+

y(X) = ﬁo[ i a1

NACELIRNCS L L2 .



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
30

atau y(x)=a,y,(X)+2,y,(x)dengan

mlm+1) o (m-2m(m+ Ym+3) L

i) =1-—- 41

_ 1+g(_ 1y m(m-2).{m-2n+2 m+)Ym+3).{m+2n+1) .,

(2n) o

(m-l)(m+.2)x3 " (m——3)(m—l)(m+2)(m+4)x5 +...

Yo (X)=x— 31 5]
_ X+Z'::0(_1)n (m—3Xm-.l)..(m—212;11}1111)!-#2Xm+4)..(m+2r\1)x2n+]‘

Contoh 2.2.4
Tentukan penyelesaian deret sekitar x, = ldari persamaan diferensial
y'—xy=0. ' ' (14)
Penyelesaian: | |
Diketahui persamaan y” —xy =0. Di sini P(x)r{) dan Q(x)= -x, sehingga kedua
fungsi analitik dimana-mana. Karena kedua fungsi P(x) dan QQ(x) analitik dimana-

mana, maka x, =1 adalah titik biasa dari persamaan diferensial di atas.

Maka dengan teorema 2.2.1 dapat dijamin bahwa penyelesaiannya berbentuk
y(x) = Zan(x ~1)".

n=0
Dengan mendiferensialkan suku demi suku diperoleh:

v =3 na, (x—1)" =3 (n+ 1o, 4 (x-1)"

n=0

y ) =3 n(n-1a, (x— )" =§(n+l)(n+2)a“+2(x—l)" .

n=2
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Jika disubstitusikan ke persamaan diferensial (14), maka diperoleh

S (n+1)n +2)a,, (x—1)" _xgan(x_l)n 0

n=0

31

Kita dapat menyatakan koefesien x menjadi x = [+(x-1), sehingga persamaan

(14) di atas berbentuk

a

(n+1)n+2)a,,,(x-1) - +(x—1)]Zan(x~1)" = 0%

n=0

s

]
(=}

n

o

(n+1)fn+2)a, ,(x-1)" =[1+(x- 1)]Za“(k —1)°.

s

n=0

=2
I
(=}

[=s]

(n+ a2, (x—1)" =§an(x-1)" +¥a, (x-1)

a=0 n=0

[=s]

2a2+i(n+1)(n+2)an+2(x—l)" =a, +Zan(x—1)" +ianﬁ,(x—1)".
n=1 i n=1

n=}
Dengan menyamakan kedua ruas pada persamaan (15) diperoleh:

2a,=a,dan(n+1)n+2)a,, =a, +a,,,n>1.

n+2

Jika diambil a dan a, sebagai konstanta sembarang, maka diperoleh

_a, +a,

_a,+a, 3, 3

a4 ?
12 24 1

a, =022t B B
1 3 1207

(15)
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Diperoleh penyelesaian deret dari persamaan (14) adalah
y) =y a,(x~1)"
n=0
a a,+a a, a
oy a1+ 2 e 1) +(——°—6—’)(x 1y +(ﬁ+ ﬁ)(x 1y
+(&+ﬂj(x 1) +...
120 30 '

SRS S S

6 24 30

i b ot ]

120

atau y(x)=a,y,(x)+a,y,(x) dengan

El

)’1(X)=1+(X-_1)2 + (X_l)s' +(X._1)4 + (X—1)5 + ...
2 6 24 30

h@:nﬁ-ﬁ+@—w+@—ﬁ+,
6 12 120

Selanjutnya akan kita bahas metode penyelesaian-di sekitar titik singular.
Kita tidak dapat menentukan penyelesaian deret dari persamaan (1) di sekitar titik
singular X, , dengan menggunakan metode penyelesaian di sekitar titik biasa.

Untuk dapat mendapatkan penyelesaian di sekitar titik singular dari persamaan

(1), maka terlebih dahulu kita klasifikasikan titik singular x,, itu.
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LI

]

Definisi 2.2.2

Suatu titik singular x,dari persamaan diferensial (1) dikatakan titik

singular regular, - jika fungsi yang  didefinisikan oleh

(x— xo)P(X) =(X - xo) 2, (x) dan (x - Xo)zQ(x) - (x _ xo)z a,(x)

(16)
a,(x) a,(x)
keduanya analitik pada x,. Jika salah satu atau kedua fungsi dan (16)

tidak analitik pada x,, maka x,disebut titik singular tak regular.

A}

Contoh 2.2.5

Tentukan  titikk  singular regular dari  persamaan  diferensial
(x2 —1)2y"+(x +1)y' -y=0
Penyelesaian :

Diketahui persamaan (x2 - ])Z y"+{x + l)y"— 3y =iy

| 5 1 . 1
Maka bentuk normalnya y” + (f: J:-I;z y - (X2 _])2 y=0.
. . (x+1) r -(x+l) r 1
- DFSlnl P(x)= (X2 ~ I)2 N (X +]Xx _])(xz 3 ])_ (X *]sz _}1) dan

b -if

Fungsi P(x) analitik di mana-mana kecuali pada titik x = 1 dan x = 1.

Qx)=-

Fungsi Q(x) analitik di mana-mana kecuali pada tittkk x=1danx =-1. -
Jadi titik x =1 dan x = -1 adalah titik sinngular dari persamaan diferensial yang

diketahui.
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Selanjutnya, berdasarkan definisi 2.2.2

- untuk x,= 1, diperoleh

1 1
(0P =) e )

X

Fungsi di atas tidak analitik pada titik x = 1. Jadi x,= 1 adalah titik singular
tak regular dari persamaan diferensial yang diketahui.
- untuk x,=-1,diperoleh

1 - (x+1) 1

sz —l)z (x+1)x-1) - (x-1)° dan

1 (x+1) 1

(x +1)P(x) = (x +1)(x —

(X+I)2Q(X) =—(X+1)2 (X2 —1)2 :_(X—l)z(x+l)2 - _(x—l)2

Karena kedua fungsi ini analitik pada x= -1, maka titik x,= -1 adalah titik

singular regular dari persamaan yang diketahui.

Jika diketahui x, ‘adalah titik tak hingga , maka kita dapat menggunakan

transformasi x = " , schingga nilai x =00 berkorespondensi dengan t = 0. Jika

1 :
X = T maka kita dapatkan rumus:

z':f‘llzgl.ih—:ﬂ(——lz—):—t%dl, (17)
dx dt dx dt X dt
2 2
e Z:i(ﬂ):i(d_YJEL: L4 9 (L)
dx dx Ldx dtidx /dx dt dt |
: (18)

2
4y L opdy

=t
dt? dt
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Substitusikan ke dalam persamaan (2) dan diperoleh

LY e b 1)[_ zd_y) (1) _
{t dt2+2t dt}r[P(t" t " +Q . y=
s &’y dy (1) _

t e +[2 ! P( j}dt Q X y=0.

&y, [2 P()}dy Q()

dt? t dt = t*

"{%“%@] Q(’) y=0. (19)

t!

Kita definisikan bahwa titik tak hingga merupakan titik biasa, titik singular
regular atau titik singular tak regular pada persainaan (2), sesuai dengan jenis titik
pada persamaan (19).

Maka titik tak hingga atau x=oco0 adalah titik biasa dari (2) jika

2401 (1 1 (1
Z-p -] dan —Q- 20
t t? (t} — Q(J (20)
analitik di sekitar t = 0 dan titik singular regular dari (2), jika
(1 1 i
2—-P—| dan—Q - 21
t (t) t? Q(J _ @)

analitik di sekitar t =0 dan t merupakan titik singular.

Selanjutnya akan dibahas suatu metode deret untuk menentukan
penyélesaian dari persamaan diferensial (1) di sekitar titik singular regular x,,.

Metode ini dikemukakan oleh George Frobenius pada tahun 1873 dan biasa

disebut metode Frobenius. Pada kesempatan ini, pembahasan tidak mencakup
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penyelesaian deret dari persamaan diferensial (1) disekitar titik singular tak
regular.

Jika x,adalah titik singular regular, maka persamaén (1), dapat dituliskan

ke dalam bentuk (x —x, )’ y" +{x — x, Jb(x)y’ + c(x)y =0 . (22)
S - A
engan b(x) dan c(x) analitik di x =x, , dimana b(x)—(x xo) ( dan
Tla,(x
o) = (= x, ) 22
a,(x)

Sekarang kita akan menentukan penyelesaian dari persamaan (22) di

sekitar titik x,. Kita akan memperlihatkan bahwa persamaan diferensial (22) ini

mempunyai sekurangnya satu penyelesaian deret di sekitar x, yang berbentuk
y(x)=|x —x, > a,(x—x,)" , 0<|x = x,] < dengan r suatu konstanta.
. n=0 ’

Untuk memudahkan pembahasan, kita ambil x,= 0 karena untuk x,# 0 dapat

digunakan metode yang sama dengan mengambil variabel pengganti X=X~ Xo-
Pada kesempatan im juga, hanya akan dibahas kasus X~ X< p. Untuk kasus
X — X, > - dapat digunakan metode yang sama dengan cara mengubah x - x,
menjadi  -(x—x,) > 0. Oleh karena itu kita dapat menyederhanakan notasi
Ix —x0|:, X=X,

Karena diketahui x,= 0 adalah titik singular dari persamaan (1), maka persamaan

(22) berbentuk

x2y"+ xb(x)y’ +c(x)y =0 . (23)
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Dengan melihat persamaan (5), diketahui bahwa
b(x) = ibnx" dan c(x) = icnx" O<|x<n . (24)
n=0 n=0

Andaikan penyelesaiannya

o

y(x) = X'Zanx" = Zanx"“ , O<x<p
n=0 n=0
Dengan mendiferensialkan suku demi suku diperoleh
y'(x) = Z(n +rh x""" dan y"(x)= Z(n +r)n+r-1)a x""?,
n=0 n=0

maka

x’y" = xzi(n+ tn+r—1a x""?

n=0

= i(n+r)(n +r—1a x™
=0

n

%, x'i(n+r)(n +r—1)a,x",

n=0
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Substitusikan pada persamaan (18), kita dapatkan :

n=0

(g g} }: -

(ot et o S[rnbe e o J5Fon o
'+"{§(n+r)(n+r . %g{i(m a]}+{2[cai}})=0

n+ri{(n+r)(n+r—1)a +Z(k+r siaf +ch kak}=0 25)

0

Berdasarkan sifat kesamaan rdua deret maka diperoleh

(n+r)n+r—1h, + > (k+1)b, ca, + e, ca, =0.
- k=0 k=0
Untuk n =0 , maka diperoleh
r(r—1)a, +1b,a, +c,a, = 0 atau
r{r—1)+rb, +¢, =0. (26)

Untuk n > 1, diperoleh
(n+rxn+r_l>ln +i{(k+r)bu—k+cn—khk :O' (27)
k=0

- Selanjutnya didefinisikan P(r) = r(r —1)+1b, +c,.
Persamaan P(r) = r{r —1)+ 1b, + ¢, = O disebut sebagai persamaan mndisial untuk
persamaan (23). Nilai-nilai r yang menyebabkan P(r) =0 disebut sebagai akar-

akar persamaan indisial.
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Catatan :
Pada kesempatan ini, kita hanya membahas akér-akar dari persamaan
indisial P(r) = 0 yang merupakan bilangan real.
Jika r,dan r, adalah akar-akar dari persamaan indisial P(r)=0 dan r #

I,, maka dipilih ;> 1,.

Dari persamaan (27) dapat dituliskan sebagai berikut :
n-1

(n + r)(n +r— l)an + {(n + r)b0 + co}a“ + Z{(k + r)b“_k SN }1k =0. (28)
k=0

Dengan menggunakan definisi P(r) = 0 sebelumnya, maka

P(n+r)=(n+f)(n+r-1)+(n+r)b0 T O

Maka persamaan (28) menjadi

P(n+r)a, +“Z_l{(k+ 1)b,. +Coy Ry =0 - (29)
P(n+r)a, éfi k+b,  +c, B, (30)

k=0

n-1

Z {(k + r)bn—k + Cn—kbk
sehingga a_ =2 , n>k,
P(n+r1)

dengan P(n+r) £ 0, untuk n=1,23,... 31)

Dengan mengambil kostanta sembarang a,#0 maka dengan

menggunakan relasi (31) dapat ditentukan koefesien a,,a,.a,,...
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Dengan demikian kita dapat ‘menentukan penyelesaian yang berbentuk

0
I o~ n o__ xn+r
y(x)=x E ax"=)a, .
n=0 n=0

Teorema berikut ini akan menunjukkan bagaimana cara menentukan

penyelesaian deret kedua yang bebas linear dari persamaan (23), jika diketahui
akar-akar real 1, dan r,.

Teorema 2.2.2

Andaikan x, adalah tittk singular dart persamaan diferénsial
a,(x)y"+a,(x)y" +ag(x)y=0. (1)
Misalkan 1 cian 1, dengan 1, >1, adalah akar-akar dari persamaan
indisial P(r)=0 yang berkaitan dengan titik singular regular x,,.

a. Andaikan 1, -1, # N, dengan N adalah bilangan bulat positif, maka

persamaan diferensial (1) mempunyai dua penyelesaian bebas linear

- yang berbentuk y, (x) =[x — x,|" ian (x=x,)" dan
n=0 E

yl(x)zlx~xorzian(x—x0)" -

b. Andaikan r, —1, =0

Maka persamaan diferensial (1) mempunyai dua penyelesaian bebas

linear  yang berbentuk ¥i(x) =[x —x,|" i a,(x—x, )" dan
n=0

209 = Y00 = x| = o[ D, (v )"
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c. Andaikan 1, - 1,= N, dengan N adalah bilangan bulat positif

Maka persamaan diferensial (1) mempunyai dua penyelesaian bebas

linear yang berbentuk y,(x) =[x — x,|" ia" (x~x,)" dan
n=0

y,(X) = Cy, (¥) In|x — x|+ [x = x,|" 2an(x — %, )" .

Bukti :

Dalam pembuktian ini, diambil x,= 0 sebagai titik singular regular dari

persamaan diferensial (1). Untuk x,3 0 dapat dibuktikan dengan jalan yang sama

dan dengan mengambil variabel pengganti X=X-— Xg-

a) Diketahwi r, dan 1, adalah akar-akar dan persamaan indisial P(r)=0
sedemikian sehingga 1, —r, # N, dengan N adalah bilangan bulat positif.
Maka P(r)=1(r—1)+1b, +¢c, =(r—r,Xr—1,) sehingga kita peroleh
P(r1+n):(r,+n—r,)(r,+n—r2):n(n+r,—r2). (32)
Dari hasil akhir ini, makan{n — I, - r2|) <[P(r, +n). (33)
Dari (24) diketahui bahwa b(x) dan ¢(x) konvergen untuk |x|<p. Akibatnya
untuk sembarang ,xl =y, <y, ada konstanta M >0 sedemikian sehingga

bn_kluo"“k <Mdan

Cogltty”™ <M atau |b,_|<Mp, " danfe, | <Mp, "

Dengan menggunakan persamaan (30) dan pertidaksamaan (33) diperoleh

n,(n -In - rzuanl < Mg [(k +{n |+ I)J.Ok_“ ]ak{ n=123_ .
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Sekarang kita pilih bilangan bulat positif N sedemikian sehingga

N-1< |rl —r2l <N dan didefinisikan konstanta positif A ; yang memenuhi

A; =|a;|untuk j=0,1,2,3,... dan
L _

G-l -n)a, = MJZ(k |+ oA, L untuk j= N, N+1,N+2,.. (34)
k=0 )

Maka diperoleh ]anl <A, ,untukn=0,1,23,.. .

Selanjutnya dengan mengganti j dengan n dan n-1 pada persamaan (34), akan

diperoleh :

a-l (k +o|+ l)pok_" a-2 (k +]r |+ l)pok"“”

A =M A, dan A. =M AL .

" Z(; n(n~|rlfr2) S Y k=o(n.—l)(n—l—lrl—rzl) €
Jadi

n-l
k—n

] :MkZ:(;(k+lrl+ll)‘j'0 'Ak (n_lxn_l_‘rl_rzl)

A n(n—lr[ —r2D an_% (k"’lrn +1l)‘10k-n+[Ak
k=0

_ (n —])(n -1y ~r2[)+M(n +lrl[)
pon(n—'lr] -T D

(n-1Xn-1-|5 -5, |)+ Min +r, l)|X| 3 X
R —ilon(n - Irl g rzD Ky .

n

: l A x"
dan Iim —
N—>w)| An—lx

Berdasarkan teorema uji rasio untuk konvergen mutlak maka deret ZA“x"
' n=0

konvergen mutlak untuk lxl <u, , dan dengan wji banding diperoleh deret
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' Zanx“ konvergen mutlak untuk [xl <p, .Jika n, sembarangdi O<p, <p,

n=0

maka deret pangkat Zanx‘" konvergen untuk 'x, <u .

n=0

Akhirnya, karena |x|" konvergen untuk [x|<u , maka y,(x) :lx]qia"x"
n=0

juga konvergen pada |xl<u . Jadi terbukti bahwa y, (x)= lxr‘ianx“
. n=0

adalah penyelesaian deret dari persamaan diferensial (1) yang konvergen
untuk 0 < [x] <. Selanjutnya karena diketahut r, —r, # N, dengan N suatu
bilangan bulat, maka P(r, + n)# 0. Akibatnya kita dapat mengganti nilai

dengan r, di dalam pembuktian di atas, sehingga diperoleh penyelesaian
deret kedua yang berbentuk y,(x)=[x|"> a,x" yang juga konvergen pada
. oo . n=0

0<x|<p.

Diketahui akar dari persamaan indisial P(r)=0 adalah r,= r,. Maka

P(r) = f(l“ —1)+ by +¢, = (r— T, )2 dan 2(p) = 2(r— 1"1) sehingga
| oP(1) 3
P(r) = [——& }m, =0. 7 35)

Sama dengan pembuktian di atas, dapat ditentukan penyelesaian deret yang
pertama yang berbentuk y, (x) =|x" > a,x" =Y a x™".
- n=0 n=0

Selanjutnya akan ditentukan penyelesaian deret kedua.
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Misalkan kita nyatakan persamaan (23) sebagai berikut :

Lly]=xy" +[z bnx"}xy’ + [chx"]y =0 dengan y = ) a x"" (36)
a=0 ) a=0 a=(

atau dapat dituliskan -

Lly]= i;o{(n +rfn+r—1)a, + k2_4;[(1( b, +cn_k]ak}xn+r

Lly]= {(r—thag +(tby +cJa " +
, g{(n +rfn+r-1)a + :Z;:[(k +0)b,, +c, B, }x,,ﬂ :

Dengan menggunakan relasi (29) dan  a,P(r)=a, {r(r ~1)+ b,r+c, } maka

persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk :
: 0 n-1
L[y] =a,P(r)x" + Z{P(n +1r)a, + Z[(k +0)b,  +c¢, ]ak}x"”. - (37
n={ k=0

Andaikan P(n+r) # 0, maka dari persamaan (37) diperoleh
Llyl=a P@)x" . A (38)

Jika persamaan (38) dart turunan parsialnya terhadap r, diperoleh:

g[L[y]] = L[ﬁyagg} = aox{él(—;—gg+ P(r)ln x] .

Dari persamaan (35) diperoleh L(:(gyé(i)] }z 0
T T=f

9y(x)

| sehingga ( ] merupakan penyelesaian deret yang kedua.

Karena y = Zanx““ , maka N x'In xZaux“ + XTZ—“X“.
n=0 or n=0 ' n=0 or
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Jadi penyelesaian deret yang kedua adalah

yz(x):[_a_yﬁx_)] =x" lananx"+x"z %, x" atau

ar =0 a=0_ ar Jr=y
X o n - ~aag1_
yo{x)= yl(x)Inx+x'Zanx dengan a_ = = untuk n=1,23,...
n=0 (L dr=g,

Karena a, tidak tergantung pada r, maka a sefalu 0.

Karena y,(x) analitik pada 0 < lxl <, maka penyelesaian deret yang kedua

yaitu y,(x) juga analitik pada 0 <|x|<p.

¢) Diketahui 1, dan r, adalah akar-akar dari persamaan indisial P(r)=0,
sedemikian sehingga r, —r, =N, dengan N bilangan bulat positif. Dengan
cara yang sama pada pembuktian (a) di atas diperoleh
P(r) = r(r—1)+rb0 +Cy = (r— T, )(r— rz). Kita dapat menentukan penyelesai-

an deret yang pertama yang berkaitan dengan akar r,, yang berbentuk
y,(x)=|x"> a,x" =) a,x"" yang konvergen pada 0 < |x|< .
i n=0 n=0

Selanjutnya akan ditentukan penyelesaian deret kedua yang berkaitan dengan
akar 1,.

Andaikan P(r+n) # O dan a, sebagai konstanta sesmbarang, maka dengan relasi

berulang (30) yang berbentuk

n—i
Pn+rja, =-» {k+o)b,, +c, B n=1,23,.. - (30)
k=0
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diperoleh a_(r,) sebagai perkalian linear dari a,, untuk n =1‘,2,3,...,N-1.

Karena diketahui r1,—1r,=N dengan N bilangan bulat, maka
P(r, +N)=P(r;)=0 sehingga a,(r,) tidak dapat ditentukan dengan
menggunakan persamaan (30) . Untuk menghindari kesulitan ini, kita pilih

a,(r) =r—r,, sehingga dengan relasi berulang (30) di atas diperoleh:

(rbl +C1)ao | (rbl +C1)(r_r2)
P(r+1) P(r+1)

—(rb2 +cz)az '"[(r"'l)bx +°1]ao

P(r+2)

a,;(r)=— =g(r)(r——r2),

a,(r)= =a,(r(-1,),

2y, (1) =a,,(1(r—1,).

Karena diketahui 1,- r,=N. maka P(N+r)=(r—r,N+r-r,) dan

3 [(k + I)bN—k +Cnox ]ak (r)
aN (r) —a— = >
, P(N+r)
3 [(k + 1)bN—k +Cy ]ak (r)
aN (r) =2 = 5

(r—'rz)(N+r—r2)

N-I

‘ Z[(k + l)bN—k + Cyx ]ak (r)
(rfrz)aN(r) = — k=0

(N fr r,)
Dari hasil perhitungan di atas diperoleh bahwa :
Untuk 0< n <N-1, jikar—r, maka a_(r) = Z(r)(r -1,) > 0.

Untuk n=N, jika r—r, maka a, (r)(r —r,) — suatu konstanta. .
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Jika dimisalkan konstanta tersebut C, maka C =lima(r)(r—r,).

Untuk n> N, jika r—r1, maka P(r+n) # O dan a_(r) — a(r,).

Jika kita ambil a(r,) sebageﬁ konstanta sembarang , maka dengan
menggunakan relasi berulang (30) kembali, diperoleh a,, (r,) merupakan
kelipatan linear ay(r, ), untuk n=1,23,...

Selain itu kita dapat tentukan juga, bahwa

a‘o N-1{ @ 3
x* Zan (5)x" =x" l:zan (r)x" + Zan (rz)an
u={) a=0 a=N
o
=x" {O‘F Zan(rz)x"]
n=N
. O - n+N
=L zan+N (1‘2)X
n=0
o0
=x" +Nzan+N(r2)xn
n=0
[ '
=x" Zanm(rz)x“ :
n=0

=x" ) a/()x" dengan a,(5,) =2, (1) , 1=0,1,23,... .
n=0

Tetapi karena koefesiennya berturut-turut diperoleh dan relasi berulang (30),

maka persamaan terakhir menjadi

x" Zan(g)x“ =Cy,(x) dengan C=lima,(r)r—r,). . 39

n=0
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~ Selanjutnya sama dengan pembuktian di (b) di atas, misalkan

Lly]= x’y"+[ibnx“}xy'+[icnx":'y=0 dengan yzianx“+r .

n=0 n=0 n=0

Maka diperoleh L[y]=a, P(r)x".

-Dari pemisalan a,(r) =r —r1, maka diperoleh [y(x)]z x"(r—1,)P(r).

Karena 7, akar  dari = persamaan indisial P(r)=0, maka

r=ry

XY | Tormer (o PO :
L{(—ar—)mz__[l)(r)x +(r—r,) X +(r rl)lnxP(r)x]

) A
Akibatnya, L{ iya(Tle :I:O, sehingga (Qc?(rﬁ) adalah penyelesaian
\ =0, =1

deret yang kedua.

dy(x) i

’ - . rxmOa, ' |
Tetapt karena ———ar—_z x"Inx E a X' +x E g“x , maka penyelesaian
n=0 n=0

deret yang kedua adalah y,(x)=x"In x'Z a,(5)x" +x” Z(a;r“) ol
n=0 n=0 r=ry

Dari pérsamaan (39), kita peroleh yz(x) = Cy](x)\n X+ X" iﬁ:x“

n=0

' denganr C=limay(r)(r-r,) dan a, = [%} untuk n=0,1,2,3,...
11 1 0 Ty

Karena y,(x) analitik pada 0<|x|< pt, maka penyelesaian deret yang kedua

yaitu y,(x) juga analitik pada 0 < |x|<y.
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Contoh 2.2.6

Tentukan penyelesaian deret di sekitar x, =0 untuk persamaan diferensial
(x + 2)x2y" —-xy' + (x + l)y =0.

Penyelesaian:

Diketahui persamaan diferensial (x +2)x*y" —xy’+(x+1)y = 0.

(x+1) ' _
(x+ ==,

(x+1)

X +2)x°

Bentuk normal persamaan di atas adalah y" —

Sehingga diperoleh P(x) =— ( +]2) dan Q(x)=-—=% (
X

Kedua fungsi P(x) dan Q(x) analitik di setiap titik kecuali pada titik x =0dan
x =—2 . Jadititik x = Odan x = —2 adalah titik singular.

Selanjutnya kita klasifikasikan titik singular x = 0 dengan menggunakan definisi

- berikut :

1

1
ok 2 B
(x+1)  (x+1)

(x—x0J' Q) =7 (x+2x* (x+2)

(x — x4 )P(x) = —x

Karena kedua fungsi ini analitik pada x =0 , maka titik x =0 merupakan titik

singular regular dari persamaan diferensial yang diketahui.

Dengan teorema 2.2.2 maka penyelesaian deretnya berbentuk y(x)= Zanx““
n=0

Dengan mendiferensialkan suku dem suku diperoleh

o0

' Y’ = i(n +r)anX"”—] dan yﬂ = Z(n +an + r_lhnxnﬂ—z '

n=0 n=0
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Jika disubstitusikan ke persamaan diferensial yang diketahui, maka diperoleh :

(x+ 2)xzi(n+ rfn+r—1)a x""7? - xi(n+ ra, x™ +(x + l)ianx““ =0.
n=0 n=0 n=0

i(n +r)n+r—Ta, x™ + 2i(n +r)n+r—1) x"" ~ i(n +r)a, X"
n=0 n=0 n=0
+ ianxnﬂﬂ + iauxn+r =0.
n=0 n=0

2ir(n +rfn+r-1)a,x"" - i(n +ra, x"" + ianx"+r
n=0 n=0 n=0 -

_+; i(n+ an 41— l)anxn+r+l i ianxnﬂ'ﬂ =0.
n=0 n=0

2i(n + an + r~1)anx"+f r i(n + r)anx“” " zanxn”
n=0 " =0

n=0

+ i(n +1 ~ 1)(11 +r— 2)an_1x“+' + iaHx‘m- 1,
=l n=l]

n=l

2r(r—1)a,x" —ragx" +ayx’ +25:(n +r)n+r-1) x"" —i(n +r)a,x""
n=|
+ ianx"“'+ i(n +r—a+r—2)a, x4+ ia"_,x"” =0.
n=} =l n=1

o V g R
(n+r1)a, x™ + D a,x"™
=] n=l

n=

[2r(r—l)—r+1]aoxr +2i(n+an+r'—1)anx""+' -
n=1
| + i(n + r_lxn +1r= 2hn-lxn+r + ian—ller = O
n=l{

n=]
2r(r—1)-r+1fa,x" +

Z{[z(nﬂxnﬂ_l)_(mr)ﬂ}an ifnrr-n+r-2)+1h,_ k™ =0,

Dari hasil akhir inidiperoleh bahwa persamaan indisialnya adalah
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P(r)=2r(r—])—r+1=(2r—1Xr—1)=0. (a)
Sehingga relasi berulangnya adalah:
[2(n +r)(n +r— 1)—(n + r)+ l]an = —[(n +1- 1Xn +r— 2)+ ]]a“_,
2
ataua, =— (n+r) —3(n+r)+3 untuk n> 1. 7 b)

n+2r=1fn+r-1) "

Dari persamaan indisial di atas, maka diperoleh bahwa akar-akar dari persamaan
indisial adalah 1, =1danr, = %

Untuk r, =1, maka relasi berulang (b) menjadi

2 1
. - (1) =30+1)+3

i (2n +1)n

Jika diambil a, konstanta sembarang maka diperoleh

untuk n> 1.

n-1 >

1
a, ——:ao,
2
2 =M EL
10 10 ”
1 i
a, = —§a2 = —;Onao,
13 13
a, =

=——a, =—Qa 5
36 ° 1080 °

Dengan teorema 2.2.2 (a), maka penyelesaian deret vyang pertama

= i 1 - 1 13
dal — ] " - [ S
adalahy, (x)=|x| n;a“x xao{l X 6% "3 Y To80

x? +} atau

1, 1 .5 1 4, 13 }
Xj=84X—— X"+ —X" ——X +—X" +..
(x) 0{ 37100 307 1080 _
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Untuk 1, = % , maka relasi berulang (b) menjadi

a_, untukn=1,273 ..

_(20+1) ~6(2n+1)+12

tkn=123,... .
4n(2n-1) o gy o 5%

atau a, =

Jika diambil a, scbagai konstanta sembarang, maka diperoleh

3
al——zao,
a —la Lol
Bl 24 32
0 o 19 133
1 0 1920 §

Dengan teorema 2.2.2.(a) maka penyélesaian deret kedua dari persamaan

diferensial di atas adalah

) 3 W M el33 3
x)=ixX{2a,{1l——x+—x" — X~ +...p atau
y2(3) =[x °{ 4732 1920 } '

1
o307, 133 }
X)=a X%l —-—x+—X"——x" +...
y2(x) =, { 4 1920 _

Jadi  penyelesaian umum dari persamaan diferensial di - atas -adalah

y(x)= Ay,(x) +By,(x), dengan A dan B konstanta sembarang dan

yl(x):an x—lx2+Lx3—Lx4+——13—x5+_._ dan
3 10 30 1080



1
37 133,
ma x4l ox X o 3y
¥2(x) "x{ 47730 1920 }

Contoh 2.2.7
Tentukan penyelesaian deretldi sekitar x, =0 untuk persamaan diferensial
x%y" = xy'+(1—x)y =0.

Penyelesaian:

Diketahui persamaan diferensial x*y”—xy’ +(1-x)y =0.

(),

Bentuk normal persamaan diferensial di atas adalah y” — 1 y' +
X

Sehingga diperoleh P(x) = ol dan Q(X) i sz)

Kedua fungsi P(x) dan Q(x) analitik di setiap tittk kecuali pada titik x = 0, . =

schingga titik x = 0 adalah titik singular.
Selanjutnya kita klasifikasikan titik singular x = 0 dengah menggunakan definisi

berikut :
(x— xO)P(x)——, =—1 dan (x—x, )\ Q(x) = x( x) (] x}.
X

Karena kedua fungsi ini analitik pada x = 0 , maka titik x = 0 merupakan titik
singular regular dari persamaan diferensial yang diketahui.

Dengan menggunakan teorema 2.2.2, maka penyelesaian deretnya berbentuk

y(x) = Zanx“” . Dengan mendiferensialkan suku demi suku, diperoleh
n=0 ’

@0

y'=> (n+rja,x™ "dan y —Z(n+r)(n+r—l)a X"

n=0
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Jika ini disubstitusikan ke persamaan diferensial yang diketahui, maka diperoleh :

n=0

xzi(n +rfn+r—1a, x""? - xi(n +rla, x4+ (1- x)iauan 0.
n=0 n=0

i(n +r)n+r-1la,x"" ~f:(n+r)anx“"r +ianx“+r —ianx""“* =0.

n=0 a=0 n=0 n=0

i(n+an+ r—1ja x" ~i(n+r)anx"“ +ianx"+r —ianx"+r =0.
n=0 n=0 n=l .

n=0

r(r—l)aoxr —ra x’ +a,x +

aa

i(n +r)n+r—1la, x"™ — i(n+ rla, x"" +'Zanx“” — zw:an_lx"+r =0.
n=! n=l| n=l n=]

r—1)a,x" —ragx” +a,x" +i{[(n+an+r—1)~(n+r)+l}an —a, X" =0.
n=l

[r-1D)=r+1fa,x" + g flo+r)n+r—1—(n+r)+ l]an' ~a_ " =0.

Dari hasil akhir ini, diperoleh bahwa persamaan indisialnya adalah
PO=1r-D—-1+1=(-1>=0 ' : ()
dan relasi berulangnya adalah

(h+cXn+r-1)-(n+r)+1lh, =a,, ,n=123,.

R ¥ b= o A | (d)

t = >
T T @y |

Jika kita ambil a, sebagai konstanta sembarang, maka diperoleh

a
a, = r—g
g, = ___ %
Yo+ e+)
a, a, dq

TG+2) 2y e2y
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Secara umum diperoleh

— o
o 2 (+1)P°(r+ 20 (r+n-1)

=123, | (e)

_ Dari persamaan indisial (c) dt atas, maka diperolleh akar-akar dari persamaan
indisialnya adalah r; =1, =1.
Untuk 1, =1 , maka relasi berulang (d), menjadi

a0 a4
a, = = e 112 3)
" 17.2°3°4%.n% ()

Sehingga dengan teorema 2.2.2.(b), peuyclesaian deret yang pertama adalah

YI(X) 'P&] Zﬁ x" —“(Z ‘)2)g ~aoi(n§)2 xn+1?

u=0

+!

- Jika a, =1 maka penyelesalan yang peﬁama adalah y,(x)= Z e )2 X"

Selanjutnya akan ditentukan penyelesaian deret yang kedua.

Dari persamaan (e) di atas, jika diambil a, =1 maka diperoleh

1

- =1.23,..
Pl ARG+ 2 amedy o T

Ina :—21nr;21n(r+1)—2ln(r+2)—...~21n(r+n‘- 1).

.2 2 2 THemaW N
a ror+l r+2 (r+n—1)

— T 1 1 1 :
a,=a',=-2a,—+ + +.. 4 , ,nz1.
r r+l r+2 (r+n-1)
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Dengan mengambilr=1dan a_ =

o

Z:—Z ]2{1+—]—+l+...+l},n21.
(n!) 2 3 n

Dengan teorema 2.2.2.(b) pényelesaian deret yang kedua adalah

¥, (%)= v, (x)Inx+ 32, @) x™.

n=l
1 1 1 n+l
y,(x)= y1 x)lnx Z(n)2 {1+ + .. n}x i

Jadi penyelesaian umum dari persamaan:‘ diferensial di atas adalah

y(x) = Ay,(x) + By, (x), dengan A dan B konstanta sembarang dan

o 1 x

. [ 11 R |
M) =Z=(; nldanyz(x) y, (x)Inx— gn') {1+ =t + } e

Contoh 2.2.8.
‘Tentukan penyelesaian deret di sekitar x, =0 untuk persamaan diferensial
x_y”+3y’—xy =
Penyelesaian :

Diketahui persamaan diferensial xy”+3y'—xy =0, maka bentuk normalnya

adalah y"+iy'—y:0.
X

Sehingga kita peroleh P(x) = 3 dan Q(x) =-1
X

Fungsi P(x) analitik di setiap titik kecuah psds ook x = 0 dan fungsi  Q(x)

analitik di setiap titik. Jadi x =0 adalah titik smsuler dan persamaan diferensial
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yang diketahui. Selanjutnya kita definisikan dua fungsi sebagai berikut :
3 2 2 2

(x - X, P(x) = x.—=3dan (x -%, )V Q(x)=-x".1=—x~.
X

Kedua fungsi tersebut analitik di setiap titik. Jadi titik x = 0 adalah titik singular

regular dari persamaan diferensial yang diketahui. Berdasarkan teorema 2.2.2,
maka penyelesaian deretnya berbentuk y(x) = ianx"+r 5
n=0
Dengan mendiferensialkan suku demi suku, diperoleh
y' = i(n +1)a,x"""'dan y"= i(n +r)fn+r—1)a x""2.
=0 n=0 . ,
Jika ini disubstitusikan ke persamaan diferensial yang diketahui, maka diperoleh :

xi(n +rfn+r-1)a x""? +3Zw:(n +r)anAx“““l —xianx"—" =0,
n=0

n=Q

18

[~}

n=

n+rjin+r-1 X“”_l+3w n+rja x" - 3 a x""™ =0,
n n n
n=0 n=0

i(n +r)fn+r—la x""" + 3i(n +r)a X" — i:a"_zx“""l =0.
n=0 n=2

n=

(=1

rlr—1a,x™ +(r+1)ra,x’ +i(n+r)(n+ r—1a, x""" +3ra,x" +3(r+1)a,x" +
n=2

o0

3> (n +r)a, X" - i al Sl S0
n=2

[r(r = 1)+ 3r]agx™ +{(r+ U + 3@+ 1)]a,x" +

Z{[(n +r)(n +1— 1)+ 3(n + r)]an - an_l}x““"' =0.

Dengan menyamakan koefesien kedua ruas dart persamaan terakhir, diperoleh

[r(r~1)+ 3r]a0 =0,
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[(r+1)r+3(r+1)]a, =0 dan
[(n+r)(n+r——1)+3(n+r)]au -a,,=0.
Dari persamaan di atas, diperoleh persamaan indisial.
P(r)=r(r—1)+3r=1(r+2)=0 e - | ®
dan relasi berulang yang berbentuk -
%0-2 n=234,. . | ()

W (n+rfn+r+2)

Dari persamaan indisial (f) di atas, diperoleh akar-akar dari persamaan indisial
yaituadalah r, =0 dan 1, =-2.

Jika diketahui r, =0, r, =—2 dan a, koaostanta sembarang, maka diperoleh
Ml =0,

Jika a, konstanta sembarang, maka relast berulang (g), berbentuk -

= (r+4)Zr+6) - (r+2)(r+(lt)2(r+6)’

aﬁr: (r,+6x4r+8) B (r+2)(r+4)22r+6)2(r+8))

" (r+2)r+4)(r+ 6)2.(.)_(r +2n)"(r+2n+2)

a,

. (h)

Untuk 1, =0 dan jika diambil a, =1 , maka relasi berulang (h) menjadi

1 1
" T 476 (20)(2n +2) 2”n(2n)
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Berdasarkan teorema 2.2.2.(¢), maka penyelesaian deret yang pertama adalah

[=+]

i(x)= z22“nt(n R

Selanjutnya .kita akan menentukan penyelesaian deret yang kedua. Karena
diketahui r, =0 dan r, =-2, sehingga 1, —~1, =2 dan N = 2. Untuk menentukan
penyelesaian deret kedua, kita gunakan hasil teorema 2.2.2.(c).

Misalkan a; =r—-1, =1r+2, dan

1 1
C—hm(r r,)a,(r)= llm(r+2)a2(r) 12%r+4=—2—'

Dari a, = r+ 2, maka relasi berulang (h) , menjadi

N [r+2)

y (r+2)(r+4)2(1+6) (r+2n)2(r+2n+2)A
.

9 =

(r+4PE+6F (r+2nf(r+2n+2)

Ina,, = ~2 In(r+4)~21n(r +6)— ... — 2In(r + 2n)— In{r + 2n +2).

aznz_,?_Z__Z~ __22 1
a, r+4 r+6 r+2n r+2n+2 2'Tr r+2n+2

>

a 1 - {_ Zi 1! |
" e+ 4 r+6) (r+2nf(r+2n+2) S 2k+r r+2n+2J
seiiingga diperoleh

;0— =a'y (” 2)‘:

| ) 1 1
a,, Zaz,l(_z)—(4)2(6)2_“(211__2)2(2“)[ —=2k-2 —Z_H:j
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1 S
Lo(=2)= N
¥ (-2) 22426% . (2n~2)2(2n){ éZk Zn}

Berdasarkan teorema 2.2;2.(0), maka penyelesaian deret yang kedua adalah

yz(x)——yl(X)lnHlxl g[ W[gzlk ZInH

Jadi penyelesaian umum dari persamaan diferensial di atas adalah

o y(x) = Ay,(x)+ By,(x), dengan A dan B konstanta sembarang dan

7 ()= e x™

S22 nln + l)‘

1 r 2 SR
,YZ(“):E“(")’““*"' i rnce el |
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BAB 11

PERSAMAAN DIFERENSIAL HIPERGEOMETRIK

Dalam bab Il ini, akan dipelajari salah satu persamaan diferensial linear
homogen orde kedua, dan disebut persamaan diferensial hipergeometrik.
Persamaan diferensial hipergeometrik mempunyai bentuk:

x(1-x)y"+c—(a+b+1)x]y' —aby=0 - ¢y
dengan a, b dan c adalah konstanta.
Pembahasan dalam bab ini akan terbagi menjadi tiga bagian, yaitu :.

- Mencari penyelesaian deret persamaan diferensial hipergeometrik

- Mencan persamaan diferensial yang dapat direduksi ke dalam persamaan

diferensial hipergeometrik.
- Mencari = fungsi-fungsi yang dapat dihubungkan dengan = fungsi

hipergeometrik.

3.1 Penyelesaian Deret Persamaan Diferensial Hipergeometrik
Suatu persamaan diferensial hipergeometrik, mempunyai bentuk :
x(1-x)y"+fc—(a+b+1)x]y' ~aby =0 (D
dengan a, b dan c adalah konstanta.

Kita akan menentukan penyelesalan deret dan persamaan  diferensial
hipergeometrik dan pembahasan dibatasi jika 1, —r, =0dan 1, —1, # N..

Bentuk normal persamaan diferensial hipergeometrik adalah:

e~(a+b+i)x] , ab
X(l—x) Y —x(l—x)y—o’

@)

y'+
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sehingga didapatkan P(x)= lo—(a-+b+1)x] dan Q(x)= -

x(1-x) x(1-x)

Kedua fungsi tersebut analitik disetiap titik, kecuali di titik x = 0 dan x = 1. Jadi

3)

titik x = 0 dan x = 1 adalah titik singular. Selanjutnya kita tentukan jenis titik
singular dan x =0danx= 1.
Berdasarkan persamaan 2.(16),

- Untuk X, =0, kita dapatkan

(x——xo)P(x)z X[C~(a+b+1)x]= C—(a+b+1)x dan

x(l—x) (l—x)

ab ab x

x(l—x):—(l—x)'

Kedua fungsi analitik di x; = 0. Jadi x = 0 adalah titik singular regular.

(=%, ' Qlx)=~x*

- Untuk x, = I, kita dapatkan

| ~le—(a+b+1 c—(a+b+1)kx .
(X—XO)P(x):(x_—j)[ E((]‘_x) K _ e = )k

(x—x,)’ Q(x):.—(x L) X(laiJ X) A (x —Xl)ab .

Kedua fungsi analittk di x, =1. Jadi x = 1 adalah titik singular regular.

Untuk mengetahut jenis tittk x =00, kita dapat mentransformasikan x=-—
" t

. . . 1
sehingga x =<0 berkorespondensi dengan t =0 . Dengan mensubstitusikan x =—

ke dalam persamaan (3), diperoleh
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{ —(a+ b + IJ , abt’
P(L dan Q . @)
0= ()= D
Kemudian (4) disubstitusikan ke persamaan 2.(19), sehingga diperoleh
[(1 a-b)-(2~ c)t] ab _0 5
t(1-t) z(l—t)y_ ®)
atau
(1~ t)y" +[1-a-b}t -2~} |y’ +aby=0. )
Selanjutnya diperoleh,
fi-a-b)-(2- c)t] _ab
(1) t{1-t) alt)= t2(1-t)

Fungsi p(t) analitik di setiap titik kecuah di titik t = 0 dan t = 1. Fungst q(t)
analitik di setiap titik kecuali dititik t = 0 dan t = 1. Maka titk t = 0 dant = 1
adalah titik singular. Selanjutnya kita klasifikasikan jenis titik singular t=0. -
Dengan menggunakan persamaan 2.(21), diperoleh |

(1ab)(2c)t (lab)(2c
tel)=t——r -1 ~

t*.q(t)=1t c

( 1) (-9

Kedua fungsi analitik di titik t = 0. Jadi titik t = 0 merupakan titik singular regular.

Akibatnya titik x =o adalah titik singular regular dari persamaan diferensial
hipergeometrik.
Jadi persamaan diferensial mempunyai tiga titik singular regular, yaitu x =0,

x=1dan x=o0.
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Selanjutnya akan dicari penyelesaian persamaan diferensial hipergeometrik di

setiap titik singular regular x =0 danx =1dan x = %

3.1.1 Penyelesaian Persamaan Diferensial Hipergeometrik di sekitar Titik
- Singular Regular x =0

Untuk mendapatkan penyelesaian persamaan diferensial hipergeometrik

digunakan teorema 2.2.2, dimana penyelesaian deretnya berbentuk y = Z:a“x“+r

n=0

Dengan mendiferensialkan suku demi suku, maka diperoleh

| f:(" +r)a,x™"" dan y" = i(n +r)n+r-1)a_x""2
u=0

n=0

Dengan mensubstitustkan deret-deret di atas ke dalam persamaén (1), diperoieh
x(] - x)i(h = r)(n +r- l)anx“*"2 i [c " (a +b+ l)x] 5:(" +r)anxn+~r—]
n=0 0 |

-abianx“” =0.

n=0

o

> (n+r)n+r-T)a,x" _i(" +ifn+r-T)a,x" +c i(mrr)anx“”“

n=0 n=0 a=0

—(a +b+])i(n +)a xW: -abianx"” =it
) n=0

u=0

3 n+r){n+r-1a x“*r;'— 3 n+r—2Yn+r-a._x™" +¢ 3 n4r)a x"
n n-1 n

n=0 n=] n=0

~{a+b+ l)i(n +r—1a,  x""" - abian_lx mel 2,
n=}

n=1
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r{r—1)a, x" +Z(n+r)(n+r a, x""* - Z(n+r —2)n+r-1)a, x™" +crax”

n=}

+Zc(n+r)a x™ (a+b+l)2(n+r Da,_ x"*" -abZau XM =0,

n=—

fr{r = 1)+ cr]a,x +Z [(n+c)n+r-1)+cln+r)a, x>
—i[(n+r—-1)(n+r—2)+(a+b+l)(n+r—1)+ab]an_lx“+'fl-=O.
w=] .

[r(r—1)+erfa,x™ +

i{[(n+r)(n +1- 1)+ c(n+r)]an - } ael _

[(n +r—1)(n‘+r-2,)+(a+b+1)(n +r—1)+abh_,

n=

- ‘Dari persamaan terakhir di atas, diperoleh persamaan indisial 7
P(r)zr(réi)+cr=r(r-i-c;l):() (7)
Relasi berulang persamaan di atas adalah |
[(n+rXn+r-D+cn+)h, =[n+r—1)n+r-2)+(@a+b+1)Xn+r—1)+abh,

(n+r+a—1)(n+r+b—l)'

alaua, = (n+r)n+r+c-1) r

nxl. . | (®)

Jika diambil a, sebagai konstanta sembarang, maka diperoleh

r+afr+b

. =(r+a+er+—b+l)a :(r+a)(r+a+1Xr+er+b+l)a
2 P N (W T 0

(r+a+2)(r+b+2) (r+aXr+a+1)(r+a+2Xr+b)(r+b+1)(r+b+2)
P B+r)y * Q-+ @+0)(r+3) ' %o
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(r+a)(r+a+1) (n+r+a 1)(r+b)(r+b+1) (n+r+b 1)
= (1+r)2(2+r) (n+r) Ao

€))

Dari persamaan indisial (7) diperoleh bahwa akar-akar dari persamaan indisial
“adalah r, =0 danr,=1-c.
Untuk 1, =0, maka relasi berulang (8) menjadi

_ala+1fa+2) {a+n—1pb+1){b+2). (b+n~ 1)
" nic{c+1)fc+2).{c+n-1)

a, ' (10)

Jika kita gunakan fungsi faktorial (a)n , yang didefinisikan untuk bilangan bulat
tidak negatif n dengan | |
(o), = aloa+ ) a+2)o + 3).{a+n—-1),n>1dan

(a)o =La=z0,

maka persamaan (10) dapat ditulis dengan bentuk

_ (@), > g an

: ni(c), : .

1}

Jadi penyelesaian pertama dari persamaan diferensial hipergeometrik di sekitar
titik singular regular x =0 jika a, =1 adalah

a(a+1fa+2).(a+n-1b(b+1)b+2). (b+n—1)
n'c(c+lXc+7) fc+n-1)

o

(+3 L0 z(a) (). . a2)

n=1 n!(C)n n=0 n(c) -

Penyelesaian  persamaan  diferensial  hipergeometrik  disebut  fungsi

hipergeometrik , yang diberi simbol F(a,b; c; x). Jadi penyelesaian pertama dari
persamaan diferensial hipergeometrik di atas di sekitar titik singular x = 0

dihasilkan y,(x)= F(a,b; c; x), dengan ¢ bukan 0 dan bilangan bulat negatif. (13)
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Selanjutnya akan dicari penyelesaian kedua dari persamaan di atas, dengan akar.
persamaan indisial r, =1—c.
Untuk 1, =1—c, relasi berulang (8 ) menjadi.

(1+a c2+a-c).{n+a-cfl+b-c)2+b-c) (n+b-c)

" nl(2-cf3-c).(n+1-c) Ao

. (1+a c),(1+b—c),
" n2 -c), S

a

(14)

Maka penyelesaian kedua dari persamaan diferensial hipergeometrik di sekitar

titik singular regular x =0 jika a, =1adalah

1o (1+a—c)2+a-c).fn+a-cfl+b-c)2+b-c).{n+b-c
Yalx)=x (l+z n‘(2 c)(3 c) (n+1 c) ) ]

( ‘5«(1+a c) (1+b—c), , J [z(ua c),(1+b- C)”.X"j

Z o a2-c), AT nl2-c),

= F(l +a—-c¢cl+b-c;2—c; x), dengan c bukan bilangan bulat positif. - - (15)
- Jadi penyelesaian umum dari persamaan diferensial hipergeometrik di sekitar titik
singular regular x = 0 adalah
y= ch(a,b;c;x)+ cszF(l+a—c,1+b—,c;2—c,x) T (16} -
dengan ¢ bukan bilangan bulat.

Dari persamaan (16) untuk ¢ =1 , maka penyelesaian mempunyai bentuk
y= c,F(a, b;c; x)+ ézF(a, b;c, x). Penyelesaian tersebut merupakan penyelesaian

tak bebas linear. Oleh karena itu perlu ditihjau penyelesaian yang bebas linear.
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Jika ¢ =1, maka diperoleh akar-akar persamaan indisial (7) yang sama

yaitu 1, =1, = 0. Dengan melihat persamaan (12) diperoleh penyelesaian pertama

(n!)

Sehingga menurut teorema 2.2.2.(b), penyelesian kedua dari persamaan di atas

yang berbentuk y,(x) = i (a)“ (E) Lx"
=0

berbentuk y,(x)= y,(x)ln X+ ia_;x“
n=0

Dari persamaan (8) jika diambil a, =1, maka diperoleh

y (r+afr+a+1){n+r+a-1)r+b)r+b+1) {n+r+b-1)
! (1+ r)2(2+r)2...(r+ n)2 .

In(r+a)+In(r+a+1)+. . +Infn+r+a—1j+
Ina, =

In(r+b)+In(r+b+1)+_.+In(n+r+b-1)
~Rin{+r)+ 22+ 1)+ + 2In{n + )]}

1 i 1 o 1
2 | (r+a) (+a+i)

= (n+r+a—l)Jr

a, 1 ! 1 {(142“)_4“ (Zir)hf*"(ﬂir)]'

+b) G621 " (mereb-1)

Dengan mengambil r = 0, maka diperoleh

— 1 1 1 1 1 1 2
a,=a =a {|—+ + ot a1 s 24T+ 4+ — |}
o lla a+l a+n-1 b b+l '

b+n-1 n j

Dari penyelesaian pertama diketahui a_ = % , n>1 maka diperoleh
n!

—_(@),0), {PJF 1, i1

1 2
W= > et +—+ +ot }~[2+‘1+...+—- .
(n!) a a+l a+n-1 b b+l b+n-1

n




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

69

Berdasarkan teorema 2.2.2.(b), pénye]esaian deret yang kedua adalah

Y2 (X) =¥ (X) Inx+ iZ(O)x“ dengan

n=l

a (a)(b) +...+ L '+1+L+.,.+ 1 :]—[2‘+1+...+3].
% (n!)? a a+1 a+n-1 b b+l b+n-1 n

(18)

Jadi penyelesaian umum dari persamaan diferensial hipergeometrik disekitar titik

singular regular x = 0 adalah

y(x) = Ay,(x)+By,{(x), dengan A dan B konstanta sembarang dan

y,(x)= Z ,)2 " x" dan y,(x)= y,(x)lnx+i§n—(0)x" (19)

dengan

—_(a),0), [ X e S ek G |\ ] [2+1¢ 2]
n (n|)2 x a+1 a+n-1-b b+1." ~b+n-1 n

3.1.2  Penyelesaian Persamaan Diferensial Hipergeometrik di sekitar Titik
Singular Regular x=1
Untuk mempermudah dalam mencari penyelésaian persamaan diferensial
di sekitar titik singular régula,r x = 1, dapat dilakukan dengan mengubah variabel x
- menjadi é:l—x . Ini berarti jika X‘— 1 berkorespondenst dengan z=0. Jika

z=1-x, persamaan (1) menjadi
(1-2)zy"—[c—(a+b+1)1-z)]y' —aby=0.
(1-2)zy"~|[c—a-b-1)+(a+b+1)z]y' —aby=0.

zZ(1-z)y" +fa+b+1-c)-(a+b+1)z]y ~aby=0.
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Misalkan ¢, = a +b+1—c, maka persamaan terakhir menjadi

z('l—z)y"+[cl -(a+b+1)z]y'—aby=0 (20)
Dapat kita lihat bahwa persamaan (20) identik dengan persamaan (1).

Karena x = 1 maka berkorespondensi dengan z = 0, sehingga untuk mendapatkan

penyelesaian derét di sekitar z = 0 dapat digunakan cara yang sama seperti

mencari penyelesaian deret disekitar titik singular regular x = 0. Akibatnya

penyelesaian yang berbentuk y = z:anz““r dengan akar-akar persamaan indisial
n=0 o

r=0danr, =1-c¢,.
Untuk r, =0, diperoleh penyelesaian deret yang pertama di sekitar titik singular -
regular z = 0 yang berbentuk

afa+1}a+2).(a+n—-1)b(b +1)(b+2)_..(b+n—1)zn
nic,{c, + e, +2).(c, +n-1) '

y@=1+3

Karena c, =a+b+1-c, maka persamaan di atas, menjadi

= ala+1fa+2).(a+n-1b(b+1Xb+2). (b+n-1) o

1 (z)=1
¥i(2) +"=, n!(a+b+1—c)(a+b+2—c)(a+b+3—c)...(a+b+n—C)

Karena z=1-x, maka persamaan di atas berbentuk

v =145 a@+1fa+2) (a+n-1olo+1fb+2) (b+n-1)

- n!(a+b+1—c)(a+b+2—c)(a+b+3—c)‘,(a+b+n_C)(l—x)

=1+ i (a),(b), (1-x) = i (a),(b), (o o

Salla+b+1-c), ,,zon!(a+b+1—c)n\ :
= F(a,b;a +b+1-cl- x) , a-b-c bukan bilangan bulat negatif. : (22)
Untuk 1, =1-c¢,, diperoleh penyelesaian kedua dan persamaan diferensial

hipergeometrik di sekitar titik singular regular z = 0 yang berbentuk
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y(2)=2"" +

(1+a-c, 2 +a~ c,) (n+a-c¢ t+b-c,Y2+b~c,).(n+b- cl)

) RTEI e ey

n=l

Karena ¢, =a+b+1-c, maka persamaan di atas menjadi

y2(2) =2 +

o bz(c le+c b) (n+c b- 1)(c a)(1+c a) (n+c a-— 1)
nl(i+c—a-b)2+c—a-b) (n+c-a-b)

Karena z =1-x, maka persamaan di atas berbentuk

y,(x)=(1-x)"" +

1_ c.a_bz(c b)(1+c b) (n+c b-— lXc a)(1+c a) (n+c a— 1){ )
4 nl(l+c-a-bf2+c—a-b).(n+c—a- b\ '

’(1+c a-b),

=(il— x)‘”“’(1+z (e=b),(c-a), (- }\))

o (c=b),(c—a), N
Zn’(l+c a-— b) (1 )

=(1-x)"*"F(c-b,c—ajl+c—a-bl-x),
¢-a-b bukan bilangan bulat negatif. - - 22)
Jadi penyelesaian umum dari persaméan diferensial hipergeonietn’k d1 sekitar titik
singular r'egul-ar x = 1 adalah
y = AF(a,bjl +a +b-cl- x )+ B(1 - x) " "Flc-b,c—ajl+c—a-bl-x) (23)
dengan A dan iB konstanta sembarang dan c-a-b bukan bilangan bulat. -

Jika ¢, =1 atau ¢—a—b =0, maka penyelesaian umum disekitar titik singular
regular z=0 mempunyai bentuk yang sama dengan persamaan 3.(19) atau

mempunyai penyelesaian umum di sekitar titik singular regular x =1 adalah
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y(x) = Ay, (x)+ By 5 (x) dengan A dan B konstanta sembarang dan

Vi (%)= i (n )2 ~x)" dan y,(x)=1y,(x) lnll x|¢Za (1f1-x)" (24)

dengan

Zz(a)"(lz)"{[l+ ! +...+ L +l+ ! +...+ ! }—[2+1+...+-?1]}
(n)) a a+l a+n—-1 b b+l b+n-1 n )

3.1.3 Penyelesaian Persamaan Diferensial Hipergeometrik di sekitar Ti,tik ,
Singular Regular x =

Untuk mempermudah memperoleh penyelesaian persamaan diferensial
hipergeometrik di sekitar titik singular regular x = oo kita transformasikan x = T

Akibatnya persamaan (1), menjadi persamaan (6) yang berbentuk
2(1—t)y"+|(1—a-b}t—(2-c)? |y’ +aby =0, (6)
sehingga x =« berkorespondensi dengan t=0.

n+r

Penyelesaian persamaan diferensial di atas berbentuk y = Za t
. n=0

Dengan mendiferensialkan suku demi suku, maka diperoleh

i(n +r)a t""" dan y" = i(n +r)n+r-1)a t"" >

n=0 n=0

Substitusikan ke dalam persamaan (6), sehingga diperoleh
{1 - t)i(n +r)n+r—1la t"2 4 [(1 ~a-blt—(2—c)t? E(n +rja "
r=0 a=0

+abiant““r =0.

n=0
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i(n +r)fn+r1— l)ant"”'—i (n+r)n+r—1a t™" +(1-a=— b)i(n +rja t™
n=0 n=0 n=0
-2~ c)i (+ra t" + abzm:ant“+r =0.
n=0 n=0

: i(n +an+r—-1)ant“+r +(}—a—b)i(n At +abiant“”
n=0 n=0 n=0 :
Z(n+r n+r-1a, t" (2~ cZ(n+r 1, t"" =0.

n=1
fr—1h,t" +(1—a-b,t +aba,t"

+Zm:(n+an+r—1)aut"+r +(l—a—b)§:(n+r)a“t"+r +abi:a“t“+r
n=1 n=] . n=1
Z(n+r 2)(n+r Da_ t™"—(2- C)Z(n +r=lla ™ =0
=] -

n=1

[r(r=1)+1(l—a—-b)+ ab]aro-tr +i[(n +1—1)n + r)+(1—a-bYn+r)+abh ™~

n=}

nZ::(rwr 2fn+r-1)+2-cn+r-1)h,  t"" =0.

Dari persamaan di atas diperoleh persamaan indisial -
P(r)=r(r-1)+r(l-a-b)+ab=(r—a)r-b)=0 (25)
dan relasi berulang | | |

(n+1- 2kn+1-1)+(2~ c)(n+r—1)
a, = a, ., ,n=1
(n +r- 1Xn+r) (1 a-— b)(n +r)+ ab

(nr+r-an+r—c)a 1. 26)

atau a_ =
" (a+r-afn+r-b) "

Jika a, sebagai konstanta sembarang, maka diperoleh

(er +1-— c)

(}+r a)

]
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:(r+1Xi+r c) _ ()1 +r-c)2+r- c)»
: (2+r- a) Q+r-af(2+r-a) o
. _(r+2)(3+r—c) (r)(r+1Xr+2)(1+r—c)(2+r—cx3+r—c)
’ (B+r- a)’ *2 (1+r-a)’(2+r-al(3+r-a) °>
_(rXr+1)...(n+r~1)(1+r—c)(2+r~c)..(n+r—c).a
" (l+r~a)2(2+r—a)2..;(n+r—a)2 N @7

Dari persamaan indisial (25) di atas diperoleh akar-akar dari persamaan indisial
r,=a danr, =b.
Untuk r, =a , maka relasi berulang (27) menjadi -

a(1+a)_..(n+a—lX1+a—cX2+a—c)..(n+a—c)a n=123
0 > 488 I

10 n(l+a-bf2+a—-b).(n+a-b)
(a) (1+a c) : : ,
T alGa—b), i oy B 7 &

Maka penyelesaian pertama di sekitar titik singular regular t = 0, jika a, =1

adalah

yl(t):t"[l (a) (n+a c) } tai n+a c) P 29)

S nl(l+a-b), | = n'(l+a b),

Untuk 1, =b ‘maka relasi berulang (27), menjadi

b(1+b).(n+b-1f1+b-c)2+b-c).(n+b-¢)

— . I
= ~ nfl+b-af2+b-a).(n+b-a) s
_ BL{xbc) a, =123, . (0)
ni(l+b-a), :

Maka penyelesaian deret kedua di sekitar titik singular regular t = 0, jika a, =1

adalah
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{1+b-a), = ni{l+b-a),

-1 S ) p b -

Maka penyelesaian deret dari persamaan diferensial hipergeometrik (1), di sekitar

titik singular regular x = o adalah

wo~(1) ()

= (lJaF(a,l +a—cl+a— b;—]—) dan e : . (32)
X X
(b), (1+b—0), 1}“
Y2 (%)= (x) [,,Z% n!(l+b—a)n (; '
1Y 1 v
:(—) F(b?1+b—c;l+b—a;—)‘ (33)
X ‘ X : .

Jadi penyelesaian umum dari persamaan diferensial hipergeometrik di sekitar titik

singular regular x = « adalah

X b . .
y= A(l] F(a,l +a-cl+a- b;l) + B(l) F[b,l +b-cl+b- ﬂ;l} (34)
X X E *

~ dengan A dan b konstanta sembarang.

Jika diketahui a =b, maka kedua penyelesaian persis sama dan diperoleh -

akar-akar persamaan indisial 1, =r,=a=b. Sechingga untuk mencari
penyelesaian dari persamaan tersebut harus menggunakan teorema 2.2.2.(b).
Jika diketahui akar persamaan indisial 1, =a dan dengan melihat persamaan (29),

diperoleh pehyelesaian pertama yang berbentuk

aoz a) (1+a c)n (ot

nas
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! Selanjutnya akan ditentukan penyelesaian deret yang kedua.

Dari persaman (27) di atas, jika diambil a, =1, maka diperoleh

_ (rXr+l)..(n+ r—le+r~cX2+r—c)..(n+ r—c)‘
(1 +r- a)2(2 +r— a)z...(n +1— a)2

n

Sehingga
Int+In(r +1)+...+In(n+r—c)+
Ina_, ={| In(1+ r—c)+ln(2+r—c)+...+ln(n +1-0¢)

Rin(t+r—a)+2in(2+r—a)+ . +2In{n+r—a) _

a, [1 1 1 1 1 1
={—+——+t..+ + + +...+
a, l_r r+1 n+r-c l+r-c¢c 2+4r-c n+r—c

-2 ! + 1 +...t : 1.
I+r—a - 24+1r-a2 n+r—a_J

> 1 ! ! I ]]
e s - 2 ¥ 5 =
r r+l NAEE=C * Tl SICY S T8 n+r—c

1 1 1
-2 + +...+
l+r—-a 2+4r1r-a n+r—a

(a)" (1 +a-— c)
(v

Dengan mengambil r=a dan a_ =

* . maka diperoleh

r1+ : +..+ L Lk R
— (a),(+a—c), ||a a+1 n+a-—c 1 1
a, =—— 3 2 , - 2=+ —
() 1 1 I 2 n+
+ +..+
I+a—-¢c 2+a-c n+a-c¢ J

(35)

Dengan menggunakan teorema 2.2.2.(b) penyelesaian deret yang kedua adalah

yo(t)= YI(t)ln t+ ia—n—(a)t" dengan

=1
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1 1
—+ +o+ +
— _(a)(tra-c), jja a+l n+a-c 1T 11
5 -2+ =+
(nl) 1 N 1 . 1 2 n+
l+a-c 2+a-c  n+a-c

Akibatnya penyelesaian dari persamaan diferensial hipergeometrik (1) disekitar

titik singular regular x = co adalah

IR SOK 1+’; o), (x)m:G)“F(a,ua—cg;;lzj ) - 66)

n=0

y,(X)=1y, m( ) Za (a)( ) dengan (37)

1 1 1

—+ +...+ + .
“ (a)n(1+a—c)n a a+l n+a—c - 1 I
Ay = % , IR B E bt O e 10
n_) 1 ¥ 1 Blot - n
l+a—¢ 2+a-c n+a—c

Jadi penyelesaian umum dari pefsamaan diferensial hipergeometrik disekitar titik
singular regular x =« adalah

y(x) = Ay,(x)+By,(x), dengan A dan B konstanta sembarang dan.

y,(x) = Za) ”,)a Ind A, ylln( ) Za )( ) —

dengan
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Contoh 3.1.1

Tentukan penyelesaian disekitar x,=0 untuk persamaan diferensial

hipergeometrik x(1—x)y" + [%— 3x]y’ —y=0.

Penyelesaian :
Diketahui persamaan diferensial hipergeometrik x(1— x)y” + [+ - 3x}y' -y =0.

Titik x,= Oadalah titik singular regular. Jadi penyelesaian persamaan diferensial

di atas berbentuk y = Zanx“”

n=0

Dengan mendiferensialkan suku demi suku, maka diperoleh

y = i(n-*+ r)a x""" dan y" = i(n +r)fn+r-1)a x™2.
n=0 n=0

Dengan mensubstitusikan ke dalam persamaan (1), diperoleh

x(l—x)i(n +r)n+r-1)a, x""° +A[%—73x] i(n +r)a, x""! ~i:a“x"+r =
=0 n= n=0

Z(n+an+r l)a " gAY Z(n+an+r l)a x" +%i n+r X"Vl

n=

_—BZ(n +r)a, x™" - z:anx“+r =
n=0 n=0

Z(n+an+r a, x™"' Z(n+r-]Xn+r 2Ja, x4 1 Z(n-f r)a,x™""

=0

—32(11 +r—1)a, x™""- izan_lx"”'l =0
n=l] n=l
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r(r—1a,x" +Z (n+r)n+r- 1a, “*r'l—i(n+an+r—1) x"™ +lragx”

n=1 n=0

o a0
] n+rl n+r_ n+r __
+E;n+r 32 n+r E ax" =0
n=] n=0

[(r 1)+ r]a0 +i[n+an+r 1) %(n+r)]a“x"”‘l

n=|

- i[(n +r~1)(n +1- 2)+3(n < r—1)+1]a"_lx“+f—l =0.

n=l

Jadi
[(r -1+ 4rfa,x™
S fin+ oY+ r-1)+L(n+ b, —[(0+r—1fn+r-2)+3(n +r—1)+1],  Jx" =0,

n=l

Dari persamaan terakhir di atas, diperoleh persamaan indisial
CP)=rr-1)+ir=rlr—1)=0 (39)
dengan relasi berulang

[(n+r)fn+r-1)+iHn+0)h, =[n+r-1)n+r- 2)+3n+r-1)+1h,,

(n+r1) -
(n+an +T-= —) ¥

atau a, nx1. - - . (40).

Dari persamaan indisial (39) diperoleh bahwa akar-akar dari persamaan indisial

adalah 1, =0 dan r, = 4.

- Untuk 1, =0, maka relasi berulang (40) menjadi-
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Jika diambil a, sebagai konstanta sembarang, maka diperoleh

. 1
1 0
14
A
RN
3? 17223
a - 2
357 1234850
o 1222 3 %en? . -123..n123.n_ ), ),
n 0 N 0o 0 -
a3 S (n - 1} e (o L) n!{3),

Jadi penyelesaian deret —pertama dari persamaan diferensial hipergeometrik di atas

e (0,0), ., _ (0,0 .
Y

=F(11:3;x). | (1)

adalah y, =1+

Selanjutnya akan dicari penyelesaian kedua dari persamaan diferensial di atas.

Untuk 1, =4 maka relasi berulang (40) menjadi

_(n+y)

n(n+%)a"_1 "

Yk

Jika diambil a, sebagai konstanta sembarang, inaka diperoleh
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i

1 52,
B3 2335
N A S 0 L) _%%—Z— ( %)%%% fo+3) _6LG)
TR ER (e RN ) BT O]

Jadi penyelesaian deret kedua dari persamaan diferensial hipergeometrik di atas

3
1 nlg) g N\ )

1 m(% %) %m(%)n(%)n n_ LIR(3 3:1.y A

adalah y, =x 1+Z =X ZTX = x*F(2,2:1:%). (42)
Jadi penyelesaian umum dan persamaan diferensial hipergeometrik di-atas adalah
y = AF(LL1; )+Bx2F(%-% 3i%) (43)

dengan A dan B adalah konstanta sembarang,

Setelah  kita membahas penyelesaian persamaan  diferensial
hipergeometrik, maka berikut ini akan disajikan sifat fungs: hipergeometrik.

Catatan: Dalam beberapa sifat fungsi hipergeometrik digunakan fungsi gamma
dan fungsi beta. Fungsi gamma didefinisikan [(x)= I t*e”'dt ,x >0
0

f(x+n)
(x+1)(x+2) {x+n-1)

dan dengan relasi-berulang diperoleh I™ (x)

i

Fungsi beta yang didefinisikan B(x,y)= It“" (1-ty7dt,x>0,y>0.

0

Hubungan antara fungsi gamma dan fungsi beta didefinisikan sebagai

_I(x)r(y)
B(x,y)= ?(‘;:;]—)
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Sifat 3.1.1

Jika diketahui fungsi hipergeometrik F(a,b; c, x), maka berlaku :

Simetri terhadap dua parameter pertama, yaitu

F(a,b; c x) = F(b,a;c; x).

Jika fungsi F(a,b;c;x) diturunkan diperoleh

—F(a,b;c;x)i—?l—tzF(a-Fl,bﬂL l;c+1;x).

C

Bukti :

a

arbcx:z

n=0 e n

d—F(a be;x)=Y. 2, (a) (v),

f-11), "
5 bl

n=0 T (c)n+l

" Karena (a),,, = a(a+1), , maka persamaan di atas menjadi

% Fla,bic;x) = Z a(a+1) b(b+l)n

= nlefc+1),

82



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
33

+1), (b+1)

_abg (a
Z n’(c+1)

n=0
=—@F(a +Lb+Lc+ l;x),
c

| . Secara umum untuk turunan ke-n, dengan mudah diperoleh

I'(a+n)(b+n) ® I'(c)

I'c+n) ~ T()()

F(a+n,b+n;c+n;x).

:;—i—“—F(a,b;c; x)=

c.  Sajian Integral fungsi hipergeometrik

1
{7 =)™ -xt)"dt  c>b>0.

Al
B(b,c-b)?

F(a,b; c x) =

HE )

a+n)( (b+n)F C)\x"
'0(2) \F(c+n)r(b))

\ r( ) F(b +(n)F(c)— )
a+n I'ic+n
:nzz(; niT(a) I'(b )F( b)
F(c)

1l
M
)
—_

=
&
=

1
Zr(a+n) nftb+n_l(1—t)c—b_ldt
4

bc b))% nil(a)
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1 ed F(a + Il) a ; c~b-1 _ b4n-1
_ 1— )¢t
B(b, C- b) n=0 n,r(a) ) 2‘)-( )

1 ) ;_b~] b1 o= I (a+n) n
:mg(l—t) t [Z T G) (xt) )dt‘

n=0

Dari teori deret diketahui bahwa

i r(‘aljz 13) '(xt)" = (1 -~ xt)_a , maka persamaan terakhir menjadi
neo Iiiga

1
F(a,b;c;x) = I_BTb—cl:——}—)thb—} (1=t (1 —xt)™"dt.
> 0

Persamaan terakhir di atas disebut integral Euler untuk fungsi hipergeometrik.

Jika kita transformasikan x = it)—ke dalam persamaan (1) , maka persamaan
(1) berbentuk

Yol [ppatl)y iy
t(l~g)y +{c (I+ - )t}y ay =0. 7 (44)

Persamaan ini mempunyai tiga titik singular yaitu t = 0, t = b dan t = oo,

Persamaan (44) mempunyai penyelesaian disekitar titik singular regular 1 =

berbentuk F(a,b; c;%]. ' (45) |

Jika kita mengambil b— o, maka persamaan (44) berbentuk
ty"+[c~t1y’—ay=0 (46)

dan mempunyai penyelesaian berbentuk

h'mF(a,b;c;%) : (47)

b0
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Suatu fungsi hipergeometrik F(a,b; c x) dapat dinyatakan dalam bentuk -

F(a b;c;, x) go(i)'((g))

i [(a+n)(b+n) r(c)

o nil{c+n) F(a)F(b)

sehingga fungsi (45) dapat dinyatakan dalam bentuk

fovet = E 0

I(a+n) - I'(b+n))T(c)
g )

nTa+c) A b'T(b) JT(a)

M

=1.

C(b+n)
d
an hxg v (b)

Maka (47) dapat dinyatakari :

teenst)- o fro)
_ = Dla+n) 'I“(c) \
son!T(c +n) T(a)

= F(a; C; t). (48)
Sehinggé penyelesaian  kedua dari persamaan diferénsial Thipergeometrik
berbentuk t'°Fla—c+ 1,2 —c;t). | (49)
Dari Vpenjerlasan di atas, persamaan (46) disebut Persamaan diferensiél
hipergeometrik terpadu dan fungsi (48) disebut fungsi hipergeometrik te?rpadu.
Jadi penyelesaian umum persamaan .diferensial hipergeometrik terpadu (46) di

sekitar titik singular regular t =0 adalah
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y = AF(a;c;1)+ Bt Fla—c+1,2—c;t) (50)
dengan A dan B konstanta sembarang.
Sebagai catatan, titik t = co merupakan titik singular tak regular dari persamaan

diferensial hipergeometrik terpadu (46).

3.2 Persamaan Diferensial yang dapat direduksi ke dalam Persamaan
Diferensial Hipergeometrik
Dari persamaan (1) pada pasal 3.1, kita dapat mengetahui bahwa persamaan
diferensial hipergeometrik mempunyai koefesien dari y”,y" dany masing-
masing adalah polinom berderejat 2,1 dan 0, juga polinom dari y” mempunyai
bilangan pembuat nol yang berbeda.
Beberapa pérsamaan diferensial yang mempunyai karakienstik tersebut, dapat
diubah menjadi persamaan diferensial hipergeometrik. Dengan mengubah variabel
bebas, sehingga dapat diselesaikan di sekatar titik singular regular dalam bentuk
fungsi hipergeometrik. |
Untuk lebih jelas, kita tuliskan persamaan umum dalam bentuk :
(x-AXx—B)y"+(C+Dx)y' +Ey=0 : (51)
di mana A # B. Jika kita- mengubah variabel bebas dari x ke t dengan bentuk

e Xx—A
B-A"~

maka x = A berkorespondensi dengan t =0 dan x =B berkorespondensi dengan

t =1. Dengan mentransformasikan t = X ke dalam persamaan (51), maka

diperoleh persamaan yang diasumsikan berbentuk
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{1-t)y"+(F+Gt)y'+ Hy =0. (52)
dimana F, G dan H adalah kombinasi konstanta dari persamaan (51). Persamaan
(52) merupakan persamaan diferensial hipergeometrik dengan a, b danc
didefinisikan

F=¢c, G=-(a+b+1) dan H=-ab.
Sehingga kita dapat mencan penyelesaian di sekitar titik singular t=0dan t=1
dalam bentuk fungsi hipergeometrik. Ini berarti bahwa persamaan (51) dapat
diselesaikan dalam fungsi hipergeometrik yang sama disekitar itk x = A dan
x=B.
Beberapa persamaan diferensial yang dapat direduksi ke dalam persamaan-
diferensial hipergeometrik adalah persamaan Legendre dan persamaan

Tschebyshev.

3.2.1 Persamaan Diferensial Legendre

Persamaan diferensial Legendre mempunyai bentuk
(1-x2)y"—2xy’ +m{m +1)y = 0 (53)

dengan m adalah konstanta.

" Persamaan diferensial Legendre, mempunyai titik singular regular di sekitar x =1

dan x = —1. Dengan mentrasformasikan t = (1 — x) maka persamaan (53)

menjadi persamaan hipergeometrik yang berbentuk |
t(1—tly"+(1-2t)y"+m{m+1)y =0 | o (54)

sehingga x =1 berkorespondensi dengan t=0 dan x =-1 befkorespondensi

dengan t=1.
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Pada kesempatan ini, penyelesaian hanya terbatas di sekitar titik singular

regularx =1. Jadi persamaan (54) mempunyai penyelesaian di sekitar titik

smgular regulart =0 yang berbentuk y = Z a t"".

Dengan mendiferensialkan suku dem: suku maka diperoleh

= i(n + r)ant“”—l dan y" = i(n +1r— ]Xn + r)antn+r—2 X

n=0 n=0

Jika disubstitusikan ke persamaan (54), maka diperoleh

(1 - t)i(n +r=1n+r)a, "7 +(1- 2t)i(n +r)a t"" + m(m+ l)iant“” =0
n=0 =0 =
i(n +r- 1Xn+ r)ant“""l — i(n +1— IXn + r)a“t“"r + i(n + r)a“t“""l
n=0 n=0

n=0

- ZZ‘O:(n +1)a,t" +m(m +l)iant“+r =0.
n=0 n=0

i(n +r—1)n+rha t™" - i(n +r1-2)n+r—1a_ t™"! +_i(n +1)a t"
n=0

n=} n=0

in_’_r n1n+rl+m(m+1)zanln+rl=0.

n=}

n=1

r—1ra,t™ Z (n+r—1)Yn+ra t™! —i:(n+r—2)(n+r—1)<'1n‘|t“”'l +ra

2]

+ Z (n+r)a t™ " - Qi(n +r—-1)a, """ + m(m+ 1)2 a_ t""" =0
n=}

n=l 0=l

[(r - ])Hv-r]aot'_l + n};[(n N IXn + r)+(n + r)]a"t"““

i(n+r 2fn+r-1)+2(m+r-1)-m(m+ " =0
n=1
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{r = +r]at™ +
o [{n+r—1An+r1)+ n+r]an
[l o) iy
P ~~[(n+r—2)(n+r—1)+2(n+r—1)—m(m+1)]an_1
Dari persamaan terakhir, diperoleh bahwa persamaan indisial
P(r)=(r-r+r=r>=0 (55)
dan relasi berulangnya adalah
arl:(n+r+an+__r—m—1)an_i N>l (56)
(n+r1)* .
Jika diambil a, konstanta sembarang, maka diperoleh -
q i (m+r+1X—2m+;)a0’
(r+l)
(mer+2f-mar+1)  (m+r+1)m+r+2) -m+rX-mtr+1)
o i : > BT s 7 a9,
(r+ 2) : ,(r+l)—r ;(r+ 2)
(m+r+)m+r+2)(m+r+nf-m+r¥-m+r+1).(~m+rtn-1)
aﬂ = 2 2 2 ao’
(r+1)7(r+2). (c+n) -
gtl,23, o : ' (57)

Dari persamaan indisial di atas, maka diperoleh bahwa akar-akar dari persamaan
indisial adalah 1, =1, =0

Untuk 1, =0 dan a, =1 maka relasi berulang (56), menjadi

2 = (m+1)m+2). (m+n)- m)(_'m+.])___(_m+n_1)’

ol g? n=123..
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Sehingga penyelesaian pertama dari persamaan (54) berbentuk

Hi(m+1)(m+2)..(m+n)(—m)(—m+1)..(—m+n—1)t,, .

Ok 12.2%..n®

Penyelesaian pertama darni persamaan diferensial Legendre di sekitar x =1 adalah

5.(x)= 1+HZ‘:"I:(m+1)(m+2)...(m+n)(—m)(—m+l)..(—m+n—1)(1—x)" -

1?2% .n? 2

y,(x)= l+i(m+1)"(_ m), (l;‘x)“ ‘

“~ nl'l2..n

y‘(x); R +"1!)21()—,, m), (1 - x)" |

n=0
yi(x)= F(m i L—m;l;l_Tx] : | (58)

Selanjutnya akan ditentukan penyelesaian yang kedua.

Dari persamaan (57) di atas, jika diambil a, =1 maka diperoleh

(m+r+1)(m+r+2)...(m+r+n)(—m+r)(—m+r+1)...(—m+r+n—1)

= - , n=l.
o G+ 2Py !
ln(m+r+1)+ln(m+r+2)+.“+ln(m+r+n)+
Ina, = In(-m+r)+In(-m+r+1)+. +In-m+r+n-1)|}.
=2In(r+ 1)+ In(r+2)+ ... +In(r +n | Jl
m 1 1 |
+ 4.+ +
a' r+m+1 r+m+2 r+m+n 1 1 1
T -ttt +—
a, 1 1 1 [r+1 r+2 r+n}
+ +..+

~m+r -m+r+l  -m+r+n-1
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a1
1 1 1
+ ot
r+m+1 r+m+2 r+m+n [ 1 1 1 ]
a',=a, -2 + +..+
1 1 1 r+1 r+2 r+n
+ +..+—
-m+r1r —-m+r1+l -m+r+n-1
Jika dlambll r~0 dan a (m+l’) (1() )“ maka diperoleh
n! (1),
1 1 1
+ am k- + : ‘
— (m+1),(-m), [|m+1 m+2 m+n 1 1
a,=a, = —211+—+...+—
nl (1), 1 1 1 1 2 "'n
—_t 4 —
-m -m -m+n-1]}4
Jadi penyelesaian kedua dari persamaan (54) adalah
yz(t) = yl(t)lht+ Z:z:t'r1 dengan
' n=0
1 1 1 :
+ 11 Bt + e :
— (m+1)( m) m+1 m+2 m+n ]l 1
a, = : ; —2AT+—=+.+—1p, -
o), L I 2 n
—_—t :
-m -—m -m+n-—1
dan penyelesaian kedua dan persamaan (53) adalah
Y (x)= y, ( )t+z j dengan
o 1 1 1
+ +..+ +
— {m+1) (~m) || m+] m+2 m+n 1 1
a, =— -~ —*% 214+ —+. . +—|}.
ol (1), g 1 2 n
—_— .+
-m -m -m+n-—1
(59)

Jadi penyelesaian umum dari (53) adalah

y = Ay, + By, dimana A dan B adalah konstanta sembarang dan
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= {m+1) {(~m) (1-xY 1-x & —1-xY
o)=L (13 gy 0 -y (12 e S 152
dengan
1 1 1

+ +..+ +
— (m+1) (~m), ||m+] m+2 m+n [ 1 1}
a = n n -2l +—+...+—17.
' nt (1), 1o 1 2 n

—t— A —

-m -m —m+n-—1

3.2.2 Persamaan Diferensial Tschebyshev
Persamaan diferensial Tschebyshev mempunyai bentuk
(l—xz)_y"——xy'—kpzy:O ‘7 (60)
dengan p adalah konstanta.
P_ersamaan diferenstial Tschébyshev mempunyai titik singular regular di sekitar

X =‘1 dan x = —1. Dengan mentrasformasikan t = 1{1 - x) maka persamaan (60)
menjadi persamaan hipcrgéomctrik yang berbentuk

tl—t)y"+(E—tly' +p’y=0 . , » (61)
Sehingga x =1 berkorespondensi dengan t =0 dan x = —1berkorespondensi

dengan t = 1. Jadi persamaan (61) mempunyai penyelesaian di sekitar titik

singular regulart = 0 yang berbentuk y = Z a t"".
: R .

Dengan mendiferensialkan suku demi suku maka diperoleh

: Y'=i:(n+r)a“’("“‘1 dan }’”:i(n'Fr—]Xn_'_r)antnﬂ—z.
n=0 , =
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Jika disubstitusikan ke persamaan (61), maka diperoleh
1= O (n+r-1fn+ a2 + (3= ) (n+ ) t™ +p2 S ™ =0,
n=0 n=0 n=0
i(n +r—1{n+r)a " - i(n +r—1)n+r)a, t™" + %i(n +r), t"!
a=0 n=0 w=0
- i(n +r)a t™ + p2§:a“t“+r =0.
n=0 n=0
i(n +r—1)n+ra, ™" - i(n +r—2fn+r—1a, " +%i(ri +r)a t"
n=0 0=l 0=0 .

: i(ﬂ +r— ]hn—ltn+r—l + p2§:an_ltn+r—l -0
n=]

n=]

(r K ])T a()tr_l + zw:(n +r— ]Xn + r)a“t““‘l — i(n + r— 2Xn +r— ]hn_ltﬂ,ﬂ'—l +_£_r aotr_l 7
n=} 7 — A
+%i(n + r)ant“H—I - i(n +1 '_lhn_ltnﬂ—l + p2ian_ltn+r—l L0
i ) ] a=l1

[(r=1) +%r]a0tr—' + g[(n +r-1)n + r)+1(n+ r)]antn+,_1
- i[(n +r=2)n+r—1)+(n+r-1)— p2]an_ltn+r_1 _o.

n=1

I(r- 1)r7+ Lrla i +

nz‘:‘{(ﬂ+r—1Xn+r)+%(n+r)}1“ -[(n+r—2)(n+r—1)\+(nv+r_v1)_pz]a“_l}tnﬂ_, _o0

Dari hasil akhir, diperoleh bahwa persamaan indisialnya adalah
P()= (-1} +4r=rlr-4)=0 | - (62)
dan relasi berulangnya adalah

: (n+r—%Xn+r)an=(n+r+p—1)(n+r—p—1)a“_1 ,nx1
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(n+r+p 1Xn+r p— 1)

(n+r-1 Xn+r) Ao nzl. (63)

atau a

Dari persamaan indisial di atas, diperoleh bahwa akar-akar dan persamaan

indisial adalah r;, =0 dan 1, = 5

Untuk 1, = 0, maka relasi berulang (63) menjadi

(n+p 1)(n 1)a 1

n (n _ _) n-1 >

Jika diambil a, konstanta sembarang, maka diperoleh

p(~ p)

Ni-—-

_(p+i)op+l) p(p+1)(—p)(—p+1)

A, = >
2 23 1201

(p+2)(—p+2) p(p+1)(p+2)(—p)(~p+1)(—p+2)

3.3 1236)3)3)

p(p+1) (p+n 1X p)(—p+1) (—p+n 1)

o nl()G). ()

Maka penyelesaian pertama dari persamaan (61) berbentuk

p(p+1) p+n-— l)(—p)( p+l)( p+n—1) n
i3 (). C5) t

Untukr, =1, maka relasi berulang (63) menjadi

_(n+p-4)n-p-}) Con

S Y o -

Jika diambil a, konstanta sembarang, maka diperoleh
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(p+3)-p+3)

NI-—
\_/

NI—

X-p
1.5

a; =

Nl.»

C(p)-p+2)  (pridp+ifop+il-p+d)

a, = 23 a; = 1 2(3X5) a,

L _prikep+d) e+ e+ sdeptidopri)op+d)
’ 33 7 1.233)5)3) o

_(+p+3)-p+o—2)-p+ik-p+i)-prtn-})

G-y B .

Maka penyelesaian kedua dari persamaan (61) berbentuk

ORI L i s S S S

Jadi penyelesaian umum dari persamaan (61) adalah

2 Pe+1).(p+n-D-p)-p+1)(-ptn-1) .|,
SR> (0L Y]

i, e p+i) prn-fop+ifop+ifopin-y),
- {‘ 2 Mo omesy }

Sehingga diperoteh penyelesaian Tschebyshev yang berbentuk

o 2 T 5 5]
“Aé("i';&f)"(I;"J"}B(%"T[é(‘”%355;{*”ﬂ(l;x)"]*

NN '
y= A, =pid: )+ (X ek —ped 13 55) ()

N

dimana A dan B adalah konstanta sembarang.
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3.3 Relasi Fungsi Hipergeometrik dengan Fungsi lain

Beberapa fungsi yang kita ketahui dapat dinyatakan dalam bentuk fungsi

hipergeometrik, yaitu :
a (1+x)" =F(-p,b,b;x)

b In(i+x)=xF(1,1 2:-x)

d tan'x= xF(%,l;%;—x2)

e e =lim F(a,b; a;%)

a0

f sinx= Eme(aa —‘—xz—)J

Y 4a’

g COSX = lgimF(a,a;%QQ_::*)j

>0
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C (n+1)
Z(; (n+2)(
rn+1)r(n+1) (2) @
= n('l"(l)l"(l)l"(n+2)( Zo al( n(

= xF(1,1;2:-x).

C. Sin'lxzf(l—d:) j. ( L1 x }ix n'(2n+] m( )

sedangkan2n+]=2(n+%) 2 (n+) F( )1“(n+3)

foed) Toe e
ORESVIOW

sin” X X Zs nrr(z)r(n+ )
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@ 1 = 1(a)
V‘___' — n n
= S L),

[‘(b+n)

b"I'(b)

diketahui fim —1, maka

. F(n + bXa)
-l Z(,n:b TloYa), }

-5 O8]

ul

D Cx2) gt~ (“x_
smx-—; —XHZ(;' f Z.;(Zn)(Zn«H)

madd,
diketahui (2n +1)=n!4" 2/ jadi
)
F(%) 2 n
— X
)

Smx:x;n!fl"l“(nwL%

:th‘i n+a)F(n+a)F() )( Xz)n}

el Snla"T(a)a"T(a)4" F(n+

£
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P JC) 0

5 (o} 5 (n)

I+ 1
diketahui (2n)= 4™ _(%fzr) jadi
2

w F(%) { XZT

14 T(n+1)

COSX =X

= lim i r(n+a)F(n +a)I“(%) i)(__ xzr}

el Znla"T(a)a"I(a)4" T{n+

= Z(Z)'(Za ( 22l ”

N 2]
—_—[hmF(a,a;%; "2)].
a-—»o0 4a
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BAB IV

PENUTUP

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, maka dapat diambﬁ

beberapa kesimpulan berikut ini :

Suatu persamaan diferensial hipergeometrik berbentuk

x(-x)y"+fc~(a+b+1)xfy’ —aby =0 A Fa ' ' ¢}
dengan a,b dan c adalah konstanta.
Persamaan diferensial hipergeometrik ini mempunyai tiga titik singular regular
0,1 dan c. Dengan menggunakan metode Frobenius, persamaan diferensial (1)
dapat dicari penyelesaiannya pada masing-masing titik singular regular.

Jika diketahui x, =0 titikk singular regular, maka dengan

mensubstitusikan y = ianx“” ke dalam persamaan (1) diperoleh akar-akar dani -

n=()

persamaan indisial f,=0 dan r,=1-c dan diperoleh penyelesaian yang
berbentuk y = AF(a,bic;x )+ Bx"“F(l+a-c,l+b-c2—c;x) ’ (2)
dengan ¢ bukan bilangan bulat. ‘

Jika diketahui c=1, maka penyelesaian umum persamaan diferensial

hipergeometrik berbentuk y(x) = Ay, (x)'+’By2'(‘x‘)', dengan

Y, :‘i(_zgﬂ_(_%x“ dan yz(x)zyl(x)lnx+:§Z(O)x" | 3)

100
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dengan
;:=(a)“(b)“[l+ ! +..4+ ! +1+—1 +...+ ! J-[2+1+.._+z]
() la a+l a+n-1 b b+l b+n-1 n

Jika diketahui x, =1 titik singular regular, maka dengan mengubah variabel

z=1-xdan mensubstitusikan y = Zauz“” ke dalam persamaan (1) diperoleh
n=0

akar-akar dari persamaan indisial r, = 0dan r, = c—a—bdan akhirnya diperoleh

penyelesaian yang berbentuk
y=AF(a,bjl +a+b—c;l-x)+B(1—- )° “PEc-bc-al+c—a-bl-x) (4)

dengan ¢ —a —b bukan bilangan bulat.

Jika ¢ —a—b =0, maka penyelesaian umum berbentuk

y(x) = Ay,(x)+ By, (x), dengan A dan B konstanta sembarang dan

¥, (%) =i(a()" '()tz’) (1-x)" dan y,(x)=y,(x)Infl-x|+ Za (11 —x)" (5)
n=0 n!

dengan

— (a),(b). [[1 1 1 11 1 2
a, =" — 5w R P iy 1241+ 4+—
(nt) a a+l a+n-1 b b+l b+n-1 n

Jika diketahui x, =o0 tittk singular regular, maka dengan

. 1 ;
mentransformasikan t=— ke dalam persamaan (1) diperoleh persamaan
X _ '

tz(l—t)y"+[(1—a—b)t—(Z—c)tZJy’+aby’:0 4 (6)

dan dengan mensubstitusikan y = iant““ ke dalam persamaan (6) diperoleh
n=0
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akar-akar dari persamaan indisial r,=a dan r,=b sehingga diperoleh

penyelesaian persamaan (1) yang berbentuk

a b -
y= A(l] F(a,l +a—c;l+a—b;i)+B(l) F(b,l+b-c;l +b~a;—]-j (7)
X : X X X,

dengan a #b dan a —b bukan bilangan bulat.

Jika diketahui r, =1, =a=b, maka penyelesaian umum persamaan

diferensial hipergeometrik berbentuk y(x) = Ay,(x)+ By, (x), dengan

v, :i(a)n(l(i;lz—c)n x" dan yz(x)z y,(x)ln X+ ign_(l)x" dengan (8)
n=0 n n=|
: l+ I +..+ L +
5—42______(a)n(1+a—c)“ 22l g '2[1+1.+ +LJ
i (n!)’ 1 1 1 g
+ +...+ -

l4a—c 2+a-c  n+a-c
Suatu persamaan diferensia] linear homogen yang berbentuk
(x ~ A)(x —B)y” + (C + Dx)y’ +Ey=0 di mana A # B dapat diubah menjadi
persamaan diferensial hipergeometrik dengan mengubah variabel bebas x ke t

dengan bentuk t= ;_

2, sehingga diperoleh persamaan yang diasumsikan

berbentuk t(t—1)y" +(F+Gtly'+Hy =0 dengan F=c, G=—(a+b+1) dan
H=-ab.

Fungsi-fungsi yang telah kita ketahut sepertt fungsi sin x, cos x, In x dan
e’ danrbeberapa fungsi lainnya dapat diubah ke bentuk fungsi hpergeometrik
dengan menyatakan fungsi yang diketahui dalam bentuk deret pangkat kemudian

menggunakan operasi-operasi yang berlaku pada deret pangkat.
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