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ABSTRAK

Laju pelayanan optimum untuk model antrian (M/M/1):(GD/wo/0) dengan
model biaya, ditentukan dengan meminimumkan biaya operasi dan biaya tunggu
terhadap laju pelayanan. Jumlah pelayan optimum untuk model antrian
(M/M/c)(GD/w/w) dengan model biaya, ditentukan dengan meminimum biaya
operasi dan biaya tunggu terhadap jumlah pelayan.

Jumlah pelayan optimum untuk model tingkat aspirasi antara waktu
menunggu pelanggan dan waktu menganggur pelayan yang diberikan, ditentukan
dengan memperhatikan kondisi bahwa biaya total untuk pelayan yang lebih sedikit
akan memerlukan biaya total yang lebih besar atau sama dengan biaya total untuk c
pelayan, dan biaya total untuk pelayan yang lebih banyak akan memerlukan biaya
total yang lebih besar atau sama dengan biaya total untuk ¢ pelayan.
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ABSTRACT

The speed of optimum service for the model (M/M/1):(GD/oo/o0) with the
cost model is determined by minimizing the operational cost and the waiting cost
against the speed of service. The number of optimum service for the over model
(M/M/c).(GD/wo/oo) with the cost model is determinined by minimizing the
operational cost and the waiting cost against the number of service.

The number of the optimum waiters for the model of aspirations level
between the waiting time and the vacant time for the waiters is determined by
considering the condition that the total cost for less waiters will demand higher
total cost or the same with the total cost for.c waiters and the total cost for the
more waiters will demand higher total cost or the same with the total cost for ¢
waiters.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Dalam kehidupan sehari-hari, sering terlihat orang-orang atau bahan-bahan
yang sedang menunggu untuk dil_aya;m' 6leh jasa pelayanan, misalnya pada
saat pembayaran uang kuliah, .pemesanan makanan di restoran, pembayaran
rekening telepon, dan lain-lain. Garis-garis tunggu ini biasa disebut antrian
(queues), terjadi karena kapasitas pelayan (server) tidak mencukupi jumlah
kedatangan pengunjung pada sistem pelayanan.

Bila jumlah pelayan ditambah, maka ékan menimbulkan adanya ongkos
yang lebih besar untuk membuka sistem pelayanan baru. Dipandang dari segi
sumber daya manusia, jumlah tenaga kerja yang berlebih akan menimbulkan
pemborosan dalam penggajian dan memungkinkan adanya pengangguran
selama jam kerja. Di lain pihak, bila jumlah tenaga kerja tidak mencukupi .
maka akan terjadi baris penungguan dalam waktu yang cukup lama, yang
merupakan pemerahan tenaga kerja sehingga akhirnya justru akan
menyebabkan tenaga kerja menjadi kurang produktif akibat kelelahan. Selain
itu, adanya baris penungguan yang cukup panjang juga akan memberikan
dampak terhadap ongkos yang berupa ongkos sosial, yaitu kehilangan

langganan akibat antrian yang panjang.
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Mengingat hal-hal tersebut di atas, maka perlu dilakukan penentuan
jumlah pelayan yang sesuai dengan tingkat kedatangan, terutama pada saat
terdapat banyak orang atau bahan yang perlu segera mendapat pelayanan.
Oleh sebab itu penulis berusaha menganalisa hal tersebut. dengan
menggunakan teori antrian.

Dalam teori antrian terdapat beberapa model keputusan, antara lain model

biaya dan model tingkat aspirasi. Secara umum model biaya berusaha

menyeimbangkan biaya menunggu dengan biaya kenaikan tingkat pelayanan
yang saling bertentangan. Bila tingkat pelayanan meningkat, maka biay;a
tunggu pelanggan menurun. Tingkat pelayanan optimum terjadi ketika jumlah
kedua biaya ini minimum.

Biaya-biaya menunggu tidak selalu mudah ditentukan, bahkan sangat sulit.
Disamping itu, biaya menunggu untuk individu yang sama dapat bervariasi,
bergantung pada situasi antrian yang kebetulan ada. Dalam kehidupan sehari-
hari, tidak semua model antrian dapat dioptimumkan dengan menggunakan
model biaya. Dalam kasus demikian, maka harus digunakan cara lain untuk
membuat keputusan. Misalnya, dalam sebuah restoran cepat hidang akanr
dirancang sarana pelayanan yang menyenangkan pelanggan dengan
membatasi waktu menunggu rata-rata sampai 2 menit per pelanggan.

Jenis model keputusan ini didasari oleh penggunaan tingkat aspirasi
yang harus dipenuhi oleh sarana pelayanan tersebut. Sehingga waktu

menunggu rata-rata 2 menit merupakan tingkat aSpirasi bagi pelanggan.
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Optimum dalam tingkat aspirasi dipandang dalam arti memenuhi tingkat

aspirasi tertentu yang ditentukan oleh pengambil keputusan.

1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah tersebut, maka masalah yang diajukan
dalam skripsi ini adalah bagaimanakah penerapan Teori Antrian dalam
penentuan jumlah fasilitas layanan dibutuhkan dengan menggunakan model
tingkat aspirasi, sehingga layanan menjadi optimum, dalam arti terpenuhinya

tingkat aspirasi tertentu.

- 1.3. Tujuan Penulisan
Penulisan ini bertujuan untuk membahas penerapan Teori Antrian dalam
penentuan jumlah fasilitas layanan dibutuhkan dengan menggunakan model

tingkat aspirasi.

1.4. Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari penulisan ini adalah :
i 1.4.1. Memberikan wawasan pengetahuan tentang model tingkat aspirasi
keputusan antrian.

1.4.2. Memberikan pengalaman penulisan suatu karya ilmiah.
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1.5. Metode Penulisan
Metode penulisan yang digunakan adalah metode studi pustaka, sehingga
di dalam skripsi ini tidak ditemukan hal-hal yang baru. Jenis-jenis sumber

pustaka yang digunakan penulis tercantum dalam daftar pustaka.

1.6. Ruang Lingkup Pembahasan

Sebagaimana telah dikemukakan di atas mengenai tujuan penulisan, maka
kiranya perlu dibuat beberapa batasan agar pembahasan tidak menyimpang
dari fokus permasalahan yang dikaji. Adapun batasan itu diantaranya adalah
sebagai berikut :

1.6.1. Model antrian yang dibahas adalah model antrian yang berdistribusi poisson
dan eksponensial, dan terbatas pada 3 model sistem antrian, yakni :
- Model (M/M/1):(GD/oo/)
- Model (M/M/1):(GD/N/)
- Model (M/M/c):(GD/o0/0)
1.6.2. Model Pengambilan Keputusan yang akan digunakan dalam skripsi ini
adalah model keputusan dengan menggunakan tingkat aspirasi dengan

terlebih dahulu membahas model biaya.
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1.7. Sistematika Penulisan
Skripsi ini ditulis dengan sistematika sebagai berikut :

BAB 1. PENDAHULUAN

Bab 1n1 memuat Latar Belakang Masalah, Rumusan Masalah, Tujuan
Penulisan, Manfaat Penulisan, Metode Penulisan, Ruang Lingkup
fembahasan, dan Sistematiké Penulisan.
BAB II. LANDASAN TEORI

Bab ini membahas materi-materi prasyarat dalam pembahasan model
antrian. Adapun materi prasyarat yang dibahas adalah Teori Probabilitas.
Sedangkan materi prasyarat yang lain seperti Persamaan Diferensial, Deret,
dan Analisis Real tidak dibahas.
BAB III. MODEL ANTRIAN

Bab ini membahas model-model antrian, beserta syarat-syarat yang
harus dipenuhi agar Model Tingkat Aspirasi dapat digunakan dalam
penentuan model pengambilan keputusan.
BAB IV. MODEL PENGAMBILAN KEPUTUSAN ANTRIAN

Bab ini membahas tentang model pengambilan keputusan antrian
menggunakan model tingkat aspirasi, dengan terlebth dahulu membahas
model biaya dalam pengambilan keputusan antrian.
BAB V. KESIMPULAN DAN SARAN

Bab ini berisi tentang kesimpulan skripsi ini disertai saran penulis.
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BAB I

LANDASAN TEORI

Pada bagian ini dibahas beberapa konsep dasar yang akan dipergunakan
dalam pembahasan pada bab-bab selanjutnya. Adapun yang akan dibahas di sini

yakni Distribusi Probabilitas Diskret dan Distribusi Probabilitas Kontinu.

Definisi 2.1. (Percobaan)
Percobaan adalah suatu proses yang secara teoritis dapat diulang takhingga kali

dengan kondisi tidak berubah dan mempunyai hasil yang terdefinisi. ﬂ’u o

¥EN
[ERPER RS S

Contoh 2.1.

Percobaan melempar sekeping mata uang logam.

Definisi 2.2. (Ruang Sampel)
Ruang sampel (S) adalah himpunan unsur-unsur yang menyatakan semua
kemungkinan hasil suatu percobaan.

Setiap unsur dari ruang sampel disebut titik sampel.

Contoh 2.2.
Diamati sisi yang muncul dari percobaan melemparkan dua mata uang bersama-sama

satu kali.
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Ruang sampel percobaan ini adalah S = {MM, MB, BM, BB}.M adalah sisi muka

-

dan B adalah sisi belakang, MM merupakan salah satu titik sampel dari S.

Definisi 2.3. (Ruang Sampel Diskret)
Jika suatu ruang sampel mengandung titik yang b¢£hi9gga banyaknya atau suatu
deretan anggota yang banyaknya sama dengan banyaknya bilangan bulat, maka ruang

sampel itu disebut ruang sampel diskret.

Definisi 2.4. (Ruang Sampel Kontinu)
Jika suatu ruang sampel mengandung titik sampel yang takberhingga banyaknya dan
sama banyaknya dengan banyak titik pada sepotong garis, maka ruang sampel itu

disebut ruang sampel kontinu.

Contoh 2.3.
Percobaan mengamati daya hidup(dalam satuan waktu) lampu akan menghasilkan

ruang sampel kontinu.

Definisi 2.5. (Kejadian)

Kejadian adalah himpunan bagian dari ruang sampel.
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Contoh 2.4.

Dari contoh 2.2 di atas A = {MM,BB} adalah kejadian munculnya sisi sama.

Definisi 2.6. (Bobot dan Jumlah Bobot)

Bobot merupakan suatu bilangan yang telah ditetapkan (berkisar antara 0 dan 1) pada
ruang sampel berhingga, agar probabilitas suatu kejadian yang berasal dari suatu
percobaan statistika dapat dihitung. Jumlah bobot semua titik sampel dalam suatu

ruang sampel ditetapkan sama dengan satu.

Definisi 2.7. (Probabilitas suatu Kejadian)

Probabilitas suatu kejadian A adalah jumlah bobot semua titik sampel anggota A. Jadi

0 <P(A)<1,P (&) =0, dan P(S)=1

Contoh 2.5.

Sebuah mata uang dilemparkan dua kali. Ruang sampel percobaan ini adalah S =
{MM, MB, BM, BB}. Bila mata uang tersebut setimbang, maka tiap hasil
mempunyai kemungkinan muncul yang sama. Karena itu tiap titik diberi bobot b
sehingga 4b = 1 atau b = %4. Bila A menyatakan kejadian bahwa paling sedikit satu

muka muncul maka P(A) = %.
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Definisi 2.8 (Dua Kejadian Saling Asing)

Dua kejadian A dan B saling asing bila AN B =

Teorema 2.1
Bila A dan B dua kejadian sembarang, maka P(AUB)IP(A) +P(B)-P(AnB)

Bukti

Gambar 2.1 Aturan Penjumlahan Peluang

Dilustrasikan dalam gambar diagram Venn pada gambar 2.1. Dari gambar di atas

nampak bahwa
(AUB) = (Aml?\') U (ANB) U (A'nB)
= AN(B'UB) U (A'MB)...(1)
= (AnS) U (A'NB)
Ay 8.
=AU (A'MB)... (2)
Dari (1) dan (2) nampak bahwa
A =(ANB") U (AnB)

Schingga berlaku P(A) = P(AnB") + P(AnB)
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atau P(ANB") =P(A) - P(ANB) ... (3)
Dilaiﬁ pihak persamaan (1) dapat dibawa kedalam bentuk lain sebagai berikut :
(AUB) = (AnB') U (ARB) U (A'AB)
= (ANB’) U(AUA') "B
=(AnB") U (SNB) .
=(ANnB)UB
Sehingga berlaku P(AUB) = P((AnB’) U B) ...(4)
Jadi P(AUB) = P(ANB") + P(B) ...(5)
Dengan mensubtitusikan persamaan (3) pada persamaan (4) diperoleh
P(AUB) =P(A) - P(AnB) +P(B)

Jadi P(AUB) = P(A) +P(B)- P(ANB) .

Teorema 2.2.
P(AUBUWC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AnB) - P(ANC) -'P(BmC) + P(ANBNC)

Bukti:

Gambar 2.2 AUBUC

Diagram Venn di atas dapat digunakan sebagai alat bantu.
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Keterangan gambar:

1=ANCnB’
2=AnB"C

3 =AnB~C’
4=BnC A

Dari gambar nampak bahwa :
AUBUC = (ANB'NC") U ( ANBNC') U (BNA'NC) U (ANCNB') U (ANBAC)
U (BACNA") U (CNA'MB')
= [(ANB'NC) U (ANCAB)] U [(AMBAC) U (BNA'NC)] U
(ANBAC) U [(BACNA’) U (CNA'MB")]
= [(AnB") n (C'UO)] V [(BNC') N (AVA")] U (ANBNC) U [(CNA') N
(BuB]
~ [(ANB") " S] U [(BAC") ST U (ANBAC) U [(CHA") AS]
AUBUC = (ANB’) U (BNC") U (ANBNC) U (CHA")
Sehingga berlaku P(AUBUC) = P[(ANB’) U (BAC') U (CMA') U (ANBAC)

Jadi P(AUBUC) = P(ANB') + P(BNC') + P(CNA") + P(ANBNC)
Kemudian secara umum akan disajikan teorema berikut tanpa bukti.

Teorema 2.3

k k k
P(A, UA, UA; U--UA )= P(A)- Y P(A,nA)+ Y P(A;NA;NA,)
i=1

i<j=2 i<j<r=3

+o+ (=D P(A,NA, NA,N-NA)
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Teorema 2.4
Bila A dan B kejadian yang saling asing, maka P(AUB)=P(A)+P(B)
Bukti

Gambar 2.2 mengilustrasikan hal ini

Gambar 2.3 Kejadian Saling Asing

Menurut teorema 2.1 P(AUB) = P(A) +P(B)-P(ANB)

Menurut definisi 2.8, kejadian A dan B kejadian yang saling asing bila A N B = &
Maka berlaku P(ANB) =P()=0

Sehingga P(AUB) = P(A)+P(B)-0

Jadi P(AUB) = P(A)+P(B)

Teorema 2.5

Bila Ay, Ay, As, ... ,A, saling asing, maka
P(A1VALL ... WAL =P(A1) + P(Ay) + ... + P(Ay).
Bukti :
Menurut akibat 2.4, Bila A dan B kejadian yang saling asing, maka

P(AUB) =P(A) + P(B),

12
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maka misal A = A4
B= A2 UA3 U ... UAn

A dan B saling asing

Maka berlaku P(AUB) = P(A)+ P(B)
atau P(AUB) = P(A))+P(AUAsU ... UA,)

= P(A)+ P(As) + P(As) + ... + P(A)

dengan kata lain C{Ai = Y.PA) \
= T >

Definisi 2.9 (Dua Kejadian Saling Bebas)

Dua kejadian A dan B dikatakan saling bebas jika P(A N B) =P(A) P( B)

Definisi 2.10 (Probabilitas bersyarat)

13

Probabilitas bersyarat B dengan diketahui A, dinyatakan dengan P(BJ|A), ditentukan

P(A nB), .
P(B| A)=——————— bilaP(A))0
oleh P(BA) A (A))
Teorema 2.6
Bila A dan A’ kejadian yang saling berkomplemen maka P(A") =1- P(A)
Bukti :

Karena AU A’ =S dan AN A’ =@ maka

1 =P(S)
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=P(AU A’)
=P(A)+P(A")
sehingga P(A") =1- P(A) [

Definisi 2.11. (Peubah acak)

Peubah acak X adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada ruang sampel S, yang

mengawankan setiap elemen e€S ke bilangan real, X(e) = x.

Definisi 2.12. (Peubah acak Diskret)
Peubah acak yang didefinisikan pada ruang sampel diskret adalah peubah acak

diskret.

Contoh 2.6.

Banyak sisi muka yang muncul dalam percobaan pada contoh 2.2, X(MM) = 2,

X(MB) = 1, X(BM) = 1, X(BB) = 0.

Definisi 2.13. (Peubah Acak Kontinu)

Peubah acak yang didefinisikan pada ruang sampel kontinu disebut peubah acak

kontinu.
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Contoh 2.7.
Pada pengukuran tinggi badan tinggi badan siswa SD kelas 5, jika X adalah peubah
acak yang menyatakan tinggi badan siswa kelas 5, maka X adalah peubah acak

kontinu karena X menjalani nilai-nilai dalam suatu interval.

Definisi 2.14. (Fungsi Probabilitas Diskret)
Fungsi f(x) adalah suatu fungsi probabilitas atau distribusi probabilitas suatu peubah

acak diskret X bila untuk setiap hasil x yang mungkin:
1. f(x)=0

2. f(x) =1
3. P(X = x)=1f(x)

Contoh 2.8.

Distribusi probabilitas jumlah bilangan yang muncul bila dua dadu dilantunkan.

Misal X peubah acak dengan nilai x, yang menyatakan semua jumlah yang mungkin.
Maka x dapat bernilai 2 sampai 12. Dua dadu dapat menghasilkan (6)(6) = 36 cara,
masing-masing dengan probabilitas 1/36. P(X=3) = 2/36, karena jumlah 3 hanya

terjadi dalam 2 cara. Dengan jalan yang sama dif)eroleh distribusi probabilitas

Xx 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
fix) | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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Definisi 2.15. (Distribusi Kumulatif Suatu Peubah Acak X)
Distribusi kumulatif F(x) suatu peubah acak X dengan distribusi peluang f(x)
dinyatakan oleh F(x) = P(X <x) = Z f(t)

t<x
Definisi 2.16. (Fungsi Probabilitas Kontinu)
Fungsi probabilitas peubah acak kontinu juga dikenal dengan nama fungsi kepadatan.
Fungsi f(x) adalah fungsi kepadatan probabilitas peubah acak kontinu X, yang

didefinisikan pada himpunan semua bilangan real R, bila :

1. f(x) =2 O untuk semua x € R

2. Tf(x) dx =1

3.Pa<X<b) = ?f(x) dx

Definisi 2.17. (Distribusi Kumulatif Suatu Peubah Acak Kontinu X)

Distribusi kumulatif F(x) suatu peubah acak kontinu X dengan fungsi padat f(x)

dinyatakan oleh g(x) = p(x <x) = I £(t) dt

Definisi 2.18. (Nilai Harapan , E(X))
Misalkan X suatu peubah acak dengan distribusi probabilitas f(x). Nilai harapan X

atau harapan matematik X 1alah :
Z x f(x) jika X diskret
X
EX) =1
J'x f(x) dx, jika X kontinu

—00
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Hasil imi diperluas pada teorema berikut.

e

e

1//

Teorema 2.7.
Misalkan x suatu peubah acak dengan distribusi peluang f(x). Rataan atau nilai

harapan peubah acak g(X) adalah
Hyy = B(2(X)) = g(x) fx) bila X diskret dan

tyn = Blg(X))= [ g(x) f(x) dx bila X kontinu

Berikut dibahas mengenai momen dan fungsi pembangkit momen, kegunaannya yang
terpenting ialah untuk mencari distribusi dari fungsi peubah acak. Bila g(X) =x '
untukr= 0,1, 2, 3, ... teorema 2.7. menghasilkan nilai harapan yang disebut momen

ke-r disekitar titik asal dari peubah acak x yang dinyatakan dengan p,’

Definisi 2.19. ( Momen ke-r)

Momen ke-r disekitar titik asal dari peubah acak x dinyatakan oleh
> x"f(x) bila X diskret

H, = E(X r ) =<4 o
_" x"f(x) dx  bila X kontinu

Meskipun momen suatu peubah acak dapat dicari langsung dari definisi 2.19 tersedia

cara lain, yaitu fungsi pembangkit momen berikut.
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Definisi 2.20. (Fungsi Pembangkit Momen)
Fungsi pembangkit momen peubah acak X diperoleh dari E(e ™) dan dinyatakan

dengan M(t)
> e*fix) bila x diskret

M, (t)=E(e*)=1 «
_[e”‘ flx) dx  bila x kontinu

—a0

Berikut adalah teorema ketunggalan yang hanya akan ditulis tanpa bukti, karena

memerlukan pembahasan yang cukup rumit diluar cakupan skripsi ini.

Teorema 2.8. (Teorema Ketunggalan)
Misalkan X dan Y dua peubah acak, masing-masing dengan fungsi pembangkit
momen My(t) dan My(t). Bila M(t) = M,(t) untuk semua nilai t, maka X dan Y
mempunyai distribusi probabilitas yang sama.

Pada bagian selanjutnya akan dikemukakan beberapa. contoh yang akan
digunakan pada pembahasan pada bab IIl yakni distribusi Poisson, distribusi

eksponensial, dan distribusi gamma.
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Distribusi Poisson

Definisi 2.21. (Percobaan Poisson)

Percobaan yang menghasilkan peubah acak X yang bernilai numerik, yaitu
banyaknya sukses selama selang waktu tertentu atau dalam daerah tertentu, disebut
percdbaan Poisson.

Suatu percobaan Poisson memiliki sifat berikut :

1. banyaknya sukses terjadi dalam suvatu selang waktu atau daerah tertentu
tidak terpengaruh oleh (bebas dari) apa yang terjadi pada selang waktu
atau daerah lain. |

2. probabilitas terjadinya suatu sukses (tunggal) dalam selang waktu yang
amat pendek atau dalam daerah yang kecil sebanding dengan panjang
selang waktu atau besarnya daerah dan tidak tergantung pada banyaknya
sukses yang terjadi di luar selang waktu atau daerah tersebut;

3. probabilitas terjadinya lebih dari satu sukses dalam selang waktu yang

pendek atau dacrah yang sempit tersebut dapat diabaikan.

Definisi 2.22. (Peubah acak Poisson)
Banyaknya sukses X dalam suatu percobaan Poisson disebut suatu peubah acak
Poisson.

Distribusi probabilitas suatu peubah agak Poisson X disebut distribusi Poisson

- dan dinotasikan dengan P(x;11) karena harganya hanya bergantung pada ., yakni
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jumlah rata-rata sukses yang terjadi pada interval waktu atau daerah tertentu.

Distribusi tersebut dinotasikan sebagai :

plc )= x=012,..
x!

dengan 4 = jumlah rata - rata sukses yang terjadi
e=2,71828....

Teorema 2.9.

Rataan dan variansi distribusi poisson P(x;u) keduanya sama dengan p

Bukii

Untuk menunjukkan bahwa rataan betul sama dengan p, ditulis

x! = (X-1)!

o ﬂx e—y _i ﬂx e—,u 1 @ ﬂx-l e—y
= X

fod /Jy e_ll
Misal y =x -1, diperoleh: E(X) = /‘Z =4
x=0 Y'

oo

- H e :
Karena ) D> P(y; ) =1 .
x=0

y! x=0

Variansi distribusi poisson diperoleh dengan mula-mula mencari

X-2 -
e#

& ﬂxe—ﬂ_w ,uxe_”'_ 2N M
E[XC’('I)]"XZ;X(X-I) x! ;,;X(X_l) I =2 (x-2)!

misal y = x-2 maka diperoleh

© Y A7 H
BIX(X-1)]= u? ’uyf =y’

y=0
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jadi 6% = E[X(X-1)] + p - p?
=+ p-p

= U

Distribusi Gamma

Definisi 2.23. (Fungsi Gamma)
Fungsi gamma didefinisikan sebagai :
Ta) = Ixa‘l e “dx ,untuk a)0

0

Dengan integral parsial dimana u=x “' dan dv =e ~* dx, diperoleh
Ia) =—e™x " |2+ Ie"‘ (a-1)x*2dx
0
= (a-1) Ie"‘ x*2dx
0

Untuk o >1, yang menghasilkan rumus berulang
I'(a) = (a-1) I'(a-1)
dengan memakai rumus berulang berkali-kali, maka diperoleh
' o) =(a-1) (a-2) I'(a-2)
= (a-1) (a-2) (a-3) I'(a-3) dan seterusnya
jika o = n, dengan n adalah bilangan bulat positif maka :

()= (n-1) (n-2) ... T(1)
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dari definisi fungsi gamma di atas, r(n) = J‘ ? X dx =1
0

sechingga I'(n) = (n-1)!

Definisi 2.24. (Distribusi Gamma)
Peubah acak kontinu X berdistribusi gamma dengan parameter o dan 3 jika fungsi
kepadatannya berbentuk :

x*! e™ untuk x)0

1
f(x)= BT @)

= 0, untuk x yang lainnya
bilaa >0 dan >0

Distribusi gamma yang khusus, dengan a=1, disebut distribusi eksponensial.

Distribusi Eksponensial

Definisi 2.25. (Distribusi Eksponensial)
Peubah acak kontinu X berdistribusi eksponensial dengan parameter [3 jika fungsi
kepadatannya berbentuk : ¢ (x)= 1 e™ untuk x)0

- B

= 0, untuk x yang lainnya
. dengan >0
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Teorema 2.10.
Rataan dan variansi distribusi gamma adalah:
p=o 3 dan o’ = p?
Bukti :
Momen ke-r disekitar titik asal untuk distribusi gamma adalah :
) T 1l 't r+a-1 , -alp
M, = E (X ) ==, = X € dx
B T (a) !
misal y=x/ 3, maka :
Y "T(a+r
/lr' — ﬁ j.y 1e y dy — ﬁ ( )
I'(a) 3 I'(a)
; v 1
I'(a)
' T(x+2)
dan 0_2 — | 2 — ﬁ :aZ 2 2
Hy = H T (—a) B 7
i & n

Teorema 2.11.
Rataan dan variansi distribusi eksponensial adalah :
p=pf dan ol =p
Bukti :
Karena distribusi eksponensial merupakan kasus khusus dari distribusi gamma, yakni

untuk o = 1, maka bila disubtitusikan menghasilkan
' I
_BrO)_,
r@

dan o® = p, = * :IB_I{j(i().’i)=

H=H

ﬁ2
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BAB III

MODEL-MODEL ANTRIAN

Pembahasan model-model antrian dalam bab ini adalah untuk menentukan
ciri-ciri yang mengukur kinerja sebuah sistem. Dalam Bab IV akan diperlihatkan
bagaimana informasi ini dapat dipergunakan dalam mencari rancangan yang

“optimal” untuk sarana pelayanan yang bersangkutan.

3.1. Unsur-Unsur Dasar dari Model Antrian

Situasi antrian tercipta dengan cara berikut :
Pelanggan tiba di sebuah sarana pelayanan dan bergabung dalam sebuah antrian.
Pelayan memilih scorang pelanggan dalam antrian untuk memulai pelayanan.
Setelah pelayanan selesai, pelayan kembali memilih pelanggah baru (dari yang
sedang menunggu). Diasumsikan tidak ada waktu yang terhilang antara
penyelesaian pelayanan dengan dipilihnya seorang pelanggan baru pada sarana
pelayanan tersebut.

Unsur-unsur antrian adalah sebagai berikut :

3.1.1. Distribusi Kedatangan dan Distribusi Waktu Pelayanan

Definisi 3.1 ( Laju Kedatangan )
Laju kedatangan dinotasikan dengan A adalah banyak pelanggan yang datang per

satuan waktu.

24
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Definisi 3.2 ( Waktu Antar kedatangan )
Waktu antar kedatangan dinotasikan dengan 1/A adalah waktu antara kedatangan

berurutan.

Definisi 3.3 ( Laju Pelayanan )
Laju Pelayanan dinotasikan dengan n adalah banyak pelanggan yang dapat

dilayani tiap satuan waktu.

Definisi 3.4 ( Waktu Pelayanan )
Waktu Pelayanan dinotasikan dengan 1/u adalah waktu yang diperlukan untuk
melayani satu pelanggan.

Dalam model-model antrian, kedatangan pelanggan dan waktu pelayanan
diringkaskan dalam bentuk distribusi probabilitas yang umumnya disebut
distribusi kedatangan (arrival distribution) dan distribusi waktu pelayanan
(service time distribution). Kedua distribusi ini mewakili situasi dimana
pelanggan tiba dan dilayani secara individual (misal terjadi pada bank atau
supermaket). Dalam 3ituasi lain, pelanggan dapat tiba dan atau dilayani dalam

kelompok (misal terjadi pada stasiun kereta api).
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3.1.2. Peraturan Pelayanan

Definisi 3.5 ( Peraturan Peiayanan )
Peraturan pelayanan merupakan cara memilih pelanggan untuk memulai
pelayanan.

Peraturan pelayanan yang digunakan di sini adalah peraturan yang paling
umum (General Diciplines), yaitu First Come First Service (FCFS), Last Come
First Service (LCFS), Service in Random Order (SIRO), dan Antrian dengan

Prioritas (Emergency Iirst).

3.1.3. Rancangan Sarana Pelayanan

Sarana pelayanan yang dibahas di sini dapat terdiri dari sebuah pelayan,
atau dapat pula mencakup lebih dari satu pelayan, sehingga memungkinkan
beberapa pelanggan sebanyak jumlah pelayanan tersebut untuk dilayani
bersamaan (misal, kasir bank). Dalam kasus ini, semua pelayan menawarkan
pelayanan yang sama dan sarana pelayanan tersebut dikatakan mempunyai

pelayan sejajar

3.1.4. Kapasitas Antrian

Definisi 3.6 ( Kapasitas Antrian )
Kapasitas antrian adalah jumlah maksimum pelanggan yang dapat ditampung

dalam sisteni (yang berada dalam antrian dan yang sedang dilayant)
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Sistem yang tidak membatasi jumlah pelanggan pada fasilitas pelayanan memiliki
kapasitas sistem tak hingga (misal antrian kendaraan di gerbang tol). Sedangkan
sistem yang membatasi jumlah pelanggan memiliki kapasitas berhingga (misal,
ruang untuk mobil di tempat pengisian bensin). Setelah antrian memenuhi
kapasitas, pelariggan yang baru tiba tidak dapat masuk kedalam antrian karena

terbatasnya ruang.

3.1.5. Sumber pemanggilan
Sumber pemanggilan (calling source) dapat menghasilkan sejumlah
terbatas pelanggan atau (secara teoritis) sejumlah tak terbatas pelanggan. Sumber
~ terbatas terjadi ketika kedatangan mempengaruhi laju kedatangan pelanggan baru.
Di sebuah bengkel dengan M mesin, sumber pemanggilan sebelum ada mesin
yang rusak terdiri dari M calon pelanggan. Setelah satu mesin rusak, mesin itu
menjadi pelanggan sehingga tidak dapat menghasilkan pemanggilan baru sampai
diperbaiki. Perbedaan harus ditarik antara situasi bengkel dengan situasi lain
dimana “penyebab” dari pemanggilan terbatas, tetapi mampu menghasilkan
kedatangan yang tidak terhingga.
Misal, pada jasa pengetikan, jumlah pengetik adalah terbatas, tetapi
setiap pengetik dapat menghasilkan kedatangan sebanyak apapun, karena ia
~ biasanya tidak perlu menunggu penyelesaian bahan yang diserahkan sebelumnya

sebelum menghasilkan pesanan-pesanan baru. Model-model antrian yang

mewakili situasi dimana manusia mengambil peran sebagai pelanggan dan / atau
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pelayan harus dirancang untuk memperhitungkan pengaruh perilaku manusia
(human behavior).

Pelayan “manusia” dapat mempercepat laju pelayanan ketika jalur
antrian memanjang. .Beberapa pelanggan “manusia” juga menolak untuk
bergabung dalam satu jalur antrian, karena mereka memperkirakan  waktu
menunggu yang lama, atau mereka dapat membatalkan sefe/ah berada dalam
antrian karena waktu menunggu mereka sudah terlalu panjang. (Dalam hal
perilaku manusia, waktu menunggu bagi satu orang tidak sama panjang bagi
orang lainnya). Pada sistem yang mempunyai lebih dari satu jalur antrian,
pelanggan “manusia” dapat berpindah dari satu jalur antrian ke jalur lainnya
dengan harapan dapat mengurangi waktu menunggu.

Model yang akan dibahas di sini menganggap bahwa tidak terjadi
penolakan, pembatalan, dan pelanggan tidak diperbolehkan pindah ke jalur antrian
yang lain. Juga, model-model antrian tidak memperhitungkan sebuah perilaku
individual dari pelanggan dalam arti bahwa semua pelanggan dalam antrian
diperkirakan untuk “berperilaku” secara setara sementara mereka berada pada
sarana pelayanan yang bersangkutan.

Jadi pelanggan yang suka mengobrol (dengan pelayanan selama dilayani)
dipertimbangan sebagai kasus yang jarang dan perilakunya itu diabaikan dalam
perancangan sistem. Sebaliknya, jika sebagian besar pelanggan ternyata sangat
suka mengobrol, sebuah rancangan yang realistik dari sarana pelayanan tersebut
harus didasari oleh fakta bahwa kebiasan ini, walaupun membuang-buang waktu

merupakan bagian integral dari operasinya. Satu cara yang logis untuk



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

29

memasukan pengaruh kebiasan ini adalah meningkatkan waktu pelayanan per
pelanggan.

Bagian selanjutnya memperlihatkan bahwa distribusi Poisson dan
distribusi Eksponensial memainkan péran penting dalam mewakili waktu
kedatangan dan waktu pelayanan dalam banyak situasi antrian. Bagian-bagian

selanjutnya lalu mewakili model antrian yang terpilih dan pemecahannya.

3.2 Peran Distribusi Poisson dan Eksponensial

Pada bagian ini akan dibahas proses kedatangan dan proses kepergian
pelanggan yang mengikuti distribusi Poisson. Disamping itu, dibahas pula
mengenai hubungan proses kedatangan/pelayanan yang mengikuti distribusi
Poisson dengan waktu antara kedatangan/waktu pelayanan yang mengikuti
distribusi eksponensial. Pada pembahasan sebelumnya telah dibahas bahwa jika
variabel acak diskret X mempunyai nilai distribusi Poisson dengan parameter A

//1\’]1 e-/l

maka P (X=n)
n!

dengann=0,1,2, ...

3.2.1. Kedatangan Mengikuti Distribusi Poisson
Simbol yang dipergunakan dapat dilihat pada tabel 3.1.
Ada proses kedatangan yang dianggap memenuhi empat pengandaian berikut :
1. Probabilitas terjadi satu kedatangan dalam interval (t, t+At) sama dengan

AAt + O(At), yang dapat ditulis sebagai
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P(satu kedatangan terjadi dalam interval yang panjangnya &6 = AAt + O(At),

dengan A merupakan rata-rata laju kedatangan yang tidak tergantung pada

N(b).

2. Probabilitas terjadi lebih dari satu kedatangan dalam interval (t, t+At) sama

dengan O(At) atau dapat ditulis sebagai P(lebih dari satu kedatangan terjadi

dalam interval yang panjangnya At) = O(At).

3. Untuk waktu 0 < t;< o< t3< ts, N(t2) - N(t;) dan N(t4) - N(t3) secara statistik

merupakan kejadian yang saling bebas (independent), sehingga proses

kedatangan mempunyai pertambahan yang saling bebas.

4. Banyak kedatangan dalam interval waktu nol sama dengan nol, atau N(0)= 0. |

Tabel 3.1

Daftar Lambang-lambang no — 1

Arti Lambang

Lambang
N() Banyak kedatangan dalam interval waktu t
O(AY) Fungsi At, yang karena At<< (kecil sekali mendekati nol), yang
memenuhi persamaan : I jm 9@: 0
A0 At
P(A) Probabilitas kejadian A

a,(t) atau P(N(t)=n)

Probabilitas n kedatangan dalam interval waktu yang panjangnya

t dengan n bilangan cacah

At Perubahan waktu
EX) Harga harapan variabel acak X
F®) Fungsi distribusi probabilitas X

Berikut akan dicari persamaan a,(t+At), dengan At sangat kecil. Jika N(t+At) =n,

maka kejadian itu dapat terjadi dalam beberapa cara, yaitu :
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N(t) =n dan tidak ada kedatangan selama At, atau
N(t)=n -1 dan ada satu kedatangan selama At, atau
N(t) =n-—2 dan ada dua kedatangan selama At, atau
. .,atau N(t) =0 dan ada n kedatangan selama At.
Menurut pengandaian 3, N(t +At)-N(t) dan N(t) merupakan dua kejadian saling
bebas; sehingga:
an(t +At) = P(N(t)=n)xP(tidak ada kedatangan selama At)

+ P(N(t)=n-1)xP(satu kedatangan selama At)

+ P(N(t)=n-2)xP(dua kedatangan selama At)

+ ... +P(N(t)=0) x P(n kedatangan selama At), n>1 3.1
Probabilitas tidak ada kedatangan selama At sama dengan 1- AAt — O(At). Menurut
pengandaian 1 dan 2 persamaan (3.1) dapat diringkaskan menjadi
an(t +At) = a(H)[1- AAt — O(A)] + an1(D[AAL + O(AL)] + ana(t) O(AL) + ... +

ao(t) O(AD), n>1 (32)
Untuk n=0, diperoleh :
ap(t +At) = P(N(t) = 0)xP(tidak ada kedatangan selama At)

= ag(t) [1-AAO(AL)] (3.3)
Sehingga
ag(t +At) = ay(t)[1- AAt — O(AL)] + an-1(t)[AAL + O(AL)] + ap(t) O(Atj + ... +
ao(t) O(At), n>1 dan

ao(t +At) = ao(t)[1- AAt — O(AD)]
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Selanjutnya, akan dicari persamaan diferensial dari a,(t). Dari persamaan (3.2),
suku yang mengandung a,i(t) O(At), 0< j < n, digabung menjadi O(At), sehingga
persamaan (3.2) menjadi

an(t +AL) - ag(t) = -A At ay(t) + AAt ap(t) + O(At),n > 1 (3.4
Persémaan (3.3) mempunyai suku yang mengandung ag(t) O(At), kemudian aq(t)
O(At) digabung menjadi O(At), sehingga persamaan (3.3) dapat ditulis sebagai :
ag(t +At) - ag(t) = -A At ao(At) + O(AY) ... (3.5)
Persamaan (3.4) dan (3.5) dibagi dengan At, kemudian diambil limit untuk At—0,

dan akan diperoleh persamaan-persamaan diferensial untuk a(t), yaitu :

i [ 2428020 0, 9 28,0+ 200 | n 21

At—0 At At
atau dL(;t(Q =—la ()+Aa, () n=1 (3.6)
dan

- [ao (t+AD-a, (1) =—Aa,(b) +O(AAtt) ],atau

At—>0 At

da, (1)

——===Aa,(t 3.7
m o (D) _ G

Bari pengandaian proses kedatangan sampai dengan diperoleh persamaan
diferensial a,(t), akan dibuktikan persamaan differensial a,(t) mempunyai
penyelesaian yang berbentuk distribusi Poisson. Penyelesaian umum persamaan
(3.7) yaitu a(t) = Ae™ | dengan A konstanta yang dapat diperoleh dari kondisi
batas yaitu ag(0) = 1. Jadi A =1 dan ay(t) = e™ . Jika n =1, maka persamaan (3.6)

merupakan persamaan differensial tingkat satu, yaitu :
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%:—ﬂal(t)+ﬂao(t), atau
% +Aa,(t) =4 e ™ (3.8)

Dengan menggunakan kondisi batas a;(0)= 0, persamaan (3.8) mempunyai
penyelesaian yaitu a;(t) = At e™. Jika n =2 maka persamaan (3.6) merupakan

persamaan diferensial tingkat satu yaitu:
gadzt—(t)_=—/1a2(t)+/1a1(‘[), atau
d—adzt(—t)mal(t) —A2te™ (3.9)

Dengan menggunakan kondisi batas az(O') = 0, persamaan (3.9) mempunyai

penyelesaian yaitu
2
(A1) oot

a, ()=

Jika n =3 maka persamaan (3.6) merupakan persamaan diferensial tingkat satu

yaitu:
43, (1) +Aa,(t)=4a,(t), atan
da, (t) A t2eM
+Aa,(t) =——— 3.10
) a,(t) 2 (3.10)

Dengan menggunakan kondisi batas a3;(0) = 0, persamaan (3.10) mempunyai

penyelesaian yaitu

Ca) R

A
e t

a; (t) =

Dari hasil di atas
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a, (t)=e™
a, (t)=Ate™

ar (-2

n _-At
a, (t)=%?——,n=0,1,2,... | (3.11)

Dengan menggunakan induksi matematika akan dibuktikan bahwa persamaan
(3.11) merupakan penyelesian umum persamaan (3.6)

Tahap I, untuk n= 1, a,(t) = A t e (Tahap I terbukti)

Tahap 11, andaikan untuk n =k,

(1t SodFL .
=& #& 7

ay ( ) I

merupakan penyelesaian dari persamaan persamaan (3.6).

Akan dibuktikan persamaan (3.11) berlaku untuk n = k+1. Jika n = k+1, maka

persamaan (3.6) merupakan pei‘l‘amaan diferensial tingkat satu yang berbentuk :

+Aa,, ()= Aa, (), atau

d ak+1 (t)
dt

dak+1 (t) FRUPE L

+hag, (= F—q (3.12)

Dengan menggunakan kondisi batas ax+(0) = 0, maka penyelesaian persamaan
(3.12) adalah :

. (/»Lt)kﬂ e-,lt
A, (= ——7—

(k+1)!
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Sehingga menurut induksi matematika persamaan (3.11) adalah penyelesaian
persamaan (3.6). Dipandang dari bentuknya, persamaan (3.11) merupakan

distribusi Poisson dengan parameter At, sebab:
(A" e*!

PON®) = m=a,, (= ——

Sehingga N(t) merupakan distribusi Poisson. [ ]

Dari teori probabilitas diperoleh bahwa variabel acak X pada ruang sampel
S adalah fungsi dari S ke himpunan bilangan real R sedemikian sehingga setiap
interval dari R adalah kejadian dari S. Diberikan X adalah variabel acak dalam
ruang sampel S dengan X(S) = {x;, X, ...}. Fungsi f pada X(S) didefinisikan
dengan f(x;) = P(X = x;) dan disebut distribusi atau fungsi probabilitas dari X.
Dari teori probabilitas diketahui : |

EX) = ixif(xi)

Akan dihitung harga harapan dari pri(:sles kedatangan. Andaikan variabel acak x
didefinisikan sebagai b‘anyaknya kedatangan dalam sistem pada waktu t, sehingga

= At)* e !
B(X) = ZX E%

- (ﬂ,t)x-l

:M; (x-1) !

e-/lt

E(X) =2t
Dari hasil di atas, proses kedatangan mempunyai harga harapan At kedatangan
atau laju kedatangan A.
Selanjutnya akan dibahas bahwa jika proses kedatangan mempunyai
distribusi Pbisson, maka waktu antar kedatangan akan mempunyai Distribusi

Eksponensial dan sebaliknya.
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3.2.2. Hubungan Distribusi Poisson dan Eksponensial pada ProseS
Kedatangan

Hubungan distribusi Poisson dan Eksponensial pada proses kedatangan

akan disajikan dalam teorema-teorema. Namun terlebih dahulu disajikan hal-hal

yang diperlukan dalam bukti teorema. Lambang-lambang yang dipergunakan

dapat dilihat dalam tabel 3.2.

Tabel 3.2
Daftar Lambang-lambang ne-2

Lambang Arti

my (t) Fungsi pembangkit momen.
P, ® Fungsi distribusi kumulatif dari proses kedatangan yaitu P,(t) = P(N(t) < n)
T Variabel acak untuk waktu antar kedatangan

Variabel acak kontinu X dikatakan mempunyai distribusi gamma bila fungsi

distribusi probabilitasnya berbentuk :

fix)= ( ¥ D X% e”* a,y,x)0, dengan o dan ¥ merupakan parameter
: a—1)

Dari teori probabilitas diperoleh bahwa fungsi pembangkit momen didefinisikan
sebagai harga harapan dari fungsi €*, dengan t adalah variabel nyata schingga
my(t) = E (e%). Dari teorema 2.4, jika fungsi pembangkit momen dari dua variabel
“acak sama maka variabel acak itu mempunyai distribusi probabilitas yang sama.
Harga harapan dari variabel acak kontinu X dalam teori probabilitas didefinisikan

dengan

EX) = TX f(x)dx
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Menurut definisi harga harapan, distribusi gamma dengan parameter y dan n

mempunyai fungsi pembangkit momen sebagai berikut :

m, ()= E(™) I _1)‘ xMe”*  dx
0

Xr1-le-(7'— )x dX

I(n Dt

0

{ } i (r-0{y-Ox}" e
(-t

(mn-1)!

Tetapi I = §(y - t)x¥"e 9" dx merupakan fungsi gamma yang sama dengan (n - 1)!
) 0

Sehingga mx (t) distribusi gamma sama dengan [

¥ J ’
)
Dari teori probablitas diperoleh bahwa jika variabel acak X mempunyai distribusi

eksponensial, maka fungsi distribusi probabilitasnya berbentuk

f(x)=ye 7" , ¥ merupakan parameter

Teorema 3.1

Diberikan Ty, Ty, ... ,T, adalah variabel-variabel saling bebas dan masing-masing
berdistribusi eksponensial dengan parameter y maka W= Z T,

akan berdistribusi gamma dengan parameter .

Bukti :

Diketahui T;, T, Ts... ,T, merupakan variabel-variabel acak yang saling bebas
dan masing-masing variabel mempunyai distribusi eksponensial. Diketahui

Y= T+Ty+ T3+..+T, Akan dibuktikan Y mempunyai distribusi gamma. Fungs1

pembangkit momen variabel Y, yaitu :
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m (t)=E(e")
— E[et('1'1+Tz+...+T,,)]
=E[e'le'™ ...e'™] (3.13)

Dari teori probabilitas ada teorema yang mengatakan bahwa jika Ty, Ty, Ts... , Ty
adalah variabel-variabel acak saling bebas maka harga harapan perkalian fungsi
dari Ty, Tz, Ts... ,T, sama dengan perkalian dari harga harapan masing-masing

variabel sehingga persamaan (3.13) akan menjadi :

m,(t)=E[e'"JE[e'"]... E[e'™]
= my ()m, (t)...m; (t) , (3.14)

Akan diselidiki terlebih dahulu fungsi pembangkit momen variabel acak T; karena

variabel acak T; diketahui berdistribusi eksponensial, maka :

f(T,) =y € 7", y merupakan parameter, T, >0 sehingga

o0

m, (t) = Be™ | = [y edT, = T}/ e g, = L
0

0 y—t

Dari hasil tersebut, distribusi eksponensial mempunyai fungsi pembangkit momen .

/4
sama dengan : _—

i U
Diketahui variabel T; , dengani= 1, 2, 3, ..., n, berdistribusi eksponensial.

Dari persamaan(3.14) akan diperoleh :

mop s B

Tetapi [__}/?} merupakan fungsi pembangkit momen dari distribusi gamma.
7/ —
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Jadi jumlah nilai variabel-variabel acak yang saling bebas dan masing-masing
variabel berdistribusi eksponensial dengan parameter y, akan menghasilkan

distribusi gamma. ]

Teorema 3.2
Jika waktu-waktu antar kedatangan bersifat saling bebas, dan masing-masing
waktu antar kedatangan mempunyai distribusi eksponensial dengan parameter 2,
maka laju kedatangan mengikuti distribusi Poisson.
Bukti : karena P,(t) = P(N(t) £ n), maka
an(t) = P(N(t) = n)

=P(N(t) < n)- P(N(t) <n-1)

= Pn(t) - Poa(t)
Pada waktu t ditemukan n pelanggan, sehingga jumlah n+1 waktu antar
kedatangan lebih besar dari t.
P,(t) =P(Jumlah n+1 waktu antar kedatangan lebih besar dari t).
Diketahui waktu antar kedatangan bersifat saling bebas dan berdistribusi
gksponensial. Dengan menggunakan teorema (3.1), jumlah n+1 waktu antar
kedatangan akan méﬁgﬁ%fé‘%ﬁﬁé’ﬁ*distribusi gamma.

o0

//{, n+1 Xn e “A X

Sehingga, P, (1)= j : dx

n!

Transformasikan variabel u = x-t, akan diperoleh
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© n+1 n_ -4 -Au
u-+t ‘e
O s Ch du
9 n!
) ) . N pil nf
Dari rumus binomial, (u+t)" :Z:u'1 t h—
~ (n-DtH!
) 0 l n+l e-lt e-ﬂ.u n o n!
Sehingga P,(0)= e
g n! = (n-1)'1!

Karena konstanta dapat dikeluarkan dari tanda integral dan integral fungsi

| jumlahan sama dengan jumlah integral masing-masing fungsi, maka :
n /1 n+l },t i

P.(D=>] (n 1)1 - _([e u" du

1=0

n i -At
Sehingga P_(t)= M_’ P, (t) adalahfungsi distribusi kumulatif dari
il

i=0

proses Poisson [

Teorema 3.3

Jika proses kedatapgan mengikuti distribusi Poisson, maka variabel acak yang
didefinisikan sebagai waktu antar kedatangan akan mempunyai distribusi
cksponensial.

Bukti:

Dimisalkan T adalah variabel acak untuk waktu antar kedatangan, sehingga

P(T > t) = P (nol kedatangan dalam waktu t) = a,(t).
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Diketahui proses kedatangan mengikuti distribusi Poisson sehingga a.(t)=e¢™
Dimisalkan F(t) melambangkan fungsi distribusi kumulatif dari T. Sehingga

F(t)=P(T < t)= 1- e™. Jika fungsi kepadatannya f(t) maka

dF@®)
t = =S
o) dt
Jadi T mempunyai distribusi eksponensial. n

3.2.3. Pelayanan Pelanggan Mengikuti Distribusi Poisson
Bagian ini membahas pelayanan pelanggan yang berdistribusi Poisson.
Pembahasan ini mirip sekali dengan pembahasan proses kedatangan. Lambang-

lambang yang dipergunakan dapat dilihat dalam tabel 3.3

Tabel 3.3

Daftar lambang-lambang no-3

Lambang Arti Lambang
M(t) Banyak pelanggan yang selesai dilayani dalam waktu t
by(t) atau P(M (t) = n) | Probabilitas n pelanggan yang dilayani dalam interval waktu
yang panjangnya t
Ry(b) Fungsi Distribusi Kumulatif dari pelayanan, yakni Ry(t) =P(M (t) < n)

Ada proses pelayanan yang dianggap memenuhi empat pengandaian berikut:

1. Probabilitas terjadi satu pelanggan yang dilayani dalam interval (t, t+At)
sama dengan (puAt + O(At)), yang dapat ditulis sebagai P(Satu pelanggan
dilayani dalam interval yang panjangnya At | sistem tidak kosong) =

uAt+O(At), p merupakan rata-rata laju pelayanan yang tidak tergantung

pada M(t).
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2. Probabilitas terjadi lebih dari satu pelanggan yang dilayani dalam interval
(t,t+At) sama dengan O(At), atau dapat ditulis P(lebih dari satu pelanggan
dilayani dalam interval yang panjangnya At | sistém tidak kosong) = O(At).

3. Untuk waktu 0 <t; <t, <t3<ts, dan M(t;) - M(t;) dan M(ts) - M(t;3) secara
statistik merupakan kejadian yang saling bebas (independent), sehingga
proses pelayanan mempunyai pertambahan yang saling bebas.

4. Banyaknya pelanggan dalam interval waktu nol sama dengan nol, atau
M(0)=0.

Selanjutnya akan dicari persamaan by(t+At) dengan At sangat kecil. Jika
M(t+At) = n maka kejadian itu dapat terjadi dalam berbagai cara, yakni :
M(t) = n dan tidak ada pelanggan yang dilayani selama At, atau
M(t) = n-1 dan ada satu pelanggan yang dilayani selama At, atau

M(t) =n-2 dan ada dua pelanggan yang dilayani selama At, atau

M(t) = 0 dan ada n pelanggan yang dﬂayani_ selama At
Menurut pengandaian 3, M(t+At) — M(t) dan M(t) merupakan dua kejadian
saling bebas. Dengan mengguanakan definisi saling bebas dan aksioma di atas,
akan diperoleh
byt + At) = P(M(t) = n)xP(tidak ada pelanggan yang dilayani selama
Atjsistem tidak kosong) + P(M(t) = n-1)xP(satu pelanggan yang
dilayani selama At|sistem tidak kosong) + P(M(t) = n-2)xP(dua

pelanggan yang dilayani selama At | sistem tidak kosong) + ... +



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
43

P(M(t) = 0)xP(n pelanggan yang dilayani selama At sistem
tidak kosong),n>0 (3.15)
Probabalitas tidak ada pelanggan yang dilayani selama At sama dengan 1 — pAt -
-~ O(At). Menurut pengandaian 1 dan 2, persamaan (3.15) menjadi :
ba(t+At) = by(DI1 - pAt - O(A)] + b (D[HAL +O(AD] + bra(DO(AL) + ... +
bo(t)O(At), nx1 (3.16)
Untuk n =0, diperoleh
by (t+tAt) = P(M(t) = 0)xP(tidak ada pelanggan yang dilayani selama
At | sistem tidak kosong)
=bo()[1 — pAt - O(At)] ; 3.17)
Persamaan by, (t + At) diperoleh, yakni
bu(t+At) = by(t) [1 — pAt -O(At)] + bai(t) [mAt +O(AL)] + bno(t) O(AL) + ... +
by () O(At),n> 1
dan by (t + At) = bo(t) [1 — pAt -O(At)]
Selanjutnya akan dicari persamaan diferensial dari b,(t). Dari persamaan (3.16)
suku yang mengandung b,i(t) O(At), 0 < j < n, digabung menjadi O(At), sehingga
persamaan (3.16) dapat disajikan dalam bentuk
ba(t+AL)-by (t) = -t At by (1) + 1 At by (1) O(A), n> 1 (3.18)
Persamaan (3.17) mempunyai suku yang mengandung bo(t)O(At), kemudian
bo(t)O(At) digabung menjadi O(At) sehingga persamaan (3.17) dapat disajikan
menjadi persamaan berikut :

bo(t+At) — bo(t) = -1 At bo(At) + O(AL) (3.19)
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Persamaan (3.18) dan (3.19) dibagai dengan At, kemudian diambil limit untuk

At—0, maka diperoleh persamaan-persamaan differensial untuk b, (t), yaitu :

i A0 )+ e, 0+ A

A0 At At
db, (1)
Atau et b, (t) + b, (H),n>1 (3.20)
Dan v [bo(t +At)—by (1) _ _ubu O(At):l
At—0 At At
Atan d_*ziot(_t): by (t) (.21)

Dari pengandaian proses pelayanan sampai dengan diperoleh persamaan
diferensial .by(t), akan dibuktikan persamaan diferensial by(t) mempunyai
penyelesaian yang berbentuk distribusi poisson.

Penyelesaian umum persamaan (3.21) yaitu bo(t) = A e™ dengan A konstanta
yang dapat diperoleh dari kondisi batas yakni bp(0)=1. Jadi A =1 daﬁ bo(t) =™

Jika n = 1, maka persamaan (3.20) merupakan persamaan diferensial tingkat satu,

yaitu
%z—ybl(t)ﬁubo(t) atau
dbé(t)wbl (D= e™" (322)

Dengan menggunakan kondisi batas b;(0) = 0, persamaan (3.22) mempunyai

-t

penyelesaian yakni by (t) = pte™ .
Jika n =2, maka persamaan (3.20) merupakan persamaan diferensial tingkat satu,

yaitu : db
(zit(t) =—ub,(t)+ ub,(t) atau

db, (1)

+ub,()=p te ™ (3.23)
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Dengan menggunakan kondisi batas by(0) = 0, penyelesaian persamaan (3.23)
2
adalah b, (1) :ﬂ e Ht
2

Jika n = 3 maka persamaan (3.20) merupakan persamaan diferensial tingkat satu,

yaitu :
db113—1[(1[)+,ub3(t) =ub,(t) atau
3,2 -ut
0O, b0 z% (3.24)

Dengan menggunakan kondisi batas bs3(0) = 0, penyelesaian persamaan (3.24)
3
adalah by(t) == ety e Ht
6

Dari hasil di atas :
bo(t) = e
b,(t) =ﬂte-ﬂt

b,(t) = (Zt') e

by() = e

Sehingga dapat diduga

b, (t) =(”—t')— e*,n=0,12,.. (3.25)
n:

Dengan menggunakan induksi matematika akan dibuktikan bahwa persamaan
(3.25) adalah penyelesaian umum persamaan (3.20).

Tahap I, untuk n=1by(t) =pte™" TahapI terbukti

bk(t) =%

Tahap II, andaikan untuk n=k,
Merupakan penyelesaian dari persamaan (3.20), akan dibuktikan persamaan (3.25)

berlakuy untuk n = k+1.
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Jika n = k+1, maka persamaan (3.20) merupakan persamaan diferensial tingkat

satu yang berbentuk
dbg—;l(t) + ub,,, (t) =ub,(t), atau
b, (D) e
B by (0 = (3.26)

Dengan menggunakan kondisi batas by+1(0) = 0, maka penyelesaian persamaan

(3.26) adalah
(/lt) k+1 e-;!t

kiD)! ;sehingga menurut induksi matematika
+1!

bk+1 (t) =
Persamaan (3.25) belaku untuk n bilangan cacah. Dilihat dari bentuknya

persamaan (3.25) merupakan distribusi poisson dengan paramater ut, sebab

POM(t)=n) = b_(t) = (#nt?n ot

Sehingga M(t) mempunyai distribusi Poisson [ ]
Seperti pada proses kedatangan, pada proses pelayanan dapat dihitung harga
harapannya. Karena proses pelayanan mempunyai distribusi poisson dengan

parameter ut, maka harga harapan pada proses pelayanan sama dengan pt.

3.2.4. Hubungan Distribusi Poisson dan Eksponensial pada Proses Pelayanan
Hubungan distribusi poisson dan eksponensial pada proses pelayanan akan
ditunjukkan dalam teorema-teorema berikut. Teorema-teorema pada proses

pelayanan mirip sekali dengan teorema pada proses kedatangan
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Teorema 3.4
Jika waktu pelayanan dari proses pelayanan masing-masing bersifat saling bebas
dan masing-masing waktu pelayanan mempunyai distribusi cksponensial dengan
paramater L1, maka laju pelayanan berdistribusi Poisson.
Bukti : Karena Ry(t) = P(M(t) < n), maka
b(t) = POMI(t) = n)

=P(M(t) <n) - PM(t) < n-1)

=Ru(t) - Rn-1(t)
Pada waktu t ditemukan n pelanggan, sehingga jumlah n+1 waktu pelayanan lebih
besar dari t. Ry(t) = P(jumlah n+1 waktu pelayanan lebih besar dari t). Diketahui
waktu pelayanan bersifat saling bebas dan mempunyai distribusi eksponensial.
Dengan menggunakan teorema 3.1, jumlah n+1 waktu pelayanan akan

menghasilkan distribusi gamma sehingga

o n+t on -ux
R, (0= g
. n!

Transformasikan variabel u = x —t, didapat

& (u+t) g4t

R, ()= j s edu

. n!
Dari rumus binomial,(u + t)" Z R
(n ri!

4t -pun g
€ i i n!

) T U
Sehingga R (1) = e —
gga R, (1) ! nt & (n-i)! !

Karena konstanta dapat dikeluarkan dari tanda integral dan integral fungsi jumlah

sama dengan jumlah integral masing-masing fungsi, maka
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n+l _-~ut gi @ ]
Rn(t) = & J.e'ﬂ“u n-i du
= (-1l g
. 7 —uu n-i 1 " 1 i -V o, n-l
Tetapi Ie” u"du=|— —J‘e v " dv
0 H]l HY

} 1 (n-i)! sebabJ‘e'v v™dv=(n-i)!
0

1=

n i _-ut
Sehingga R (t) = z @—;——

i=0

b

R, (t)adalah fungsi distribusi kumulatif dari proses Poisson. u

Teorema 3.5

Jika proses pelayanan mengikuti distribusi Poisson, maka variabel acak yang
didefinisikan sebagai waktu pelayanan akan mempunyai distribusi eksponensial.
Bukti :

Dimisélkan S adalah variabel acak untuk waktu pelayanan sehingga P(S>t) =
P(nol pelayanan dalam waktu t) = by(t). Diketahui proses pelayanan mengikuti
distribusi Poisson, sehingga: bo(t) = e‘“t.fN\)imisalkan F(t) melambangkan fungsi

distribusi kumulatif dari S sehingga F(t) = P(S < t) = 1- ™ . Jika fungsi

kepadatannya f{(t) maka
dF(t) b
flt)=—== pe*
(O)=="=#
Jadi S mempunyai distribusi ekspohensial ]

Dari teorema 3.8 dan 3.9 dapat disimpulkan bahwa proses pelayanan mempunyai

distribusi Poisson bila dan hanya bila waktu pelayanan berdistribusi eksponensial.
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3.3. Model Antrian Probabilistik untuk Pelayan Tunggal pada Kapasitas.

Sistem Tak Berhingga
Bagian ini memuat proses kelahiran dan kematian. Dari proses kelahiran
dan kematian akan disusun Persamaan Diferensial untuk Pl-l(t). Pényelesaian
Persamaan Diferensial untuk Py (t) tidak akﬁn dibahas. Selanjutnya dari Persamaan
Diferensial Py(t), akan dicari penyelesaian keadaan tunak untuk P, dari model
(M/M/1):(GD/w/w). Pada sistem (M/M/1):(GD/wo/0) ini akan diturunkan harga
harapan banyak pelanggan, waktu tunggu dan hubungan antara harga harapan

panjang antrian dengan harga harapan waktu tunggu.

3.3.1. Proses Kelahiran dan Kematian

Lambang-lambang yang dipergunakan dapat dilihat dalam tabel 3.4.

Definisi 3.7 (Kelahifan)

Suatu kelahiran terjadi apabila pelanggan tiba pada suatu fasilitas pelayanan.

Definisi 3.8 (Kematian)

Suatu kematian terjadi apabila pelanggan meninggalkan fasilitas pelayanan.
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Tabel 3.4.

Daftar lambang-lambang no-4

Lambang Arti Lambang
E, Ada n pelanggan dalam sistem antrian.
An Laju kedatangan rata-rata ketika ada n pelanggan dalam sistem.
™ Laju kematian rata-rata ketika ada n pelanggan dalam sistem.
PA(1) P(pada waktu t sistem mempunyai n pelanggan) atau
P =g Po (t) P(pada waktu t sistem dalain keadaanE,)
o Probabilitas n pelanggan dalam sistem pada keadaan tunak.
N Variabel acak untuk banyak pelanggan dalam sistem.
N, Variabel acak untuk banyak pelanggan dalam antrian.
L Harga harapan banyak pelanggan dalam sistem pada keadaan tunak.
L, Harga harapan banyak pelanggan dalam antrian pada keadaan tunak.
Lq* Harga harapan banyak pelanggan dalam antrian dari antrian yang tidak kosong
pada keadaan tunak.
T Variabel acak untuk waktu yang diperlukan satu pelanggan dalam antrian.

W, ()=P(T, <t)

T
W(t)=P(Ts<t)

W, =E[Tq]
W =E[T,]
S

St

X@)

Probabilitas bahwa satu pelanggan memerlukan waktu tunggu dalam antrian kurang
dari atau sama dengan t.

Variabel acak untuk waktu yang diperlukan pelanggan dalam sistem.

Propabilitas bahwa satu pelanggan memerlukan waktu tunggu dalam sistem kurang
dari atau sama dengan t.

Harga harapan waktu tunggu yang diperlukan satu pelanggan dalam antrian.

Harga harapan dari waktu tunggu yang diperlukan satu pelanggan dalam sistem.
Variabel acak untuk waktu pelayanan.

Variabel acak untuk waktu pelayanan pelanggan ke-i (i=1,2,3,...).

Banyaknya pelanggan pada waktu t.

Akan dicari persamaan persamaan Pn(t+At). Ada sistem antrian yang dianggap

memenuhi pengandaian berikut :

1. Distribusi probabilitas yang menentukan banyak kelahiran dan kematian dalam

suatu selang hanya tergantung pada panjang selang dan tidak pada titik awal

selang.
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2. Jika pada waktu t sistem dalam keadaan E, maka probabilitas bahwa terjadi
satu kelahiran selama (t, t+At) sama dengan A, At + O(At),n= 0,1,2, ...
3. Jika pada waktu t sistem dalam keadaan E, maka probabilitas bahwa terjadi
satu kematian selama (t, t+At) sama dengan p, At+O(At), n= 0,12, ...
4. Probabilitas terjadi lebih dari satu kematian atau satu kelahiran selama
(t, t+At) sama dengan O(At).
Berikut merupakan gambar proses kelahiran dan kematian yang memenuhi

pengandaian di atas. Untuk At sangat kecil, probabilitas lebih dari satu kelahiran

atau kematian akan sama dengan nol, sebab lim = 9%2 =0
At-30 i)
A, At+O(At) A,At+0 (At)
1At +O(At) HUT L prye 4 oAt +O(At)

Probabilitas untuk proses kelahiran dan kematian selama At

Persamaan Pn(t¥At) dapat diperoleh dengan melihat cara sistem mencapai
keadaan E,, pada waktu t+At. Pada waktu t+At sistem dapat berada dalam keadaan
E, dengan cara : |
sistem berada dalam keadaan E, pada waktu t dan selama At sistem mempunyai j
kelahiran dan j kematian, j>0, atau
sistem berada dalam keadaan Ey+; pada waktu t, dan selama At sistem mempunyai

j + k kematian dan k kelahiran, k>0, atau
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sistem berada dalam keadaan E,; pada waktu t, dan selama At sistem mempunyai

j + k kelahiran dan k kematian.

Menurut pengandaian 4, probabilitas lebih dari satu kelahiran atau lebih
dari satu kematian selama At sama dengan O(At). Maka tinggal memikirkan
sistem yang mempunyai kejadian maksimum sétu kelahiran dan maksimum satu
kematian selama At.

_ Sisteth dapat berada dalam-keadaan B, pada waktu t dan tidak ada

kelahiran dan kematian selama At, atau

- sistem dapat berada dalam keadaan E, pada waktu t dan selama At ada

satu kelahiran dan satli kematian, atau

- sistem dapat berada dalam keadaan E,, pada waktu t dan selama At dan

sistem mempunyar satu kelahiran dan tidak adakematian, atau

- sistem dapat berada dalam keadaan E,.; pada waktu t dan selama At

sistem Iﬁéfn;puhyaii satu kematian dan tidak ada kelahiran.

Daﬁ keterangan di atas, akan dicari persamaan P,(t+At), dengan At perubahan
waktu yang sangat kecil dan n>1. Karena pada waktu t+At sistem dapat mencapai
keadaan E, dengan kejadian—kg' gdian di atas yang merupakan kejadian saling
bebas, maka akan diperoleh péréémaan berikut :

P(sistem dalam keadaan E, pada waktu t+At) =

PQsisterﬁf berada dalam keadaan E, pada waktu t dan selama At selama tidak ada
kelahiran dan tidak ada kematian) + P(sistem-dalam keadaan E, pada waktu t dan
_sglama At ada satu kelahiran dan satu kematian) + P(sistem berada dalam keadaan

Epn+1 pada waktu t dan selama At ‘selama ada satu kematian dan tak ada kelahiran)
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+ P(sistem berada dalam keadaan E,,; pada waktu t dan selama At selama ada satu
kelahiran dan tidak ada kematian) + P(gabungan dari kejadian-kejadian yang
mengandung lebih dari satu kelahiran atau lebih dari satu kematian selama At).
(n>1) ' (3.27)
Dari definisi 2.7 diperoleh P(AnB) = P(B) P(Al B). Dengan menggunakan hasil
bahwa P(AnB) = P(B) P(A | B) maka persamaan (3.27) dapat disajikan dalam :
P(sistem dalam keadaan E, pada waktu t+At) = P(sistem berada dalam keadaan E,
pada waktu t) P(tidak ada kelahiran dan kematian selama At | sistem | dalam
keadaan E,, ) + P(sistem dalam keadaan E, pada waktu t) P(satu kelahiran dan
satu kematian selama At | pada waktu t sistem dalam keadaan E,) + P(sistem
dalam keadaan E,;; pada waktu t ) P(satu kematian dan tidak ada kelahiran selama
At [ pada waktu t sistem dalam keadaan E,.+1) + P(sistem dalam keadaan E,,.; pada
waktu t ) P(satu kelahiran dan tidak ada kematian selama At | pada waktu t sistem
dalam keadaan E,.;) + O(At) ‘ (3.28)
Meng;gt pengandaian 2, probabilitas tidak ada kelahiran selama At adalah satu
dikurangi probabilitas satu kelahiran. Jika sistem dalam keadaan E, maka
probabilitas tidak ada kelahiran selama At adalah 1- A, At - O(At).

Menurut penggandaian 3, probabilitas tidak ada kematian selama At adalah satu
dikurangi probabilitas tidak ada kematian. Jika" sistem dalam keadaan E, maka
probabilitas tidak ada kematian selama At adalah 1- p, At - O(At).

Karena terjadinya kelahiran tidak tergantung pada kematian maka persamaan 3.28

menjadi :
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Pu (t+AL) = P, (D)[1- A At - O(AD][ 1- pn At - O(AL)] + P, (1)[An At + O(AL) ][ At +
O(AD)] + Poar(D[1- Ane1 At - O(AD][pn1 At + O(AL)] + Proa(t)[An1 At +
O(AD)][1-pa 1 A-O(AD) ]+ O(AL) (n > 1) (3.29)

Dengan menjabarkan persamaan 3.29, kemudian semua suku yang mengandung

O(At) , atau (At)* digabung dalam O(At), maka persamaan (3.29) menjadi

Py (t+At) = P, (D[ 1- Ay At -y At] + Priq(f) Barr At + Pog(t) Ang At + O(AL)

(n>1) ' (3.30)

Karena P,.; tidak ada untuk n = 0, maka untuk n = 0 sistem harus dibicarakan

secara terpisah. Persamaan P, (t+At) dapat dicari dengan cara melihat sistem

berada dalam keadaaan E pada waktu t+At.

Sistem dapat berada dalam keadaan Eypada waktu t+At bila :

1. Sistem berada dalam keadaan E, pada waktu t dan selama At tidak ada kelahiran

(tidak mungkin terjadi kematian sebab sistem kosong), atau

2. Sistem berada dalam keadaan E; pada waktu t dan selama At tidak ada kelahiran

dan ada satu kematian, atau

3. Sistem Berada dalam keadaan lebih tinggi dari E; pada waktu t dan selama At

terjadi lebih dari satu kematian.

Dengan cara yang serupa dengan mencari P, (t+At) untuk n>1 maka untuk n =0

akan diperoleh persémaan berikut :

Po(t+AD) = PoD[1- o At - O(AD] + P11 At - O(AD] 11 At-+ OAY] + O(AY)

=Po()[1-LoAt]+P1(t) A1 At + O(At) (3.31)

Dari hasil di atas diperoleh :
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Po(t+At) = Po(D)[1-Ag At-ppAt] + Por(Dpnn At + Poa(H)Aa1At + O(AL)

(n>1) (3.32a)
Po(t+At) = Po(t)[ 1-AoAt] + P1(t) i At + O(At) (n > 1) (3.32b)
Persamaan (3.32a) dan (3.32b) memperlihatkan P, sebagai fungsi t dan n, yaitu

waktu dan banyak pelanggan)

a. Persamaan diferensial untuk P,(t)

Persamaan (3.32a) dan (3.32b) dapat ditulis sebagai :

Pn (t+ At)-Pn (t)Z-(/l n+lu n)At Pn (t)+/l n+l At P11+1 (t)+/l n-1 At Pn—l (t)+O(At)
n>1 (3.33)
Py (t-+ ALY~ Py () =~ 4 At Py(0)+ 24 At Py(t) + O(AD)

Persamaan (3.33) dibagi dengan At dan diambil limit untuk At —0 maka akan

diperoleh persamaan :
. | P, (t+AD-P (1) 0(At)

IAltl—I)IOll: At - _(/ln i H n)Pn (t) +/u n+1Pn+1 (t) +4 n-an-l (t) a2 At (3343)
[P (t+A)-P(t) 0(At)

IA,tl_l’)I(;l!: At =-A,P, () +u P )+ A (3.34b)

Dengan menggunakan definisi derivatif, persamaan (3.34a) dan (3.34b) menjadi :

dP(Iit(t) RS (/l n + H n)P“ (t)+/j n+l Pn+1 (t)+/ln-1 Pn-l (t)a(n 2 1) (3353)
ch(;t( DA R+ RO (3.35b)

Persamaan (3.35a) dan (3.35b) adalah persamaan diferensial dalam n dan t.
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b. Penyelesaian Keadaan Tunak untuk P,

Definisi 3.9 (Keadaan Tunak)

Keadaan tunak adalah keadaan sistem dimana banyak pelanggan dalam sistem
tidak dipengaruhi waktu dan banyak pelanggan pada keadaan awal.

Andaikan sistem dapat mencapai keadaan tunak. Persamaan keadaan tunak untuk
P, dapat diperoleh dengan mengambil limit untuk t—>o0 dari persamaan (3.35a)
dan (3.35b). Pada keadaan tunak, banyaknya pelanggan dalam sistem tidak
tergantung pada waktu dan keadaan awal maka LA =0

dt
Sehingga persamaan (3.35a) dan (3.35b) menjadi :

O=—(ﬂ, n + Jun)Pn +Ju n+l} Pn+l+ﬂ’n-l Pn-l (n 2 1)

0=—A, P +u,P

Pt tHap fep ol
atau H n+l H n+l (336)
P, :hpo
K
Dari persamaan (3.36) menghasilkan P = ﬂpo
Hy

Dengan menggunakan metode iterasi, dicari penyelesaian keadaan tunak dari P,

Jika n = maka persamaan (3.36) menjadi :

P2=ﬂ’l+lu1 Pl_/lo P()
Ho H,
At Aep Aop (sebabh = 20p )
Ky H ) K
= Aity P, (3.37)
oy

Jika n = 2 maka persamaan (3.36) menghasilkan :
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v_ﬂ““2+ﬂ2P _/llP
= 2 1

P,
Hiz Hs
_Fatrs Ak P _A hP (sebab P U P,))
= 0 0 2 = 0
Hi UM Hy Uy HoH
Y (3.38)
Ml [

Dapat diperkirakan penyelesaian keadaan tunak untuk P, adalah :

n-1

A AL A d,
P = P, (n21)
Mol H n-2 /ul

n_ 2
— OH n-1

i1 M

(3.39)

Dengan menggunakan induksi matematika akan dibuktikan bahwa persamaan
(3.39) merupakan penyelesaian dari persamaan (3.36)
Bukti :
: A,
Tahap I, untuk n = 1, maka P, =7P0 , tahap I terbukti.
1

Tahap II, andaikan penyelesaian persamaan (3.36) untuk n = k-2 dan

n = k-1 berturut-turut adalah

K14 kA
P, =P 1 dan P =P, J1
i1 MU =l M

Akan dibuktikan persamaan (3.39) berlaku untuk n = k+1.

Jika n = k maka persamaan (3.36) menjadi :

/lk+/ukP A P,
k —Fp

Pk+1=’ U
k+1 k+1
_/lk+/ukP ﬁ/li-l_ /lk-lPoﬁ/li-l
=T Wi
H =1 H; Hea =t H;

A LI y7, L L .

_ k P, TI 1L, _Hx P, T1 1_P0|iH 1j| Hx

Hxn =1 My Hen = By i My | Hga
k+1 /1 .

=P0H

=l M ~ -
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KarenaP, adalahdistibusiprobabilis makaZPn =1, sechingga
n=0
P, [1 +30 L}: 1
n=1 i= ,Ll i
0o A
Jika ZHI ——=omakaP, =0untukn=0,12,...
n=l 7 M
I o '
Jika Z ]} —=konvergen makaP, = N (3.40)
R 1+ZH i1
n=L & lu i

Dengan menggunakan rumus (3.39) dan (3.40) maka akan diperoleh P, Karena

0

n=0

ZPu =1 maka syarat perlu dan cukup adanya penyelesaian keadaan

© 0 g
tunak adalah ZHI =L konvergen.
n=1'" ;

7

3.3.2 Penyelesaian Keadaan Tunak untuk model (M/M/1):(GD/oo/0)

Dengan menggunakan model kelahiran dan kematian akan dicari P, untuk model
(M/M/1):(GD/w0/0) pada keadaan Tunak. Karena laju kedatangan dan laju
pelayanan mempunyai distribusi poisson, maka A;= A untuk1=0, 1, 2, ...dan w;=
puntuki1=12, .

Untuk model (M/M/1):(GD/e0/0), persamaan (3.39) menjadi

P, =P, T[>

i=1

_ [iJ P, (n>1) (3.41)
7
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Karena P, adalah distribusi probabilitas maka »,P, =1

n=0
Sehingga N
> [-ﬂi} P,=1,atau
n=0 /l
0 a ﬂ
Zp P, =1,dengan p=— (3.42)
n=0 H
© -1
Dari persamaan (3.42) akan diperoleh P, = {Z p“} (3.43)
n=0

Z p "merupakan deret geometri, dan Z p "konvergen bila hanyabila p < 1.

n=0 n=0

Jika p < 1maka sistem mempﬁnyaipenyelesaian keadaan tunak.

Karena i p " konvergen, maka i p"=[1-p]" p<1
n=0 n=0

Dari persamaan (3.43) diperoleh Py =1 - p (3.44)
Penyelesaian keadaan tunak untuk model (M/M/1):(GD/w/w0) adalah

P,=p"(1-p),p=Au,n=0,1,2,... . (3.45)

3.3.3. Ukuran Keefektifan untuk Sistem (M/M/1):(GD/c0/0)

Distribusi probabilitas pada keadaan tunak untuk ukuran sistem dinamakan
ukuran keefektifan. Dua ukuran keefektifan yang akan dibahas, yakni harga
harapan banyak pelanggan dalam sistem dan harga harapan banyak pelanggan

dalam antrian.
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a. Harga Harapan Banyak Pelanggan dalam Sistem dan Harga Harapan
Banyak Pelanggan dalam Antrian.

Dari hasil di atas diperoleh bahwa untuk keadaan tunak A < u. Selanjutnya

akan dihitung harga harapan banyak pelanggan dalam sistem pada keadaan tunak.

Dengan menggunakan definisi harga harapan maka:

L= E[N]= inPn
n=0

S'n(1-p) p" (sebabPpy =(1-p) p™)

(1-p) in p"

—(1-p) [p+2p*+3p° +4p* +..]
~(1-p)pfl+2p +3p>+4p% +.]

=(1-p) pin P (3.46)

Sehingga persamaan (3.46) menjadi :
Tetapi » .n p “'merupakan turunan pertama terhadap o dari » n p"

d . i n=0
L=(-p) pg[gp }
4 [ 1
~(-P pa;[ﬁ}

=(1-p) p (1-p)*
Jo)
o,

n=}

==

Harga harapan banyak pelanggan dalam sistem pada keadaan tunak untuk model

(M/M/1):(GD/eo/0) adalah
p
l1-p
__4 (3.47)

L= atau



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 61

Diketahui sistem mempunyai satu pelayan. Jika banyak pelanggan dalam sistem
ada n maka banyak pelanggan dalam antrian ada (n-1), n>1. Harga harapan

banyak pelanggan dalam antrian pada keadaan tunak adalah :

n=} n=1

0
=L-(1-P) (sebab P0+,§_1Pn:1)

0
—T e, | (3.48)

Dari persamaan (3.44) diperoleh Py = 1- p, sehingga

2
- £ atau
I-p

22

O (3.49)

b. Harga Harapan Banyak Pelanggan dalam Antrian dari Antrian yang
Tidak Kosong

~Akan dihitung harga harapan banyak pelanggan dalam antrian dari antrian

yang tidak kosong. Im'l merupakan kasus khusus dari bagian a.Untuk kejadian

dengan antrian kosong akan diabatkan, maka
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*

quE

——

NN, #0]

8

= Y(n-1)p *
n=1 n

8

= Y-1p*
n=2 n

dengan P,* merupakan distribusi probabilitas bersyarat pada sistem yang
mempunyai n pelanggan bila diketahui antrian tidak kosong, sehingga :

P,* =P(n pelanggan dalam sistem l n=2)

Dengan menggunakan definisi probabilitas bersyarat diperoleh

P *_ P(ada n pelanggan dalamsistemdann>2)
N P(ada paling sedikit dua pelanggan dalam sistem)
P
= n n=2
o0
> P
n=2"
P (sobh 0 ) .
=—08 _ (sebab Y} P_ =1 , (3.50)
1- Po = P1 n=>0 n

Dari persamaan (3.45) diperoleh Po= (1-p) dan P= p (1-p). Sehingga

persamaan (3.50) menjadi :

. P P
PF= n 0
n o 1-(-p-pl-p) p°
. o0 P
Maka L. "= Y(@m-1) 2
a4 .2y 2
1 o0 1 o0
e L
2
P = T pzn:2 n
1

e, T
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:L-(l-Po)

2
£ q-1-pD
= _p =

pZ 1-p

Sehingga Lq* = ——atauLq* = —# (3.51)

gealq® =T etaulq” =— ey :

Menurut hasil di atas pada keadaan tunak P (banyak pelanggan dalam sistem lebih
besar atau sama dengan 2) = p”. Selanjutnya akan dibuktikan P(N > n) = p”.

Bukti :

P(N2n)=3 P,

k=n
-3 1-p)p
k=n
=(1-p)p* Y. p*"
k=

A-p)p" _ . 359
d-n) p (3.52)

Contoh 3.1.

Seorang tukang cukur membuka usaha potong rambut dan menangani sendiri
pelanggannya. Para pelanggan dilayani berdasarkan pada disiplin FCFS. Karena
reputasi tukang cukur baik, maka pelanggan selalu bersedia menunggu.
Kedatangan para pelanggan mengikuti distribusi Poisson dengan laju kedatangan
rata;rata dua orang per jam, dan waktu pelayanan berdistribusi eksponensial

dengan rata-rata 20 menit.
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Ini merupakan sistem (M/M/1):(GD/wo/0), dengan A= 2/jam, u= (1/20) menit =
3/jam, p=A/u=2/3. Banyak pelanggan yang diharapkan berada dalam salon dapat
ditentukan dari persamaan (3.47), diperoleh L =2/(3-2) = 2 pelanggan, sedangkan
banyak pelanggan yang menunggu untuk dilayani dihitung dengan persamaan

2
(3.49) Iq (2)

~3(3-2)

%z 1,33 pelanggan

Tukang cukur menganggur bila dan hanya bila tidak ada pelanggan dalam salon.
Probabilitas kejadian ini dapat dihitung dari persamaan (3.45) dengan mengambil
n=0 yaitu : Py = 1(1-2/3)=1/3 maka prosentase tukang cukur dalam salon
menganggur selama 33 %.

Banyak pelanggan yang diharapkan bila telah ada pelanggan yang menunggu

ditentukan dari persamaan (3.51),

Lq :_1'2— =3 pelanggan

1 PR
3
Probabilitas pelanggan tidak memperoleh tempat duduk, misal bahwa bila ruang
tunggu menyediakan empat kursi ditentukan :
P (tidak mendapat tempat duduk) = P(N>5) = p > = (2/3)° =0,13.

Maka probabilitas pelanggan tidak memperoleh tempat duduk sebesar 0,13.

3.3.4. Distribusi Waktu Tunggu untuk Sistem (M/M/1):(GD/o/0) pada
Keadaan Tunak.
Dari teori probailitas diperoleh definisi berikut :

Diberikan variabel acak X (diskret atau kontinu). Fungsi distribusi kumulatif F

pada X adalah fungsi F:R—R didefinisikan dengan
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F(a) =P(X < a), dengan R himpuan bilangan real dan aeR.

Jika X adalah variabel acak diskret dengan distribusi f maka
F@)= ¥ f(x;)
yang merupakan fungsi tangga. Di lain pihak, jika X adalah distribusi kontinu
dengan fungsi kepadatan fmaka  F(a) = [f(x)dx
Akan dicari W(t) dan W(t) bila diketahui disiplin antrian FCFS. Dalam mencari
waktu tunggu, disiplin antrian akan sangat berpengaruh. Variabel acak waktu
tunggu mempunyai sifat menarik yakni pada kasus tertentu diskret dan kasus lain
kontinu. Sebagian besar waktu tunggu merupakan variabel yang kontinu, kecuali
waktu tunggu satu pelanggan yang langsung memperoleh pelayanan tanpa harus
menunggu. |
Jika pelanggan datang dan tidak ada pelanggan dalam sistem maka
pelanggan itu akan langsung dilayani. Akibatnya
Wq(0)=P(T,<0)
=P(T,=0)
= P(sistem kosong pada waktu pelanggan datang)
=Py = 1-p (ingat persamaan (3.44) ) (3.53)
Tinggal mencari W (t) untuk t>0
Diketahui disiplin antrian adalah FCF S. Jika pelanggan datang dan sudah
ada n (n > 0) pelanggan dalam sistem maka pelanggan yang baru datang harus
menunggu sebesar Ty=S;+S;+ Sz +.., +§, 7
Diandaikan S; berdistribusi eksponensial. Dari teorema 3.4, S; merupakan variabel

saling bebas. Akibatnya dengan menggunakan teorema 3.1, T, mempunyai
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distribusi gamma dengan parameter p dan n, sehingga P(waktu pelayanan n

pelanggan kurang dari atau sama dengan dengan t|pelanggan datang dan ada n

fﬂe”"(uX)“
(n-1)!

Probabilitas bahwa pelanggan datang dan ada n pelanggan dalam sistem sama

pelanggan dalam sistem) =

dengan P, Oleh karena itu

W) =P(Ty< 1)

= Z P(waktu pelayanan n pelanggan <t | pelanggan datang dan sudah ada

n=1}

n pelanggan dalam sistem) P(pelanggan datang dan sudah ada n

pelanggan dalam sistem) + W¢(0)
ii pe ™ (ux)™

dx p*(1-p)+1-p
n=l ¢ (n'l)‘

2]

t n-1
B uxxe_(ppx) 1.
p)pgﬂe Zl Gonn Eibke

t

—p)pf,ue"“‘ e’ dx +1-p
0

=p-p e—ﬂt(l-p)+1_p

W, () =1-p e#10») v (3.54)

Distribusi kumulatif waktu tunggu dalam antrian adalah

1-p,untuk t=0

W._(t)=
(0 {1 - pe P untuk £)0

Dari definisi 2. 14(fungsi kepadatan) diperoleh fungsi kepadatan untuk T, yaitu:
dW, ()

w, (=9 dt ~’
1- p,untukt=0

untuk t)0
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e 1D

-Hx n
T

£

n! u"
e " (Ax)" dx
n!

.
(-2 e-#xzo(n’!‘) dx

=
I}
<

pe (ux)" A (1

—/’t)

o
®

Il
[V
O ey = Oty ot O ey

=]
]
(=]

(u—-1) e e™ dx

It
= O ey O mm—n e O Sy

(u—2) e dx

_elwa)t

Il

Fungsi kepadatan dari variabel T; yaitu
w(t)=(u—2) et

Harga harapan waktu yang diperlukan dalam sistem yaitu
W=E[T ]= [t(u-2) ¥ dt, atau
0

W=——
H=A

Contoh 3.2

Diperhatikan contoh 3.1, ditentukan W, dan W, yaitu:
—-2 _2 jam
33-2) 3 !

Dari persamaan (3.57) diperoleh W = 6—1——) =1 jam

Dari persamaan (3.55) diperolehW, =

Dari persamaan P(Tg) = 1 -P(Tq< 1)

=1-Wq(D)

68

(3.56)

(3.57)
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1— p)e ™" untuk t)0
atau w(t) = ﬂp( P)e un N
1-p untuk t =0
Maka harga harapan waktu tunggu dalam antrian adalah
W, ()= [tW, (1) dt
0
=O(1—p)+_[t pu(-pye*®? dt
0
= 2 (- 2y e P gt
0o M
=1J‘t(y—ﬂ)e'(""') tdt
Ho
.. | (3.59)

p-2)

Cara mencari distribusi W(t) mirip dengan mencari W(t). Jika ada n (n>0)
pelanggan dalam sistem ketika pelanggan datang, maka pelanggan yang baru
datang harus menunggu selama Ts = S; + Sy + S5 +... + Spny
Dengan menggunakan teorema 3.1, T; mempunyai distribusi gamma yaitu
P(waktu pelayanan n+1 pelanggan kurang dari atau sama dengan t| pelanggan

t X n
datang dan sudah ada n pelanggan dalam sistem) = J' ie_”('ﬂ dx, sehingga
e * ol

W(t) = P(T, <t)

= i {P(waktu pelayanan nt+1 pelanggan < t | pelanggan datang dan ada n
n=0

pelanggan dalam sistem )P(pelanggan datang dan sudah ada n

pelanggan dalam sistem )}.
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dapat dihitung probabilitas pelanggan akan menunggu lebih dari 1 jam dalam
antrian, yaitu:
P(Ty) =1-[1-(2/3) 3P~

=(2/3) e =0,245

3.3.5. Hubungan antara Harga Harapan Panjang Antrian dan Harga
Harapan Waktu Tunggu
Menurut teorema probabilitas, jika X dan Y variabel acak ‘dalam ruang
sampel U maka E [X+Y] =E [X] + E[Y]
Dari definisi waktu tunggu dalam sistem dapat dibuat relasi Ts = Tq + S. Maka
menurut teorema di atas E [T | = E[Tq + S]
=E[Tq+EI[S] (3.58)
karena waktu pelayanan diandaikan mempunyai distribusi eksponensial maka

E[S]=1/p. Sehingga persamaan (3.58) menjadi E [T | = E[Tq |+ 1/, atau

W =Wy + 1/ ‘ (3.59)
Semua proses antrian pada keadaan tunak berlaku relasi L=AW (3.60)
dan Ly=A Wy (3.61)

Persamaan (3.60) merupakan rumus Little yang telah ditemukan dan dibuktikan

oleh John Little. Jika rumus Little berlaku maka persamaan (3.59) menjadi

L

= q—|—

2

atau L=L_+2 (3.62)

1
% %

|
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Tabel 3.5

Relasi antara Ukuran Keefektifan

Relasi Keterangan

W=W,+ 1/n | berlaku umum
W=L/A rumus Little yang berlaku untuk semua proses antrian pada
W,-L,/ A keadaan tunak

L Ly Mp Bila rumus Little berlaku maka relasi ini berlaku

3.4. Model Probabilistik untuk Model (M/M/1):(GD/N/x)

Bagian ini memuat persamaan-persamaan diferensi untuk P,, harga
harapan banyak pelanggan, harga harapan waktu tunggu, dan distribusi waktu
tunggu dari sistem (M/M/1):(GD/N/e0)

3.4.1. Persamaan-persamaan Diferensi untuk P, dan penyelesaian P, pada
keadaan tunak untuk model sistem (M/M/1):(GD/N/x).

Sistem (M/M/1):(GD/N/w0) dapat menampung paling banyak N
pelanggan. Apabila sistem ini telah penuh (berisi N pelanggan) maka para
pelanggan yang datang kemudian tidak diperbolehkan masuk sistem dan tidak
diperkenankan menunggu diluar. Pada sistem ini, laju kedatangan mempunyai

distribusi Poisson dan waktu pelayanan mempunyai distribusi eksponensial, maka
{/l untukn=0,12,... ,N-1

A =
0 untukn=N

U, =g untuk n=1,2,3, N
Untuk n>N, P,(t)=0. Sebab banyak pelanggan tidak mungkin lebih besar N.
Berdasar pada proses kelahiran dan kematian akan disusun persamaan Py, .

Dengan menggunakan persamaan (3.33) akan diperoleh persamaan
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P, (t+At)-Py () = — £ AtP, () + A AtPy, (t) + O(AL) (3.63)

Persamaan (3.63) dibagi dengan At, kemudian diambil limit untuk At—0, maka

akan diperoleh persamaan diferensial

dPy (1)
dt

Karena A, =A untuk n=0, 1, 2, .. , N-1 dan p, =p untuk n=1, 2, 3, .., N-1 maka

=-uPy () +Py, (1) (3.64)

persamaan (3.35a) dan (3.35b)

deut(t): —(A+p) P,(t)+ pP,,, (t)+ AP (t)bilal< n <N-1

] (3.65)

d%ot(t_) = — AP, (t) + uP,(1)

Dari persamaan (3.64) dan (3.65) diperoleh

Lol () R0+ P ) AP, (humik 15 n <N-1

<deLt(t) = —AP,(0) + uP, (3.66)

dPy,
dt

= nles (t) + /IPN-I(t)

Persamaan-persamaan diferensi pada keadaan tunak adalah

r

A
P =—P,
)7,
ip =2tEp A p inuki<n < Nel (3.67)
7 )7
A
Py = —Py,
)7,

Dengan metode iterasi pada 3.3, diperoleh penyelesaian P, yaitu

P, = (M) Py, untuk n < N-1 (3.68)
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Untuk n =N -1, persamaan 3.68 menjadi
Py = (l/ﬂ)N_l P,

Dari persamaan (3.67) diperoleh

Py = (A7 p)Py,y

= (A )R )"P,
Py= (/1) P,
Sehingga

P =(A/u)"Py,untuk 0 <n< N

atau P, = p"P ,untuk 0 <n< N,dengan p = A/ u

N N
Dari kondisi batas »_ P, =1, akan diperoleh ) p"P, =1 atau P, = {
n=0 n=0

Menurut jumlah deret berhingga

| untuk p =1
N 1-p
Zp“=< maka
n=0 N +1, untuk p =
l-p
3 —untuk p =1
P0=<
L untuk p =1
N+1~ £
Sehingga
(1_'03'01 untuk p # 1
1-p™"
P =
1
——,untuk p=1
N+1 P

N
Karena Z p" untuk p > 0 merupakan deret konvergen

n=0

maka penyelesaian keadaan tunak ada untuk p > 0

3

(3.69)

(3.70)

-1
p“]

(3.71)

(3.72)
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Dapat ditinjau untuk N— o akan menghasilkan P, = (1-p) p" (lihat persamaan
345), yang sesuai dengan model (M/M/1):(GD/w/oo). Untuk model
(M/M/1):(GD/w/0), keberadaan keadaan tunak hanya terbatas untuk p< 1, sebab

N
untuk p >1, Z p" merupakan deret yang divergen.

n=0

3.4.2. Harga harapan Banyak Pelanggan pada keadaan Tunak untuk sistem
(M/M/1):(GD/N/w)

Akan dihitung harga harapan banyak pelanggan dalam sistem.

Untukp=1

N
L=YnP,

n=0
1 & 1
=——>n (sebab P, =——)
N+14& N+1
1 (N+1)N (N+DN
N+1 2 2
N

L= | (3.73)

(sebab %n E )
n=0

Untuk p #1

N
L=%"np,

n=0

N
= Z np"P,

n=0

N

= PP, Z np™

n=0

= Opnz:go_[pn] (sebab%[pn]=npn'l) (3.74)
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Menurut teorema kalkulus,

ii[p ] Z p" sehingga persamaan (3 74) menjadi

n=0dp dpnO
d N
L=pP, Z
dp & ,
N+l
_op, 4{1=p } (3.75)
dp| 1-p
N+l e | N . N+l
Karenai{l p }:a PICIN+1p") +(=p™)
dp{ 1-p (1-p)

Maka persamaan (3.75) menjadi :

1-(N+1)p" + Np™*!
(-p)y
_(=p)p=[N+1]p" +Np¥)
(-p*)-p) ’
pl-IN+1]p" +Np™) (3.76)

) we)

L= Pyp

Harga harapan banyak pelanggan dalam antrian dapat dihitung dari relasi

Lq=L - (1 -Py), dan relasi ini dapat ditunjukkan dengan cara berikut :

N
L=>nP, =0+P, +2P, +3P, +...+ NP,
n=0
N
=> @-1P, = P, + 2P, +..+(N-1)P,
n=1 -
N
L-L, = P +P+P+..+P;=)P =1-P,
n=1

atau L =L-(1-Py)
Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa relasi Ly=L-(1-Py) berlaku

untuk ~ sistem  (M/M/1):(GD/w/e0).  Akan  dihitung L, dari sistem

(M/M/1):(GD/N/w).
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Untuk p=1,

N
LqZE_(l—Po)
N 1 1
=——|1- sebabuntuk p=1, P, =——
2 [ N+l} ( P 0 N+1)

N N N°'-N
2 N+1 2(N+1)

Untuk p #1,
Lq=L‘(l_Po)
| 1-p bab untuk p=1, P, =——£
=L-— l-l-ﬁﬁ (sebab untuk p = aPo_'l_pN+1)
_ _M
_L 1_pN+l
N?-N
= T untuk p=1
2(N+1)° s
Maka L, = 677)
- N V
0208 i o
34

3.4.3. Harga Harapan Waktu Tunggu pada Keadaan Tunak

Lambang-lambang yang digunakan dapat dilihat dalam tabel 3.6.

Tabel 3.6

Daftar lambang-lambang no-5

Lambang arti lambang

E3

Laju kedatangan yang dapat masuk sistem

n Probabilitas pelanggan menemukan n pelanggan dalam sistem

Diketahui banyak pelanggan dalam sistem maksimum N, maka ada

pelanggan yang tidak dapat memasuki sistem. Probabilitas pelanggan tidak akan




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 76

masuk sistem sama dengan Py sebab sistem tidak akan menerima pelanggan pada

saat banyak pelanggan dalam sistem sama dengan N.

P(pelanggan yang masuk sistem) = P(banyak pelanggan dalam sistem kurang dari N)
N-1

P

n

Il

<

n=

1- Py (lihat kondisi batas)

Il

Sehingga A" = A(1 - Py) (3.78)
Dengan menggunakan persamaan (3.59) dan rumus Little diperoleh A'.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A" = p(L—Lg)

Dari rumus Little diperoleh W =L /A" dan W= Ly /A’

Menurut persamaan (3.59) diperoleh

L L, 1 _A°
;t*—zqr+;atau L-L,)= -

Maka A" = p (L —Ly) (3.79)
Dari persamaan (3.78) dan (3.79) diperoleh

A =M1-Py)=p(L—-Ly
Akan ditunjukkan bahwa q,= 1/ (1- Py).
Pelanggan tidak boleh menemukan N pelanggan dalam sistem sebab kapasitas
sistemnya sebesar N sehingga pelanggan tersebut tidak boleh masuk sistem.
Maka untuk sistem (M/M/1):(GD/N/w), q, # Py
Untuk menemukan q,, dapat dihitung dengan cara menormalkan kembali
probabilitas P, dengan menghilangkan Py Sehingga q, = / P, dengan / adalah

konstanta penormalan sedemikian sehingga
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N-1 N-1
>q,=>./P, =1
n=0 n=0

N-1

-1
Pn} :(1—PN)‘1dan q“:1P1n) untuk n <N -1 (3.80)

N

Maka / = { '
n=0
Berikut akan dicari W(t) untuk t= 0
Wy0)=P(Tq<0)
=P(Ty=0)
W¢(0) = P(sistem kosong pada waktu pelanggan datang)
W(0)=qo (3.81)
Setelah W(0) diperoleh, selanjutnya dihitung W (t) untuk t > 0.
Diketahui disiplin antrian FCFS. Jika pelanggan datang dan menemukan n
pelanggan dalam sistem , maka pelanggan tersebut mempunyai
Ty= 81+ So+...+ S,
Diandaikan S; berdistribusi eksponensial. Dari teorema 3.4, S; merupakan variabel

saling bebas. Akibatnya dengan menggunakan teorema 3.1,

P(n pelanggan selesai dilayani dalam waktu kurang dari atau sama dengan |
pelanggan yang baru datang menemukan n pelanggan dalam sistem) =

jr e
3 (n-l)!

Oleh sebab itu

N-1

W, (t)= Z [P(n pelanggan selesai dilayani dalam waktu kurang dari atau sama
n=I

dengan t l pelanggan yang baru datang menemukan n pelanggan dalam
sistem) P(ada n pelanggan dalam sistem ketika pelanggan datang)] +

W40), >0 (3.82)
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n-—-1 - pyx
A;z)_eidanwq ©)

Berdasarkan definisi 2.14 no1)dan 2) maka

J‘/l ux) " 4 =1 schingga j#(ﬂX)“e"“‘ J‘/l #X) e
n!

Menurut keterangan di atas maka

W, (1) = an{ —Iﬁ(—”%),e— dx }rqo(dan's.sn

n=0
N-2 N-2 b ( n_ -fgxX
ux)'e
=294 " 2 % j : dx +q,
n=0 n=0 t n:

Dari teorema 3.4 telah diperoleh

AR SIS
i=0 n!
Lo (pp'e
t) unﬂ anﬂz i dX +(,,atau
N-2 n t ut
=1= 2 auf =D (L)—,e—— (3.83)
n=0 i=0 1!
S (4 t) .. e .
Der etz d,u Z adalahdistribusikumulatifPoissondenganparameterzt
n=0 i=0

Dengan cara yang serupa dengan mencari Wq(t), akan dicari W(t) untuk t >0.

Maka
W) =P(T; <)
N-1
= Z [P(n+1 pelanggan selesai dilayani dalam waktu kurang dari atau sama
n=0

dengan t] pelanggan yang baru datang menemukan n pelanggan dalam

sistem) P(ada n pelanggan dalam sistem ketika pelanggan datang)]



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 79

z

= Z_t[/l(/l X)n e—ﬂx dX ql'l
n=0 o
N-1

W)=1-Yq, —anT(‘t?—= (3.84)

Contoh 3.3

Diperhatikan contoh 3.1. Andaikan salon mempunyai kapasitas 5 pelanggan,
maka ini merupakan sistem (M/M/1):(GD/5/c0) dengan A = 2/jam, p = 3/jam, N =
5, dan p=2/3 sehingga harga harapan banyak pelanggan dalam salon dapat
dihitung dari persamaan (3.48), sehingga

C@3-6(2/3) +5(2/3)°1
=3 1n-(2/3)

=142 pelanggan

Harga harapan panjang antrian ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.77)

_ 5
L =140 G/AN-C/3
4 1-(2/3)
Probabilitas dari seorang pelanggan akan langsung memperoleh pelayanan bila

=0,79 pelanggan

dan hanya bila tidak ada pelanggan dalam salon. Dari persamaan (3.71) akan
1-(2/3) 243 '

PO = 3 =
1-(2/3)° 665

Dari rumus Little diperoleh W = L/A’

=087

2

diperoleh

Dari persamaan (3.79) dapat dihitung

AT =3(1,42-0,79)=1,89

maka harga harapan waktu tunggu dalam sistem
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W =1,42/1,89 = 0,75/ jam
Dari rumus Little diperoleh harga harapan waktu tunggu dalam antrian, yaitu

L, 079
A5 1,89

W, = =0,42
Dengan persamaan (3.83) dapat dihitung probabilitas dari seorang pelanggan akan

menunggu lebih dari satu jam dalam antrian, yaitu

(3).i e’

3 n
WD =1-2 0, D,
n=0 i=0

Dari persamanan (3.80)' diperoleh

__(213)(243/665) _ _(2/3)* (243/665)
q‘_l-(2/3)5(243/665) T 1-(2/3)° (243/665)
(2/3)° (243/665) _ 11 __QU3)* 43/665) _

2

b I 2/3° 243/665) 4T 1_(2/3) (243/665)

Maka
0 -3 0 -3 3 0 .3 3 2 -3
Wq:l—{0,263 2 +o,27{3 By B }+o,11{3 R, }
0! o 1l o 1 2l
0 -3 -3 2 .3 3 .3
+O,08{3e e e }}:o,ggs
or 1t 2t 3

Tabel 3.7 memperlihatkan perbedaan hasil L, L, W, W, Podan W(1) dari sistem

(M/M/1):(GD/o/w0) dan sistem (M/M/1):(GD/5/0)

Tabel 3.7
Perbedaan Hasil dari Contoh 3.1 dan 3.3

A =2/jam = 3/jam L L, w W, Py WD)

N=w 2 1,33 1 2/3 - 173 0,245

N=5 1,42 | 0,79 0,75 0,42 0,037 0,885
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3.5. Model Probabilistik untuk Pelayan Ganda dengan Kapasitas Sistem Tak
Hingga

Kapasitas sistem ini memuat model (M/M/c).(GD/w/w) pada keadaan
tunak. Akan dicari P, L, L, Wg, W, W(t)dan W(1)
Sistem antrian model (M/M/c):(GD/w/x0) yang akan dipelajari hanya mempunyai
satu antrian, Bila sistem mempunyai c antrian, maka keadaan ini dapat
dikembalikan ke sistem (M/M/1):(GD/w/0), hanya perbedaannya terletak pada
laju kedatangannya. Untuk keadaan sistem (M/M/c):(GD/e0/0) yang mempunyai ¢
antrian maka laju kedatangan untuk masing-masing antrian merupakan 1/c dari

laju kedatangan.

3.5.1. Persamaan P, untuk model (M/M/c):(GD/oo/x0)

Modei (M/M/c)(GD/w/0) mempunyai ¢ pelayanan. Karena waktu antar
kedatangan berdistribusi eksponensial, maka proses kedatangan akan berdistribusi
poisson. Sehingga A, = A untuk semua n. Diketahui waktu pelayanan berdistribusi
eksponensial, maka laju pelayanan berdistribusi poisson. Jika banyak pelanggan
dalam sistem ada n, dengan n<c, maka n pelayan akan sibuk melayani dan sistem
mempunyai laju pelayanan np. Jika banyak pelanggan dalam sistem ada n, dengan
n>c¢ .maka semua pelayan akan sibuk melayani. Sehingga sistem mempunyai laju
pelayanan cp.

ng ,untuk1 <n<c

Maka 1, ={
cu ,untukn>c¢
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Berdasarkan pada proses kelahiran dan kematian akan disusun P, dari sistem ini.

Jika 1< n< ¢ maka persamaan (3.39) menjadi

A
Pn:PoH
i=1 i
/10 /11 ﬂ'n-l
“uop, M,
A A A
T 24 T np
n
=P0 A
n!,u]1

Jika n > ¢ maka persamaan (3.39) menjadi

i-1

P, =P
n Ogﬂi

/10 /11 /10 /10+1 /10+2

n-1

0#1”2-”#0-1 He Hou
y AAAAL.. A

= ) o Dt (o) Aok)

n-ckali

/1]1

Dari keterangan di atas diperoieh

Aﬂ
n!u

P, untukl<n<c

n

P =1
—/1_—P0 untuk n > ¢

n_ n-¢

clu'c

(3.85)

(3.86)

(3.87)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 83

UntukmenemukanP, djgunakankondjsibatasZ:Prl =1 yangmenghasillan persamaan

n=0

Po[i A +i A _}:1 . (3.88)

n-c
™! S utcle

Didefinisikan r =A/p dan p = r/c = A/cp maka persamaan (3.88) menjadi

c-1 I.n @ I.ﬂ -1
Z '+ ' n-¢
~ n! cclc

Py

n=

Karena i——n-L—= L i[%:[ -

n-c
n=c H cle c! n=c

cl ool C
L (t/c = p <1)
cll-1/ 1\
1 c’“”‘ (sebab 1= A/ 1)
cltu®(cu—A
Maka
-1
= A7° 140
P, =[Z—T+——TL} (3.89)
Sunt ol ul(cu-A)

Karena persamaan (3.88) konvergen untuk A/cp < 1 maka penyelesaian keadaan

tunak ada untuk A/cp < 1.
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3.5.2. Harga Harapan Banyak Pelanggan dalam Antrian dan Sistem untuk

Model (M/M/c):(GD/oo/0)

Andaikan A/cp < 1. Dengan cara yang serupa dengan model
(M/M/1):(GD/eo/o0) akan dicari Lq dan L. Antrian hanya terjadi bila banyaknya
pelanggan dalam sistem ada n > ¢, maka dengan menggunakan definisi harga
harapan

Lg= né(n = c)PIl

0 a0
= Yl g cP

n=c n=c¢c
65 n D n

= n P,- X ¢ P, (3.90)
n=c C!CD-C n=c C!CH-C

Deret pertama pada ruas kanan persamaan (3.90) dapat dijabarkan menjadi

Pos n:c P, 1° [Z(n C)[ } +ZC[ } \ } (3.91)

¢l iafc cle i

Derivatif dari deret geometri ) x"adalah ) n x™"'

n=0 n=1
JLkaZx — makaan ! 7 sehingga
n=0 n=1 B
n-c ‘ 3.92
112:(;( ) [ ] 1 r/c)2 (3.92)

Subtitusikan persamaan (3.92) ke persamaan (3.91) maka persamaan (3.91)

menjadi

P_o 0 nrn _ Po I_c+1 1 2 +£C_Zw:[£]n-c
c! ™ cle |(1-r/cf 1 i=lc
Py i nr® P, et { 1, c?/r } (3.93)
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Deret kedua pada ruas kanan dari persamaan (3.90) dapat dijabarkan menjadi

ic I_n 3 I.CC -] I.II—C
= cle™ 0770 o1 &g
r‘c
=Py ——< (3.94)
c!(l-1/c)

Subtitusikan persamaan (3.93) dan (3.94) kedalam persamaan (3.90) dan akan

diperoleh

c/r _p o Uk
c'c (1 1/c)’ T °ci(l-r/c)

2

1+C—1 r/c ——(1 1/c)
T .y

r/c

c’/r c’
c'c (1-r/c) 1 r/c r(l 1/c)
& )

) _ Awas 1o
=R - r/c)2 “lo-0tlen-2Y B/ Sl

Dengan cara yang serupa mencari Ly, akan dicari L. Dari definisi harga harapan

maka :
oS,
n=0
. inpn
n=1
= 3 nP + inPn
n=l n=c
e e p (3.96)
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Ruas kanan kedua persamaan (3.96) dapat diperoleh dari persamaan (3.93)

sehingga

c-1 n c+l

r r ¢t/r
P,.+P ,
10 ° ¢lc {(l—r/c)2 l—r/c}

oot et {1 + 02/r(1—r/c)}

= P, +P
| L th e -1y
c-1 I.11-1 rcc
= —— P, +P Py ———
' ! o clc (l-r/c) R c!(l-r/c)

I.n-l c=1 I_n I,c—l
Karena rz n) r{z - (c i )! } maka

n=0 n!

c-1 I.n I.cl I.c+1 e
L =1P, F + P, +P
0{1:0 n! (c-1) !} ° ctc(l-r/c) ®ctc-r)
Dari persamaan (3.89) diperoleh
c-l .0 c ‘
i PRECLY (3.97)

u=0n—!—-P: c!(c-r)

Sehingga

Iy or ! ot r°c?
L=rP,q—-— - P, P
i O{PO c!(c-1) (c-l)!}Jr * cle(l-rc) i c!(c-1)

15" grghscr'{c-1) et r°c?
=P {—— * P P
Y O{PO cllc-1) c!fc-1) }+ ° cte(l-r/c) ¢ 7, cl(c-r1)

1 [cr®+c?r —crf e re ¢?
=rP<{—- P P
! O{PO { ctc-r1) }}+ A cle(l-r/c) i c!(c-r)

c21.0 I.c+1 I.cc2
=r-————P, +P -+ P,
Y c-T) T cle(l-r/c)’ 8 cl(c-1)

c+l

T

=1r+P—————
T cte(l-r/c)

c+l

A T
L=—+P—F——— 3.98
uo cle(l-r/c)’ (3.98)
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3.5.3. i)istribusi Probabilitas Waktu Tunggu untuk sistem (M/M/c):(GD/oo/0)

Andaikan (A/cp)<1, dan diketahui disiplin antrian FCFS. Jika banyak
pelanggan dalam sistem kurang dari atau sama dengan c-1 maka pelanggan yang
masuk sistem akan langsung memperoleh pelayanan tanpa harus menunggu.
Sehingga pelanggan mempunyai Ty = 0. Maka W, (0) = (T;= 0)

W, (0) = P(banyak pelanggan dalam sistem kurang dari atau sama dengan c-1)

¢c-1 .0 o
e (3.99)
n=0 n !

=19

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.97) ke dalam persamaan (3.99) akan

diperoleh

w,(0)= Po{ﬁlo’" C'—C(CIT)}

W (0):1—MP | (3.100)

Dengan cara yang serupa dengan model (M/M/1):(GD/wo/o0), akan dicari W, (t)
untuk t >0 dari model (M/M/c):(GD/w/®). Pelanggan yang menemukan n
pelanggan dalam sistem , dengan n < c-1, ia langsung masuk pelayanan tanpa
harus menunggu. Pelanggan yang datang menemukan n pelanggan dalam sistem ,
dengan n > ¢, ia harus menunggu n — (c-1) waktu pelayanan.

Sehingga
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W, () = P(T, <t)
= W, (O) + Z{P(n- ¢ + 1 pelangganselesaidilayanidalamwaktukurangdari

atau samadengan { pelangganbarumenemukam pelanggandalamsistem)P, }

Diketahui waktu pelayanan mempunyai distribusi eksponensial. Dari teorema 3.4,
maka waktu pelayanan merupakan variabel saling bebas. Untuk n >c, sistem
mempunyai laju pelayanan pc. Dari teorema 3.1, jumlahan n-ct+1 - waktu
pelayanan yang saling bebas dan masing-masing waktu pelayanan berdistribusi
eksponensial dengan parameter cp, akan menghasilkan distribusi gamma dengan

parameter n-c+1 dan pc. Sehingga

W= W,0+3 2 ,I‘“’(“"X) &7 dx, 1)0

(n-c)t

_ re t R @ (ﬂrx)nc
=Wa O+ R o e gy o
=W, ©+P, _° '£ﬂ¢-ycxeyrxdx

C

=Wq(0)+P - p e ey
‘0

-px(c-r)
=W, (0)+P, { © }

(C !

1-¢#tler)
=W, (0)+P, _1)'{ }

o -tlee-2)
W, (t)= W, (0)+P, ((’” ‘1‘))' {lc.e(z/y)} 0 (3.101)
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Dari persamaan (3.100) dan (3.101) maka
TG S
cl(c-(Am) '

A/ ) [l—etee? )
Do~ i) P, +W,(0) t>0 (3.102)

W, (1) =

Untuk ¢ = 1, persamaan (3.102) adalah persamaan Wy(t) dari model
(M/M/1):(GD/ow0/w0) lihat persamaan (3.53) dan (3.54).

Dengan cara yang serupa dengan model (M/M/1): (GD/w/w) akan diéan'
W(t) dari model (M/M/c): (GD/w/o0). Jika pelanggan menemukan n pelanggan
dalam sistem dengan n < c-1 maka ia langsung memperoleh pelayanan. Jika
pelanggan menemukan n pelanggan dalam sistem maka ia harus menunggu
n-(c+1) waktu pelayanan, termasuk dirinya sendiri. Karena untuk n > ¢, laju
pelayanan sama dengan pc, maka dengan teorema 3.1 jumlahan n-c+2 waktu
pelayanan yang saling bebas dan masing—masing waktu pelayanan mempunyai
distribusi eksponensial dengan parameter pc akan menghasilkan distribusi
gamma. Schingga
W(t) = P(T; <t)

=W, (0)+ i {P (n-c+2 pelanggan selesai dilayani dalam waktu kurang

n=c

dari atau sama dengan t Ipelangga.n baru menemukan n pelanggan dalam

sistem ) P_}
3 L P I,n ﬂC(ﬂ CX)n -c+1 -
_Wq(0)+nz_c: o™ I (n- c+1) dx

cl nc+1t nc+l

_ po(prx)" e
R

n=¢c
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cl 2t n-c+1

= W,(0)+P, j i (urx)

0 c+1)'

cl 2t {em 1}

=W, (0)+P,

0

=W, (O)+P

e 0 dx - j‘ye ’“’"dx}

-prx(c- r) ~JCX
=W, (0)+P, - {( - L J }
¢ 0

-e ,ut(c r) e pet 1
W(t) = W, (0) +p. L i . (3.103)
c C

3.5.4. Harga Harapan Waktu Tunggu untuk Sistem (M/M/c¢):(GD/oo/w0)

Andaikan (A/uc)<1. Fungsi kepadatan dari waktu tunggu dalam antrian adalah

=T untuk  t=0
clWc-Mp) °
Wa(t)= {pe-2) ¢
s 00 P untuk t) O
(c-1)!

Dengan menggunakan definisi harga harapan variabel acak kontinu akan

diperoleh

W, (t) = E[T,]

c © 4 “(pe-1)t
:o{l-—f((’u’ﬁ ) PD} 24 t(’“.”() "S' P dt
¢ I - KM o (O !
c P @
- (/lélu)l)/f ] Ite-(pc-l)tdt
c-1)!
_ QIR [t eny e )T
(c-l)! He-A4 (He-1)°
(1 w)° uP,

B -t (uec-1)? (3-104)
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W, dapat juga diperoleh dari rumus Little yaitu Wy = Ly / A. Karena dari

persamaan (3.95) telah diperoleh L, maka
(A1) 1P A
(c-1)!(uc-1)*4

G,
= -1 (o iy (3.105)

W, (1) =

Sehingga persamaan (3.105) akan sama dengan persamaan (3.104). Dengan

menggunakan relasi W=1/u +Wg akan diperoleh

T € 2P, (3.106)

W = —
g (- (pc-a)°

W dapat pula diperoleh dari rumus Litﬂe yaitu W = L/ A, dengan L diperoleh dari

persamaan (3.98).

Contoh 3.4.

Sebuah klinik mata memberikan pelayanan gratis tes glukoma pada setiap hari
minggu. Ada tiga orang dokter yang menangani. Satu tes glukoma memerlukan
waktu rata-rata 30 menit dan kenyataan waktu pelayanan mempunyai distribusi
cksponensial. Kedatangan pasien ke klinik membentuk distribusi Poisson dengan
laju 5 / jam. Para pasien dilayani menurut disiplin FCFS. Ini mérupakan model
(M/M/3): (GD/oo/0) dengan A = 5 / jam, u=1/30 menit = 2 jam. Sehingga r = 5/2

dan dari persamaan (3.88) diperoleh

-1
P0={1+5/2+(5/2)2+ 3(5/2)3 } =0,045

21 313-5/2) ’

Perencana klinik dapat menentukan beberapa karakteristik sistem berikut :
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Dari persamaan (3.95) ditentukan rata-rata pelanggan yang menunggu dalam

4
L = 0,045(5/2) (52)(2) _3516.
1 21{3.2-5} ‘
Dari persamaan (3.106) diperoleh rata-rata waktu yang diperlukan seorang pasien

3
1G22 0045)=12 jam.
2 21325

Untuk menetukan rata-rata waktu menganggur seorang dokter dari sistem

antrian

di klinik

(M/M/3):(GD/w/w0) dapat diperoleh dari kenyataan bahwa ketika sistem itu
kosong ada tiga orang dokter yang menganggur, ketika ada satu pelanggan dalam
klinik, ada dua orang dokter yang menganggur, ketika ada dua pelanggan dalam
kiinik, hanya ada satu dokter yang menganggur dan ketika ada 3 pelanggan atau
lebih dalam klinik semua dokter akan sibuk melayani.
Andaikan dokter-dokter yang menganggur dipilih secara acak, maka

P{ dokter menganggur} =1P, +2/3P, +1/3P,

=0,045 +(2/3)(5/2)0,045 + %2)—2(0,045)

=0,17 ‘
Dari persamaan 3.100 diperoleh probabilitas seorang pasien akan memerlukan
waktu tunggu kurang dari 20 menit dalam antrian

3(5/2)°

WO =137

(0,045) = 0,297

Karena t = 20 menit =1/3 jam, maka dengan mempergunakan persamaan (3.102)

diperoleh

(5/ 2)3 {1 _ e{2.}5(1/3))}
21(3-5/2)

W, (1/3) = 0,045+ 0,297 = 0,99
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Dari soal di atas diperoleh hasil bahwa probabilitas beberapa pelayan menganggur

sama dengan 1-A/cu. Untuk soal diatas 1-A/cp = 1-5/6 = 0,17.

3.5.5. Probabilitas Pelayanan Menganggur untuk Sistem (M/M/c¢):(GD/oo/c0)
Akan dibuktikan bahwa probabilitas dari pelayan menganggur dalam sistem
(M/M/c):(GD/w/0) selalu sama dengan 1-A/cp. Untuk menghitung waktu
menganggur seorang pelayan dari sistem (M/M/c):(GD/wo/0) dapat dihitung dari
kenyataan bahwa
ketika ada nol pelanggan dalam sistem, ¢ pelayan akan menganggur, atau
ketika ada satu pelanggan dalam sistem, c-1 pelayan akan menganggur, atau
ketika ada dua pelanggan dalam sistem, c-2 pelayan akan menganggur, atau
.... atau
ketika ada c-1 pelanggan dalam sistem, satu pelayan akan menganggur, atau
ketika ada ¢ pelanggan atau lebih dalam sistem, ¢ pelayan akan sibuk

Andaikan pemilihan pelayan yang menganggur secara acak. Maka

1

P(Pelayan menganggur) _ OZI: (ﬂ

n=0

n=0 C -0
c-1 1 c-1
-5 n 15,
n=0 C ol
¢-1 .n c-1 n-1
T T T
=P .

Dari persamaan (3.89) diperoleh

$r_1 er "
= n! P cl(c-1)
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Sehingga
1 cr r <t re!
P(Pelayan menganggur) =P, {p_ c!(c-r)}_Po E{EH_(CJ)!}
c C c-1
=P, 1 __er —Poi—l—— o~
P, c!(c-1) c|P, C!(C-f) (c-1)!
c 2( 2 _c-l c
_p. L_ cr —P0£ _1__rc+c r-cr
P, cl!(c-1) c|P, cl(c-r1)
¢
>4 b4
=1_P0 c _£ re
cl(c-1) ¢ cl(c-1)
—1-Lo1-A/ e (3.107)
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BAB 1V
MODEL-MODEL

PENGAMBILAN KEPUTUSAN ANTRIAN

Secara umum, sebuah model biaya dalam antrian berusaha menyeimbangkan
biaya menunggu dengan biaya kenaikan tingkat pelayanan yang saling bertentangan.
Gambar 4.1 menunjukkan hasil ini. Sementara tingkat pelayanan meningkat, biaya
waktu menunggu pelanggan menurun. Tingkat pelayanan optimum terjadi ketika
jumlah kedua biaya ini minimum.

Biaya-biaya menunggu mungkin mencakup biaya menganggurnya para
karyawan, kehilangan penjualan, kehilangan langganan, tingkat persediaan yang
berlebihan, kehilangan kontrak, kemacetan sistem, atau kehilangan kepercayaan
dalam managemen. Semuanya ini terjadi bila suatu sistem mempunyai sumber
pelayanan yang tidak mencukupi.

Pada kenyataannya, biaya menunggu pelanggan akan sulit diestimasi,
terutama bila yang diestimasi adalah manusia dengan berbagai kepentingan, berbeda
dengan mesin atau robot. Disamping itu, “biaya” menunggu untuk individu yang
sama dapat bervariasi bergantung pada situasi antrian yang kebetulan ada. Misalnya,
seseorang dapat marah karena harus menunggu beberapa menit pada sebuah restoran
cepat saji, tetapi kemungkinan rela menunggu berjam-jam untuk menyaksikan film

terbaru.

95
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Biaya Biaya total

Biaya pelanggan

Yang menunggu

Per unit waktu

\___/ _B_ .
1aya operasi sarana
Pelayanan per unit waktu
Tingkat Pelayanan Tingkat Pelayanan (p)
Optimum
Gambar 4.1 Model Biaya

Fakta menunjukkan bahwa tidak semua model antrian dapat dioptimumkan
dengan menggunakan model-model biaya. Dalam kasus-kasus demikian harus dicari
cara-cara lain untuk membuat keputusan-keputusan perancangan. Misalnya, dalam
sebuah restoran cepat saji, akan dirancangan sarana pelayanan yang menyenangkan
pelanggan dengan membatast waktu menunngu rata-rata sampai 2 atau 3 menit per
pelanggan. Jenis model keputusan ini didasari oleh penggunaan tingkat aspirasi
yang harus dipenubi oleh sarana pelayanan tersebut. Jadi waktu menunggu rata-rata 2
menit adalah tingkat aspirasi bagi para pelanggan. Walaupun penggunaén tingkat
aspirasi untuk merancang sebuah sistem antrian tidaklah “tegas™ seperti penggunaan
model optimisasi biaya, prosedur ini bagaimanapun juga akan memenuhi kebutuhan
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4.1. Model Biaya
Model-model biaya pada dasarnya menyeimbangkan kedua jenis 'biaya yang
saling bertentangan :
1. Biaya penawaran pelayanan (mewakili sudut pandang pelayan).
2. Biaya penundaan dalam penawaran pelayanan (mewakili sudut pandang
pelanggan).
Pada bagian ini diterapkan model biaya untuk dua situasi :
1. Berkaitan dengan penentuan laju pelayanan optimum dalam sebuah sarana
pélayan tunggal.
2. Menentukan jumlah optimum pelayan parallel dalam sebuah sarana

pelayanan berganda.

4.1.1. Model Biaya dalam Penentuan Laju Pelayanan Optimum

Model ini berkaitan dengan situasi pelayan tunggal, dengan laju kedatangan
(A) yang diketahui. Ditentukan laju pelayanan optimum (pt) berdasarkan modelvbiaya
yang sesuai.

EOC(u) = Expected Operating Cost, yaitu biaya yang diperkirakan untuk

pengoperasian sarana tersebut per unit waktu dengan diketahui p.
EWC(w) = Expected Wamng Cost, yaitu biaya menunggu . yang diperkirakan per
unit wakto.

Akan ditentukan nilai p yang meminimumkan jumiah kedua biaya ini.
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Contoh 4.1.1
Sebuah perusahaan percetakan sedang mempertimbangkan untuk membeli
sebuah alat mesin cetak berkecepatan tinggi untuk memenuhi peningkatan permintaan

akan jasanya. Tabel berikut meringkaskan spesifikasi dari beberapa model yang

berbeda :
Nomor Model Biaya Operasi Kecepatan
Mesin Cetak (per jam) (lembar per menit)
1 $15 30
2 $ 20 36
3 $24 50
4 $27 66

Pekerjaan tiba di perusahaan dalam sebuah arus poisson dengan laju 4
pekerjaan per 24 jam dalam sehari. Ukuran setiap pekerjaan adalah acak, tetapi
diperkirakan rata-rata sekitar 10.000 lembar per pekerjaan. Kbntrak dengan
pelanggan merinci biaya pinalti untuk keterlambatan dalam penyelesaian dengan nilai
$ 80 per hari per pekerjaan. Dengan menggunakan ukuran pekerjaan rata-rata sebesar

10.000 lembar, laju pelayanan (u) dari berbagai model mesin cetak yang berbeda

adalah sebagai berikut :
Model Laju Pelayanan, p
( pekerjaan per hari )
1 432
2 5,18
3 7,20
4 9,50
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Model biaya yang sesuai untuk situasi tersebut mengenali bahwa p terjadi
dalam empat nilai diskrit yang bersesuaian dengan keempat model tersebut. Ini
menunjukkan bahwa laju pelayanan optimum dapat diperoleh dengan
membandingkan biaya total yang bersesuaian.

Penentuan biaya total yang berkaitan dengan setiap model diperoleh dengan
cara sebagai berikut. Dengan menggunakan satu hari (24 jafn) untuk mewakili unit
waktu, biaya pengoperasian sarana tersebut per hari diketahui:

EOC;=24C;, i=1234
dengan C; adalah biaya pengoperasian per jam dari model i.
Sebaliknya, biaya menunggu per hari ditentukan dengan mengingat biaya penalti
sebesar $80 per hari untuk pekerjaan-pekerjaan yang tertunda.
Didapat ekspresi unsur biaya ini sebagai : EWC;= 80 L; q
dengan L; adalah jumlah pekerjaan rata-rata yang tidak terselesaikan dengan mode@ ‘
Fungsi biaya total menjadi : ETC; = 24 C; + 80 L;

Ditentukan L;, jumlah yang diperkirakan dalam sistem untuk model i, dari rumus

(M/M/1).(GD/oo/00). Hasilnya adalah sebagai berikut :

A
Li= Crp
l-p u-1
Hasilnya dapat diringkaskan dalam tabel berikut :

Model i M W L
1 4 43 12,5
2 4 5,18 3,39
3 4 7,21 1,25
4 4 9,52 0,73
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Sehingga dengan menggunakan informasi ini dapat dihitung nilai-nilai EOC; , EWC;,

ETC; untuk i = 1,2,3,4, seperti diperlihatkan dalam tabel berikut :

Model i EOC; EWC; ETC;
1 $ 360,00 $ 1000,00 $ 1360,00
2 $ 480,00 $ 271,20 $ 751,20
3 $ 576,00 $ 100,00 $ 676,00
4 $ 648,00 $ 5840 $ 706,40

Hasil perhitungan ini memperlihatkan bahwa model 3 memiliki biaya total perhari

terehdah.

4.1.2. Model Biaya dalam Penentuan Jumlah Pelayan Optimum

Model laju pelayanan optimum dapat diperluas untuk kasus penentuan jumlah
pelayan parallel yang optimum dalam sebuah sarana pelayanan.
Misal diketahui ¢ adalah jumlah pelayan parallel, masalah ini berkurang menjadi
penentuan ¢ yang meminimumkan :

ETC(c) = EOC(c) + EWC (c)
Nilai optimum ¢ harus memenuhi kondisi yang diperlukan :
ETC(c-1) 2 ETC(c) dan ETC(c+1) = ETC(c)

Sebagai apliRasi dari kondisi ini, pertimbangkan fungsi biaya berikut:

EOC(c) =Cic

EWC(c) =C, L(c)
dengan C; = biaya per pelayan tambahan per unit waktu

C, = biaya per unit waktu menunggu per pelanggan




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

101

L(c)=jumlah pelanggan yang diperkirakan dalam sistem yang diketahui c.
Dengan menerapkan kondisi yang diperlukan int, didapat :
L(c) - L{c+t1) < (C;/Cy ) £ L(c-1) - L(c)

Nilai C; / C, menunjukkan dimana pencarian untuk ¢ optimum harus dimulai.

Contoh 4.1.2

Dalam sarana perlengkapan pabrik, permintaan akan penggantian suku cadang
terjadi sesuai distribusi poisson dengan mean 17,5 permintaan per jam. Setiap petugas
dalam sarana tersebut dapat menangani rata-rata 10 permintaan per jam. Biaya
penambahan seorang petugas baru diperkirakan $6 per jam. Biaya produksi yang
terhilang per waktu menunggu mesin per jam diperkirakan $30 per jam. ditentukan
banyak petugas yang harus dipekerjakan dalam sarana pelayanan tersebut.

Penenfuan ¢ optimum dicapai dengan melakukan perhitungan seperti
diperlihatkan di bawah ini :
Dengan menggunakan model (M / M/ ¢) : (GD / o / ), dihitung L = Lq + p, bila
diketahui A= 17,5 ; u=10; p=1,75

(L (1) = oo, karena A>p) maka hasilnya diringkaskan dalam tabel berikut :

L(c) L(c-1) - 1(c)

[o0) =

7,4695\ @
2,21702\—” 5,2525

1,8421 )~ 0,3749
1,7696 )-"0,0725
1,7540 -~ 0,0156
1,7508 - 0,0032

NN R WN O
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C,; = $6 dan C, = $ 30 maka C, / C, didapatkan hasil sebesar 0,2

Karena C; / C, = 0,2 maka diperoleh:
L@)-L5)<(C/C)<L3)-L#4)
< 0,0725<0,2<0,3749

Akibatnya ¢ optimum adalah 4 petugas.

4.2. Model Tingkat Aspirasi
Model tingkat aspirasi menyadari kesulitan dalam mengestimasi parameter
biaya, sehingga model ini didasari oleh analisis yang lebih sederhana. Model ini
secara langsung memanfaatkan karakteristik yang terdapat dalam sistem yang
bersangkutan untuk memutuskan nilai-nilai ‘optimum’ dari parameter perancangan.
Optimum disini diartikan sebagai memenuhi tihgkat aspirasi tertentu yang ditentukan
oleh pengambil keputusan.
Tingkat aspirasi didefinisikan sebagai batas atas dari nilai-nilai ukuran yang
saling bertentangan, yang ingin diseimbangkan oleh pengambil keputusan.
Dalam model pelayan berganda, dimana akan ditentukan jumlah pelayan ¢
yang optimum, dua ukuran yang bertentangan adalah : |
1. Waktu menunggu yang diharapkan dalam sistem (W)
2. Waktu menganggur pelayan (X)
Kedua ukuran ini mencerminkan aspirasi pelanggan dan pelayan.

Misal tingkat aspirasi ( batas atas ) untuk W adalah o, dan X adalah 3.
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Maka metode tingkat aspirasi dapat diekspresikan secara matematis sebagai berikut.
Tentukan jumlah pelayan sedemikian rupa sehingga W < o, dan X < f3, ekspresi
untuk W diketahui dari analisis (M / M / ¢) : (GD / o / o) dan ekspresi untuk X

diketahw : c
x - 10

- > (c-n)P, =100(1-p/c)

Dengan menempatkan o dan 3 seperti diperlihatkan dalam gambar 4.2, dapat
segera ditentukan kisaran ¢ yang dapat diterima dan memenuhi kedua batasan yang
bersangkutan. Secara alamiah, jika kedua kondisi tidak dipenuhi secara simultan,

salah satu atau kedua batasan perlu dilonggarkan sebelum keputusan dibuat.‘

\ Kisaran ¢ yang da;yiteﬁma
N\
W P X
W ASHEY | g
a
0 cC -

Gambar 4.2. Optimalisasi Dengan Metode Aspiration Level
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Contoh 4.2.1

Dalam contoh 4.1.1. Anggap akan ditentukan juga petugas sedemikian hingga
waktu menunggu yang diperkirakan sampai sebuah perkakas diterima tetap dibawah
20 menit. Secara bersamaan diharuskan pula bahwa prosentase waktu menganggur
para petugas tersebut tidak dapat melebihi 15%.

Akan dihitung nilai W dan X untuk berbagai nilai ¢, dan hasilnya

diringkaskan dalam tabel berikut:

c 1 2 3 4 5 6 17 8
W w 256 76 63 61 60 60 60
X(%) |0 125 4L7 563 650 750 78,0 78,0

Bila ¢ meningkat, W menurun dan X meningkat.

Agar W tetap dibawah 20 menit, kita harus memiliki setidaknya 3 petugas,
sebaliknya agar para petugas tetap sibuk selama 85% dari waktunya, harus dibatasi
jumlah petugas sampai maksimum 2 orang. Jadi, kedua tingkat aspirasi ini tidak dapat
dipenuhi secara simultan, dan salah satu dari kedua kondisi tersebut harus
dilonggarkan agar diperoleh pemecahan yang layak. Dilihat bahwa penurunan yang
berarti délam W terjadi bila ¢ meningkat dari 2 ke 3. Kenaikan selanjutnya memiliki
pengaruh kecil terhadap nilai W Dalam bentuk X, kenaikan ¢ dari 2 ke 3
meningkatkan prosentase waktu menganggur para petugas hampir 3 kali lipat.
Sehingga pilihan antara ¢=2 dan c¢=3 harus dibuat dengan mengingat apakah
‘bernilai’ untuk mengurangi waktu menganggur mesin dari 25,6 menit menjadi 7,6

menit sekalipun waktu menganggur para petugas meningkat dari 12,5 % ke 41,75%.
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Untuk membatasi dalam mengambil keputusan spesifik dalam metode tingkat
aspirasi, dapat dihitung kisaran parameter biaya C, yang dihasilkan dari pemilihan c
untuk tingkat aspirasi tertentu. Dipilih C, secara spesifik, dan bukan C; karena
biasanya lebih sulit untuk mengestimasi biaya menunggu dalam kebanyakan model-
model antrian. Sehingga disini ‘diasumsikan bahwa C; biaya tambahan yang berkaitan
dengan memperoleh satu pelayan baru, dapat diestimasi tanpa banyak kesulitan.

Dari model biaya pada bagian 4.1.2, ¢ optimum harus memenuhi:

L(c)_L(cH)s%_ <L(e-1)-L(c)

2

Jadi berdasar kondisi optimum C, berada dalam kisaran

Cl <C, < G
o )-L@) AT LE)-1{e+1)

Penerapan dari model ini diilustrasikan dalam contoh 4.2.2

Contoh 4.2.2

Dalam contoh 4.2.1. dapat diestimasi kisaran C, untuk ¢=2 dan ¢=3. Dengan
menggunakan C; = $6 seperti diberikan dalam contoh 4.2.1, diperoleh hasil-hasil
berikut.( lihat tabel dalam contoh 4.1.2 untuk nilai L ).

Untuk ¢ =2,

6 .
—<(C; = yang memberikan 0 <C, <$1,14
o0

5,25
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Untuk ¢ =3,

6
—<
5,25

CZS atau $1,14£C2 £$16

0,375

kemungkinan kisaran C, dengan diketahui ¢ = 2 dan ¢ = 3 dapat membantu membuat
pilihan yang lebih selektif diantara menggunakan 2 atau 3 petugas. Untuk ¢ = 2,
kisaran C, menunjukkan bahwa nilai sebuah mesin yang menunggu sebuah perkakas
ﬁdak dapat melebihi $ 1,14 dalam bentuk produksi yang terhilang. Estimasi nilai
mesin ini tampaknya sangat rendah. Alternatif lain, untuk c¢=3, batas atas sebesar $16

terhadap nilai C, tampaknya lebih wajar, sehingga menggunakan 3 petugas adalah

lebih logis daripada 2 petugas.
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BABYV

PENUTUP

5.1. Kesimpulan

Dari pembahasan pada bab sebelumnya, diperoleh kesimpulan berikut :

1. Laju Pelayanan (i) optimum untuk model antrian (M/M/1):(GD/oo/0)
dengan .model biaya, ditentukan dengan meminimumkan biaya operasi
dan biaya tunggu terhadap laju pelayanan, yaitu

| ETC(u) = EOC(W+EWC(n)

2. Jumlah pelayan (c¢) optimum untuk model antrian (M/M/c):(GD/oo/oo)
dengan model biaya, ditentukan dengan meminimumkan biaya operasi
dan biaya tunggu terhadap jumlah pelayan, yaitu

ETC(c) = EOC(c)*EWC(c)
3. Jumlah Pelayan Optimum untuk model tingkat aspirasi antara waktu
menunggu pelanggan yang djharapk;h dalam sistem (W) yang
ditentukan dari rumus rumus untuk model antrian (M/M/c):(GD/ oo/ c0):

1 G ek
g (c-Di(uc-2)°

Dan waktu menganggu:r '"fietl‘hyan (X) yang ditentukan dengan rumus:

x = Wy (c-n)P, =100(1- p/c)

C o
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5.2. Saran

Pada bagian ini dikemukakan beberapa saran guna pengembangan metode

pengambilan keputusan menggunakan model tingkat aspirasi, yakni :

1. Model-model antrian dalam skripsi ini mencakup model pelayan tunggal
dengan kapasitas sistem terbatas dan tak terbatas, model pelayan
berganda dengan kapasitaé sistem tak terbatas: Model-model seperti
model swalayan, perbaikan mesin, maupun model nonpoisson
memungkinkan untuk dipelajari lebih lanjut.

2. Laju pelayanan optimum yang dibahas daJam skripsi ini terbatas pada
situasi pelayan tunggal, laju kedatangan- (%) diketahui dengan model
antn'én (M/M/1):(GD/oo/o0). Hasil-hasil f)émbahasan dari model tersebut
diharapkan dapat dipergunakan untuk pengembangan model lain, seperti -
penentuan laju pelayanan optimum pada model pelayan tunggal dengdn
kapasitas sistem terbatas (AV/A4/1):.(GD/N/oo) maypun pada model
pelayan pérallel dengan kapasitas  sistem  tak = terbatas

(M/MYC) (G D/ oo/ ).
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