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ABSTRAK

Pada skripsi ini akan dibahas mengenai Pemrograman Kuadrat, cara
penyelesaian dan penerapannya dalam investasi saham. Penerapan Pemrograman
Kuadrat dalam investasi saham adalah bagaimana menentukan proporsi investasi
saham dalam portofolio sehingga diperoleh tingkat pengembalian tertentu dengan
resiko yang minimum.

Persoalan penentuan proporsi investasi saham dalam portofolio dapat
dimodelkan dengan Pemrograman Kuadrat sebagai berikut:

, MM
Minimumkan, o,” = szk X, Oy
k=1 I=1

M
terhadap, Z =
. i=1

E(R,)z L

x = 0, i=12.,M
dengan o, kovarian tingkat keuntungan saham k dan 1, x; proporsi dana investor
yang akan diinvestasikan pada saham ke i, E (R, )tingkat keuntungan pengharapan

portofolio dan L tingkat keuntungan tertentu yang diharapkan.
Penyelesaian optimal Pemrograman Kuadrat ini diperoleh dengan menggunakan
Metode Frank-Wolfe.
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ABSTRACT

In this tesis will be discussed about Quadratic Programing, how to solve it and
applications in stock investment. Application Quadratic Programing in stocks
investment is how to determine proportion of stock investment in the portfolio
therefore the certain return level with minimum risk will be obtained.

The determination problem of stock investment in the portfolio could be
stated by this following Quadratic Programing:

2 M M
Minimize, O szk X; Oy
k=l I=1

M
subject to, Zx, =1
i=1

E(R,))2 L

xi 2 0, i=12,..,M
where o, is the covariance between the returns on stocks £ and 1, x; is the proportion
the investor’s funds will invested in the ith stock, £ (R, ) is the portfolio expected

return level and L is the certain expected return level.
Optimal solution of this Quadratic Programing can be .obtained by using the Frank-
Wolfe Method.

XV
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BAB1I

PENDAHULUAN

Dewasa ini, dengan semakin pesatnya perkembangan dunia Ilmu
Pengetahuan dan Teknologi (IPTEK) telah banyak ditemukan kemajuan-kemajuan
di segala bidang yang berhasil dicapai oleh para ilmuwan di dalam
mengaplikasikan kemampuan yang dimilikinya. Baik dalam mengembangkan
ilmu pengetahuan itu sendiri, maupun diterapkan pada satu bidang tertentu. Hal
ini mémbuktikan bahwa penggunaan suatu ilmu tidak hanya dalam satu bidang
saja, melainkan telah dapat diterapkan dalam bidang-bidang lainnya.

Matematika merupakan salah satu cabang dari ilmu pengetahuan yang
dihasilkan oleh buah pikiran manusia yang tumbuh berkembang seiring dengan
dengan pertumbuhan kebudayaan manusia. Di -samping dengan segala
kekhususannya, matematika juga merupakan suatu alat pendekatan yang logis dan
dapat diterapkan dalam berbagai disiplin ilmu. Pengembangannya telah banyak
digunakan dalam berbagai bidang, seperti: ekonomi, bisnis, industri, teknik,
militer, dan lain-lain.

Salah satu konsep matematika yang banyak digunakan dalam proses
pengambilan keputusan teknologi dan manajérial yang sangat penting adalah
Konsep Optimasi. Konsep Optimasi merupakan pengembangan dari ilmu
matematika yang diterapkan pada penyelesaian persoalan pengalokasian sum_ber-
sumber yang terbatas untuk memperoleh hasil yang optimal sesuai dengan tujuan

yang diharapkan.
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BAB I PENDAHULUAN.

1.1 Latar Belakang Masalah

Pada buku teks untuk Mata Kuliah Manajemen Investasi dan Analisis
Portofolio, salah satu Mata Kuliah Program Studi S1 Manajemen, dibahas cara
menentukan proporsi dana investasi saham dalam portofolio sehingga diperoleh
tingkat pengembalian tertentu dengan resiko minimum merujuk pada penggunéan
Pemrograman Kuadrat. Akan tetapi dalam buku teks tersebut dan buku-buku teks
lain untuk Mata Kuliah tersebut penulis belum menjumpai bahasan tentang -
Pemrograman Kuadrat dan bagaimana cara penyelesaian pesoalan tersebut.

Hal di atas menjadi daya tarik tersendiri bagi penulis karena tidak semua
metode penyelesaian Pemrograman Kuadrat dapat diterapkan pada persoalan
investasi saham. Dengan pengetahuan yang dimiliki penulis mencoba membahas
mengenai Pemrograman Kuadrat dan cara penyelesaiannya dengan metodé Frank
dan Wolfe berikut penerapannya dalam investasi saham. Sehingga dengan
penulisan ini akan diperlihatkan bagaimana matematika sebagai alat bantu
penyelesaian untuk masalah tersebut, dengan demikian ditunjukkan salah satu

penerapan bidang ilmu matematika terhadap bidang ilmu ekonomi manajemen.

1. 2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang masalah di atas dapat dirumuskan permasalahan-
pefmasalahan berikut:
1. Bagaimana cara memperoleh penyelesaian Pemrograman Kuadrat dengan

metode Frank-Wolfe.
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BAB I PENDAHULUAN

2. Bagaimana penerapan Pemrograman Kuadrat dalam menentukan proporsi

I

dana investasi saham sehingga diperoleh tingkat pengembalian tertentu

dengan resiko minimum.

1.3 Tujuan Penulisan

Penulisan skripsi ini bertujuan untuk:

Membahas Pemrograman Kuadrat dan penyelesaiannya dengan Metode
Frank-Wolfe.

Membahas penerapan Pemrograman Kuadrat dalam menentukan proporsi
dana investasi saham schingga diperoleh tingkat pengembalian tertentu

dengan resiko minimum.

1. 4 Ruang Lingkup Penulisan

Dalam penulisan skripsi ini dilakukan pembatasan masalah yang dibahas,

sebagai berikut:

Persoalan Pemrograman Kuadrat yang dibahas adalah Persoalan
Pemrograman Kuadrat dengan ruang solusi tertutup.

Metode yang digunakan untuk menyelesaikan persoalan Pemrograman
Kuadrat adalah Metode Frank-Wolfe.

Masalah investasi saham yang dibahas adalah bagaimana ménentukan
proporsi dana investasi saham dalam portfolio sehingga diperoleh tingkat

pengembalian tertentu dengan resiko minimum.
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BAB I PENDAHULUAN.

4. Penerapan Pemrograman Kuadrat dalam menentukan proporsi dana
investasi saham sehingga diperoleh tingkat pengembalian tertentu dengan

resiko minimum.

1.5 Metode Penulisan
Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah studi pustaka

atau studi literature, yaitu suatu bentuk penelitian di mana dalam menganalisis
obyek permasalahannya hanya berdasarkan pada beberapa literatur yang berkaitan

dengan permasalahan tersebut.

1. 6 Sistematika Penulisan
Untuk memberikan gambaran yang lebih jelas mengenai penulisan ini,

diberikan uraian sistematika penulisan, sebagai berikut:

BABI PENDAHULUAN
Dalam bab ini diterangkan mengenai latar belakang masalah, rumusan
masalah, maksud dan tujuan penulisan, pembatasan masalah, metode

penulisan sistematika penulisan dan materi prasyarat.

BAB II LANDASAN TEORI
Dalam bab ini dibahas beberapa landasan teori yang diI;akai dalam
pembahasan bab berikutnya antara lain: bentuk kuadrat, konveksitas
(kecembungan), fungsi konveks, vektor gradien dan titik pelana (saddle

point), metoda simplex, dualitas, modifikasi simplex dan probabilitas
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BAB I PENDAHULUAN

BAB 11l PEMROGRAMAN KUADRAT

Bab ini berisi uraian dan pembahasan mengenai Pemrograman Kuadrat
dan penyelesaiannya yang diperoleh dengan mengembangkan syarat-

syarat perlu dan cukup Kuhn Tucker. Lebih lanjut penyelesaian kondisi

| Kuhn Tucker tersebut diselesaikan dengan Metode Frank-Wolfe.

BAB IV PENERAPAN PEMROGRAMAN KUADRAT DALAM INVESTASI

BAB V

SAHAM

Pada bab ini akan dibahas pengertian-pengertian tentang investasi saham
dan analisis portofolio investasi saham di pasar modal. Selanjutnya
dibahas pemodelan persoalan analisis portofolio investasi saham dengan
Pemrograman Kuadrat. Kemudian diberikan contoh kasus pembdelan
persoalan analisis portofolio investasi saham beserta penyelesaiannya.
PENUTUP

Bab ini memberikan kesimpulan berdasarkan pembahasan yang
diuraikan pada bab-bab sebelumnya dan beberapa saran yang berguna

bagi pengembangan penulisan lebih lanjut.

1. 7 Materi Prasyarat

Materi prasyarat untuk pembahasan pada skripsi ini adalhh‘ Aljabar

Matriks, Aljabar Linier Elementer, Kalkulus dan Statistika (Teori Probabilitas).
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BAB II

LANDASAN TEORI

Persoalan Pemrograman Kuadrat adalah bagian dari teknik pemrograman
matematika yang secara umum dipelajari sebagai bagian dari Riset Operasi. Riset
Operasi itu sendiri merﬁpakan salah satu cabang matematika yang membahas
mengenai penerapan metode-metode, téknik-teknik dan alat-alat terhadap
masalah-masalah yang menyangkut operasi-operasi dari sistem-sistem sedemikian
rupa sehingga memberikan hasil yang optimal dalam beberapa masalah tertentu.

Salah satu penerapan Pemrograman Kuadrat yaitu untuk menyeleksi
investasi di pasar modal. Sebelum melangkah pada pembahasan mengenai
Pemrograman Kuadrat akan diuraikan dahulu mengenai konsep dasar matefnatika

~ yang akan digunakan sebagai penunjang untuk memahami pokok permasalahan

tersebut,

2.1 Bentuk Kuadrat

Bentuk kuadrat /' (X) dalam n variabel dengan derajat dua dapat ditulis

sebagai berikut;

fX) = X'cx = iicﬁ X; X,

i=1j=1

2D

atau,
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- 2 '
SX) = ¢, x tooy XXt ot XX
2
Cy Xy X T Cpy X, + .t X x, L F
2
Cyy X X, T Cp X, X, + .0 T o X,

di mana, X = [x,x,, ...,x, ] adalah vektor kolom dan C = (c;) adalah matriks

bujursangkar (n x n) untuk setiapi=1,2,...,ndanj =1,2,...,n
Untuk mempermudah perhitungén, selanjutnya dipilih matriks C yang
simetris, di mana C = C'. Jika matriks C tidak simetris, kita selalu dapat

membawanya ke bentuk simetris tanpa merubah nilai f (X) tersebut, dengan

mengambil Co = Co" = 1(C+C").

Contoh:
Diberikan  f(X) = x> -4 x x, + x,°

Bentuk di atas dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

0= =1 ][]

Amati bahwa

I AR (53 e

= [x xz][_lz—?yij
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Matriks simetris C disebut definit positif jika bentuk kuadrat X" C X definit
positif. Selanjutnya matriks C definit positif ditulis sebagai C > 0 Dengan cara yang
sama, kita mendefinisikan matriks C semidefinit positif (C = 0), definit negatif
(C < 0), dan semidefinit negatif (C »S 0), tergantung pada bentuk kuadratnya.
Matriks C disebut indefinite jika behtuk kuadrat X" C X tidak semidefinit positif
atau semidefinit negatif. Matriks C disebut definit positif (semidefinit) jika dan
hanya jika matriks -C definit negatif (semidefinit).

Metode alternatif untuk mengecek sifat definit dari bentuk kuadrat adalah

dengan mengecek nilai eigen matriks C, berdasarkan teorema berikut:

Teorema 2. 1. 1:
Matriks simetris C disebut definit positif (atau semidefinit positif) jika dan hanya jika

semua nilai eigen matriks C adalah positif (atau non negatif).
Pembuktian teorema ini dapat dilihat pada Chong, E P and Stani Slaw Zak(1996: 33).

2.2. Himpunan Konveks

Misalkan S adalah suatu himpunan titik-titik dari suatu bidang (2 dimensi)
atau ruang (3 dimensi). Jika untuk setiap dua titik sebarang pada S, dibuiat ruas garis
yang menghubungkan dua titik tersebut dan setiap titik-titik pada ruas garis tersebut

seluruhnya terletak pada S, maka himpunan S disebut himpunan konveks (cembung).
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Perhatikan contoh-contoh himpunan konveks pada Gambar 2. 1. Semua himpunan
pada Gambar 2. 1. a merupakan himpunan konveks dan semua himpunan pada

Gambar 2. 1. b adalah himpunan non-konveks.

a. Himpunan Konveks b. Himpunan Non-Konveks

Gambar 2. 1 Himpunan Konveks dan Non-Konveks

Dalam ruang berdimensi 4 atau lebih, interpretasi geometris menjadi sulit
karena itu diperlukan definisi himpunan konveks secara aljabar. Untuk tujuan ini
diperlukan pengertian akan konsep vektor kombinasi konveks, yang merupakan suatu
jenis khusus dari kombinasi linear. Suatu kombinasi linear dari dua vektor X, dan
X, dapat ditulis sebagai berikut :

k, X, + k, X,

di mana k, dan k, merupakan skalar. Jika kedua nilai skalar terletak pada interval
tertutup [ 0, 1 ] dan jumlahnya 1, kombinasi linear dikatakan sebagai kombinasi

vektor dan dirumuskan sebagai berikut :
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AX, +(1- A)X, dimana(0 < 4 < 1).
Dengan demikian definisi geometris di atas dapat juga dinyatakan dalam definisi

aljabar sebagai berikut:

Definisi 2. 2. 1:

Suatu himpunan S adalah konveks jika dan hanya jika, untuk dua titik X; € S dan
X, e S, dan untuk setiap skalar A € [0, 1], adalah benar bahwa

[w=A41X, + (1-4)X,]eS.

Definisi ini dapat diterapkan tanpa memperhatikan dirnensi ruang di mana terdapat

vektor X, dan X,.

Definisi 2. 2.2 :
Suatu Hyperplane H di R" didefinisikan sebagai himpunan titik-titik yang dinyatakan
oleh { X: P" X = « }, dimana P adalah suatu vektor yang tidak nol di R" dan «

adalah suatu skalar. Vektor P disebut vektor normal dari Ayperplane.

2.3 Fungsi Konveks

Definisi 2.3.1 :

Misalkan, fungsi /' (X) = f(x,, x,, ..., x,) didefinisikan sebagai su;tu himpunan
titik-titik yang berada dalam suatu himpunan konveks S < R", Maka fungsi  f(X)
disebut sebagai fungsi konveks (convex function), jika : |

JTAX, +(1-1)X,]1 £ /X)) +(A-Dr(Xy) 2. 1)
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untuk setiap X,, X, € Sdan 00 £ 4 < L

Sebaliknya, suatu fungsi f (X) dikatakan sebagai fungsi konkaf (concave funcfion),

jika - f(X) adalah fungsi konveks.

Catatan : Fungsi f (X) dikatakan fungsi konveks mutlak atau fungsi konkaf mutlak,
jika hubungan pertidaksamaan tersebut mempunyai tanda “<” atau “>”

untuk setiap X,, X, € Sdan 4 € (0, 1).

S®
A

J(x;)
Af(x)+(1-2) f(xy) \
‘ SlAx +(1-4)x,] \
S (x3)

0

A 4

x Ax +(-A)x, X, x
Gambar 2. 2. Fungsi Konveks

Dalam praktek, untuk mengetahui apakah suatu fungsi adalah konveks atau
konkaf maka digunakan pengujian sebagai berikut :
1. f(X) dikatakan fungsi konveks, jika /' (X) adalah semidefinit positif.
2. f(X) dikatakan fungsi konkaf, jika f(X) adalah semidefinit negatif. \

Secara geometris dapat diartikan bahwa, suatu fungsi dikatakan fungsi
konveks jika segmen garis yang menghubungkan dua buah titik pada fungsi,

seluruhnya akan terletak di atas fungsi tersebut. Suatu fungsi dikatakan fungsi konkaf
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jika segmen garis yang menghubungkan dua buah titik pada fungsi, seluruhnya akan
terletak di bawah fungsi tersebut.
Perhatikan gambar-gambar di bawah ini :

A A

/@) 7@ .
N
4
|
X - X 1
Fungsi Konveks Fungsi Konkaf
A A
/(%) /(%)
_ X X
Fungsi Konveks-Konkaf Fungsi Non-Konveks-Konkaf
Gambar 2. 3 Fungsi Konveks dan Fungsi Konkaf

Teorema 2.3.2:
Fuhg&i bentuk kuadrar f (X) = X'C X yang semidefinit positif adalah fungsi

konveks, untuk semua X di R®,

Bukti :

Diberikan 2 buah titik X,, X, diR" dan0 < A < 1 akan ditunjukkan

f(X) = X"C X, maka berlaku :
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fIAX, + 1-2)X, ] £ Af(X,) + (1-2)£(X,)
atau,
fl1AX, +(1-4)X,] - A(X)-0-A)(X,)Z2 0 (2.2)

Karena X," C X, = X, C X,, maka ruas kiri dari persamaan (2. 2) dapat  ditulis:
[2X, + A- VDX, [ CAX, + (I - A) X,] - AXCX, - (1-2)X,'CX,
- 2XTCX, + (1-4P X,"CX, + 24 (1-2)X,'CX, - 1X,"CX, -
(1-2)X," CX,
= (P-1)X,/CX, + 1-)[1-1)X,"CX,- X,"CX,] +
24(1-1)X,"CX,
= A(A-DX,/CX, + A(A-1)X,’CX, - 21 (1-2)X,"CX,
= 2(A-D[X,CX, +X,/CX,-2X,"CX, ]
= A(A-D[ X, -X,)" C (X,-X,)] .. (2.3)
Karena bentuk kuadrat X" C X > 0 (semidefinit positif) maka untuk persamaan
(2. 3) berlaku :
[ (X,-X;)" C(X,-X,)] = 0.
Karena A (A-1) < Ountuk0 < A < 1dan A(A-1) = 0 untuk /1=.10 atau 4 =1,
maka persamaan ( 2. 3 ) akan selalu lebih kecil atau sama dengan nol untuk semua

vektor X, danX,, yang mana telah ditunjukkan oleh persamaan ( 2. 2 ). Sehingga

f(X) = X"C X yang semidefinit positif adalah konveks untuk setiap X di R"u
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Definisi 2. 3.3

Suatu fungsi f (X) dikatakan mempunyai minimum global di titik X" pada suatu
himpunan S, jika dan hanya jika, f(X") < £(X) untuk setiap X & S.

Suatu fungsi £ (X) dikatakan mempunyai maksimum global di titikk X" pada suatu

himpunan S, jika dan hanya jika, f(X") > f(X) untuk setiap X € S.

Definisi 2. 3. 4

Suatu fungsi dikatakan mempunyai sebuah minimum lokal di titik X~ pada suatu
himpunan S, jika dan hanya jika terdapat & > 0 sedemikian sehingga (X ) < f(X)

untuk setiap X € S, di mana l X - X, 29

Suatu fungsi dikatakan mempunyai sebuah maksimum lokal di titik X" pada suatu
himpunan S, jika dan hanya jika terdapat ¢ > 0 sedemikian sehingga f(X") = f(X)
untuk setiap X e S, di mana IX' - XI < g.

Untuk jelasnya, pengertian mengenai minimum/maksimum global dan lokal

dapat diilustrasikan dalam ruang berdimensi satu sebagai berikut :

A

J(x)

/

v

Gambar 2. 4 Grafik Optimal Lokal Dan Optimal Global
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Fungsi f (X) pada Gambar 2. 4 hanya didefinisikan pada [a, b], maka fungsi f (X)
mempunyai :
a. Minimum lokal di a, x, dan x, dan minimum global di x,.

b. Maksimum lokal di x,, x, dan b dan maksimum global di 5.

Teorema 2.3.5

Jika £ (X) adalah fungsi konveks pada S‘uatu himpunan konveks S maka f (X)
mempunyai paling banyak satu minimum lokal. Jika terdapat suatu minimum yang
demikian, maka dikatakan sebagai minimum global daﬁ dicapai pada himpunan

konveks.

Bukti :

Misalkan, terdapat suatu minimum lokal pada titik X" untuk sembarang X = X e S.

Menurut definisi dari minimum lokal dan fungsi konveks, maka diperoleh :
XY < fIA-DX + AX] 2 (1-2)f(X) +Af(X) ....2.9
di mana A adalah suatu bilangan positif terkecil secukupnya.

Dari persamaan (2. 4) diperoleh :

f(X7) £ (1-2)f(X7) + 2f(X)

sehingga,

A£(X) < Af(X).
Dan, karena A > 0 maka 7(X") < 7(X)yang mengakibatkan 7(X") adalah suatu

minimum global dan titik X eS8 merupakan titik sembarang. Jika X~ dan X’ adalah
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2 titik yang mengakibatkan fungsi / (X) mencapai minimum z,, maka untuk
0 < A £ 1diperoleh:

7, < fIA-A) X+ AX]< (1- ) f(XT) + A/(X) = z,.

- Karenanya , £ (X) juga mencapai minimum padaX = (1- 1) X" + 1 X’ Dengan

demikian, himpunan dari solusi-solusinya merupakan himpunan konveks. m

Teorema 2, 3.6

Misalkan, S adalah himpunan yang tidak kosong dan S c R" yang memenuhi
kendala-kendala
g X) £ 0, untuksetiapi =12, .., m
x =0
Jika g, (X) adalah fungsi konveks unﬁzk setiap i, maka S merupakan himpunan

konveks.

Bukti :
Misalkan X,, X, e S. Didefinisikan, X = AX, + (1 - A) X, untuk
0 < A < 1. Akan ditunjukkan bahwa titik X memenuhi kendala-kendala yang
membatasinya. -
Diketahui, X > 0. Karena g; (X) adalah fungsi konveks, maka :

g (X)= g [AX, + (1-1)X,] £ 4 g (X)) + (1-4) g (X,)

Tapi, karena g; (X,) < Odan g, (X,) < Ountuk0 < A < 1maka:
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g (X)< A g (X)+(1-2)g (X,)< 0,

Jadi, S adalah himpunan konvekss

Berdasarkan uraian dari Teorema 2. 3. 5 dan Teorema 2. 3. 6 maka, untuk
persoalan optimasi yang meminimumkan (memaksimumkan) fungsi f (X) te;rhadap
kendala g, (X) < Ountuksetiapi=1,2,...,mdan X = 0, jika /(X)dansemua g,
(X) adalah fungsi konveks, maka suatu rhinimum lokal (maksimum lokal) adalah

juga minimum global (maksimum global).

2.4 Vektor Gradien dan Titik Pelana (Saddle Point)
Definisi 2. 4.1 :

Jika suatu fungsi f (X) dan semua turunan pertamanya adalah kontinu pada suatu
himpunan S < R", maka vektor gradien dari f (X) pada titik X didefinisikan

sebagai suatu vektor kolom berdimensi n dan dinotasikan dengan Vf (X")untuk

setiap X~ € S sehingga :

o (X) ]
ox,
of X)
Ox,
Vf(X") =

o X7)
ox

n
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di mana Vf (X") merupakan suatu vektor yang tegak lurus dengan garis bentuk
(kontur) £(X) yang melalu titik X" .
Dari uraian sebelumnya telah dijelaskan bahwa, syarat perlu titik X" menjadi

- suatu titik ekstrim pada suatu fungsi diferensiabel f(X) = f(x,, x,, ..., X, ), yaitu ;

[ZAC.9 0, untuksetiapj = 1,2,...,n
6xj < _

di mana, X" adalah suatu titik interior pada daerah yang didefinisikan.

Teorema 2.4.2:
Jika [ (X) didefinisikan pada himpunan konveks S yang terbuka dan f (X)
dideferensiabel di X, maka f(X) adalah konveks jika dan hanya jika berlaku
[(X) - F(Xy) 2 (X, - X,)" VF(Xy)
untuk setiap X,, X, € S.
Bukti :
s (&)
Akan dibuktikan jika f/(X,) - f(X,) = (X, - X,)" V/(X,), makaf (X) adalah
fungsi konveks.
Uﬁtuk X, X, e Sdan0 £ 4 < 1, misalkan X; € S sehingga
X, =AX, + (1-)X,.

Maka, untuk X, dan X; diperoleh :
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(X)) - (X)) 2 (X -X,)" VF(X,) 2.5)
Dan, untuk X, dan X, diperoleh :

[(X,) - (X)) 2 (X,-X,)" VA(X,) (2. 6)
Kalikan persamaan (2. 5) dengan A4 dan persamaan (2. 6) dengan (1- 1), kemudian
dijumlahkan. Maka diperoleh :

AA(X) - AF(X) + (1-2) f(X,) - (1-2) £(X,) 2

A (X -X5)" VA(X5) + (1-4) (X;-X;)" Vf(X,)
atau
Af(X) - Q- (X)) 2 f(X) + [AX+ 1-A)X," ]V (Xy) +
- X, VA(Xy) : 2.7
Substitusikan X; = 4 X, + (1-4) X, pada persamaan (2. 7), maka diperoleh :
AfX) + A-D (X)) 2 fIAX + (1-D)X, ] |

Dengan demikian, f(X) adalah fungsi konveks. .

* (=)

Akan dibuktikan jika f(X) adalah fungsi konveks, maka
f(X) - f(X;) 2 (X, -X,)" VA(Xy).
Untuk 0 £ 4 < 1dan X, X, € S, maka berlaku :
Af(X)+ - (X)) fIAX, + (1-1)X, ]

Kurangkan sisi kiri dan sisi kanan dengan f(X, ), maka :
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A1(X)) - Af(X)z fIAX + (1-1)X, ]- F(X;)
atau,

f[ﬂ'xl - (l'l)xz] - f(xz)
) .

(X)) - f(X;) 2
Ambil suatu limit pada sisi kanan, untuk A mendekati 0, maka diperoleh,

f(Xy) - (X)) 2 (X - Xz)T Vi (X,).m

Teorema 2.4.3 :

Misalkan [ (X) adalah fungsi konveks yang diferensiabel secara kontinu, yang
didefinisikan dalam suatu himpunan konveks S. Misalkan X € S, maka f{X )< f(X)
untuk X € S (dalam hal ini, X~ meminimumkan f (X) untuk setiap X e S), jika dan

hanya jika, (X-X) V£ (X") 2 0 untuk setiap X € S.

¢

Bukti :
* (=)
Untuk £(X') < f(X), maka titik minimum X adalah suatu titik interior dari S atau
suatu titik batas dari S. Jika X' adalah titik interior maka Vf (X") = 0, sehingga
(X-X)" Vf(X') = 0. Karena f (X) konveks dan S adalah suatu himpunan
konveks, maka untuk X~ sembarang titik minimum, berlaku :

FXH < fIAX+ (1-1)X]
untuk setiapX € Sdan0 < 4 < 1.

Untuk 4 > 0, maka:
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fIX +AX-X)] - f(X)
A

> 0.

Ambil suatu limit untuk 4 mendekati 0, maka diperoleh :

(X-X) vFxhH = o.

* (&)
Diberikan (X-X)" V/(X') = 0, untuk setiap X e S. Dari teorema 2. 4. 2
diperoleh :

fX) - f(X) 2 (X-X)' Vf(X) 2 0.
Maka, f(X) = f(X") untuk setiap X € S dan, titik X~ meminimumkan f(X) pada
himpunan S.

Untuk suatu titik X, yang tidak minimum dan, jika untuk beberapa X, diperoleh

f(X,) =2 f(X,), maka menurut teorema 2. 4. 2 :

2 f(X;) - f(X)) 2 (Xz'Xx)T Vi(X,)m

Definisi 2. 4. 4 :
Suatu titik (X', 4') dengan 4" > 0 dan X' e S disebut sebagai Titik Pelana (Saddle
Point) dari fungsi L (X, A), jika : B

LX) < LXL,A) £ LXA)

untuk semua X € S dan semua 4 = 0.
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Jika kondisi di atas dipenuhi, maka fungsi L (X', 1) akan memberikan suatu
minimum terhadap X~ dan suatu maksimum terhadap A, yaitu L (X, 1)

mempunyai minimum terhadap X dan L (X", 1) mempunyai maksimum terhadap 1.

Dengan kata lain, suatu titik disebut Titik Pelana jika titik tersebut memaksimumkan

fungsi pada satu arah dan meminimumkan fungsi pada arah yang lain.

2.5 Metode Simplex

Metode yang paling terkenal untuk menyelesaikan persoalan Pemrograman
Linear adalah metode simplex, yﬁng akan dibahas secara ringkas garis besarnya di
sini.

Bentuk umum masalah Program Linear:

Memaksimumkan (meminimumkan),

fX)y =cCX
= ch 25
j=1
terhadap, gX) =AX < B
== Zau xJ < 7 ,i = 1,29""m
=1
x =20 ) =1,2,..,n

Metode simplex dikerjakan secara sistematis bermula dari suatu penyelesaian
dasar yang layak (feasible basic solution) ke penyelesaian dasar layak berikutnya. Hal

ini dilakukan berulang-ulang (iterative, algorithmic) hingga akhirnya ditemukan
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penyelesaian yang optimal. Dalam pengerjaan secara simplex ini peranan matriks

berikut kaidah-kaidahnya sangat berarti.

Sebelum penyelesaian tahap pertama dimulai, perlu dilakukan standarisasi
rumusan model, yakni mengubah kendala-kendala yang masih berbentuk
pertidaksamaan menjadi bentuk persamaan. Caranya ialah dengan memasukkan unsur
variabel pengetat pada ruas kiri fungsi kendala. Untuk fungsi kendala yang bertanda
<, dilakukan penambahan variabel senjang (slack vafiablé). Sedangkan untuk fungsi
kendala bertanda 2, dilakukan pengurangan variabel (surplus variable). Secara

umum, fungsi-fungsi kendala yang standar dapat dituliskan sebagai berikut:

g+ a,x, + = + a,,x, * 5 = b,
X + ApXy + ... + a,,x, * s, = b,
aml’xl + am2’x2 + ... + amn’xn i Sm = bm
n
Rlngkasnya:Zqij x; = b, ,i=1,2,...,m, S1, 82, ey Sm 2 0
j=1

Agar diperoleh suatu penyelesaian layak basis maka matriks koefisien yang
dilengkapi (koefisien teknis dan suku tetap) harus tersusut Gauss-Jordan dan suku
tetap (di ruas kanan) harus tidak negatif. |
Perhatikan contoh berikut:

2x +y+ u =5

X -y +v=2-3
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Matriks susunan ini sudah tersusut Gauss-Jordan untuk variabel » dan v. Jika x, y

dianggap tak gayut (independent) dan diisi nol maka diperoleh penyelesaian basis
(x,y,u,v)=(0,0,5,-3)

Jelas penyelesaian basis ini tidak layak karena memuat v yang bemilai negatif. -
Hasil-hasil perhitungan pada setiap tahap pengerjaan disajikan ke dalam

bentuk tablo (tabel matriks). Berdasarkan angka-angka yang muncul di tablo inilah

dilakukan analisis dan ditarik kesimpulan.

Simplex dengan Tablo Berbaris C;- Z;
Secara umum, rumusan model yang standar untuk metoda simplex dengan

tablo berbaris C; - Z; adalah:

Optimumkan z = cjx; + ¢,x, + ...... + ¢,x,

terhadap, agx, + apx, + ... + a,,x, T s = p,
1| o — + a,,x, t s, =8 O,
A, et cr S + a,,x, gFrs, = b

Bentuk tablonya;
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Variabsl| Tujuan| ¢ C ... Cy 0 0 0 [Kuantitas
Basis X4 X2 e Xy Sy S Sp
§1 0 G 2% A, 1 0 ... 0 b
Ss 0 a, Gy e o 0 2 0 b,
S 0 Ay O 0 0 ... 1 b,
Z
C; B Z]
Keterangan:
1. Kolom Variabel Basis
Kolom ini berisi variabel-variabel s; dan atau x; G = 1, 2, ....., n) yang

menentukan kesimpulan penyelesaian. Pada penyelesaian tahap awal atau
dalam tablo pertama, kolom ini berisi semua variabel yang menjadi basis,
yaitu variabel-variabel yang mempunyai nilai positif pada suatu titik sudut.
Pada tahap-tahap berikutnya akan terjadi pergantian variabel-variabel yang
méngisi kolom ini, tergantung pada kesimpulan analisis penyelesaiannya.
Kolom Tujuan |

Kolom ini berisi koefisien variabel-variabel di dalamn fungsi ‘tujuan, sesuai
dengan yang tercantum di kolom Variabel Basis.
Kolom-kolom Variabel

Kolom-kolom ini berisi koefisien-koefisien dari setiap variabel yang terdapat
di dalam model. Koefisien-koefisien yang terdapat di dalam fungsi tujuan

(yaitu c¢; sampai ¢, untuk x; sampai x,, dan 0 untuk semua s;) diletakkan di
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sebelah atas. Sedangkan koefisien-koefisien yang terdapat di dalam fungsi-

fungsi kendala (yaitu a; untuk x;, dan 0 atau 1 untuk s;) diletakkan di sebelah

bawah. Dalam tablo pertama, kolom-kolom variabel asli x; membentuk matrik

A sedangkan kolom-kolom variabel semu s; membentuk matriks”satuan

mxn >

|

4. Kolom Kuantitas
Kolom ini mencerminkan kuantitas masing-masing variabel yang tercantum
pada kolom Variabel Basis pada tahap penyelesaian yang bersangkutan. Pada
penyelesaian tahap pertama karena x; = 0 (untuk setiap j),kolom ini berisi
konstanta-konstanta ; (i = 1, 2, ....., m) yang terdapat diruas kanan
persamaan-persamaan kendala.

5. Baris Z;
Baris ini berisi jumlah hasilkali unsur-unsur pada kolom tujuan dengan unsur- 7
unsur pada kolom yang bersesuaian.

6. Baris C;-Z;
Baris ini merupakan indikator optimalitas penyelesaian, berisi selisih antara ¢;
dan z. Untuk masalah minimasi, penyelesaian dinyatakan optimal apabila
sudah tidak terdapat lagi unsur bertanda negatif pada baris ini. Untuk masalah
maksimasi, penyelesaian dinyatakan optimal jika sudah tidak ada lagi unsur
bertanda pbs‘itif pada baris C; - Z; ini. Untuk masalah maksimasi, digunakan

baris Z; - C; untuk menggantikan baris C; - Z;.
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Langkah-langkah Pengerjaan

Langkah-langkah pengerjaan programasi linier secara simplex dengan tablo

berbaris C; - Z; adalah sebagai berikut:

L.

2.

Rumuskan dan standarisasikan modelnya.

Bentuk tablo pertama berdasarkan keterangan-keterangan di atas.

Tentukan kolom kunci di antara kolom-kolom variabel yang ada, yaitu kolom
yang mengandung nilai (C; - Z;) paling positif untuk kasus maksimasi, atau
mengandung nilai (C; - Z;) paling negatif jika kasusnya minimasi.

Tentukan baris kunci di antara baris-baris variabel yang ada, yaitu baris yang
memiliki rasio kuantitas dengan nilai positif terkecil, baik untuk masalah
maksimasi maupun minimasi.

Variabel yang terdapat pada kolom kunci dinamakan variabel pendatang,
sedangkan variabel yang terdapat pada baris kunci dinamakan varibel
perantau. Variabel pendatang akan menggantikan variabel perantau dalam
tablo berikutnya. Unsur di dalam tablo yang merupakan perpotongan antara
baris kunci dengan kolom kunci dinamakan unsur kunci. Rasio kuantitas
adalah hasil bagi konstanta pada kolom Kuantitas terhadap unsur sebaris pada
kolom kunci. Dalam menentukan baris kunci atau variabel perantau, abaikan

rasio kuantitas yang bernilai nol dan negatif.
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5. Bentuk tablo berikutnya dengan memasukkan variabel pendatang ke kolom
Variabel Basis dan mengeluarkan variabel perantau dari kolom tersebut, serta

melakukan transformasi baris-baris varibel.

berikut:

baris kunci baru = baris kunci lama : unsur kunci
Sedangkan transformasi baris-baris lainnya:

baris baru = baris lama — (rasio kunci x baris kunci baru)
Rasio kunci adalah unsur i)ada kolom kunci dibagi unsur kunci.

6. Melakukan pengujian optimalitas. Jika seﬁlua koefisien pada baris C; - Z;
sudah tidak ada lagi yang positif (untuk kasus maksimasi) atau sudah tidak
ada lagi yang negatif (untuk kasus minimasi), berarti penyelesaian sudah
optimal. Jika masih, berarti penyelesaian belum optimal, dilakukan lagi

langkah ke-3 sampai dengan ke-6.

Catatan: Pelaksanaan dan penyajian algoritma simpiex masih mempunyai beberapa
versi lainnya. Seringkali dilakukan penyederhanaan, misalnya tidak
menggunakan baris Z;, malah C; — Z; dijadikan satu dengan baris-baris
kendala utama. Untuk pengerjaan Persoalan Pemrograman Kuadrat, baris
dan kolom kunci ditentukan melalui baris dan kolom yang memiliki rasio

kuantitas dengan nilai positif terkecil.

Transformasi baris kunci, yang sekarang bervariabel baru, dilakukan sebagai
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2.6 Dualitas

Kendala utamé suatu Pro gram Linier dapat memuat kendala dengan hubungan
<, atau >, atau =Untuk kepérluan algoritma simplex semua kendala diubah ke
hubungan =, yaitu dengan menyisipkan perubah pengetat. Untuk keperluan dﬁalitas
maka kendala utama suatu soal perlu diubah sehingga semua hubungannya berbentuk
<, atau semua berbentuk >.
Misalnya,

2x + 3y > 5 dapat diubah menjadi -2x - 3y < -5
sedangkan kendala berbentuk persamaan:

X + 2y = 4 dapat diubah menjadi dua pertidaksamaan yang akan ekuivalen
dengannya, yaitu:

X+ 2y 2 4

-x + 2y < 4
dan bila dikehendaki bahwa semua harus berbentuk < maka kendala kedua dikalikan
-1, diperoleh:

X-2y £ -4

Akhirnya dapat disusun pola-pola maksimum-baku dan minimum-baku

sebagai berikut.
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Pola maksimum-baku:

Mencari X 20

Memenuhi AX < B

dan memaksimumkan fX) =CX
Pola minimum-baku:

Mencari ' X > 0

Memenuhi AX =2 B

dan meminimumkan fX) =cCX

Cara mengubah suatu persoalan Program Linier berpola minimum-baku
menjadi berpola maksimum-baku yaitu kendala utama yang relasinya (=) dikalikan
dengan -1, sedangkan fungsi obyektif diambil lawannya. Demikian pula sebaliknya.
Jad,

Minimumkanf(X) = CX

adalah ekuivalen dengan

i

Maksimumkan - f(X) = -CX

kedua rumusan ini menghasilkan penyelesaian optimal yang sama.

Alasan mengapa kedua rumusan ini adalah ekuivalen adalah bahwa semakin kecil

f (X), semakin besar - /' (X), sehingga penyelesaian yang menghasilkan nilai f (X)

terkecil dalam seluruh daerah layak juga harus menghasilkan nilai - 7 (X) yang

terbesar dalam daerah ini.
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2.7 Modifikasi Simplex
2.7.1 Biaya Hukuman (Penalty Cost)

-Penambahan variabel senjang dan variabel surplus tidak mengubah sifat
kendala maupun tujuan. Oleh karena itu, variabel-variabel tersebut = dapat
diikutsertakan pula dalam fungsi tujuan tetapi dengan koefisien-koefisiennya nol.
Sedangkan variabel buatan mengubah sifat dari kendala. Karena variabel buatan ini
hanya ditambahkan pada salah satu ruas persamaan, maka sistem yang baru ekuivalen
dengan sistem kendala yang lama jika dan hanya jika variabel-variabel buatannya nol.
Untuk menjamin penetapan seperti itu dalam pemecahan optimal (yang berlawanan
dengan pemecahan awalj, maka variabel-variabel buatan diturut sertakan dalam
fungsi obyektif tetapi dengan koefisien-koefisien 'positif yang besar sekali untuk
persoalan pemrograman meminimumkan atau koefisien-koefisien negatif yang besar
sekali untuk persoalan pemrograman memaksimumkan. Koefisien-koefisien ini, yang
dinyatakan dengan oleh M atau —M, dengan M dipandang sebagai sebuah bilangan
positif yang besar sekali, menyatakan hukuman (yang berat) yang dikenakan dalam

membuat suatu penetapan satuan pada variabel-variabel buatan.

2.7.2 Metode Dua Tahap
Apabila variabel-variabel buatan (artificial variables) adalah bagian dari
pemecahan awal X', maka baris C; — Z; akan mengandung biaya hukuman (penalty

cost). Untuk meminimasi kesalahan pembulatan,maka modifikasi-modifikasi berikut
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diikutsertakan ke dalam metode simpleks. Algoritma yang dihasilkannya adalah

metode dua tahap.

Perubahan I:

Contoh

Baris C; — Z; diuraikan ke dalam dua baris, di mana yang pertama
mengandung suku-suku yang tidak mengandung M, sedangkan yang
kedua mengandung koefisien-koefisien M ke dalam suku-suku

sisanya.

* Baris Cj — Z; dari tablo adalah

-9- 8M 0 -9 -9M 0 M 0 -14 -2M

Menurut Perubahan 1 maka akan mengalami transformasi ke dalam dua baris berikut

Perubahan 2:

Perubahan 3:

-9 0 -9 0 0 0o . -14

-8 0 -9 0 1 0 -2

Langkah 3 dari metode simplex diterapkan pada baris terakhir yang
dibentuk dari Perubahan 1 (yang kemudian diikuti dengan Langkah-
langkah 4, S dan 6), hingga baris ini tidak mengandung elemen-elemen
negatif. Kemudian Langkah 3 diterapkan lagi pada elemen-elemen
baris kedua dari bawah, yang terletak di atas angka-angk'a nol dalam
baris terakhir.

Setiap saat sebuah variabel buatan bukan merupakan suatu variabel

basis, ia dihilangkan dari kolom pertama dari tabel sebagai hasil dari
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langkah 6, maka ia dihapuskan dari baris teratas tabel dan begitu pula
seluruh kolom di bawahnya.

Perubahan 4: Baris terakhir dapat dihapus dari tabel apabila semua elemennya nol.

Perubahan 5. Jika variabel-variabel buatan yang tak nol terdapat dalam himpunan
elemen dasar yang terakhir, maka persoalan pemrogramannya tidak
memiliki pemecahan. Sebaliknya, variabel-variabel buatan yang
berharga nol dapat muncul sebagai variabel-variabel dasar dalam
pemecahan akhir apabila salah satu atau lebih dari persamaan-

persamaan kendala adalah sia-sia.

2.8 Probabilitas
2, 8.1 Nilai Harapan
Definisi 2. 8.1. 1

Misalkan X suatu peubah acak dengan distribusi peluang f{x). Nilai harapan atau

rataan X ialah

ay = EGSFeat(x)

bila X diskret.

Contoh:
Carilah nilai harapan banyaknya kimiawan dalam panitia 3 orang yang dipilih secara

acak dari 4 kimiawan dan 3 biolog.
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Jawab:

Misalkan X menyatakan banyaknya kimiawan dalam panitia. Distribusi peluang X

adalah
f(X) = -—————-——(7) , x=0,1,23.

Beberapa perhitungan sederhana menghasilkan f(0) = %5, f()= 1%5, fQ@2)=
l%s,dan f3)= %5. Jadi
EX) =X ¥s) + (%) + @845+ 3X%Hs)

5% = 17,

Jadi, bila suatu panitia beranggota 3 orang dipilih secara acak berulang-ufangﬁari 4

il

Y7

kimiawan dan 3 biolog, maka rata-ratanya akan beranggota 1,7 kimiawan.

2. 8.2 Variansi dan Kovariansi

Rataan atau nilai harapan suatu peubah acak X mempunyai peran khusus
dalam statistika karena menggambarkan letak pusat distribusi peluang. ‘Akan tetapi,
rataan itu sendiri tidaklah memberikan keterangan cukup mengenai bentuk

distribusinya
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Definisi 2. 8. 2. 1

Misalkan X suatu peubah acak dengan distribusi peluang f(x) dan rataan . Variansi

X adalah

@ = B[ -uf] = T-m? s
bila X diskret.

Definisi 2. 8. 2. 2
Misalkan X dan Y peubah acak dengan distribusi peluang gabungan f (x, y).

Kovariansi X dan Y adalah

Ty = E[X - u XY - my)] = ;Z(x—u,,xy—uy)f(x,y)

bila X dan Y diskret.

Contoh:
Misalkan peubah acak X menyatakan banyaknya mobil yang digunakan untuk
keperluan dinas kantor pada setiap hari kerja. Distribusi peluang untuk kantor A
adalah

AT 2 3
f@® | o3 04 03

dan untuk kantor B adalah

X
f@ | o2 0,1 0,3 0,3 0,1
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Tunjukkan bahwa variansi distribusi peluang kantor B lebih besar dari pada variansi

kantor A.

Jawab;

Untuk kantor A, diperoleh

it

po= EX) = (1)0,3) + 2)04) + (3)0,3) = 2,0

dan

2= 3 (x-2) ()

x=]

(1-2)2(0,3) + (2-2)(04) + (3-2)(0,6)
= 0,6.

H

Untuk kantor B, diperoleh

i

p = E(X) = (0)02) + (1)(0,1) + (2)(0,3) + (3)(0,3) + (4)0,1)

i

2,0

dan

4

2= Y (x=2) f(x)

= (0-2F©2 + @-2f@©1 + (2-203) + (3-2F03) +

(4 -2Y(0,1)
= 1,6.

Jelas, variansi banyaknya mobil yang digunakan untuk keperluan dinas lebih besar

_ untuk kantor B dari pada untuk kantor A.
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2. 8. 3 Distribusi Seragam Diskret

Distribusi seragam diskret merupakan distribusi peluang diskret yang paling'
sederhana di mana peubah acaknya memperoleh semua nilainya dengan peluang yang
sama.

Definisi 2. 8. 3. 1
Bila peubah acak X mendapat nilairxl, X2, ..., X, dengan peluang yang sama, maka

distribusi seragam diskret diberikan oleh

f(x; k)=

1
;, X = X1, X2, ..., Xk
Lambang f(x;k)dipakai sebagai pengganti f(x) untuk menunjukkan bahwa

distribusi seragam tersebut bergantung pada parameter £.

Contoh;

Bila sebuah dadu dilantunkan, tiap unsur ruang sample S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} muncul
dengan peluang % .
Jadi, merupakan distribusi seragam dengan

fx:6)= Vo, x=1,2,34556
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Teorema 2. 8. 3.2

Rataan dan variansi distribusi seragam diskret f(x ; k) adalah

k k
zxi Z('xi - H)
y = il dan 7% =

k k

Bukti:

Menurut definisi

k
k 2%y th
u=ﬂm=2mﬂm@=24=1
i=1 i=1

Begitupun menurut definisi

S OO ERYERY S N

i=1

k
-y XEH
‘§k= k | .

Untuk contoh di atas diperoleh

_ 14243444546
6

35

dan

o (1-35°+(2-35"+...+(6-35" _ 35
6 12°
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2. 8. 4 Sifat-sifat Rataan

Akan dibahas beberapa sifat yang berguné untuk menyederhanakan

perhitungan rataan dan variansi peubah acak.

Teorema 2. 8. 4. 1

Bila a dan b konstanta, maka E(aX + b) = aE(X) +b.

Bukti :

Menurut Definisi 2. 8. 1. 1,

E(aX +b) = Y (ax+b) f(x)

= Dax f(x) + 3 b f(x)

ay x f(x) + b f(x)
Karena Zx f(x) adalah E(X) dan z Jf(x) sama dengan 1. Sehingga diperoleh,

E(aX +b) = aE(X) +b. .

Akibat 1 Bila diambil @ =0 maka E(b) = b.

Akibat2  Bila diambil b = 0 maka E(aX) = aE(X).

Teorema 2. 8. 4.2
Jumlah nilai harapan atau selisih dua atau lebih fungsi suatu peubah acak X sama

dengan jumlah atau selisih nilai harapan fungsi tersebut, yaitu

Elg(X)£h0)) = Efe0)] £ E[n(x)]
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Bukti :

Menurut Definisi 2. 8. 1. 1,

E[g(X) H(X)] = Y [g(x) + h(x)] £ (x)
DI ONOEIWIOFIE)
= Elg)] = Enx)]. .

Akibat Bila diambil g(X) = X dan A(Y) = Y maka diperoleh

E(X£Y) = E(X)+ EY).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB III

PEMROGRAMAN KUADRAT

Pemrograman Kuadrat merupakan bagian khusus dari pemrograman non-
linier dengan kendala. Kekhususan ini nampak pada bentuk fungsi obyektif yang
digunakan untuk menggambarkan struktur model matematis dari persoalan yang
akan diselesaikan. Untuk itu sebelumnya akan d.ibahas mengenai masalah-
masalah pemrograman non-linier yang dinyatakan sebagai persoalan
pemrograman konveks dan mengembangkan kondisi Kuhn-Tucher untuk
mendapatkan suatu solusi yang optimal untuk persoalan-persoalan pemrograman

non-linier tersebut,

3.1 Pemrograman Non-Linier

Persoalan pemrograman matematika merupakan bentuk umum dari
persoalan optimal untuk mendapatkan suatu kondisi yang menyebabkan fungsi
obyektif mencapai keadaan optimal, atau menentukan harga-harga ekstrim dari
fungsi obyektif dimana variabel-variabelnya harus memenuhi semua kendala-
kendala yang membatasinya. Bentuk umum persoalan pemrograman mt_xjcematika
dapat dinyatakan dalam suatu model matematika, sebagai berikut :
Optimumkan, Z= f (X)
terhadap : 2 (X) (£,=,2)0, untuk setiapi=1,2,......... ,m

XeXcR"

41
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dengan, f (X) dan semua kendala g; (X) adalah fungsi-fungsi yang didefinisikan
pada R" . Vektor X = ( x1, X2, ..., X ) adalah vektor variabel yang berdimensi n,
dan X adalah suatu himpunan bagian dari R" yang dibentuk oleh kendala-kendala
g (X) yang disebut dengan daerah fisibel. Vektor X eX yaitu vektor yang

memenuhi semua kendala disebut sebagai penyelesaian fisibel.

Dengan demikian persoalan pemrograman matematik dapat dikatakan
sebagai persoalan untuk menentukan suatu titik X yang fisibel sehingga
Vxe X, f(X) = f(X") untuk persoalan minimal dan, f (X) < f (X") untuk

persoalan maksimal. Dalam hal ini, titk X" disebut solusi optimal dari persoalan.

Dalam persoalan pemrograman linier, fungsi tujuan dan kendalanya
diasumsikan berbentuk hubungan linier. Namun dalam beberapa kasus, hubungan
linier ini tidak selalu sesuai sehingga perlu diasumsikan bentuk hubungan non-

linier untuk memodelkan persoalannya.

Pemrograman non-linier merupakan bagian dan teknik pemrograman
matematika yang ditandai dengan adanya fungsi non-linier pada fungsi
obyektifnya, dan bentuk-bentuk non-linier atau linier pada kendalanya. Bentuk
non-linier ini, misalnya ; x?, ; e*, sin (x), dan lain-lain, Ketidaklinief;m dapat
juga ditimbulkan sebagai akibat dari interaksi antara dua atau lebih variabel,
seperti :x, Inx,, x,x,x,, x”, dan lain-lain. Sekarang tampak bahwa persoalan

pemrograman non linier lebih sulit dibandingkan persoalan pemrograman linier.
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Pengendoran asumsi kelinieran telah menyebabkan kesulitan dalam perhitungan

dan ruang lingkup masalah menjadi sangat luas dan lebih bervariasi.

Sejak munculnya teori dasar Pemrograman Non-Linier oleh Kuhn dan
Tucker (1951), telah banyak prosedur algoritma yang dikembangkan untuk
menyelesaikan persoalan pemrograman non-linier dengan kendala, baik untuk
kendala persamaan maupun untuk kendala pertidaksamaan. Pengembangan teori

ini menggunakan teknik Pengali Lagrange (Lagrange Multiplier).

3.2 Pemrograman Konveks

Persoalan pemrograman konveks adalah suatu persoalan optimasi dengan
kendala, di mana semua kendala dan fungsi tujuannya adalah bentuk konveks
yang kontinu dan diferensiabel. Bentuk umum dari persoalan pemrograman
konveks adalah:
Minimumkan, f(X)
terhadap, g2i(X) <0;untuk setiapi=1,2,...,m

xj 20 ; untuk setiapj=1,2,...,n a(3.1)

di mana, f (X) dan semua kendala g; (X) adalah bentuk konveks yang kontinu dan
diferensiabel.

Untuk menyelesaikan persoalan persebut, didefinisikan Fungsi‘ Langrange,

sebagai berikut:

L(XA)=f(X)+ 34 g (X

i=l



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
' 44
BAB Ill PEMROGRAMAN KUADRAT

di mana, A, disebut sebagai Pengali Lagrange (Langrange Multiplier), untuk
setiap i = 1, 2, ..., m. Dalam hal ini, akan dibentuk suatu persoalan baru, yaitu
Persoﬁlan Titik Pelana, di mana solusi dari persoalan baru ini berhubungan
langsung dengan persoalan pemrograman konveks. Solusi Persoalan Titik Pelana

ini sering dikenal dengan Teori Kuhn Tucker.

3.3 Teori Kuhn Tucker
3. 3.1 Persoalan Titik Pelana

Persoalan titik pelana adalah Suatu persoalan untuk menentukan vektor-
vektor X' dan A° dari fungsi Langrange L (X,4), sedemikian sehingga
berlaku:

L(X,A)s LX,27)<s L(X,4) , (3.2)
dengan,x; 2 O untuk setiapj=1,2,...,ndan 4, > Ountuk setiapi=1,2,...,m.
Pasangan (X", A *) disebut sebagai titik pelana.

Titik (X',A") pada persoalan titik pelana dan solusi optimal pada

persoalan pemrograman konveks dibahas dalam teorema berikut:

Teorema 3. 3. 2: (Teorema Kuhn -Tucker)
Vektor X' merupakan suatu solusi untuk persoalan pemrograman konvelks 3. 1),
Jika dan hanya fika, terdapat suatu vektor A € R™ sedemikian sehingga

(X', A7) merupakan solusi untuk persoalan titik pelana.
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Bukti :
* (<)
Akan ditunjukkan bahwa kondisi titik pelana menjamin X~ sebagai suatu

solusi untuk persoalan pemrograman konveks.

Untuk titik pelana (X°,4 ") dan L (X,4) = f (X) + Y. 4 g,(X), maka

i=1

dari persamaan (3. 2) akan diperoleh :

FX+ T A XD F XD+ T4 2(X) S 00+ XA 8

dengan x; 2 0 untuk setiapj=1,2,...,ndan 4, 2 Ountuk setiapi=1,2,...,m.

Dari hubungan pertidaksamaan sebelah kiri pada persamaan (3. 3), untuk

memenuhi semua 4, = 0 maka haruslah g;(X") < 0 dan Zﬂi' g,(X") =0 untuk

i=1
setiap i=1, 2, ..., m. Hal ini akan ditunjukkan, sebagai berikut :

Hubungan pertidaksamaan sebelah kiri pada persamaan (3. 3), yaitu :

FOX)+ 328X < F(X)+ 347 g(X)

i=1 i=1

atau,

i'?“i g.(X") < i’li‘ g&(X") 3.4)

i=1 i=1
Jika beberapa g (X') > 0, maka pilih A > 0 yang cukup besar schingga
persamaan (3. 4) tidak dipenuhi. Dengan demikian, g; (X") < 0 untuk setiap

i=1,2,..,m Karena x;/ 2 0 untuk setiap j = 1, 2, ..., n, maka X" akan
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memenuhi kendala-kendala pada persoalan pemrograman konveks (persamaan

(3. 1)). Persamaan (3. 4) juga harus memenuhi 4; =0, sehingga diperoleh:

0< 4 g(X'). Tetapi, karena 4 > 0 dan g (X') S 0 maka,

i=1

DA (X" <0.

1=1

Sehingga diperoleh : D" 4, g,(X") =0, untuk setiap i=1,2,...,m.
i=]

Ini berarti, 4, =0 ataug;(X') = 0 atau kedua-duanya sama dengan nol.

Hubungan pertidaksamaan sebelah kanan pada persamaan (3. 3), yaitu:

FX)+ 34 g X) < FO+ YA g(X)

i=1 =]

atau,

FX) S FX)+ 347 g(X)

dengan X = {x;}> 0 untuk setiap j = 1, 2, ..., n. Karena Zi‘ 2 0 untuk setiap
i=1,2,...,m,maka f(X") < f(X)untuk setiap x; 2 0 dan g;(X) < 0. Dengan
demikian, selama g; (X*) < O untuk setiap i=1,2, ..., m maka, X  adalah suatu

solusi untuk persoalan pemrograman konveks.

* =)
Dalam hal ini akan ditunjukkan bahwa suatu solusi untuk persoalan
pemrograman konveks (persamaan (3. 1)) akan menyelesaikan persoalan titik

pelana. Syarat ini bertujuan untuk mengidentifikasi titik stasioner dari suatu
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persoalan pemrograman konveks, yaitu titik interior pada daerah konveks yang
fisibel adalah tidak kosong, Untuk maksud tersebut, maka diperlukan suatu
asumsi yang menyatakan bahwa, untuk semua kendala pada persoalan
pemrograman konveks akan terdapat suatu X , dimana x; > 0 untuk setiap j = 1,
2, ..., n sedemikian sehingga g; (X) < 0 untuk setiap i=1,2,...,m.

-Misalkan, X" adalah solusi untuk persamaan (3. 1). Dalam hal ini, akan
ditunjukkan bahwa terdapat suatu A", di mana A; 2 Ountuk setiap i=1,2,...,m
sedemikian sehingga (X',A") memenuhi persoalan titikk pelana. Untuk
menunjukkan maksud tersebut, maka dibentuk 2 himpunan titik, yaitu K; dan Kj,
yang berada di R™" dengan vektor-vektor ¥ = ( 3o, ¥1, ..., ¥m ), sebagai berikut:
untuk setiap i=1,2,...,m
Ki={¥|7(X) < 3 8 (X) < »; untuksetiap i=1,2, ..., m dan terdapat

_ paling sedikit satu X dimana x; > 0 untuk setiap j=1,2,...,n}

Ky={¥|f(X")>30,0>y untuksetiap i=1,2,...,m}

Karena f (X) dan semua kendala g; (X) adalah konveks, maka K; adalah suatu
himpunan konveks. K, juga merupakan hinipunan konveks, karena K, dinyatakan
sebagai himpunan bagian yang terbuka di R™"!, yang dibatasi oleh bidang-bidang
parale] terhadap sumbu koordinat dari R™, Ini berarti, K, memuat titik 'interior
dari suatu ‘orthant’ dengan puncak pada [f (X’), 0 ). Karena X" meminimumkan
f (X) untuk semua x; = 0, maka K; dan K, tidak mempunyai titik-titik yang

bersamaan, artinya K; n K; = . Dalam hal ini, terdapat suatu vektor @ # 0 dan
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suatu skalar a sedemikian sehingga suatu hyperplane a Y = a memisahkan K; dan
K, Sfaitu:

aYi2a¥; ' en(3.5)
Untuk semua ¥; € K; dan ¥; € K. Karena setiap komponen dari ¥, dapat dibuat
sekecil-kecilnya, maka dapat disimpulkan bahwa a; > O,untuk setiapi=1, 2, ...,m.
Jika a; < 0 untuk beberapa i, maka hubungan komponen dari ¥; dapat dibuat
sekecil-kecilnya, sehingga persamaan (3. 5) tidak dipenuhi.
Jika dipilih, ¥1=[ f (X), g1 (X), ..., gn(X) ] dan ¥2 = [ £ (X), 0,0, ..., 0 ], karena

persamaan (3. 5) dipenuhi untuk semua titik batas dari K,, maka diperoleh :

aof(X)+2"'j aig(X) 2 a f(X') ....(3.6)

i=l
di mana, x; = O untuk setiap j= 1,2, ..., n. Jika ap= 0, maka persamaan (3. 6)
akan memberikan
algl(X)+... +amgm(x)20 .....(3. 7)

di mana, a; > O untuk setiap i=1, 2, ..., m dan beberapa q; # 0. Tetapi, karena

. terdapat beberapa X, di mana x; > 0, katakanlah X= {;c: }, sedemikian sehingga

g (X) <0 untuk setiap i=1, 2, ..., m, maka persamaan ( 3. 7 ) menjadi lebih
kecil dari nol. Sehingga dapatlah disimpulkan, ay> 0.

Hasil bagi persamaan (3. 6) dengan a, akan memberikan :

X+ YA g (X)2 (X)) . (.8)

i=l

di mana, /li' = ;‘l > Ountuk setiap i=1,2,...,m,
0

Persamaan (3. 8) dapat ditulis sebagai berikut :
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L(X,A%)2 f(X) ...(3.9)
untuk semua x; 2 0.
“Misalkan X = X', maka persamaan ( 3. 8 ) akan menjadi :

L(X,2)2f(X)

atau,

LXLAD =F(X)+ 34" g(X) 2 £(X)

i=1

atau,

347 g (X) 20

i=1

Tetapi, karena semua g; (X) < 0 dan semua /1,.' 2 0 maka akan diperoleh

>4 g(X") < 0, sehingga D> 4, g;(X') = 0 untuk setiap i=1,2, .., m

=l 1
Dengan demikian,

LX,2%) = f(X) (3. 10)
Demikian pula untuk semua A, > 0, karena g (X" < 0 untuk setiap i=1, 2,
...,

maka ;

FX)2fF(X)+ S A4 a(X) =L (X, A) (3. 10)

i=1
Kombinasi persamaan ( 3. 9 ) dan persamaan ( 3. 11 ) memberikan :
LEX,A)SFX)=LX,A) = f(X)SL (XA

atau,
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LX,A)S L(X,ANSL (XA

Dengan demikian, teorema terbukti.m

Pembuktian Teorema 3. 3. 2 di atas menjelaskan bahwa, jika f (X) dan
g (X) (untuk setiap i = 1, 2, ..., m) adalah fungsi-fungsi konveks yang
diferensiabel secara kontinu, maka pertidaksamaan titik pelana adalah ekivalen
dengan kondisi-kondisi yang merupakan syarat-syarat untuk menetapkan suatu
solusi yang optimal dari suatu persoalan pemrograman konveks. Kondisi-kondisi

optimalitas tersebut dinyatakan dalam suatu teorema, sebagai berikut :

Teorema 3.3.3 : (Kondisi Optimalitas Kuhn Tucker)
Andaikan f (X) dan semua g; (X) adalah fungsi-fungsi konveks yang diferensiabel
secara kontinu (untuk setiap 1=1,2,...,m) danx; 2 0 untuk setiap j=1,2,...,n,

terdapat suatu titik (X',A') yang memenuhi persoalan titik pelana,

L(X,2)S L (X',A)S L (X,4") jika dan hanya jika :

o o YA (x)
LXL,A) _ X)) =
(1) o a + g =0 3120
o 4 o Sty
wf0LX 0] e o) | & .
2 X)) {——————Bx J jng ) + P 0

..... (3. 12b)

@ x =0 ' (3. 12¢)




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

51
BAB Il PEMROGRAMAN K UADRAT
(4) ALXA) - g (x') 50 ....(3.132)
EY)
5) z‘[M] = Y4 g (X) =0 ...(3.13b)
04 i=1
©® 4 20 | ....(3. 13¢)

untuk setiapi=1,2,...,mdanj=1,2, ..., n
Dari persamaan (3. 12a dan c¢), maka hubungan individual untuk persamaan

(3. 12b) adalah,

o 3 g (X
Ll | & o
i Ox. .

3 J

Demikian pula untuk persamaan (3. 13a dan c¢), maka hubungan individual untuk

persamaan (3. 13b) adalah,

A g (X)=0

Bukti :
s (=)

Untuk syarat 1n1 diasumsikan bahwa (X*, 4 ") adalah suatu solusi titik
pelana dan, persamaan (3. 12) dan persamaan (3. 13) masing-masing lﬁéhyatakan
bahwé, L (X,A’) mempunyai suatu’ minimum lokal pada L (X',1") dan
L (X',A ) mempunyai suatu maksimuni lokai pada L (X',4"), sedemikian
sehingga berlaku :

LX,A)S LX,AHSLXAM.
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Untuk membuktikan bahwa persamaan (3. 12) adalah syarat untuk L (X, 1)
mempunyai suatu minimum lokal pada L (X', 4 "), misalkan persamaan (3. 12a
dan b) tidak dipenuhi oleh xj‘ > 0 untuk setiap j =1, 2, ..., n (persamaan (3.
12¢)). Untuk A = A", dinyatakan bahwa L (X, 1) adalah fungsi konveks dan

oL (X", A"
ax,

J

x. Jika beberapa xj' > 0, yaitu suatu titik interior, dan # 0, maka

L (X', A ") dapat dikurangi dengan mengambil suatu nilai yang berbeda dari X,

katakanlah X , sehingga L (X,A") < L (X',4").

Perhatikan gambar 3. 1 berikut :

LX, A7) /L(X, A%
oL 9 aL
_571'_; <0 ;Jl* >0
x =0 x>0 3;: x>0 %

Gambear 3. 1 Persoalan Titik Pelana
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Jika x; = O untk setiap j = 1, 2, ..., n yaitu suatu titik batas, dan

aL(X",A ")
ox.

J

< 0, maka dapat ditemukan kembali svatu X = {;j_}, dimana

}; 2 0 untuk setiap j =1, 2,...,n, sedemikian sehingga L (—)Z,/l “Y< L(X,AY.

Perhatikan Gambar 3.2 berikut :

L(X,A}) A

LX, A"

Gambar 3. 2 Persoalan Titik Pelana

Situasi-situasi ini tidak dapat terjadi selama L (X, A)diminimumkan oleh X'

untuk semua A . Jadi, jika x;’ > O untuk setiap j = 1,2, ..., n maka harus berlaku:

QL—O;’A = 0. Demikian pula untuk x;" =0, maka haruslah: QL—Q;——Q 0.
] ' X

}
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(Dari teorema 2. 4. 3 pada bab terdahulu, hal ini adalah mungkin untuk

M:Oselama xj‘>0dan ﬂ%ilz

i i

membuktikan bahwa 0

selama x;'=0).

Dengan demikian, persamaan (3. 12a dan b) haruslah diper.luhi, demikian pula
untuk xj' > 0, yaitu persamaan (3. 12¢).

Dengan cara yang sama, akan dibuktikan bahwa persamaan (3. 13) adalah syarat
perlu untuk L (X', A Ymempunyai maksimurﬁ lokal pada L (X",1 7).

Untuk X, diketahui bahwa L. (X, A )adalah suatu fungsi konveks yang linier
dari 4, untuk setiapi =1, 2, ..., m.-Dari persamaan (3. 4), diketahui bahwa

untuk semua A > 0 dan (X", 4 "), berlaku;

iﬂi g(X") < iﬂi' &(X") (3. 14)

i=1

untuk setiapi=1,2,...,m

Karena a—L-(—};—;’Q =  g/(X"), maka untuk QL_(_X&J__}_> 0 berlaku

g, (X')> 0 untuk setiap i = 1, 2, ..., m. Dari persamaan (3. 14), jika suatu
g, (X")> 0 maka dipilih 4, yang sangat besar sedemikian sehingga kondisi ini

oL(X',A") _
a4,

1

tidak dipenuhi. Dengan demikian, g, (X") £ 0. Selanjutnya, dari

Teorema 3. 3. 2 telah ditunjukkan bahwa Zﬂi' g,(X’)= 0 dan 4 >0 untuk
i=1

setiap i =1, 2, ..., m. Dengan demikian, persamaan (3. 13) haruslah dipenubhi.
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. (@
Diketahui persamaan (3. 12) dan persamaan (3. 13). Akan ditunjukkan

terdapat suatu titik (X', 4 *) yang memenuhi persoalan titik pelana, yaitu:
L'(x‘,,l Y LXL,ADSL (X A40).

Menurut Teorema 2. 4. 2 pada bab terdahulu, dan L (X, A ")adalah fungsi

konveks dari X, maka akan diperoleh:

L(X,A)=L (X" ,A")+ (x—X‘)"“[———-————aL(’(;;’’1 ')]

atau

oot xt 2 ext QLA e[ LK, A0)
L(X,/I)_L(X,/I)X[-—max ](X)[————————ax ]

Dari persamaan (3. 12a dan b) dan x; >0, untuk setiap j = 1, 2, ..., n, dapat

diketahui bahwa, XT[?—L-Q;;’LI——)] >0 dan (X')" [Q_@_(_’;x_"?__)J= 0.

Sehingga persamaan (3. 15) menjadi, L (X,4A )2 L (X",1°).
Selanjutnya, karena L (X', A4 )juga merupakan fungsi konveks yang linier dari
A, maka akan diperoleh:

LX,A)=LX,A)+(A-4 ‘)[—————--——aL();/;”1 ‘)]

atau



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

56
BAB Il PEMROGRAMAN KUADRAT

0L AN ,-[oLX,47)
EY) EY)

L(X,A)=LX,AH+4 [

Dari persamaan (3. 13a dan b) dan A >0, untuk setiap i = 1, 2, ..., m dapat

diketahui bahwa:

A M <0dan 2" Q_l;(_&’_'%_l =0
oA - 04

Schingga persamaan (3. 16) menjadi, L (X', )< L (X,47).
Maka akan diperoleh: L (X", A )< L (X,A")< L (X,1°), yaitu x; 20,
untuk setiap j = 1, 2, ..., n dan A, >0, untuk setiap i = 1, 2, ..., m memenuhi

kendala-kendala dari titik pelana. (teorema terbukti) m

3.4 Pemrograman Kuadrat

Pemrograman Kuadrat merupakan suatu persoalan optimasi dengan
kendala, di mana fungsi obyektif (fungsi tujuan) dari persoalan dinyatakan sebagai
suatu fungsi yang berbentuk kuadrat dan kendala-kendala yang membatasinya

berbentuk linier.

3. 4.1 Bentuk Umum Pemrograman Kuadrat
Bentuk umum dari suatu persoalan Pemrograman Kuadrat dirumuskan,

sebagai berikut :

i

XTCX + PTX

n n n
2.2 % Gy %y T D dyx
=

k=1j=1

Maksimumkan, f(X)

]
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terhadap, gX) =AX < B

= Ya;x; S b ,i=1,2,..,m
j=1
x 20 ,j=1,2,..,n
Dengan,

D = [ d; ] adalah vektor kolom berdimensi - n
B = [ ;] adalah vektor kolorﬁ berdimensi - m
A = [ a3 ] adalah matriks (m x n)
C = [ ¢y ] adalah matriks simetris (n x n)
XeXcR"

Bentuk X" CX dalam fungsi obyektif dari persoalan Pemrograman
Kuadrat di atas didefinisikan sebagai bentuk kuadrat, di mana C merupakan
matriks simetris yang berordo (n x n). Dari Teorema 2. 3. 2 dan kondisi
optimalitas Kuhn-Tucker dapat diketahui bahwa, jika persoalan Pemrograman
Kuadrat adalah persoalan maksimasi, maka matriks C diasumsikan sebagai
matriks yang semidefinit positif. Sedangkan fungsi obyektif /' (X) merupakan
suatu’ fungsi konkaf (cekung) pada X. Kendala-kendala yang dia§umsikan
berbehtulé hubungan linier pada kasus ini adalah untuk menjamin sebuah ruang
solusi yang merupakan himpunan konveks.

Pemrograman Kuadrat adalah suatu persoalan optimasi untuk menentukan
suatu titik X" = ( x,’, x,°, ..., x, ) yang fisibel sehingga, £(X) 2 f(X") untuk

persoalan minimasi dan, f(X) < £(X") untuk persoalan maksimasi.
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Dalam Pemrograman Kuadrat terdapat beberapa metode penyelesaian
yang dapat digunakan untuk menentukan solusi optimal dari persoalan baru
tersebut. Metode-metode tersebut merupakan pengembangan dari algoritma
simpleks -pemrograman linier yang bertitiktolak pada kondisi-kondisi optimalitas

Kuhn-Tucker. Salah satu diantaranya adalah dengan Metode Frank dan Wolfe.

3. 4.2 Kondisi Optimalitas Pemrograman Kuadrat

Pada dasarnya, solusi untuk masalah ini ditentukan oleh aplikasi secara
langsung dari syarat perlu Kuhn-Tucker. Karena fungsi obyektif f (X)
diasumsikan sebagai fungsi kohveks untuk persoalan minimasi dan diasumsikan
sebagai fungsi konkaf untuk persoalan maksimasi, dan ruang solusi diasumsikan
sebagai suatu himpunan konveks, maka menurut Teorema 2. 3. 5 syarat-syarat ini
juga merupakan syarat cukup untuk menjamin sebuah 6ptimum yang global.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan bentuk umum persoalan Pemrograman

Kuadrat dalam bentuk operasi matriks, sebagai berikut

Maksimumbkan, f(X) = X*'Cx+ p'x . (3. 17a)
terhadap, gX) =AX < B o WA L (3.17b)
0% 1 AR ™ " AN (3.17¢)

Misalkan, 2 = (4,,4,,..., 4 )" adalah suatu vektor kolom dari pengali Lagrange
untuk kendala : AX - B < 0. Maka, fungsi Lagrange untuk sistem persamaan
di atas, adalah :

L(XA)=X'CX +D'X +AT(AX-B) .. (3.18)
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oX'CX _ T o o . .
Karena T 2 X' C maka, derivatif-derivatif untuk fungsi Lagrange di
atas, yaitu ;
OL(X.A) _ 2X"C+ D"+ 1A
X
OL(X,A) _ AX - B
04

Dari ( 3. 12 ) dan ( 3. 13 ) untuk X", A' merupakan penyelesaian titik
pelana, maka aplikasi langsung dari kondisi optimalitas Kuhn-Tucker untuk

persoalan Pemrograman Kuadrat di atas adalah sebagai berikut :

@ 2x)Vc+p"+(@)fAa 20 (3. 192)
@ xHRX)fc+p +@)ar=0 ....(3.19b)
@) x =0 |

untuk setiapj=1,2,...,n , .....(3.19¢)
4 AX -B<0 : | .....(3.20a)
G) @f[Ax -B]=0 ....(3.20D)
6 A =20

infuk setiapi = 1,2, ...,m | .(3.200)

Dalam hal ini, kondisi optimalitas Kuhn-Tucker di atas dapat dipandang
sebagai kendala baru dari persoalan Pemrograman Kuadrat untuk menentukan
suatu tittk Kuhn-Tucker X', yang merupakan solusi optimal untuk persoalan

tersebut,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
60
BAB Ill PEMROGRAMAN KUADRAT

Misalkan, v' = 2 CX - D"+ A4 dans’ = A X - B adalah

vektor-vektor kolom dari variabel-variabel slack si' dan ,ui' yang non-negatif,
untuk setiap i = 1, 2, ..., m. Maka, kondisi optimalitas Kuhn-Tucker untuk

sistem persamaan (3. 19) dan (3. 20) di atas dapat dinyatakan, sebagai berikut : .

o 2&fc-pT+(x)fa - (v)=0 n(3.213)

@ &)v=0 ....(3.21b)
| B x =20

untuk setiapj=1,2,...,n .....(3.21¢)

4 AX +s =B ....(3.22a)

Gy (@) s=o0 ...(3.22b)
6 A =20

untuk setiapi = 1,2,...,m ' .....(3.22¢)

Bentuk-bentuk kondisi optimalitas Kuhn-Tucker yang dinyatakan oleh sistem

persamaan (3. 21) dan (3. 22) dapat disederhanakan, sebagai berikut :

@ AX +s =B ...(3.23)
b 2&)c+ (@A - ) =b" .(3.24)
© K)Vv=0 (@fs=o0 | ‘..*...(3_ 25)
@ X =0, s 20, A =0, vi=0 ...(3.20)

Oleh karena transpose dari matriks simetris C adalah matriks C itu sendiri, maka

transpose untuk persamaan (3. 24) di atas akan memberikan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

61
BAB Il PEMROGRAMAN KUADRAT

2CX +ATA - v =D.

Dengan demikian, kondisi optimalitas Kuhn-Tucker untuk persoalan 7
Pemrograman Kuadrat dapat dinyatakan dalam suatu bentuk baku (standart)
sebagai berikut : |
Kondisi Optimalitas Pemrograman Kuadrat :

@ AX'+s =B

b) 2CX +ATF-v'= D.

© X)v-=0 () s =0

@ X 20 s20 A20 v=20

Jadi dari penerapan syarat Kuhn-Tucker pada Pemrograman Kuadrat

(3. 17) dapat disimpulkan bahwa pemecahan optimal bagi Pemrograman Kuadrat,

jika ada, haruslah memenuhi persamaan matriks baru berikut:

R Y = [ N el N (3.27)
di mana
X#
A A 1 0 0 '
A= [ ! ! 2T :] B = [B J Y= S.
1-2¢ 0, -I, A D | v
g

dengan B adalah vektor yang berdimensi-m, D adalah vektor yang berdimensi-n,

A adalah matriks (m x n), C adalah matriks simetris (n x n), X" adalah vektor dari

variabel keputusan x J.' yang berdimensi-n, 4" adalah vektor dari pengali Lagrange
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A yang berdimensi-m dan, s’ dan v’ adalah vektor-vektor dari variabel-

variabel slack si' dan yi' yang berhubungan dengan kendala-kendala baru :
AX -B < 0dan -2CX -D + A" 4 > 0 dan berturut-turut memiliki n
dan m buah komponen, sedangkan I, dan I, berturut-turut adalah matriks

berukuran (m x m) dan (n x n) dan 0,, 0, dan 0, berturut-turut adalah matrik nol

berukuran (m x n), (m x m) dan (n x m).

Di samping itu kondisi Kuhn-Tucker juga membutuhkan syarat

pemecahan optimal ( 3. 17 ) harus memenuhi persamaan

(VY'X +(A)'s" =0 atau Y'Y =0 ....(3.28)
di mana
vt
e | *
x'
st

dan kondisi Kuhn-Tucker juga mengharuskan bahwa semua variable adalah tak

negatif, yaitu Y = 0.

3. 4.3 Metode Frank dan Wolfe

Metode ini adalah suatu algoritnia delapan langkah untuk memecahkan
(3. 27) dan (3. 28) yang didasarkan pada metode simpleks, yang secara otomatis
mempertahankan semua variabel tak negatif. Vektor-vektor baru P dan Y, (vektor
Y yang baru ) ditentukan dan kemudian diperbaharui secara sistematis sampai Y,

mengandung pemecahan optimal .
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Untuk menggunakan metode simpleks, maka B haruslah tak negatif. Oleh
karena itu, jika terdapat komponen B bernilai negatif, maka persamaan kendala

yang bersangkutan harus dikalikan dahulu dengan —1.

Langkah 1

Tentukan suatu pemecahan dasar yang layak bagi ( 3. 27 ) dan nyatakan kedua-
duanya sebagai Y. dan P. Pemecahan yang demikian dapat diperoleh dengan
menambahkan suatu variabel buatan pada tiap-tiap persamaan kendala dan
kemudian menerapkan metode dua tahap untuk meminumkan M kali jumlah dari
variabel-variabel buatan ini, di mana M menunjukkan suatu biaya hukuman
(penalty cost) positif yang sangat besar. Perhatikan baris (C; - Z;), baris ini ini
merupakan indikator optimalitas penyelesaian, berisi selisih antara C; dan Z;
Untuk masalah pemrograman maksimasi disini, penyeiesaian dinyatakan optimal
Jika sudah tidak ada lagi unsur yang bernilai positif pada baris (C; - Z;) ini. Jika
suatu pemecahan awal yang bebas dari variabel buatan tak dapat diperoleh, maka

Pemrograman Kuadrat yang semula tidak memiliki pemecahan.

Langkah 2

Hitmg @ = P Y, Jika @ = 0, maka X' yaitu n komponen pertama dari Y,
merupakan pemecahan Pemrograman Kuadrat tersebut. Jika @ # 0, lanjutkan ke

Langkah 3.

Langkah 3

Gunakan sebagai ﬂmgsi‘obyektif baru
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Maksimumbkan, z = - FT Y
Terapkan satu iterasi dari metode simpleks pada fungsi obyektif yang terkait ini
dengan himpunan variabel-variabel basis yang baru dan tabel kendala yang
mendefinisikan variabel-variabel itu. Nyatakan pemecahan baru ini sebagai Y.

yang diperbaharui.

Langkah 4
Hitung @ = Y, Y. Jika @ = 0, maka X' yaitu n komponen pertama dari Y,
merupakan pemecahan Pemrograman Kuadrat tersebut. Jika @. = 0, lanjutkan ke

Langkah 5.

Langkah 5

Hitung P’ Y. Jika PTY, < % @, lanjutkan ke Langkah 6. Jika tidak, kembali

ke Langkah 3 dan lakukan pengulangah lain dari metode simpleks.

Langkah 6
Hitung

_ P (P-Y,)
~(P-Y,)"(Y, - P)

Jika @ > 1, lanjutkan ke Langkah 7, jika @ < 1, lanjutkan ke Langkah 8.

Langkah 7

Ambil @ = O, P = Y. dan kembali ke Langkah 3.
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Langkah 8
Hitung vektor P - a ( P - Y. ). Nyatakan vector ini sebagai P yang diperbaharui

dan kembali Langkah 2.

Untuk lebih jelasnya akan diperlihatkan pada dua contoh berikut.
Contoh 1:

Tentukan solusi optimal dari persoalan Pemrograman Kuadrat di bawah ini:

" Maksimumkan, z = 4x; + 6x; - 2x12 - 2x1%7 - 2sz

‘terhadap, x1+ 2x £ 2

x,x 2 0

Penyelesaian:

Masalah ini dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

Maksimumkan,z = [ %, x, ]{12 :;Hxl}L 5 6][ xl}

X2 X2
X1
terhadap:  [1 2] < 2
X,
dan: rxl,xz 20

Pemrograman tersebut sesuai dengan bentuk untuk persoalan maksimasi

Pemrograman Kuadrat, dengan:

A=[1 2] B=[2] CE[-z -1] DE[4J

-1 -2 6
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Karena persoalan tersebut merupakan persbalan maksimasi maka matriks
C haruslah semidefinit negatif, sehingga fungsi obyektif, z, adalah cekung
(konkaf).
Untuk membuktikan syarat tersebut dipenuhi atau tidak, maka ditentukan nilai-

nilai eigen dari matriks simetris C sebagai berikut:

(2 -2) (2 -2)~1

o=13et(c-,11)="'2"1 '1‘

-1 - -2-4

]

A +421+3
Solusi dari persamaan eigen diatas adalah, 4, = -3 dan A, = -1. Karena A,
dan A, adalah negatif, maka matriks C adalah semidefinit negatif, sehingga
fungsi obyektif, z, adalah cekung (konkaf). |

Pemrograman Kuadrat di atas secara otomatis mendefinisikan semua

informasi yang diperlukan untuk mengembangkan kondisi optimalitas Kuhn-

Tucker berikut ini:
]
1 2:1:0 0:017] x )
......................................... s | _ :
4 2:0+-1 0:1 || v : <o (1)
2 4:0: 0 -1:2 || v,

dan ( 3. 28 ) menjadi
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S
[v, v, 4, x x s]| ' |=0 f(2)

. -

Pemecahan optimal bagi Pemrograman Kuadrat ini tercakup dalam
pemecahan dari kondisi Kubn-Tucker yang bersangkutan. Selanjutnya kondisi
Kuhn-Tucker tersebut diselesaikan dengan Metode Frank dan Wolfe.

Sebagai langkah pendahuluan, agar memenuhi syarat simplex diperiksa

apakah b, 2 0, untuk setiapi=1,2, 3.

x1 + 2x + 5 =

4x; + 2x; -v1 + A, =14

»2x1 + 4x; v, + A, =6
Langkah [

Untuk menghasilkan suatu pemecahan layak i)agi sistem persamaan di atas,
diperkenalkan suatu variabel buatan dalam tiap persamaan dan kemudian
meminimumkan M 1_;a1i jumlah variabel-variabel buatan tadi. Cara lain yaitu
dengan mengingat bahwa s; dapat digunkan sebagai variabel dasar untuk
memecahkan dua persamaan lainnya (s; = 2 ), sehingga variabel R; dz;n\Rz perlu
ditambahkan pada dua persamaan terakhir. Dengan melakukannya dan kemudian
meminimumkan MR; + MR; dengan metode dua tahap, maka dihasilkan Tablo 1,
2, 3 dan 4. Pada Langkah ini tabel iterasi dihentikan jika sudah tidak ada unsur

yang bernilai positif pada baris (C; - Z;).
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Tablo 1
X3 X $1 Vi V2 A Ry Rz
54 1 2 1 0 0 0 0 0 2
Ry 4 2 0 -1 0 1 1 0 4
Rz 2 4 0 0 -1 2 0 1 8
(Cj-Zj) -6 -8 0 1 1 -3 0 0 -10
Tablo 2
X1 X2 Sq V4 V2 A Ry Rz
S 0 1,5 1 0,25 0 -0,25 -0,25 0 2
X4 1 05 0 -0,25 0 0,25 0,25 0 4
Rz 0 3 0 0,5 -1 1,5 0 1 6
(Cj-Zj) 0 -3 0 -0,5 18 | &5 -0,5 0 -10
Tablo 3
X1 X2 St V1 V2 A Ry R
Xa 0 1 -0,667 0,167 0 -0,167 -0,167 0 0,667
X3 1 0 -0,333 -0,333 0 0,333 0,333 0 0,667
R2 0 0 -2 0 -1 2 0 1 2
(Cj-Zj) 0 0 2 0 1 -2 0 -1 -2
Tablo 4
X1 X2 S4 V4 V2 A R1 R
Xa 0 1 0,5 0,167 -0,083 0 0,083 0,5 0,833
X1 1 0 0 -0,333 -0,333 0 -0,167 0 0,333
A 0 0 -1 0 -0,5 1 0,5 1 1
(Ci-Zj) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Pemecahan awal yang dibaca dari Tablo 4 adalah
[0333 083 0 0 0 1]

yang selanjutnya dinyatakan sebagai P dan Y. awal.
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Langkah 2
0,333 ]
0,833
—T 0
=P Y.=[0 0 1 0333 0833 0] 0 =0
0
b 1 v
Karena @ = 0, maka Pemrograman Kuadrat tersebut telah n_lencapai

pemecahan yang layak. Jadi x; = 0,333; x, = 0,833. Nilai optimal z dapat

dihitung dan diperoleh z = 4,16.

Contoh 2:

Tentukan solusi optimal dari persoalan Pemrograman Kuadrat berikut:

Minimumkan: z = x> + 5x2 + 10x32 - dxpxy + 6x1x3 - 12x3x3 - 2x; + 10x,
+ S5x3

terhadap. x1+ 20 +x 2 4

dan: semua variabel tak negatif

Penyelesaian:
Pemrograman Kuadrat ini ekuivalen dengan

Maksimumkan::z = - x° - 5x22 - 10x32 + dxix; - 6x1x3 +12x9%3 + 2xl

- 10x, - Sx3
terhadap: -x -2 - %3 < - 4
dan: semua variabel tak negatif

atau, jika dinyatakan dalam bentuk matruks,
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Maksimumkan: z = [.x1 x, xg] 2 -5 6 x,
-3 6 10| x,

Xy
+[2 -10 -5]f x,
X3
X
terhadap: | -1a2 S=uf-dRids R (1)
X3

dan: X1, X2, X3 20

Pemrograman ( 1 ) merupakan bentuk umum maksimasi Pemrograman Kuadrat
(3.17 ) dengan

-1 2 -3

A=]-1 -2 -1] B=[-4] ¢c=| 2 -5 6
-3 6 -10
2
D= -10 N2
-5

Karena persoalan tersebut merupakan persoalan maksimasi maka matriks
C haruslah semidefinit negatif, sehingga fungsi obyektif, z, ‘adalial-l cekung
(konkaf).
Untuk membuktikan syarat perlu tersebut dipenuhi atau tidak, maka ditentukan

nilai-nilai eigen dari matriks simetris C sebagai berikut:
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1

-1-4 2 -3
0 =Det(C- A1) = 2 -5-4 6
-3 6 -10-4
= (-1-A)(-5- 2 )(-10-A4 ) + (2)(6)(-3) + (-3)(2)(6) — (:3)(-5- A )(-3)
~(6)(6)(-1-2) — (2)2)(-10-1)
=.2-1647-164-99
Solusi dari persamaan eigen diatas adalah, 4, = - 15,0189, 4, = - 0,4905 +

1,0121‘ idan 4, = —0,4905 ~ 1,0121 i. Karena 1,, 4, dan A, adalah negatif,
maka matriks C adalah semidefinit negatif, sehingga fungsi obyektif, z, adalah
cekung (konkaf). |

Dengan menggunakan matriks-matriks yang didefinisikan pada (2 ),

(3. 27 ) menjadi

X
IR0y
1 -2 -1:1:0 0 0:0
Xq
.................................................................... -
2 -4 6 :0:-1 0 0:-1 =0 ..(1)
4 10 -12: 0 1 02 || "
6 -12.7204 0 0 -1:-2 ||
11t
_;{’1_

dan ( 3. 28 ) menjadi
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s
[v, v, v, 4, x x x s ]| =0 we(2)

Persamaan ( 1 ) dan ( 2 ), bersama-sama dengan persyaratan bahwa semua
variable tak negatif, membentuk kondisi Kuhn-Tucker.

Pemecahan optimal bagi program ini tercakup dalam pemecahan kondisi
Kuhn-Tucker yang bersangkutan, Kondisi Kuhn-Tucker diselesaikan dengan
Metode Frank dan Wolfe

Sebagai langkah pendahuluan, agar memenuhi syarat simplex diperiksa

apakah &, > 0, untuk setiap i = 1, 2, 3. Karena tidak demikian keadaannya, maka

persamaan-persamaan kendala pertama, ketiga dan keempat dalam ( 1 ) dikalikan

dengan -1, yang memberikan sistem persamaan

xp t 2x + x3 - & = 4

2% - 4x2 +  6x3 - W - A, =2

dx; - 10xy + 12x3 + vy + 2].1 = 6

“6x; + 12x, - 20x;3 + vy + ﬂ«l = 5
Langkah 1

Untuk menghasilkan suatu pemecahan layak bagi sistem persamaan diatas, kita

dapat memperkenalkan suatu variable buatan dalam tiap-tiap persamaan dan
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kemudian meminimumkan M kali jumlah dari variable-variabel buatan tadi. Cara
lainnya adalah dengan mengingat bahwa v, dan v; dapat digunakan sebagai
variabel dasar untuk memecahkan dua persamaan terakhir ( v, = 10dan v; =
5), sehingga variabel-variabel buatan W; dan W, hanyalah perlu ditambahkan
berturut-turut pada ke dua persamaan yang pertama. Dengan melakukannya dan
kemudian meminimumkan M W; + M W, dengan metode dua tahap, maka kita

hasilkan Tablo 1, 2 dan 3.

Tablo 1
X4 Xz Xy 84 vy V2 Vs A W, W,
0 0 0 0 0 0 M M
W, M 1 2 1 -1 0 0 0 0 1 0 4
W, M 2 -4 6 0 -1 0 0 ~1 0 1 2
vz o 4 -10 12 0 0 1 0 2 0 0 10
Vs 0 sl 12 -20 0 0 0 1 1 0 0 §
(CJ-2)) -3 2 -7 1 1 0 0 1 0 0 -6
Tablo 2
X1 Xz X3 S¢ vy vz Vs A Wi
W, 0,667 2,667 0 -1 0,167 0 0 0,167 0 3,667
X3 0,333 -0,667 1 0 -0,167 0 0 -0,167 0 0,333
Va 0 -2 0 0 2 1 0 4 1 6
Vi 0,667 -1,334 0 0 -3,334 0 1 -2,334 0 11,67
(Cj-Zj) | 0,667 -2,667 0 1 -0,167 0 0 -0,167 0 -3,667
Tablo 3
X X2 X3 Sy Vi ) Vs A
X2 0,250 1 0 -0,375 0,0625 0 0 0,0625 1,375
X3 0,500 0 1 -0,260 -0,125 0 0 -0,125 | 1,250
vz 0,500 0 0 -0,750 2,125 1 0 4,125 8,750
Vs 0,999 0 0 0,500 -3,250 0 1 -2,251 13,50
0 0 0 0 0 0 0 0

(Cj-Z)) 0
Pemecahan awal yang dibaca dari Tabel 3 adalah

o 1375 125 o o0 875 135 o

yang selanjutnya dinyatakan sebagai P dan Y, awal.
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Langkah 2

1,375
1,25

G=P Y.=[0 875 135 0 0 1375 125 0]

8,75
13,5

5781 = 0

Langkah 3

Fungsi obyektif yang baru adalah Memaksimumkan

z=-PY=-[0 875 135 0 0 1375 125 0]

L 1

=-0x1 -875x - 135x3 - 081 -0v; - 1,375v, - 1,25v; - 04,

Dengan menggabungkan fungsi obyektif ini dengan sistem persamaan-kendala
dan variabel-variabel dasar yang diberikan dalam Tablo 3, diperoleh Tablo 4. Satu
pengulangan dari metode simpleks menghasilkan Tablo 5, sehingga diperoleh

pemecahan
[25 075 0 0 0 75 110f

Vektor ini menjadi Y,
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Tablo 4
X4 X2 X3 84 vy V, Vs A
0 -8,75 -13,5. 0 0 -1,375 -1,25 0
X 8,75 | 0,250 1 0 -0,375 0,0625 0 0 0,0625 | 1,375
X3 -13,5 0,500 0 1 -0,250 -0,125 0 0 -0,125 1,250
Va -1,375 0,500 0 0 -0,750 2,125 1 0 4,125 8,750
Vs -1,25 0,999 0 0 0,500 -3,2580 0 1 -2,251 13,50
{Cj-Zj) 10,87 0 0 -8,313 -2,283 0 0 1,718 57,81
Tablo 5
X4 Xz X3 84 Vi V2 Vs A
X2 0 1 -0,500 -2,600 0,125 0 0 0,125 0,750
Xy 1 0 2,000 -0,500 -0,250 0 0 -0,250 2,500
vz 0 0 -1,000  -0,500 2,25 1 0 4,250 | 7,500
Vs 0 0 -1,989  0,0008 -3,001 0 1 -2,001 11,00
(Ci-Zj) 0 0 21,74 2,878 = 04345 0 0 4,438 | 30,64
Langkah 4
( 2,5
0,75
0
ot 0
B.=Y, Yo=[0 75 1100 0 25 075 0 0] o
7,5
11,0
L |
= 11,25 2 0
Langkah 5
[ 25
0,75
0
PY.=[0 875 135 0 0 1375 125 0] 0
7,5
11,0
| 0 Jd
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= 30,63

yang mana tidak lebih kecil daripada atau sama dengan V2 @ = 14(57,81) =2891

Langkah 3

Karena P belum diperbaharui, maka tujuannya tetap tidak berubah dan tabel yang

masih menjadi perhatian tetap Tablo 5. Dengan menerapkan satu pengulangan

dari metode simpleks pada table ini, maka diperoleh Tablo 6. Pemecahan yang

didefinisikan oleh Tablo 6 menjadi Y, yang diperbaharui, yaitu

Y. =[2941 05294 0 0 0 1453 1,765
Tablo 6
X1 X X3 8 . |2 vy Vs A
X2 0 1 -0,4706 -0,2353 0,0588 -0,0294 0 0 0,5294
Xy 1 0 1,941 -0,5284 -0,1177 0,0588 0 0 2,941
vy 0 0 -0,2353 -0,1178 0,5294 0,2353 0 1 1,785
Vs 0 0 -2,470 -0,2347 -1,942 70,4'708 1 0 14,63 .
(Cj-Zi) 0 0 -20,70 -2,356 -1,914 -1,044 0 0 22,81
Langkah 4
B.= Y, Y.
[ 2,941 ]
0,5294
0
=[o o 1453 1765 2941 05294 0 0] g =0
0
14,53
| 1,765
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Oleh karena itu, ketiga komponen pertama dari Y. membentu pemecahan optimal
bagi maksimasi Pemrograman Kuadrat awal; yaitu, xl' = 2,941, xg' = (,5294 dan

x3* = 0 dengan 7= 3,235.

3. 2. 4 Solusi Pemrograman Kuadrat dengan Komputer

Pada sub bahasan ini akan diperlibatkan cetakan solusi komputer
Pemrograman Kuadrat dengan Program GINO, yang tergabung dalam Sysfems
Installation (Copyright LINDO Systems Inc. 1994).

Penyelesaian Pemrograman Kpadrat Program GINO untuk Contoh 1 dan

Contoh 2 dapat dilihat pada Lainpiran 1.
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BAB IV
PENERAPAN PEMROGRAMAN KUADRAT

DALAM INVESTASI SAHAM

Salah satu penerapan dari Pemrograman Kuadrat adalah untuk menyeleksi
investasi saham di pasar modal sehingga diperoleh kombinasi saham yang
memberikan tingkat keuntungan yang maksimum dengan resiko tertentu.

Sebelumnya akan dibahas investasi saham dan analisis portofolio.

4. 1. Investasi Saham

Iﬁvestasi adalah komitmen atas sejumlah dana atau sumberdaya lainnya -
yang dilakukan saat ini, dengan tujuan memperoleh sejumlah keuntungan di masa
datang (Tandelilin, hal. 3). Pihak-pihak yang meiakukan investasi disebut
investor, Contoh aktivitas investasi yang umum dilakukan adalah investasi
sejumiéh dana pada aset riil (tanah, emas, mesin atau bangunan), maupun aset
finansial (deposito, saham ataupun tabungan).

Secara sederhana, saham dapat didefinisikan sebagai tanda penyertaan atau
kepemilikan seseorang atau badan dalam suatu perusahaan. Selembar saham
adalah kertas yang menyatakan bahwa pemilik kertas tersebut adalah pemilik
(berapa pun porsinya) dari suatu perusahaan yang menerbitkan saham tersebut,
sesuéi dengan porsi Vkepemilikannya yang tertera pada saham (Widoatmodjo,
hal 3). |

Kelebihan investasi saham adalah kemampuannya untuk memberikan

keuntungan yang tidak berhingga.. Di sini, keuntungan tidak berhingga ini bukan

78




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

. 79
BAB 1V PENERAPAN PEMROGRAMAN KUADRAT DALAM INVESTASI SAHAM :

berarti keuntungan investasi saham sangat besar dalam rupiahnya, tetapi
tergantung pada perusahaan yang menerbitkannya. Apabila perusahaan penerbit
mampu menghasilkan laba yang besar, maka para pemegang sahamnya akan
menikmati keuntuhgan yang besar juga, karena dengan laba yang besar itu bisa
diharapkan tersedianya dana yang besar untuk dibayarkan sebagai deviden, yaitu
bagian yang laba yang diberikan perusahaan kepada para pemegang sahamnya.
Dengan kata lain bilamana perusahaén penerbit saham meraih laba yang besar,
maka mungkin sekali para pemegang sahamnya mendapat keuntungan yang lebih
tinggi dari investasi lain seperti deposito ataupun tabungan, yang dibatasi oleh
suku bunga yang ditentukan. Selain deviden, keuntungan dari investasi saham
adalah capital gain, yaitu kelebihan harga saat menjual dengan saat membeli.

Pada situasi ketidakpastian, investor hanya bisa mengharapkan tingkat
keuntungan yang akan diperoleh, Mereka tidak bisa mengetahui dengan pasti
tingkat keuntungan yang akan diperoleh

Di samping tingkat keuntungan yang diharapkan, dalam investasi dikenal
juga konsep resiko. Resiko investasi diartikan sebagai kemungkinan terjadinya
perbedaan rantara tingkat keuntungan yang akan diperoleh dengan tingkat
keuntungan yang diharapkan. Resiko investasi tersebut diukur dengan penyebaran
nilai tingkat keuntungan di sekitar nilai tingkat keuntungan yang ‘d‘iharapkan.

Ukuran penyebaran ini adalah variansi atau deviasi standar.

4. 2. Analisis Portofolio
Jika investor melakukan investasi saham, ia lebih dahulu menghitung hasil

investasi yang akan diperoleh. Misalkan terdapat data perkembangan harga M
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saham selama N periode dan ketentuan deviden yang akan diperoleh, hasil dari

investasi saham yang akan diperoleh dapat dinyatakan dengan rumus berikut:

Div +H, -H
— J 4
R, = — 7 @ 1)

o

dengan R, = tingkat keuntungan yang diperoleh dari investasi saham i (i=1, 2,

..., M) pada periode ke j (3=1,2, ..., N)

Div, = deviden yang diperoleh perlembar saham i

H, = harga perlembar saham i pada periode ke j

J

H, = harga perlembar saham i pada saat diperoleh

o

Investor mempertimbangkan tingkat keuntungan yang diharapkan dari investasi
saham individual dengan mengalikan tingkat keuntungan yang diperoleh dengan
kemungkinannya (probabilitas) kemudian seluruh hasil dijumlahkan. Besarnya
probabilitas tingkat keuntungan yang diharapkan ditentukan oleh keyakinan

investor. Hal tersebut bisa dinyatakan dengan rumus berikut:

N
CERR) = Y B R, P~ B 4.2)
7=l
dengan E(R,)= tingkat keuntungan yang diharépkan dari investasi saham i
P, = probabilitas memperoleh tingkat keuntungan yang dihafapkan
dari investasi saham i pada periode ke j
R = tingkat keuntungan yang diperoleh dari investasi saham i pada

i
peiode ke j

‘N = banyaknya periode yang berlangsung
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Sedangkan resiko investasi saham i dapat dihitung dengan rumus berikut:

i

o = Ef(®)-E®R)F|

if’u [®)- £R)] o (4.3)

i=f

Untuk memperjelas uraian di atas, berikut disajikan contoh data suatu investasi

saham.
Contoh 4.1
Periode ke Probabilitas Tingkat keuntungan
1 . 0,20 0,30
2 0,60 0.20
3 0,20 0,10

Tabel 4.1 Data Tingkat Keuntungan Historis Saham I

Berdasarkan data di atas, maka tingkat keuntungan yang diharapkan akan

diperoleh bisa dihitung dengan cara berikut:
E(R) = 0,20(0,30) +.0,60(0,20) + 0,20(0,10)

= 0,20 (atau 20%)

Sementara itu resiko saham I (yang ditunjukkén oleh besamya variansi

atau standar deviasi) dapat dicari melalui perhitungan berikut.

Rz;/ E(R)) I.Rij - E(R, )J [Ru - E(R, )]2 Pij [Ry - E(R, )}2

0,30 0,20 0,10 0,01 0,20(0,01) = 0,002
0,20 0,20 0 o 0,60(0) =0

0,10 0,20 -0,10 0,01 10,20(0,01) = 0,002

Tabel 4.2 Perhitungan Resiko Saham I




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB IV PENERAPAN PEMROGRAMAN KUADRAT DALAM INVESTASI SAHAM

82

Q
i

2= 32 [R)-E®)]
S

I=

ol = 0,002 +0+ 0,002
= 0,004

o, = 0,063

Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (F;) sama
dengan kata lain R, berdistribusi seragam diskret maka menurut Teorema 2. 8. 3.2

rumus (4. 2) menjadi:

(4.8

Sedangkan perhitungan resiko investasinya dinyatakan dengan rumus

berikut:
NR - E(R
o} = Z[—f—ﬁ(—-ﬂ)—]i o n(4.5)
j=1
Contoh 4.2
Periode [Tingkat keuntungan -
1 0,20
2 0,25
3 0,30
4 0.20
5 0,30
6 0,20

Tabel 4. 3 Tingkat keuntungan suatu investasi saham selama 6 periode
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Pada persoalan di atas tingkat keuntungan yang diharapkan dihitung
dengan membagi jumlah tingkat kéuntungan selama 6 periode dengan jumlah
periode. Yaitu,

E(R) = (0,20 + 025 + 0,30 + 0,20 + 0,30 + 0,20)/6

= 0,242
sedangkan untuk perhitungan resiko investasinya diperoleh

o 0,00201

It

o, = 0,045

Portofolio diartikan sebagai serangkaian kombinasi saham yang
diinvestasikan dan dipegang oleh investor, baik perorangan maupun lembaga.
Dengan melakukan kombinasi investasi saham, -diharapkan investor bisa
memperoleh tingkat keuntungan tertentu dengan resiko yang minimal. Usaha
melakukan kombinasi investasi saham ini sering disebut juga diversifikasi.

Tingkat keuntungan portofolio merupakan rata-rata tertimbang dari tingkat
keuntungan masing-masing saham yéng membentuk portofolio tersebut, dengan -
proporsi dana yang diinvestasikan pada masing-masing saham sebagai faktor

penimbang. Tingkat keuntungan portofolio dinyatakan dengan rumus: -

M
R, = > xR, coe(4.6)

i=1

dengan R,= tingkat keuntungan portofolio pada periode ke j
x, = proporsi dana yang diinvestasikan pada investasi saham i

R, = tingkat keuntungan saham i pada periode kej.
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Sedang tingkat keuntungan yang diharapkan dari suatu portofolio adalah
rata-rata tertimbang dari tingkat keuntungan yang diharapkan dari masing-masing
saham yang membentuk portofolio tersebut, dengan proporsi dana yang
diinvestasikan pada masing-masing saham sebagai faktor penimbang. Tingkat

keuntungan yang diharapkan dari suatu portofolio dinyatakan dalam rumus:

B(R,) = 3 ER)
= (4T

Setelah mengetahui cara perhitungan tingkat keuntungan yang diharapkan
dari suatu portofolio, berikut akan dijelaskan cara penghitungan resiko portofolio.
Resiko portofolio dapat diukur dengan besarnya deviasi standar atau variansi dari
nilai-nilai tingkat keuntungan yang diharapkan saham-saﬁam individual yang ada
di dalamnya. Dengan demikian variansi tingkat keuntungan portofoiio yang

merupakan resiko portofolio dapat dinyatakan sebagai berikut:

.2 _ E[Rp - E(RP)]Z (4. 8)

4

Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (5, ) sama dengan kata

lain R, berdistribusi seragam diskret maka menurut Teorema 2. 8. 3. 2 rumus

variansi pada (4. 8) dapat dinyatakan

o

v [R - ER \
2 Z[._,P___..._N( P)]z, . (4.9)

P
j=l

Untuk pembahasan ini dimulai dari portofolio yang hanya terdiri dari dua
saham (misal saham 1 dan saham 2). Tingkat keuntungan portofolio yang

merupakan rata-rata tertimbang tingkat keuntungan saham 1 dan 2 adalah:
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R, = xR, + xRy, .....(4.10)

Dengan demikian tingkat keuntungan yang diharapkan dari portofolio
tersebﬁt adalah:

ER,) = 5 E(R) + x, E(R,) enn(4.11)

Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (F,) sama

dengan kata lain R, dan R, berdistribusi seragam diskret maka dengan

N N
2R, LR,

mensubstitusi E(R) dan E(R,) berturut-turut dengan HN dan HN pada

rumus di atas diperoleh

N

N
>R, Z&j

a&y=%F& +.@F& | e (4.12)

Sedangkan perhitungan resiko portofolio dapat diperoleh sebagai berikut:

i

o’ E[R, - ER,)f

P

= ExR, + %R, - ((ERY) + (5 (ER))}

i

E xlz(le "’VE(RI))Z + 2xlx2(le - E(RI)XRZj ~ E(Rz))

+ xR, - ER))]

i

%! Bl(R, - ER)f |+ 225, B[R, ~ ER)NR,, ~ E(R,)]

+x," E|(R,, - ER)P)

il

x12 0'12 + 2x1x2El.(le - E(RI)Xsz - E(Rz).|+ xz2 0'22




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

| 86
BAB IV PENERAPAN PEMROGRAMAN KUADRAT DALAM INVESTASI SAHAM

E[(R‘ i~ ER )XR2 ;= E(R)J memiliki nama tersendiri. Disebut sebagai
kovariansi dan selanjutnya dinyatakan dengan notasi o,,. Dengan mensubstitusi

simbol &, untuk E[(Rl ;= E(R‘)XRQJ. - E(RJJ maka persamaan di atas menjadi:

2 L2 2 2 2 '
o, =x o tx ot 2xx o, ...(4.13)

dengan 7, adalah variansi portofolio. ¢,* dan o, berturut-turut adalah deviasi

standar saham 1 dah saham 2. R;, Rzl dan R, berturut-turut adalah tingkat
keuntungan saham 1, saham 2 dan portofolio. Sedangkan x, dan x, berturut-

turut adalah proporsi saham 1 dan saham 2.

Kovariansi antara tingkat keuntungan saham 1 dan 2 yang dinyatakan
dengan notasi o;,, menunjukkan hubungan arah p_ergerakan dari nilai-nilai
tiﬁgkat keuntungan saham 1 dan 2. Nilai kovariansi yang positif menunjukkan
nilai-nilai dari dua variabel bergerak ke arah yang sama, yaitu jika satu
meningkat, yang lainnya juga meningkat atau jika satu menurun, yang lainnya
juga menurun. Nilai kovariansi yang negatif menunjukkan nilai-nilai dari dua
variabel bergerak ke arah yang berlawanan, yaitu jika satu meningkat, yang
lainnya menurun atau jika satu menurun, yang lainnya meningkat. Nilai
kovariansi yang nol menunjukkan nilai-nilai dari dua variabel indepencieii, yaitu
pergerakan satu variabel tidak ada hubungannya dengan pergerakan variabel yang
lainnya. Kovariansi tingkat keuntungan dari saham 1 dan 2 dapat dihitung dengan

rumus berikut:

Op = i[RU - E(Rl)][sz - E(Rz)]P, een(4.14)
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Untuk probabilitas kejadian pada setiap periode (P,) sama dengan kata

lain R; dan R; berdistribusi seragam diskret, maka kovariansi saham 1 dan 2 dapat

dinyatakan sebégai berikut:
o, = i(R‘f — E(R‘))A(]R’f ~ E(R)) .4, 15)
J=1

dengan N merupakan jumlah periode yang berlangsung.

Konsep dari kovariansi dapat dinyatakan dalam bentuk korelasi. Koefisien
korelasi .menunjukkan besarnya hubungan pergerakan antara dua variable relatif
terhadap masing-masing deviési standamya. Dengan demikian, nilai- koefisien
korelasi antara saham 1 dan 2 (dinotasikan dengan p,,) dapat diperoleh dengan
membagi nilai kovariansi dengan deviasi standar saham 1 dan deviasi standar

saham 2:

(e}
o AN ' ...(4.16)
0,0,

Nilai dari koefisien korelasi berkisar ‘dari +1 sampai dengan —1. Nilai koefisien
korelasi +1 menunjukkan korelasi positif sempurna, nilai koefisien korelasi 0
menunjukkan tidak ada korelasi dan nilai koefisien korelasi ~1 menunjukkan
korelasi negaﬁf sempurna.

Dari rumus (4. 16), nilai dari kovarian tingkat keuntungan saham 1 dan 2
dapat dinyatakan dalam bentuk koefisien korelasi sebagai Berikut:

Ty = P 0,0, ' e (4.17)
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Selanjutnya dengan mensubstitusikan kovariansi dengan koefisien korelasi pada
rumus (4. 17), rumus variansi portofolio pada rumus (4. 13) dapat dinyatakan

dalam bentuk koeﬁsien korelasi sebagai berikut:

2 — 2 2 2 2
o, =x" o tx" ot 2xx, p,0 0, .....(4.18)

Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (F;) sama
dengan kata lain R, dan R, berdistribusi seragam diskret maka perhitungan

resiko portofolio dapat diperoleh sebagai berikut:

_$ R, + %R, = (RE(R) + 5ER))F
N |

% [(R, - ER)) + %R, ~ ER)]
P N

ixl( E(R)) ixz (&, - E(Rz))

Jj=1 J=1

2,3 Ry = ERR, = ER)

I ...(4.19)

2 2 2 2 2
o, =x" o + x, o+ 2xx, o0,

N 2 . A
dimana o," = ). merupakan variansi

H 2
j=1 N J=1

L (R, —E(R)) e i(sz"E(Rz))z
N

i(RU -~ ER))(R,; ~ E(R,))

m merupakan kovariansi
j=

saham 1 dan 2 dan o, =

saham 1 dan 2 pada keadaan R, dan R, berdistribusi seragam diskret.
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Untuk pembahasan portofolio terdiri dari tiga saham (saham 1, 2 dan 3)
adalah sebagai berikut. Misal suatu portofolio terdiri dari 3 buah saham dengan

proporsi masing-masing saham adalah sebesar x, , x, dan x, , berturut-turut

untuk saham 1, 2 dan 3. Tingkat keuntungan portofolio yang merupakan rata-rata -

tertimbang tingkat keuntungan saham 1, 2 dan 3 adalah:
R,=xiR, + x2 R, + x3 R, ' .....(4.20)
Dengan demikian tingkat keuntﬁngan yang diharapkan dari portofolio
tersebut adalah:
ER,) = % ER) + 5 ER) + x,E(R) o n(4.21)
- Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (F,) sama
dengan kata lain R, R, dan R, berdistribusi seragam diskret maka dengan
N N

PILTEDN Y

mensubstitusi £(R)), E(R,)danE(R,) berturut-turut dengan j=1N ’

N
ZR:U
dan FIN pada rumus di atas diperoleh
‘N N N
frn, $n $n
E(R,) = x + N + x, N ¥ xsj—ﬁ““ een(4.22)

Sedangkan perhitungan resiko portofolio dapat diperoleh sebagai berikut:

o = ER, -ER,)}

p

= E[qR, + xR, + R, ~ (6 (E(R)) + %(E(R,)) + x,(ER,))}

i

Elx(R, ~ BR)) + x,(Ry, ~ E(R,)) + %5(Ry; = EQR)f
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i

E I.xlz(le -E (Rl))2 + xzz(RZj - E(R, ))2 + x32(R3J ~ E(R, ))z
+ 255 (R, = BQR))R,, - E(R,))
+ 2%, (RU - E(Rl))(R3j - E(&))

+2x,%, (R, = E(R)NRy; — E(Ry)) ]

]

5" (R, - ER)F] + =" B[R, - B®)F]
+x2 B[R, - ER)F |+ 22, E[(R, - ER)XR,, - E(R,)]
+2xx5, B[R, ~ ER)JR,; - E(R, )|
+25,5,B|(R,, — ER)NR, - E(R,)]
Dengan mensubstitusikan ,°, &,’, o,° untuk variansi saham 1, 2, 3 dan o,,,
0,,, O,; untuk kovariansi antara saham 1 dan 2, 1 dan 3, 2 dan 3 diperoleh
. o) = x} o+ x° o)+ x° o) +2xx, 0,+ 2xx, 0,
+ 2%,%, Oy _ . T, . 4. 23)

Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (F,) sama

dengan kata lain R, R, dan R, berdistribusi seragam diskret maka perhitungan

resiko portofolio dapat diperoleh sebagai berikut:

2h % _ & [Rp' E(Rp)]z
= ; v N__ i

p

¢ [R, + 1Ry, + xRy, ~ (ME(R) + 1,E(Ry) + x,ER,)F
i N

¥ (R, - BRY) + %,(R,, — E(R)) +x,(R,, — ER))F
~ N
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E R TERY | xRy~ B
j=1 N = N
2 _ 2 N - .
ixa (R, — E(R,)) N 2x1x22(R” E(R)R,, - E(R))
j=1 N = N
N (R, —E(R ~E
+ 2 3 B~ BRI, = B(RY)
= N
N ~-FE —F
. 2x2xaz(Rz, GPEREL) W 4.24)
J=l N
O-p2 J x12 0'12 i J622 0'22 + "32 0'32 + 2xx, 0, t 2x% Oy
+ 2x,% Oy

2 X (R, -E(R 2 ) Y (R, ~E 2 ,
di mana o’ = ;S___R{_(__Qz_’ ol = E(RZ N(Rz)) o
(R ~ER,))

Z-———T——— merupakan variansi saham 1, 2, 3 dan o,
j=1

¥ (R, - E(R))R,y, - E(R)) - Z(Rl,--E(Rl))(Rng(Rs)) A
= N ’ 13 = N > 23

i(&, — E(R)) (&, — E(Ry))

;. merupakan kovariansi saham 1 dan 2, 1 dan 3, 2
j=1

dan 3 pada keadaan R,, R, dan R, berdistribusi seragam diskret.

Sedangkan untuk pembahasan portofolio yang terdiri dari M saham adalah
sebagai berikut.

Tingkat keuntungan portofolio dinyatakan dengan rumus (4. 6):

M
R, = Sk

i=1
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Tingkat keuntungan yang diharapkan dari suatu portofolio dinyatakan

dalam rumus (4. 7):

E(R,) = Y5 E(R)

{=1
Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (F) sama
dengan kata lain R berdistribusi seragam diskret maka dengan mensubstitusi
N

2R,

E(R,) dengan j=ll\] pada rumus di atas diperoleh

N .

M Zl:R’f
E(R) = Zx-f-]r ..... 4. 25)

Sedangkan perhitungan resiko portofolio dapat diperoleh sebagai berikut:

it

v, E[R, - ER)]
= EloR, + %Ry, + o+ xRy ~( (0 ER))+ ( ER))+ ...
+ (o, E®R)) T

Eln(R, - ER)) + %,(Ry, — E(R)) +...+ x,, (R, — E(R, )}

i

El (R, ~ EQR)) + X,(Ry, = E(R,)) + ... + %, (R, — E(R,, )]

(R, = ER)) + x,(Ry, = BIR,) + ... + %, (Ryy — E(R,,))]

ElX(R, - ER)} + (R, ~ ER))x (R, ~ E(Ry)) + ...
+ x(R, - ER)y (R, - ER,))

+ 5, (R, -~ BRI (R, - E(R)) + %" (R, ~ ER)f +...
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+ xz(Ru - E(RZ))xM(RMJ - E(RM)) T
+ Xy (RM_/ - E(Ry, ))’Cl(le - E(Rl))
Xy (RMj ~ E(R, ))xZ(RZJ - E(Rz))+

+xM2(RMj = E(R,, ))2 ]

= Exlz(le - E(Rl))z +x22(R2j - E(Rz))z t..

+ 5, Ry ~ EROP + 5(R, = ER))0(R,, - ER)
+ x(R, - ER))%(R,, — E(R)) + ...

+ x5 (R, - ER) (R, - ER,,))

+ 5(R,; - ER)(R, - E(R))

+ 1Ry, ~ ER) Ry, ~ E(Ry)) + ..

+ xRy, = BN (Ry = BRY) + ..

+ xR, ~ ER (R, - ER))

+ xRy — ER (R, - E(R)) + ...

+ 2%, (R~ ER 1Ry, — E(R,)) ]

x’ EI(RU '"E(Rl))z] y R El(RZJ “E(Rz))zl T

+ 5,2 Bl(Ry, - EROF| 1] mnER, - ERINR,, - E(R)

+x5,E|(R, - ER)NR, - ER)|+ ...

+ xx, E I,(Rl ;—E (RI)XRMJ' - E(R, )J ]

+[ xeIEI.(RZj "E(RZ)XRU - E(RI)J
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+ 2, BB, - ER)NR, - ER )|+ ..

+ 2 E|Ry, - ER)NRy - ERy)| ]+...
+[ %% B[R, - ERONR, ~ ER)
+xy %, ERyy = ERONR,, = ER,)| +

+ Xp Xps EKRM -~ E(R,, )XRM—U - E(RM—I).I ]

2

. . 2 2 5 . .
Dengan mensubstitusikan o,”, o,°, ...,0,,” untuk variansi saham 1, 2, ..., M

dan o,, Oy, ..., Oy, Ops Ongy wons Ooyy Oppls Opgay vnny Oupg UNtUK
kovariansi antara sasham 1 dan2,1dan3,...,1danM,2dan1,2dan 3, ...,2 dan

M, M dan 1, M dan 2, ..., M dan M-1 diperoleh
_ 2 2 2 2 2
= [ X oyt X0, ot X, oy ]+ [[xlxz Oy, T XX3 O3
+...Fxx, oy ]+ [xleo'21 + X,X30,, +...+ xzxMO'ZM] P ooc

+ [xMxlo'Ml + Xy X0y, + .+ xMxM-lo'w-ll ]

o, M M
= Zxk O 4 lexl Ou 4 szxl Ou 4
poer

k=1 k=1
| I#1 1#2

M
ZxM X O

k=M
LeM i

M M

M
2 2
o = X, O X, X, O
) T XE O | D NN oy
k=1 - F k=1 ;‘—_«1[ (4 26)

*

M
k=

o) =2
P

Xg X Oy v n(4.27)

Mk

=
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Jika diasumsikan probabilitas kejadian pada setiap periode (F,) sama
dengan kata lain R, berdistribusi seragam diskret maka perhitungan resiko

portofolio dapat diperoleh sebagai berikut:

<, MR, - E(R,)
o =§[ 2 !

3 N [x,RU +X,R,, +.+x, R, —E(Rp)]2
- Z, .

4 [M(R, ~ ER)) + 2,(R,, = EQR,)) +...+ % (Ryy ~ E(R, )]
= N

-3 5 Ry —ER)” 3 0By ~ER)% Ry ~ER) |
P N = N

Y xl(le _E(Rl))xZ(RZj —-E(R,))
2 N

N x,(Ry, — E(R))%, (R, — E(R)) Lo X, (Ry, = E(R,))?

+
J=1 N Z

J=1 N

LT L O SR

Yxp (Ryy = E(Ry )X (R, ~E(R,))
+E N
7=

© § 5 BBy =B

N i Xy (RM,- ~E(R,, )1);'1\1 (RMJ ~ERy))
_(sl

xRy -ER)) | &x," (R, —E(R,))
; I + ,Zl: ~ +..
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& xMz(RA/Ij - E(Ry, N Ex %, (R, —E(R )Ry, "E(Rz))
2 N Ty '
+ ixlxs(RU —E(Rl))(RSj _E(Ra)) o
= N
N oxxy (R — E(R, NRy, —E(R,,))
+ ; v
. J xle(sz - E(Rz))(le '—E(Rl ))
= N
n i X3X3 (sz —E(R))R;,; - E(R;)) L
= . N
+ Y XX (sz "E(Rz))(RMj "E(RM )) o
=1 N
n N X% (Ryy - E(Ry DR —E(R))
j=1 N '
T Ry~ ER Ry, ~ER)) |
=1 N
i N xpr Xp1 Ry — E(Ry D (Rogoy — E(Rypy) (4.28)
= N
- iii x, %, (R "E(R]:,))(Ry vaa” w A 4.29)

di mana o, = i (Ry — E(R, )I)V(le - E(R)))
7=

1dan bentuk o, = o,”.

merupakan kovariansi saham k dan
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Dari persamaan (4. 27), dapat disimpulkan bahwa resiko portofolio akan
dipengaruhi oleh:

(a) Resiko (deviasi standar) masmg-;nasing saham

(b) proporsi dana yang diinvestasikan pada masing-masing saham

(¢) kovariansi antara keuntungan yang diharapkan dari berbagai saham

yang dibandingkan dalam portofolio.

Persamaan (4. 27) dapat juga di_nyatakan dalam bentuk matriks sebagai

berikut :

2

o4 g [x1 ...xM] R

M1 MM
X

Penulisan rumus untuk menghitung variansi portofolio seperti di atas, bagi
bagi beberapa oralig tampaknya cukup rumit, Tapi pada dasarnya, untuk
memahami rumus tersebut kita bisa menggunakan bantuan matriks yang

menunjukkan bagaimana proses menghitung variansi portofolio.

Sel yang menunjukkaﬁ perpotongan antara saham 1 dengan séham 1, isinya
adalah x, x,0,0,. Sel yang menunjukkan perpotongan antara saham ‘l'dengan
saham 2, isinya adalah x, x, 5,,. Sel yang menunjukkan perpotongan antara saham
1 dengan saham 3, isinya adalah x,x,0,,. Demikian seterusnya. Kalau kita

membentuk portofolio yang terdiri dari tiga saham, maka kita hanya perlu

menjumlahkan sembilan sel tersebut. Kalau empat saham berarti enam belas sel,
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dan seterusnya. Perhatikan bahwa sel-sel yang berada dalam posisi diagonal

menunjukkan variansi saham-saham yang membentuk portofolio tersebut,

Saham 1 Saham 2 Saham 3 Saham M
Saham 1 X% 0107 | %%0p ¥ X3 O X1 Xy O
Saham 2 Xy X101 X2 X, 0,0, | X2 %3033 X2 Xm Tay
Saham 3 X3 % O3 X3 X3 O3 X3 X303 03 X3 Xy O3p
Saham M Xm %1 Ty XmX2Omz | Xy ¥30p3 X Xp Op Ty

Gambar 4. 1 Matriks Variansi Portofolio

Dari rumus (4. 29), o,,, kovariansi saham k dan 1 dapat diuraikan lebih

lanjut sebagai berikut:

o, = JNEI (Rkj -E (Rk )])V(sz - F (RI ))

71[- 3 (Rk] = E(Rk ))(Ry 1 E(RI ))
=

N1 N1 X1
= Z———Rkj R, - ZJ—V'RIJ E(R,)- ZYV"RIq E(R)

AN =i =

N '
+ S L ERVER
$- Ly
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Karena R, berdistribusi seragam diskret maka menurut rumus (4. 4) E(R,) =

N

>R,
: if N N 1
J=1N atau z -]%I_ R, = E(R,) dan Z'ﬁ R, = E(R,). Sehingga rumus di atas

J=1 J=1

dapat dinyatakan sebagai berikut

—

i%[. R, R, - E(R)E(R,)- E(R,) E(R)+ Z%}—E(Rk)E(R,)

J=1 J=

il

SRy R, - ER)ER)- BR) ER)*+ B(R) BR)

=l

. Z_]!V_ R, R, - E(R) E(R,)

7
J=1

N

2R,
Karena menurut rumus (4. 4) E(R,) = HN , maka rumus di atas menjadi
N N
N Z ka Z Rl./
1 J=1

= SR R -]
Nz'q v N N

J=1

N 1 N N .
DR R, - F(Z Rk,J[Z R,,J ...=(4. 30)

=

Selanjutnya akan dibahas karakteristik tingkat keuntungan yang

diharapkan dan resiko portofolio. Untuk mempernmudah pemahaman, pembahasan



dimulai dari pembentukan portofolio yang terdiri dari dua saham. Persoalan

kemudian diperluas dengan pembentukan portofolio yang terdiri lebih dari dua
saham.

Misal terdapat portofolio yang hanya terdiri dari dua saham (misal sahgm
A dan saham B). Jika kita menginvestasikan seluruh dana yang tersedia pada dua
saham tersebut maka

xa+ xg = 1, atau

xg =1 - xa
Dengan demikian tingkat keuntungan yang diharapkan dari portofolio tersebut
adalah:

ER,) = x,E(R,) +. %, E(Ry)

E(R,) = x,E(R,) + (1-x,)ER,) | re(4.31)

Sementara itu resiko portofolio dapat dihitung dengan rumus berikut:

) S 2 2 2 2
o, =x, 0, 1% x5 ot 2x,x; Oy
_ 2 _ 2 2 2 2
o, i [xA o, +x; oy +2xAxBO'AB]y
1
_ o 2 2 2
o, = [xA S NE M 2Ecp) -G +2xA(l—xA)0'AB]/
- [ 22,1 2 24 20 (1 A
o, =P o, +0-x) 04 +2x,(1-x)ppro,05[" ..:..(432)

Kita tahu bahwa koefisien korelasi ( p,,) berada antara +1 (maksimum) dan —1
(minimum). Kita mulai pembahasan dari kasus yang ekstrem kemudian bergerak
ke kasus yang lebih moderat.Untuk mempermudah pembahasan di atas, berikut

disajikan contoh data yang terdapat pada tabel 4. 4.
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Keterangan | Tingkat Keuntungan yang Diharapkan | Deviasi Standar
Saham A 14% 6%
Saham B 8% 3%

Tabel 4. 4 Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan Deviasi Standar Saham A

dan Saham B

Nampak bahwa saham A mempunyai ﬁngkat keuntungan yang diharapkan lebih

besar dan resiko yang lebih besar dari saham B

Kasus 1. Korelasi positif sempurna ( p,, = +1)
Apabila koefisien korelasi tingkat keuntungan yang diharapkan saham A
dengan saham B sebesar +1, maka rumus untuk resiko portofolio (yaitu rumus

(4. 32)) menjadi:

. 1
c, = [x,,2 ol +1-x) 0, +2x,(1-x,) a,,aB]/2 ....(4.33)

Rumus di atas dapat disederhanakan menjadi:

o,> = [x,0,+1~x,)0,],olehkarena itu:

o, = x,0,+(1-x,)0,- en(4.34)

Sementara tingkat keuntungan yang diharapkan dari portofolio tersebut dituliskan
ERR,) = x,ER) + (1-x,)E(R,)
Pada rumus untuk deviasi standar di atas (4. 24), x4 dapat dinyatakan sebagai

g, —0
x, =2 .....(4.35)
04— 0p
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Dengan mensubstitusikan pada x4 pada rumus untuk tingkat keuntungan yang

diharapkan dari portofolio tersebut, diperoleh

A B

4 B

ER) = 2% ER,)+ (1-01’ 'a") E(R,)

BR)-E®,) )+ [E(RA')—E(RB)) .

0, —0p g, 03

E(R,) = (E(RB) =
o a(4.36)

Jadi dengan koefisien korelasi sebesar +1, baik resiko maupun tingkat keuntungan
yang diharapkan dari portofolio tersebut kombinasi linjer dari resiko dan tingkat

keuntungan yang diharapkan dari masing-masing saham.Untuk contoh yang

digunakan maka
ERR,) = 14x, + 8(1-x,) = 8 + 6x, .. (8.37)
o, = 6x, +3(1_.x,4) =3+ 3x, | .....(4.38)

di mana E(R,)dan o, dinyatakan dalam %.

Tergantung pada berapa besarnya nilai x, , maka persamaan-persamaan tersebut
bisa digambarkah pada Gambar 4. 2. Sedangkan nilai tingkat keuntungan yang
diharapkan dan deviasi standar portofolio untuk berbagai nilai x, disajikan pada

Tabel 4.5.

Persamaan garis lurus pada Gambar 4. 2 tersebut dengan mudah bisa.\dihitung

sebagai berikut. Pada rumus (4. 37), x, dapat dinyatakan sebagai

x, = —-£-1 (4. 39)
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Masukkan nilai x, pada rumus (4. 39) ke dalam rumus (4. 37) dan dengan
menyederhanakannya akan diperoleh

ERR,) =2+ 20, .....(4. 40)
Tabel 4, 5 Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan Deviasi Standar Portofolio

Saham A dan Saham B dengan p,, = +1

e 0 02 04 06 08 10
E(R,))| 80 92 104 116 128 140
Op 3,0 3,6 4.2 48 5.4 6,0

E(R)(%)

14

3 6 o, (%)
Gambar 4. 2. Hubungan Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan
Deviasi Standar, jika o, = +1
Dari uraian di atas bisa disimpulkan bahwa apabila terdapat korelasi
positif sempurna (+1) , maka diversifikasi tidak akan memberikan manfaat apa-
apa, sama halnya dengan membeli saham individual yang membentuk portofélio

tersebut.
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Kasus 2. Korelasi negatif sempurna ( o, = -1)

Misalkan sekarang kita menghadapi kasus ekstrem lainnya, yaitu koefisien
korelasi antara tingkat keuntungan saham A dan B negatif sempurna ( o, = -1).

Dengan memasukkan keadaan tersebut pada rumus (4. 32), akan diperoleh

o, = [xA? o, +(1—xrA)2 oyt +2x,(1-x,) o, O'B]% vn(4.41)
o} =|rx,0,~0-x,)0,],atau |

o = l|-x,0,+0-x,)0,],schingga

o, Fai [x, 0o, —(l—xA)aB],atau (4. 42)
o, =lx0,+0-x,)0,] .....(4.43)

Sementara tingkat keuntungan yang diharapkan dari portofolio tersebut dituliskan
B(R)) = x,ER) + (1-x,)ER,)
Karena kita menghitung akar untuk memperoleh persamaan o, dan

karena akar dari bilangan negatif merupakan bilangan imajiner, maka persamaan-
persamaan di atas hanya valid apabila nilai sisi kanan persamaan merupakan
bilangan positif. Pengamatan terhadap kedua persamaan tersebut menunjukkan
bahwa persamaan yaﬁg satu hanyalah merupakan perkalian antara persamaan
satunya dengan angka —1. Jadi masing-masing persamaan hanya valid jika nilai
sisi kanan positif. Karena persamaan yang satu akan positif kalau yang satunya
negatif (kecuali kedua persamaan tersebut nilainya sama dengan nol), maka kita
akan memperoleh solusi yang unik tentang resiko dan keuntungan yang yang

diharapkan dari kombinasi A dan B. Persamaan-persamaan tersebut akan sangat
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mirip dengan persamaan pada saat p,, = +1. Masing-masing juga akan
menunjukkan garis lurus pada saat o, digambarkan terhadap x,. Dengan
demikian dapat diduga bahwa kita akan memperoleh dua persamaan garis lurus,
masing-masing untuk o, .

Pada rumus untuk deviasi standar (4. 42) dan (4. 43), x4 dapat dinyatakan

berturut-turut sebagai berikut:

o, t0p

X, = , atau ..(4.44

1 ot 0o, (444
o, =0y '

X, =— —— .....(4.45

R R ()

Dengan mensubstitusikan pada x4 pada rumus untuk tingkat keuntungan yang

diharapkan dari portofolio tersebut, diperoleh

o, +0 oc,+0,)
E(Rp) e E(RA) + 1_'—‘1—""1 E(RB)
o,+0g o, +0y ‘

ER) - (E(RB) _E(R,) - E(R,) UBJ N [ E(R)) - E(R; )J 3

O'A +O'B GA+GB
..... 4. 46)
o -0 g -0
atan  E(R)) = ~—2—"2 E(R,)+ (1+--’i——~f- E(R,)
o, 10y 4 +tO0p

ER,)=ER;) J+ (—E(RA)+E(RB)JO_

E(R,)) = (E(RB)+
o, +O'B O'A +O'B

...(4.47)

~Nilai o, pada rumus (4. 42) atau (4. 43) selalu lebih kecil dari nilai o,

pada saat p,; = +1 untuk semua nilai x, di antara 0 dan 1. Jadi resiko suatu
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portofolio selalu lebih kecil pada saat tingkat keuntungan sahamnya berkorelasi -1
dibandingkan dengan apabila tingkat keuntungan sahamnya berkorelasi -+1.
Dengan demikian mungkin untuk diperoleh suatu kombinasi yang akan
menghilangkan resiko portofolio yang terdiri dari dua saham pa;da saat tingkat
keuntungan saham tersebut berkorelasi negatif sempurna. Dengan menyamal;an
baik rumus (4. 42) maupun (4. 43) dengan nol, diperoleh suatu portofolio dengan
x, = oy /(oy + 0,)akan mempunyai resiko sama dengan nol. Karena o, > 0
dan (o, + 0,)> 0, maka berarti bahwa 0 < x, < 1, atau bahwa portofolio yang
,, 1nembeﬁkan resiko sebesar nol-selalu terdiri dari investasi yang positif p.adark'ézdua
saham tersebut.
Dengan menggunakan contoh di depan, dapat dihitung bahwa resiko
minimum terjadi pada saat x, = 3/(3+6) = 1/3. Untuk kasus korelasi negatif

sempurna, diperoleh

- B(R,) = 8 + 6x, o(4.37)
o, = 6x,-31-x,) =9x,- 3;atau .....(4.48)
c, = 6x, +31~-x,) =-9x,+3 v .....(4.49)

di mana E(R,)dan o, dinyatakan dalam %.
Persamaan (4. 48) dan (4. 49) di atas dapat dinyatakan ke dalam bentuk

lain, yaitu:

X = .O-_p. -+
= .....(4.50)

W | =

=
b N
il
t
) I“q
+

(@, 51)

G |
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Dengan memasukkan persamaan (4. 50) dan (4. 51) ke dalam persamaan
(4. 37), maka akan diperoleh:

E(R) =8 + 6x,

ER)=8+6 241
Nk 9 "3

6o
ER,) = 8 + 9" + 2

20'p
. E(R,) = 10 + : ....(4.52)

E(R) =8 + 6x,

E(R)=8+6—?--—"—+l
i O

6
ERR) =8 - ‘9’*’ +2

20'p
E(RP) = 10 - 3 .o...(4.53)

Resiko selalu bernilai positif, sehingga hubungan antara tingkat
keuntungan dengan deviasi standar portofolio jika tingkat keuntungan sahamnya

berkorelasi negatif sémpuma, persamaan (4. 52) dan (4. 53) akan berbentuk:
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ER,)(%)

14 A

10

3 6 7,(%)

Gambar 4. 3. Hubungan Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan

Deviasi Standar Portofolio, jika p ,, = -1

Sedangkan Tabel 4. 6 menunjukkan nilai tingkat keuntungan yang diharapkan dan

deviasi standar pada berbagai nilai x, pada saat p,; = -1

X, 0 02 04 06 08 10
E(R,)| 80 92 104 116 128 140
%p 3,0 1,2 0,6 2.4 42 6,0

Tabel 4. 6 Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan Deviasi Standar. Portofolio

Saham A dan Saham B dengan p,, = -1
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Kasus 3. Korelasi moderat ( o, berada di antara +1 dan 1)

Dalam kenyataannya kita tidak akan menjumpai dua saham yang tingkat
keuntungan sahamnya berkorelasi sempurna, baik positif maupun negatif.
Umumnya tingkat keuntungan saham mempunyai korelasi yang berada di antara
+1 dan -1. Untuk mengetahui bagaimana bentuk garis yang menghubungican
antara saham A dan saham B seandainya -1 < p,, <+1, berikut dengan bantuan
Tapel Tingkat Keuntungan yang Dihafapkan dan Deviasi Standar Portofolio

Saham A dan Saham B untuk p,, =0, p,, =1/2 dan p,, = ~1/2.

X, 0 02 04 068 08 10
E(R)| 80 92 104 16 128 140
% 3,0 2,7 3,0 3,8 438 6,0

Tabel 4. 7 Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan Deviasi Standar Portofolio

Saham A dan Saham B dengan p,, = 0
ER,)(%)

14

3 6 z,(%)
Gambar 4. 4. Hubungan Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan

Deviasi Standar Portofolio, jika p,, = 0
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Xy 0 0,2 04 06 0,8 1,0
E(R,)| 80 92 104 116 128 140
Tp 3.0 3,2 3,6 43 5,1 6,0

Tabel 4. 8 Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan Deviasi Standar Portofolio

Saham A dan Saham B dengan p,, = 1/2

ER)(%)

14

3 6 7,(%)
. Gambar 4. 5. Hubungan Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan

Deviasi Standar Portofolio, jika p,, = 1/2 .

% | 0 02 04 06 08 10
E(R,)| 80 92 104 116 128 140
iz 30 20 22 32 45 60

Tabel 4. 9 Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan Deviasi Standar Portofolio

Saham A dan Saham B dengan p,, = -1/2.
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E(Rp)(%)

3 6 7,(%)
Gambar 4. 6. Hubungan Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan

Deviasi Standar Portofolio, jika p,, = -1/2

Selanjutnya Gambar (4. 2) hingga Gambar (4. 6) digabungkan. Penggabungan

tersebut dapat digambarkan sebagai berikut.

ER,)(%)

14

3 6 7,(%)

Gambar 4. 7. Hubungan Tingkat Keuntungan yang Diharapkan dan

Deviasi Standar pada Berbagai Koefisien Korelasi
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Pada saat p,, = +1, maka kombinasi portofolio-portofolio yang terdiri

dari saham A dan B akan berada pada garis AB. Sedangkan pada saat p,, = -1,
kombinasi portofolio-portofolio akan menghubungkan garis AOB. Pada saat
koefisien korelasi berada di antara +1 dan —1 kurva yang menghubungkan titil{ A
dan B akan berada di antara kedua garis tersebut. Pada gambar nampak bahwa
kelengkungan kurva tersebut akan selalu ke arah ke kiri. Semakin besar koefisien
korelasinya semakin dekat ke garis lurus AB, dan semakin kecil koefisien

korelasinya semakin dekat ke garis AOB.

Dari contoh pada kasué-kasus di atas bisa diambil beberapa kesimpulan,
yaitu:

1. . Melalui diversifikasi, yaitu menginvestasikan dana pada beberapa
saham,investor dapat memperoleh keunumgaﬁ yang lebih tinggi dengan
resiko yang lebih rendah. |

2. Diversifikasi akan sangat efektif menurunkan resiko investasi, jika
koefisien korelasi antar saham dalam portofolio semakin rendah. Apabila
terdapat koefisien korelasi yang positif, makadiversifikasi tidak akan

mampu mengurangi resiko.

" Setelah memahami cara penghitungan tingkat keuntungan da}l resiko
portofolio, berikut akan diperlihatkan cara membentuk portofolio yang efisien.
Portofolio yang efisien adalah portofolio yang bila dibandingkan portofolio

lainnya, memenuhi salah satu kriteria berikut:
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1. Dengan resiko yang sama, mampu memberikan tingkat keuntungan yang
lebih tinggi.
2. Mampu menghasilkan tingkat keuntungan yang sama, tetapi dengan resiko
yang lebih rendah. )
Suatu portofolio dikategorikaﬁ sebagai portofolio yang efisien (efficient
portfolio) jika portofolio tersebut terletak pada pennukaan yang efisien (eﬁicientr
frontier). Efficient frontier adalah kurva yang menghubungkan efficient portfolio
yang memiliki deviasi standar terendah dengan efficient portfolio yang memiliki

tingkat keuntungan tertentu yang diinginkan.

Pada pembahasan di atas adalah portofolio yang terdiri dari dua saham.
Kenyataannya, suatu portofolio dapat dibenfcuk dari kombinasi banyak saham.
Tidak semua portofolio yang tersedia merupakan poﬁofolio yang efisien . Hanya
portofolio yang memberikan tingkat keuntungan yang diharapkan terbesar dengan
resiko yang sama atau portofolio yang memberikan resiko terkecil dengan tingkat
keuntungan pengharapan yang sama yang merupakan portofolio efisien.
Portofolio efisien terletak pada efficient frontier yang merupakan kurva AB pada
Gambar (4. 8).

Jika diasumsikan investor hanya mempertimbangkan resiko portofolio
yang terkecil, maka titik B pada Gambar 4. 8 merupakan titik yang dipilih, yang
merupakan portofolio yang optimal. Pada titik ini, kombinasi saham akan

memberikan portofolio yang efisien dengan resiko terkecil.
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.....

Tp

Gambar 4. 8 Efficient Frontier Kombinasi Saham yang Tersedia

Titik portofolio optimal (tittk B pada Gambar 4. 8) dapat ditentukan
dengan menggunakan metode penyelesaian optimasi, Fungsi obyektif yang
digunakan adalah fungsi resiko (deviasi standar) portofolio. Fungsi obyektif ini
kemudian diminimalkan dengan memasang beberapa kendala. Kendala yang
pertama adalah total proporsi dana yang diinveste;sikan pada masing-masing
saham untuk seluruh N saham sama dengan 1 (atau dana yang diinvestasikan
seluruhnya berjumlah 100%). Kendala yang kedua adalah jumlah dari seluruh
tingkat keuntungan yang diharapkan masing-masing saham atau Atingkat
keunfungan yang diharapkan dari portofolio, £(R,), tidak boleh lebih kecil dari
suatu‘ nilai tertentu yang diinginkan, L, dengan E(R,) dan L dinyatakan dalam
persen. Kendala yang ketiga adalah proporsi-dan' masing-masing saham tidak
boleh bernilai negatif.

Dengan demikian model penyelesaian optimasi ini dapat ditulis sebagai

berikut:
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M M
Zxk X; On
k=1 1=

. 2
Minimumkan o, =

—
—

M
terhadap Zx, =1
i=1

E(R)2 L

x 2 0, i=12,.,M o..(4. 44)

Masalah minimasi ini merupakan masalah Pemrograman Kuadrat. Selanjutnya
dengan memberikan nilai yang berbeda untuk L maka kita akan mendapatkan

serangkaian titik yang akan membentuk kurva yang merupakan efficient frontier.

4. 3. Penerapan Pemrograman Kuadrat dalam Investasi Saham

Sejumlah uang tertentu hendak diinvestasikan pada M buah investasi
saham yang berbeda, yang dari data tingkat keuritungannya masing-masing
diketahui. Penerapan analisis portofolio adalah menentukan berapa proporsi danal
yang harus dialokasikaﬁ pada tiap saham agar keuntungan pengharapannya lebih
besar daripada atau sama dengan jumlah terendah yang dapat diterima, L,
sedemikian rupa sehingga variansi total tingkat keuntungan yang akan diperoleh
dapat diminimumkan:

Pada subbahasan sebelumnya dimisalkan x, (1 = 1, 2, ..., M
menunjﬁkkan proporsi dana yang akan dialokasikan pada investasi saham i,
misalkan R; nienunjukkan hasil per dolar atau’per rupiah Yang diinvestasikan
dari investasi saham i selama periode ke-j di masa lampau (j = 1, 2, ..., N). Jika

keuntungan di masa lampau merupakan petunjuk bagi penampilannya yang akan
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datang, dengan. menggunakan asumsi R, berdistribusi seragam diskret, maka

tingkat keuntungan yang diharapkan dari investasi saham i menurut rumus (4. 4)

adalah:

N

LR,

B(R) =

dan tingkat keuntungan yang diharapkan dari gabungan semua investasi saham
tersebut atau tingkat keuntungan yang diharapkan dari portofolio tersebut menurut

rumus (4. 7) adalah:

E(R) = 3% ER)

i=1

atau menurut rumus (4. 25)

N

2R,

M
E(R)= Y x L
P ; i N

Karena ukuran dari variansi total tingkat keuntungan yang diharapkan dari
portofolio pada masa yang akan datang berdasarkan pada tingkat keuntungan

saham-sahamnya pada masa lalu, maka menurut rumus (4. 9) adalah:

&R, - ER)F
- ,Z; =

Op

atau menurut rumus (4. 27)

Zxk X Oy

[=

2 -
o =

Mk

p

bl
-

—

di mana kovariansi o,, menurut (4. 30) dapat dinyatakan dalam
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o A (g $R)

J=1 =1

Karena dari (4. 9) jelas bahwa apz merupakan suatu jumlah dari suku-

suku kuadrat, maka apz bernilai tak negatif untuk semua harga x,, x,, ..., x,,.

Ini berarti bahwa matriks simetris C = o, pada rumus (4. 27), yang juga disebut
sebagai matriks kovariansi merupakan matriks yang semi-definit positif.
Menurut (4. 44) persoalan analisis portofolio dapat dimodelkan dengan

Pemrograman Kuadrat sebagai berikut:

Zxk X Oy

1 1=l

Mk

. 2
Minimumkan, o, =

==
fl

=X'o X

M
terhadap, Yx, =1

i=l
E(R) 2L

dan, xi = 0, i=1,2,...M

Nilai L biasanya diambil di sekitaf nilai rata-rata E(R,). Hal ini karena jika L
terlalu kécil, artinya tingkat keuntungan yang diharapkan sangat kecil, sedangkan
jika L terlalu besar berarti tingkat keuntungan yang diharapkan sangat besar dan
resiko tidak dapat diminimumkan,

Kendala x, + x, + ...+ x, = 1 ekuivalen dengan dua ketidaksamaan

+tx, + o+ x, £1 dan -x - x,-...-x, L1
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Sehingga kendala di atas dapat dituliskan sebagai berikut;

Xt ox, ot xy <1
-X - Xy e .. =Xy ST

~ER)x —ER)x, —..—E(R,)x, <L

Dengan demikian persoalan analisis portofolio tersebut dapat dinyatakan secara

matriks sebagai berikut:
Minimumkan,
25
Oy - Oim
T PRNE [
Tt - O
XM
terhadap,
1 | S 1 x, 1
-1 -1 L -1 ¥ 1 <] -1
~E(R) ~E(R,) ... =E(R,) || -L
*u
dan, xi 2 0, i=12.,M

Dengan mengambil fungsi z = -opz, maka sistem pémodelan di atas dapat
dinyatakan sebagai berikut:

Maksimumbkan,z = X*CX ,dengan C = -o

terhadap, AX £ B

dan xp 2 0, i=12 ..M
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1 1 .. 1 1
dengan A = -1 -1 L -1 danB =] -1
-E(R) -E(R,) ... ~E(R,;) -L

Sistem persamaan diatas merupakan bentuk umum maksimasi Pemrograman
Kuadrat (3.17) dengan D = 0.

Penyelesaian persoalan Pemrograman Kuadrat ini dapat diperoleh melalui
penerapan kondisi Kuhn-Tucker yang kemudian diselesaikan dengan Metode

Frank dan Wolfe.

Contoh sederhana analisa perhitungan dalam investasi saham di pasar
modal dapat dipelajari pada kasus berikut:
Seseorang yang ingin menginvestasikan uang sebanyak $ 10.000 telah
menemukan tiga buah perusahaan investasi uang yang memberi peluang baginya
untuk.berkembang. Selama 5 tahun terakhir, pembayaran deviden (dalam dolar
per dolar yang diinvestasikan) adalah seperti yang diperlihatkan dalam Tabel 4.10,
dan orang tersebut menganggapnya sebagai pertanda mengenai apa yang
diharapkan dalam masa akan datang. Ia mempunyai dua persyaratan: ( 1 ) tingkat
keuntungan yang diharapkan akan diperoleh tidak boleh lebih kecil dari pada $
800_ (jumlah $ 10.000 akan fnendapat bunga 8 persen) dan ( 2 ) perbedaan antara
pembayaran deviden per tahun dalam masa yang akan datang harus‘lzﬁl sekecil
mungkin. Berapa banyak jumlah uang yang harus diinvestasikannya dalam tiap-

tiap saham agar kedua persyaratan di atas terpenuhi ?
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Tahun
1 2 3 4 5
Saham 1 0,10 0,04 0,12 0,13 0,06
Saham2 | 0,06 0,09 006 | 0,05 0,08
Saham3 | 0,17 0,01 0,11 0,19 0,02

Tabel 4. 10 Tingkat Keuntungan Saham 1, 2 dan 3 selama 5 tahun terakhir

Penyelesaian:

Lebih dulu ditentukan matriks kovariansi untuk data-data dalam Tabel 4. 10, yang

merupakan laba (dalam sen) per dolar yang ditanamkan.

Untuk menerapkan rumus (4. 30), akan lebih mudah apabila data-data

tersebut didaftarkan kembali seperti pada Tabel 4. 11

k | Ry | Ry | Ry | R | Ry’ | Ry’ Ry Rop| Ry Ry | Ry Ry
1 0,10 | 0,06 | 0,17 |0,0100 |0,0036 | 0,0289 | 0,0060 | 0,0170 | 0,0102
2 0,04 | 0,09 | 0,01 |0,0016]0,0081 |0,0001 {0,0036 | 0,0004 | 0,0009
3 0,12 | 0,06 | 0,11 |0,0144|0,0036 |0,0121 |0,0072 | 0,0132 | 0,0066
4 0,13 | 0,05 | 0,19 {0,01690,0025 |0,0361 {0,0065 | 0,0247 | 0,0085
5 0,06 | 0,09 | 0,02 |0,0036]0,0081 |0,0004 |0,0054 |0,0012 |0,0018
TOTAL | 0,45 | 035 | 0,50 |0,0465]0,0259 | 0,0776 | 0,0287 | 0,0565 | 0,0290

Dari Tabel 4. 11

oy =

2=

Tabel 4. 11 Perhitungan Kovariansi

0,0465  (0,45)°

5 25
0,0259  (0,35)°
5 25
_ 00776 (0,50)°
5 25

= 0,0012

= 0,00028

= 0,00552

10,0287 (0,45)(0,35) _

5

25

-0,00056
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0,0565  (0,45)(0,50
O = Oy = - ( 3(5 ) = 0,023

0,0290  (0,35)(0,50
op = Oy = T - ( ;(5 )~ 0,0012

dan dengan demikian

0,0012 -0,00056 0,0023
C = 1| -0,00056 0,00028 -0,0012
0,0023 -0,0012 0,00552

Dari Tabel 4. 11, dengan menggunakan rumus (4. 4) juga diperoleh

ERR) = 0’—545‘ = 0,09$

E(R,) = 0—’535 = 0,07$

E(R,) = 050 £ 0,1%

5
Berdasarkan persyaratan ( 1 ) maka besar L = 0,08% sehingga kendala pada (4.

44) menjadi
59| g &%) P x3 = 1

= 0,08

0,09x; + 0,07x; + 0,1x3 > .....(4.45)

Kendala x; + x; + x3 = 1 ekuivalen dengan dua ketidaksamaan

X1t X tx3 S tdan -x - xp - x3 <1

Sehingga himpunan kendala dapat dituliskan secara lengkap sebagai berikut

x1 + x + x3 <1
=Xy ~ X - X3 <1
-0,09x; - 0,07x; - 0,1x; < -0,08
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Dengan menggunakan kovariansi-kovariansi yang telah diperoleh maka fungsi
obyektifhya adalah
Minimumkan, z = 0,0012 x;> + 0,00028 x> + 0,00552 x3> - 0,00056 x; x, +
0,0023 x; x3 - 0,00056 x5 x; - 0,0012 x, x3 + 0,0023 x3 x; -
0,0012 x3 x5 , ....(4. 4v6)
Persamaan (4. 45) dan (4. 46) ditambah dengan persyaratan tak negatif pada
variable-variabelnya merupakan bentuk persoalan pemrograman kuadrat,
Dengan mengalikan fungsi Qbyektif dengan —1, maka diperoleh bentuk maksimasi
Pemrograman Kuadrat berikut:
Maksimumkan,z = - 0,0012x,> - 0,00028 x> - 0,00552 x;2 + 0,00056 x; x;' -
0,0023 x; x3 + 0,00056 x, x; + 0,0012 x; x3 - 0,0023 x3 x;
+ 0,0012 x3 x2
terhadap, e TG, BT lisall
-X1 - X3 - x3 £ -1
-0,09x; - 0,07x, - 0,lx3 < -0,08
dan, x1,%x2,%3 20
atau, dinyatakan dalam bentuk matriks
Maksimumbkan, |

-0,0012  0,00056 -0,0023 X,
z =[x x x]| 000056 -000028 00012 || x, +
-0,0023  0,0012  -0,00552 || x,

Xy
[o 0 0] x
X3
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terhadap,
1 1 1 X, 1
-1 -1 -1 x, | <} -1

-0,09 -0,07 -0,1 X, -0,08

a’an, X1, X2, X3 20

merupakan bentuk standar maksimasi Pemrograman Kuadrat dengan

1 1 1 _ [ 1
A= -1 2 ] B=|-1
0,09 -0,07 -0, -0,08

[ -0,0012  0,00056 - -0,0023
C = 0,00056 -0,00028 0,0012 _ D=
| -0,0023  0,0012 -0,00552 0

Pemrograman Kuadrat merupakan bentuk maksimasi, berdasarkan (4. 45)
maka Matriks C merupakan matriks semi-definit negatif sehingga fungsi obyektif,
z, adalah cekung (konkaf). (Syarat Kondisi Kuhn Tucker)

Lebih lanjut untuk membuktikan syarat tersebut dipenuhi atau tidak, maka

ditentukan nilai-nilai eigen dari matriks simetris C sebagai berikut:

-0,0012-4 0,00056 -0,0023
Det(C - A1) = 0,00056 -0,00028-4 0,0012
' -0,0023 0,0012  -0,00552- 4

(=4
1l

I

(-0,0012- 1 )(-0,00028- 4 )(-0,00552- A )+(0,00056)(0,0012)(-0,0023)
+ (-0,0023)(0,00056)(0,0012) — (-0,0023)(-0,00028- A )(-0,0023) —
(0,0012)(0,0012)(-0,0012- 4 ) - (0,00056)(0,00056)(-0,00552- A )

= - 2> -0,0070 4% - 0,000001462 4 - 0,000000000005648
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Solusi dari persamaan eigen diatas adalah, 4, = - 0,006785, 4, = - 0,000211
dan A4, = - 0,000004. Karena A,, A, dan A, adalah negatif, maka matriks C
adalah semi-definit negatif (syarat bentuk kuadratis), sehingga fungsi obyektif, z,

adalah cekung (konkaf).
Dengan menggunakan matriks-matriks yang didefinisikan di atas maka

(3. 27) menjadi

X
X,
1 1 1 10 0:000:00 017"
S =] -1 :0 1 0:00 0:0 0 0 \
2009 007 <01 :0 0 1:00 0:0 0 0 :’
. 3
0,0024 -0,00112 0,006 : 0 0 0 :-1 0 0:1 -1-009] ™
-0,00112 0,00056 -0,0024 : 0 0 0 : 0 -1 0 :1 -1 -007
| 0,0046 -0,0024 0,01104 : 0 0 0 : 0 0 -1:1 -1-0,1 | :‘3
- 1
Vs
[ V3

dan ( 3. 28 ) menjadi
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[u, w, u, v, v, v, x, x, X 5 8§, 8] =0 ... @)

Persamaan (1) dan (2), bersama-sama dengan persyaratan bahwa semua variabel

tak negatif, membentuk kondisi Kuhn-Tucker.

Pemecahan optimal bagi persoalan Pemrograman Kuadratb ini tercakup
dalam pemecahan kondisi Kuhn-Tucker yang bersangkutan. Kondisi Kuhn-
Tucker akan diselesaikan dengan Metode Frank dan Wolfe

Sebagai langkah pendahuluan, agar memenuhi syarat simplex diperiksa
apakah b, 20, untuk setiap i = 1, 2, 3. Karena bzl dan b; negatif, maka
persamaan-persamaan kendala kedua dan ketiga dalam ( 1) dikalikan‘dengan -1,

yang memberikan sistem persamaan
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X1 + x +  x3t 8 = 1

X1 + x, + X3 -5 = 1
0,09x; +0,07 x, + 0,1x3 - 83 =0,08
0,0024x; -0,00112 x, + 0,00 46 x3 - +v-wm -009v; = 0
-0,00112 x1+0,00056 x3 - 0,0024 x; -ty +vi-vy -007v;= “ 0
0,0046x; - 0,0024 x, + 0,01104 x3 -uz3+ vy -vy -01v; = 0

Langkah 1

Untuk menghasilkan suatu pemecahan layak bagi sistem persamaan diatas, kita
dapat memperkenaikan suatu variabel buatan dalam tiap-tiap persamaan dan
kemudian meminimumkan M kali jumlah dari variable-variabel buatan tadi. Cara
lainnya adalah dengan mengingat bahwa s; dapat digunakan sebagai variabel
dasar dasar untuk memecahkan lima persamaan terakhir (s; = 1), sehingga
variabel-variabel buatan W;, W», W3, W4 dan W5 hanyalah perlu ditambahkan
berturut-turut pada kelima persamaan terakhir. Dengan melakukannya dan
kemudian meminimumkan M Wy + M W, + M W3 + M W4 + M Ws dengan
metode dua tahap, maka kita hasilkan Tablo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 dan 9 (libat

Lampiran 2) Pemecahan awal yang dapat dibaca dari Tablo 9 adalah
[0,196454 0,768062 0,085547 -0,069710 0,050064 0 0 0 4.77E - 06 off
Langkah 2

G=P Y.
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" 0,1965
0,7681
0,0855
-0,0697
0,0501
0
[0 0 00477E-06 0 0,1965 0,7681 0,0855 ~0,0697 0,0501 0] 0
0
0
0
4.77E-06
e O nad
=0,047835 = 0
Langkah 3
Fungsi obyektif yang baru adalah Memaksimumbkan
z = - FTY
r xl ]
Xy
Xq
&
L P
=-[0 00 0477E-06 0 0,1965 0,7681 0,0855 -0,0697 0,0501 0] %
[}
Uy
Uy
¥
Yy
| V3

=-0x; - Oxz - Ox3 - Os; - 4.77E-06s, - Os3 - 0,196454u;

-0,768062u; — 0,085547u; + 0,069710v; - 0,050064v, - Ovs
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BAB IV PENERAPAN PEMROGRAMAN KUADRAT DALAM INVESTASI SAHAM 2

Dengan menggabungkan fungsi obyektif ini dengan sistem persamaan kendala
dan variabel-variabel dasar yang diberikan dalam Tablo 9 (lihat Lampiran 2),
diperolah Tablo 10 (lihat Lampiran 2) satu kali pengulangan dari metode simpleks

dihasilkan Tablo 11 (lihat Lampiran 2) sehingga diperoleh pemecahan
[0,196867 0,767698 0,085430 -0,069683 0,049996 0 0 0 0 0 6.27E-06]r

Vektor ini menjadi Y, yang diperbaharui. .

Langkah 4

B.= Y, Y.

[0,196867
0,767698
0,085431
-0,06968
0,049996

[O 0000 627E-05 0,196867 0,767698 0,0 85431 -0,069683 0,049996 0] 0

S O O ©

1 o0
| 6.27E-05 |

=0
Karena, untuk masalah maksimasi, penyelesaian dinyatakan optimal jika sudah
tidak ada lagi unsur bertanda positif pada C; - Z; dilakukan satu pengulangan lagi

dari metode simpleks dan diperoleh Tablo 12 (lihat Lampiran 2).
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Dan, ketiga komponen pertama dari Y. membentuk pemecahan optimal bagi
maksimasi Pemrograman Kuadrat awal, yaitu'xlt = (0,5, Xy = 0,5 dan JC3‘ =0
dengan z" = 0,000090.

Jika disajikan secara lengkap adalah sebagai berikut:

2

E(Ry) 7, 7, X b3 X3

0,08  0,000090 0,009487 0,5 0,5 0

Artinya dengan investasi sebesar 10.000$ agar dapat memperoleh keuntungan
sebesar 8008 (0,08 x 10.000), orang tersebut dapat meminimumkan resiko atau
penyimpéngan tingkat pengembalian yang diharapkan hingga sebesar 94,87$
(0,009487 x 10.000) dengan membagi dananya sebesar 5.000$ (0,5 x 10.000)
pada saham 1 dan saham 2 sedangkan untuk saham 3 éama sekali tidak ada dana

yang diinvestasikan (0 x 10.000).

Sebagai perbandingan hasil perhitungan untuk contoh di atas digunakan
Program GINO (lihat Lampiran 2).

Lebih lanjut akan diperlihatkan perhitungan efficient fromtier dengan
menggunakah Program GINO.
Dengan menggunakan data yang sama seperti pada kasus di atas, maka
portofolio-portofolio yang efisien ( dihitung sebanyak 11 portofolio) dengan

komposisi saham 1, saham 2 dan saham 3 adalah sebagai berikut,
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Komposisis (%)
Portofolio 2 :

ke L Tp Up  |Investasi 1|Investasi 2|Investasi 3
1 0,075 0,000002 | 0,001414 ; 0,187169 | 0,731099 | 0,081731
2 0,0775 | 0,000013 | 0,003605 | 0,295722 | 0,651093 | 0,053185
3 0,08 0,000090 | 0,009487 0,5 0,5 0
4 0,0825 | 0,000246 | 0,015684 0,625 0,375 0
5 0,085 0,000483 | 0,021977 0,75 0,25 0
6 0,0875 | 0,000801 | 0,028302 0,875 0,125 0
7 0,00 0,001200 | 0,034641 | 0,999966 | 0,000044 0
8 0,0025 | 0,001883 | 0,043393 0,75 0 0,25
9 0,095 0,002830 | 0,053197 0,5 0 0,5
10 0,0975 | 0,004043 | 0,063584 0,25 0 0,75
11 0,1 0,005520 | 0,074297 0 0 1

Dengan demikian investor dapat menentukan tingkat resiko yang minimum pada

tingkat keuntungan tertentu.

Kesebelas portfolio yang efisien tersebut kalail digambarkan akan nampak
sebagai titik-titik berikut. Kalau kesebelas titik tersebut dihubungkan kita akan

memperoleh efficient frontier seperti pada Gambar 4. 9.

L
0,12
) A//e
£ 0,08
RICE
2
3 6
e 0.0
$
2
£ 0,04
0,02
0 T Y T T T T ¥
0,00 001 002 003 004 005 006 007 008
r

Resiko

Gambar 4. 9 Efficient Frontier untuk contoh kasus
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BAB YV

PENUTUP

Pemrograman matematika adalah suatu model dan teknik Riset
Operasional yang bertujuan utama untuk memecahkan persoalan-persoe;lan
optimasi dalam mengalokasikan sumber daya atau sumber dana yang terbatas di
antara beberapa aktivitas yang bersaing, baik bertujuan untuk memaksimumkan
keuntungan ataupun meminimumkan biaya dan resiko yang mungkin terjadi.
Pemrograman matematika ini banyak digunakan dalam proses pengambilan
keputusan manajerial dan teknologi yang sangat penting, meskipun hasil yang
diperoleh tidak selalu tepat benar seperti yang diharapkan. Hal ini disebabkan, -
setiap keputusan yang diambil didasarkan dengan pendekatan model menurut
asumsi-asumsi tertentu.

Pemrograman Kuadrat merupakan bagian dari persoalan pemrograman
non linier, di mana fungsi tujuan ( obyektif) dari persoalan tersebut diasumsikan
sebagai fungsi yang berbentuk hubungan non linier secara kuadrat dan kendala-

kendala yang membatasmya dlasum31kan berbentuk hubungan linier,

5. 1 Kesimpulan
Berdasarkan uraian pembahasan mengenai Pemrograman Kuadrat pada

bab-bab terdahulu, maka dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut:

131
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Teori dasar pemrograman non-linier, yaitu syarat-syarat perlu dan cukup
Kuhn Tucker memberikan ide analitis yang mampu mengidentifikasikan suatu
karakter penyelesaian dari masalah umum pemrograman non linier, apakah
merupakan optimum global atau optimum lokal. Pada persoalan
Pemrogramaﬁ Kuadrat, syarat-syarat ini merupakan penyelesaian basis awal
dalam bentuk matriks partisi yang juga merupakan kendala baru dari
persoalan Pemrograman Kuadrat. |
Penyelesaian optimal untuk persoalan Pemrograman Kuadrat dipecahkan
dengan menggunakan Métode Frank dan Wolfe, yaitu suatu algoritma delapan
langkah untuk memecahkan syarat-syarat perlu dan cukup Kuhn Tucker.
Metode ini merupakan pengembangan dar_i algoritma simpleks pada
Pemrograman Linier, yéng dengan sendirinya mempertahankan semua
variabel tak negatif.

Dalam pengambilan keputusan investasi, dalam hal ini investasi saham,
sebagai seorang yang rasional, perhatian investor akan diarahkan pada tingkat
pengembalian investasi. la akan memilih investasi yang menjanjikan tingkat
keuntungan tertinggi. Karena investasi yang dilakukan mengandung unsur
ketidakpastian, maka investor harus mempertimbangkan faktor rééiko ( risk).
Teori Portofolio merupakan suatu teori yang membicarakan hubungan antara
tingkat keuntungan dan tingkat resiko pada lebih dari satu jenis investasi.
Dengan melakukan portofolio saham maka resiko yang diperoleh diharapkan

lebih rendah dari resiko setiap jenis investasi secara individual. Penurunan
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resiko tersebut akan efektif jika investasi-investasi yang membentuk
pdrtofolio tersebut mempunyai kovariansi yang rendah. Dengan membentuk
portofolio yang efisien akan diperoleh suatu investasi yang memberikan
tingkat keuntungan tertentu dengan resiko yang terendah.

5. Penerapan Pemrograman Kuadrat pada analisis portofolio adalah menentukan
proporsi dana yang harué dialokasikan pada tiap investasi agar tingkat
pengembalian total yang diharapkan ( expected return ) lebih besar atau sama
dengan jumlah terendah yang dapat diterima, sedemikian rupa sehingga
variansi dalam pembayarén yang akan datang atau resiko yang diperoleh dari
pengambilan keputusan investasi ini dapat diminimumkan. Lebih lanjut dapat
dibentuk efficient frontier sehingga investor dapat menentukan tingkat resiko

yang minimum pada tingkat keuntungan tertentu.

5. 2 Saran
Sesuai dengan tujuan dilakukannya penulisan skripsi ini dén hasil
pembahasan maka berikut dikemukakan beberapa saran yang bérguna bagi
pengembangan penulisan lebih lanjut.
1. Perlu dilakukan tinjauan ulang tentang Mefoda Simplex dengan tablo berbasis
Cj—Z; pada pehyelesaian persoalan Pemrograman Kuadrat. |
2. Perlu dibandingkan metoda penyelesaian Pemrograman Kuadrat lainnya

untuk kasus penerapan analisis portofolio, atau mungkin lebih luas lagi untuk
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menunjukkan perbedaan antara berbagai metoda penyelesaian Pemrograman
Kuadrat.

3. Perlu dipikirkan pengembangan lebih lanjut program komputer untuk
menyelesaikan Pemrograman Kuadrat sehingga dapat mengerjakan persoalan
dengan jumlah variabel yang lebih besar atau mungkin lebih jauh mampu

menampilkan tablo iterasi yang dilakukan.
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PENYELESAIAN PROGRAM GINO Contoh 1

PENYELESATAN PROGRAM GINO Contoh 2
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PENYELESAIAN PROGRAM GINO Contoh 1

GINO/PC (20 APR 90)

COPYRIGHT (C) 1984-89 LEON LASDON, ALLAN WAREN, AND LINDO

SYSTEMS INC. PORTIONS COPYRIGHT (C) 1981 MICROSOFT
CORPORATION., LICENSED MATERIAL, ALL RIGHTS RESERVED.
COPYING EXCEPT AS AUTHORIZED IN LICENSE AGREEMENT IS
PROHIBITED.

SINGLE USER LICENSE FOR EDUCATIONAL USE ONLY
DISTRIBUTED WITH TEXTBOOKS BY WADSWORTH PUBLISHING

+ MODEL:

: 1) = - 2 * X1 ~ 2 -2 % X1 .* X2 -2 * X222+ 4*X1l++6*
: X2 ;

: 2) X1 + 2 * X2 < 2 ;
: 3) X1 > 0 ;

: 4) X2 > 0

END

: LEAVE

s GO

NUMBER OF ARITHMETIC ERRORS = 1

SOLUTION STATUS: OPTIMAL TO TOLERANCES. DUAL CONDITIONS: SATISFIED.

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 4.166667
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 .333333 .000010
X2 .833333 L .000000
ROW SLACK OR SURPLUS PRICE
2) .000000 .999990
3) . 333333 . 000000

4) .833333 . 000000
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PENYELESAIAN PROGRAM GINO Contoh 2

GINO/PC (20 APR 90)

COPYRIGHT (C) 1984-89 LEON LASDON, ALLAN WAREN, AND LINDO

SYSTEMS INC. PORTIONS COPYRIGHT (C) 1981 MICROSOFT
CORPORATION. LICENSED MATERIAL, ALL RIGHTS RESERVED.
COPYING EXCEPT AS AUTHORIZED 1IN LICENSE AGREEMENT IS
PROHIBITED.

SINGLE USER LICENSE FOR EDUCATIONAL USE ONLY
DISTRIBUTED WITH TEXTBOOKS BY WADSWORTH PUBLISHING

MODEL: ;
: 1) MIN= X1 ~ 2 + 5 * X2 » 2 + 10 * X3 ~ 2 - 4 * X1 * X2 +
: 6 * X1 * X3 - 12 * X2 * X3 - 2 * X1 + 10 * X2 + 5 * X3;

2) X1 + 2 * X2 + X3 > 4 ;
: 3) X1 > 0 ;
H 4) X2 > 0 ;
H 5) X3 > 0 ;
8 END
: LEAVE
¢ GO
NUMBER OF ARITHMETIC ERRORS = 1

SOLUTION STATUS: OPTIMAL TO TOLERANCES. DUAL CONDITIONS: UNSATISFIED.

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 3.235294
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 2.941176 -.000015
X2 .529412 . 000000
X3 .000000 . 000000
ROW SLACK OR SURPLUS PRICE
2) .000000 -1.764731
3) 2.941176 .000000
4) .529412 . . 000000

5) .000000 ~14.529487
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LAMPIRAN 2
TABLO ITERASI Contoh Kasus

PENYELESAIAN PROGRAM GINO Contoh Kasus
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TABLO ITERASI Contoh Kasus

Tablo 1
X1 X2 X3 S1 S2 S3 Ul U2 U3 V1 v2 V3 w1 w2 w3 wi W5
si 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
wi 1 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
w2 0,09 0,07 01 0 0 -1 "0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0,08
w3 0,0024 -0,00112 0,0046 0 0 0 -1 0 0 1 -1 0,09 0 0 1 0 0 0
Wi -0,00112 0,00056 -0,0024 0 0 0 0 -1 0 1 -1 0,07 0 0 0 1 0 0
W5 00046 -0,0024 001104 0 [] 0 0 -1 1 -1 0,1 0 0 0 0 1 0
G- 45) ~1,09588 -1,06704 -1,11324 0 1 1 1 1 1 3 3 0,26 0 0 0 0 0 ~1,08
Tablo 2 i
Xi X2 X3 S1 Ss2 53 Ul uz u3 Vi v2 V3 wi w3 w4 W5
s1 g1 03 (1] 1 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02
wi 01 03 0 0 -1 10 0 0 0 0 0 0 1 0 0 [] 0,2
X3 09 0,7 1 0 0 -10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 08
w3 -0,00174 -0,00424 0 0 0 0,046 -1 0 0 1 -1 -0,09 0 1 0 0 -0,00368
w4 0,00104 0,00224 0 0 0 -0,024 0 -1 0 1 -1 0,07 0 0 1 0 0,00192
W5 -0,005336 -0,010128 0 0 0 0,1104 0 0 -1 1 -1 0,1 0 0 0 1 -0,008832
(Cj- Zj) -0,093964 -0,287772 0 0 1 ~10,1324 1 1 1 3 3 0,26 -1 0 0 0 -0,189408
Tablo 3 g
X1 X2 X3 S1 S2 S3 Ul U2 u3 Vi V2 V3 W3 w4 W5
s1 01 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S3 0,01 0,03 0 0 -0,1 1 0 0 0 0 0 0 0 (1] 0,02
X3 1 1 1 0 -1 1] 0 0 0 0 [] 0 0 0 0 1
w3 0,002 -0,00572 a [] 0,0046 0 -1 0 0 1 -1 0,09 1 0 0 -0,0046
w4 0,00128  0,00296 0 1} -0,0024 1} [ -1 0 1 <1 0,07 0 1 0 0,0024
W5 -0,00644 -0,01344 0 0 0,01104 (1] 0 0 -1 1 -1 -0,1 0 0 1 -0,01104
(Cj-Zj) 0,00736  0,0162 0 0 -0,01324 0 1 1 1 3 3 0,26 0 0 0 0,01324

NYHIdNYT

443




_PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Tablo 4
X1 X2 X3 S1 s2 S3 U1 j8y3 u3 V1 V2 v3 W3 W4 W5
S1 01 0 0 1 1 0 0 ] 0 [y 0 0 0 0 0 0
X2 0333333 1 0 0 -3,333333 3333333 0 0 0 0 0 0 0 0 [ 0,6666667
X3 0,666667 0. 1 0 2333333 -33,33333 0 0 0 1] 0 (v} 0 0 0 0,3333333
w3 -0,000293 0 0 0 -0,014467 0,190667 -1 1] 0 1 -1 0,03 1 0 [ -0,0007867
w4 0,000293 0 0 0 0,007467 -0,098667 -1 0 1 -1 -0,07 0 1 0 0,0004267
W5 -0,00196 0 [ 0 -0,03376 0,448 0 0 -1 1 -1 0,1 0 0 1 -0,00208
G-23) 0,00196 0 0 0 004076 054 1 1 1 -3 3 0,26 [ (v} 0 0,00244
Tablo 5
X1 X2 X3 S1 52 S3 Ul w2 u3 V1 V2 V3 w3 w5
S1 0,060714 (1] 0 1 0 13,21429 0 133,9286 0 -133,9286 1339286 9,375 0 0 -0,0571429
X2 0,464286 1 0 0 0 -10,71429 0 -446,4286 0 4464286 -446,4286 -31,25 0 0 0,8571429
X3 0,575 0 1 0 0 25 0 3125 0 3125 3125 21,875 0 0 0,2
w3 0,000275 [ 1] 0 0 -0,0005 -1 -1,9375 0 29375 29375 -0,225625 1 0 4E-05
S2 0039286 (] 0 0 1 -13,21429 0 -133,9286 0 133,9286 -133,9286 -9375 0 0 0,0571429
W5 -0,000634 0 0 0 0 0,@1886 0 -4,521429 -1 5521429 5521429 -0,4165 0 1 -0,0001509
G-73) 0,000359 0 0 0 0 -0,001386 1 6458929 1 -8,458929 8,458929 0,642125 1] 0 0,0001103
Tablo 6
X1 X2 X3 S1 2 S3 Ul u2 u3 V1 V2 v3 w5
S 0,073252 (o} 0 1 0 13,19149 4559271 4559271 0 0 0 -0,911854 0 -0,0553191
X2 0422492 1 0 0 0 -10,6383 151,9757 -151,9757 [ 0 0 3039514 0 0,8510638
X3 0,604255 [ 1 0 0 -2,553191 -106,383 106,383 0 0 0 -2,12766 0 0,2042553
Vi 9,36E-05 0 0 Q Q -0,00017 -0,340426 -0,659574 0 1 -1 -0,076809 0 1,362E-05
S2 0,026748 0 0 0 1 -13,19149 4559271 4559271 0 0 0 0,911854 0 0,0553191
W5 -0,001151 0 0 0 0 0,002826 1,879635 -0,879635 -1 0 0 0,007593 1 -0,000226
{Ci Zj) 0,001151 0 0 0 0 -0,002826 -1,879635 0,879635 1 [ 0 -0,007593 0 0,000226

NVHIdNYT
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Tablo 7
X1 x2 X3 S1 s2 s3 UL U2 U3 V1 V2 v3 w5
s1 [i} 0 (i 1 (i 1332468 2207792 561,6883 0  -782,4675 7824675 59,18831 0 | -0,065974
X2 0 1 (i} 0 0 9,87013 1688312 2824675 0 4512987 4512,987 349,6753 0 07896104
X3 0 (i} 1 0 0 -1,454545 2090,909 4363636 0 6154545 6454545 493,6364 0 |o031163636
X1 1 (i} 0 ] 0  -1B818182 -3636,364 -7045455 0 10681,82 -10681,82 -820,4545 0 ]01454545
s2 0 0 (i} 0 1 -13,14286 142,8571 1428571 0 2857143 2857143 2285714 0 |0,0514286
W5 0 0 0 0 0 ' 0000734 -2304416 -8,986234 -1  12,29065 -12,29065 -0,936434 1 |-5868E05
G- Zj) 0 0 0 0 0 0000734 2304416 8986234 1 -12,29065 1229065 0,936434 0 | 5868E-05
Tablo 8
X1 X2 X3 s1 s2 s3 Ul U2 U3 V1 V2 V3 W5
s1 0 0 0121227 1 0 1350101 -32,69618 32,6918 0 0 0 0653924 o |[-00800805
X2 0 1 0699195 O 0 8853119 2263581 -2263581 0 0 0 4527163 0 | 07082495
V2 0 0 0000155 0 0 0000225 0323944 0676056 O 1 1 0,076479 o | 1,803E05
X1 1 (i} 1,65493 0 0 4225352 -176,0563 176,0563 0 0 0 3521127 0 03380282
s2 0 0 0044266 O 1 -13,07847 5030181 50,30181. 0 0 0 1,006036 0 | 00462777
W5 0 0 0001904 0 0 -0,002036 1,677062 -0,677062 -1 0 0 0,003541 1 | 00001629
G- Zj) [i} 0 000194 0 0 000203 -1,677062 0,677062 1 (i} 0 0003541 0 |-0,0001629
Tablo 9 )
X1 X2 X3 S1 S2 S3 ‘UL u2 U3 Vi V2 v3
St 0 0 [} 1 0 13,37137 74,07173 -10,40808 63,66364 0 0 0428475 -0,0697098
X2 0 1 (i} 0 0 9600795 8421564 -474,9678 -367,1887 0 0 5827469 0,7680636
v2 0 (i} 0 0 0  597E05 0187493 0731144 0081363 -1 1 0076191 4,774E-06
X1 1 (i} 0 0 0 2455673 -1633,593 7644921 869,1012 0 0  -6598829 0,1964539
52 0 0 0 0 1 -1312581 89,2876 -66,04113 -2324648 0 0 1,088358 0,0500645
X3 0 0 1 0 0 -1,069338 B80,7244 -3555654 -525,159 0 0 1859718 0,085547
Gi- Zj) 0 0 o, 0 [i} 0 0 0 0 i} 0 0 0

NYHIdWYT
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Tablo 10
X1 X2 X3 sl s2 S3 Ul u2 U3 Y1 V2 V3
0 0 0 0 -4,77E-06 0 -0,196454 -0,768064 -0,085547 0,06971 -0,050064 [¢]
s1 1] 0 0 0 1 0 13,37137 74,07173 -10,40808 -63,66364 0 0 -0,428475 -0,0697098
X2 0 0 1 0 0 0 -9,600795 842,1564 -474,9678 -367,1887 0 [ 5,827469 0,7680636
V2 -0,050064 0 v} 0 [} 0 -5,97E-05 0,187493 0,731144 0,081363 -1 1 0,076191 4,774E-06
X1 o] 1 0 0 0 0 -2,455673 -1633,593 764,4921 869,1012 0 [ -6,598829 . 0,1964539
S2  477E-06 0 0 0 0 1 -13,12581 89,2876 -66,04113 -23,24648 0 0 1,088358 0,0500645
X3 0 0 0 1 0 [ -1,069338 880,7244 -3555654 -525,159 0 0 1,859718 0,685547
{Zi<3) [ ] 0 0 o 6,57E-05 0,186641 0,731775 0,081585 -0,019645 0 -0,00882 0
Tablo 11
X1 X2 X3 S1 52 53 Ut U2 u3s Vi v2 V3
0 0 [ 0 -4,77E-06 0 -0,196454 -0,768064 -0,085547 0,06571 -0,050064 1
S1 0 0 0 0 1 0 13,37104 75,12613 -6,296338 6320608 ~5,623712 5,623712 0 -0,069683
X2 0 0 1 0 0 0 -9,59623 827,8159 -530,8895 -3734117 76,48526 -76,48526 0 0,7676984
v3 1 0 0 [ 0 0 -0,000783 2460842 959623 1,067881 -13,12495 13,12495 1 6,266E-05
X1 0 1 0 0 0 0 -2,460842 -1617,355 827,8159 876,148 -86,60932 86,60932 0 0,1968674
52 -477E06 0 0 0 0 1 -13,12495 86,60932 -76,48526 -24,40871 14,28464 -14,28464 [ 0,0499963
X3 0 0 0 1 (1] 0 -1,067881 876,148 -3734117 527,145 24,40871 -24,40871 0 0,0854305
ZC) 0 0 0 0 0 -0,000721 2656882 1036466 1,153545 -13,19473 13,17509 0 (]
Tablo 12
X1 X2 X3 §1 s2 s3 Ut U2 u3 Vi V2 V3
0 [ [} 0 -4,77E-06 (] -0,196454 -0,768064 -0,085547 1 -0,050064 1
S1 0 (] o 0,230398 1 [ 13,125 276,9886 -92,32955 -184,6591 0 0 0 0,05
X2 [ 0 1 -3,133523 o [ 625 -1917,614 6352045 1278,409 [ 0 0 05
V3 1 0 0 0537716 (] 0 0575 4735795 -191,1932 -282,3864 [ 0 1 0,046
X1 0 1 0 3548295 ] 0 -6,25 1491477 -497,1591 -994,3182 (] 0 0 05
S2 47706 0 0 -0,585227 [ 1 <125 4261364 142,0455 284,0909 [ [ 0 -2,123E-15
Vi 1 0 0 0040969 [} 0 -0,04375 35,89489 -15,2983 -21,59659 1 -1 0 0,0035
{Zj-Cj) 0 0 0578688 0 0 -0,61869 509,6729 -205,7241 -303,8938 0 -0,949936 0 [
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:MODEL:
4 1) MIN= ( 12 * X1 ~ 2 + 2.8 * X2 ~ 2 + 55,2 * X3 ~ 2 - 11.2 * X1 * X2
+ 46 * X1 * X3 - 24 * X2 * X3 )} / 10000 ;

2) .09 * X1 + .07 * X2 + .10 * X3 > .08 ;
3) X1 + X2 + X3 =1 ;
4) X1 > 0 ;
5) X2 > 0 ;
6) X3 > 0 ;
END
: LEAVE
: GO
NUMBER OF ARITHMETIC ERRORS = 4

SOLUTION STATUS: OPTIMAL TO TOLERANCES. DUAL CONDITIONS: SATISFIED.

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) .000090
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 .500000 .000000
X2 .500000 .000000
X3 .000000 .000000
ROW SLACK OR SURPLUS PRICE
2) .000000 -.000460
3) .000000 .004052
4) -500000 .000000
5) .500000 .000000

6) .000000 .000000



