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ABSTRAK

Misalkan G adalah suatu grup dan ae G, didefinisikan himpunan C(a) =
{xeG : xa = ax}, yang disebut pemusat dari a, B(a@) = {xeG : xa = a’'x },yang
disebut pemusat tak simetris dari a, dan E(a) = B(a) \w C(a) yang biasa dibahas dalam
teori sistem dinamika.
Skripsi ini akan membahas struktur himpunan-himpunan tersebut dari sudut
pandang aljabar abstrak, yaitu :
¢ (C(a) merupakan subgrup dari G yang memuat{a) .
e B(a) adalah grup bila dan hanya bila o* = e.
e FE(a) adalah grup yang kemudian disebut grup simetri balikan dari «
(reversing symmetri group of a).
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ABSTRACT

Let G is group and a€ G, defined set C(a) = {xe G : xa = ax},the centralizer
of a. B(a) = {xeG : xa = a'x }, the skew centralizer of @ and E(a) = B(a) U Cla)
ussualy to discuss jn dynamica] system theory.

In this tesis will be discussed about sets the structur from abstract algebra, i.e:

® C(a) is subgrup of G that contain(a)

® B(a) is group if only if d=e.

e E(a) is grqup, which is called the reversing symmetry group of a (reversing
symmetry group of @)

X1
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BAB1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah.

Pada mata kuliah Struktur Aljabar (Aljabar V) kita sudah diperkenalkan
dengan konsep-konsep gruﬁ, grup Abel, subgrup, dan grup Siklik serta pusat
dari suatu grup yakni misalkan G grup, pusat dart G yang dinotasikan dengan
Z(G) adalah himpunan semua elemen dari G yang komutatif dengan sebarang
elemen di G.

Selain itu juga akan dibahas tentang pemusat dan pemusat tak simetris
suatu elemen o. Yakni misalkan G grup dan ¢e G maka himpunan C(a) = {
x€ G : xa = ax } disebut dengan pemusat dari ¢ dan himpunan B(a) = { xe G :
xa = a'x } disebut dengan pemusat tidak simetris dari @ yang merupakan
dasar tebentuknya suatu grup simetri balikan yang dinotasikan dengan E(a)
yakni E(a) = B(a)w C(a). |

B(a) sendir biasanya bukan subgrup dari G dan juga B(a) bisa berupa
himpunan kosong. Elemen a,be G dikatakan berada dalam kelas konjugasi
yang sama (a berkonjugasi dengan b) bila ada xe G yang memenuhi a = x"'bx.
Jika B(«) # © maka a berkonjugasi dengan inversnya.

Selanjutnya dalam ékripsi ini akan dibahas secara terperinci tentang
suatu elemen yang berkonjugasi déngan inversnya dan grup simetri balikan

serta sifat-sifat yang dimiliki oleh grup simetri balikan.
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B.

C.

Rumusan Masalah
Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini dapat
dirumuskan sebagai berikut:
a. Apa yang dimaksud dengan suatu elemen berkonjugasi dengan

inversnya .

b. Apa yang dimaksud dengan grup simetri balikan dan sifat apa saja
yang dimiliki oleh grup simetri balikan.
Tujuan Penulisan.

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk memahami pengertian
suatn elemen yang berkonjugasi dengan inversnya dan memahami pengertian
dari grup simetri balikan serta memahami sifat-sifat yang dimiliki oleh grup
simetri balikan. ‘

Manfaat Penulisan.

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah untuk lebih memahami
pengertian suatu elemen yang berkonjugasi dengan inversnya dan memahami
pengertian dari grup simetri balikan schingga sebagai akibatnya dapat
dipelajari lebih lanjut sifat-sifat yang dimiliki oleh grup simetri balikan itu
sendiri.

Metode Penulisan.

Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah Metode
Studi Pustaka yakni dengan mempelajari dan memahami beberapa bagian

materi dari buku acuan yang digunakan
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BAB 11

LANDASAN TEORI

Sebelum membahas tentang materi pokok yakni konjugasi invers dan grup
simetri baiikan terlebih dahulu dibahas beberapa materi prasyarat dari pokok bahasan
tersebut,

A. Grup
Definisi 2.1.1:

Jika A dan B adalah sebarang dua himpunan , maka hasil kali kartesius
himpunan-himpunan A dan B (ditulis A x B, dibaca A kali B) adalah himpunan
semua pasangan terurut (x,y) dengan xe A dan yeB. Bila ditulis dengan notasi
himpunan, AXxB={ (x,y)/xe A danyeB }.

Definisi 2.1.2:

Relasi biner (disingkat Relasi) R dari himpunan A ke himpunan B adalah
suatu himpunan bagian dari A x B. Jadi Rc A x B. Suatu elemen a disebut berelasi
dengan elemen b bila (a,b) merupakan anggota R, dan ditulis (a,b) € R atau aRb. Bila
A = B maka relasi R dari himpunan A ke himpuanan B disebut relasi pada A. Dengan
kata lain relasi pada A adalah relasi dari A ke dirinya sendiri.

Definisi 2.1.3:
Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Suatu himpunan bagian ¢ dari
A x B disebut pemeraan dari A ke B dengan nb’tasf a: A—B bila dan hanya bila

dipenuhi:
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1. (VxeA)3JyeB)xyea
2. (xy)eadam(xy,)ea =y, =y,
Bila (x,y) € o maka ditulis & (x) =y.
Definisi 2.1.4:
Misalkan « suatu pemetaan dari A ke B, maka:
o . A —> B disebut pemetaan injeksif bila dan hanya bila
(Vx,x,ed)a(x)=a(x,) = x, =x,
Definisi 2.1.5:
Misalkan « suatu pemetaan dari A ke B, maka:
a: A— B disebut pemetaan surjektif bila dan hanya bila
(Vye B)(ﬂx eAd) c(x)=y.
Definisi 2.1.6:
Misalkan o suatu pemetaan dari A ke B, maka:
Pemetaan a: A— B disebut pemetaan bijektif bila dan hanya bila pemetaan
a suriektif dan injektif.
Definisi 2.1.7:
Operasi biner » pada suvatu himpunan § adalah suatu aturan yang
memasangkan setiap pasangan terurut (a,0) €S x S dengan sebarang elemen tunggal

dalam S, sehingga (a,b)> a +b = ¢, ce S adalah pemetaan dari S x S ke S.
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Definisi 2.1.8:

Suatu operasi + pada himpunan S dikatakan mempunyai sifat assosiatif, jika
dipenuhi: |

ax(brc)y=(a+b)+c, Va,b,ceS.

Untuk selanjutnya definisi ini disebut hukum assosiatif.

Definisi 2.1.9: '

Suatu elemen e dalam himpunan S disebut elemen identitas untuk suatu
operasi » pada S , jika dipenuhi:

era=a+e=a, Vaes.

Definisi 2.1.10:

Jika « adalah operasi pada suatu himpunan S dengan elemen identitas ¢ dan
sebarang a S, maka svatu elemen beS disebut /nvers dari « terhadap » apabila
dipenuhi: a+b=b+a=e.

Definisi 2.1.11:

Suatu operasi + pada himpunan S dikatakan mempuyai sifar komutatif, jika
dipenuha;

arb=b+a, Ya,beS.

Definisi ini selanjutnya disebut hukm komaotif.
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Definisi 2.1.12:
Suatu himpunan G disebut grup bila di dalam G didefinisikan suatu operasi

“.” sedemikian sehingga aksioma-aksioma berikut dipenuhi

(1) (Vabece G)as(bs+c) = (as+h)-c (assostatif)
G) (3eeG)(Vae(G)esa=ase=a (identittas)
(jii)) (Vae G)(Ba'eG) asa =a'ra=c (invers)

Selanjutnya grup tadi ditulis dengaﬁ notasi (G, +).
Contoh 2.1.1:
Jika Z adalah himpunan semua bilangan bulat, maka (Z,+) adalah suatu grup sebab:
(1) Operasi + pada Z bersifat tertutup
(11))  Operasi + pada Z bersifat assosiatf
(111)  Ada elemen identitas 0 dalam Z yang memenuhi0+x = x+0 = x
VxeZ
(iv)  Untuk setiap x € Z pasti terdapat invers —x € Z sedemikian sehingga
x+(x) =0
Teorema 2.1.1:
Jika (G, ») grup maka VY a,b € G, berlaku:
(1) Jika a « b = a » c maka b = ¢ (kanselasi kiri)

(i)  Jkab+«a=csamakab=c (kanselasi kanan)
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Bukti:

Misalkan a,b,ce G sedemikian sehingga « « b = a + ¢ karena ae G maka ada
aleG

(i) als(asb)=a +(axc)

(Cl - * a) b= (a - * a) * C (assosiatif)
cib=enc (definisi 2.1.12(iii))
e | (definisi 2.1.12(ii))

(if) Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa bila b «+a = ¢ » @ maka
b=c. ' |
Teorema 2.1.2:

Jika (G, ») grup dan a,b € G maka berlaku

M (@H'=a
) (@+b)'=b"sa
Bukti:

(i)  Misalkanxe G adalah invers daria™ makaa™+x =e.

Akan tetapi @' « @ = e, maka ¢’ +x = a' s+ a dengan menggunakan

kanselasi kiii diperoleh x = a.

' adalah a sendiri. Jadi (¢ ') = a.

Sehingga invers dari a -
(1)  Misalkana,h€E Gmakaas+sh €G

Akan dibuktikan bahwa » '+ a ! adalah invers daria «b € G. .
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Perhatikan bahwa:

(aeb)+(b" va?) = as(b«b")ea' (assosiatif)

—g+«esal (definisi 2.1.12(ii1))
— il (definisi 2.1.12(ii))
o (definist 2.1.12(iii))

Dan

(b'« a)s+(asb) = b's(a'+a)y+b  (assosiatif)

=b"' e +b (definisi 2.1.12(1ii))
=h-"+b (definisi 2.1.12(11))

- | (definisi 2.1.12(iii))
Karena (a+b) «(b' +a)=(b ~'+a-') +(a+h) |
Terbukti bahwa (a«b) ' =b"' sa'. |
Definisi 2.1.13:
Jika (G, +) grupdan Va,b € G, a b = b «a, maka (G,+) disebut grup Abel.
Teorema 2.1.3:
Jika (G, +) grup maka
s (i) ~ Elemen identitas dalam G tunggal, artinyabilae,f =G dan V a € G,
era=a+e=adanf+a=asf=amakae=f
(i1) Setiap elemen dalam G mempunyai invers tunggal, artinya bila g,x,y € G
dan e adalah elemen identitas sedemikian sehinggaa+x = x + a = e dan

asy =y +a =e¢ maka x = y.
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Bukti:

(1) Diasumsikan bahwa e dan /* elemen identitas dalam G.
Makaé sa=a+e=a Vae Gdanfra=a«f=a, Yae G.
Karenafe Gmaka e + f= fse = f.
Demikian juga karena ¢ € G, makae+f=fse=e.
Sehingga diperoleh f=e.
Terbukti bahwa elemen identitas dalam G adalah tunggal

(i)  Misalkan x,y € G merupakan invers dari ce G makaa+x= xsa=e

dan a+y = y+a = e, menurut definisi 2.1.12(i1) x = x + ¢, maka

x = xx (axy) (pengandaian)
= (x+a)+y (assosiatif) k
=ex) (pengandaian)
= (definisi 2.1.12(i1))
Jadi invers dari @ € G adalah tunggal. : "

B. Subgrup, Koset, Teorema Lagrange dan Subgrup Normal.

Kadang-kadang terjadi bahwa himpunan bagian dari suatu grup akan
membentuk sebuah grup terhadap operasi yang sama dengan grupnya. Himpunan
demikian itu disebut subgrup atau grup bagian.

Definisi 2.2.1:
Jika (G, +) grup dan H < G dan H # & maka H disebut subgrup dari G bila i

2> 3

terhadap operasi ”+” juga merupakan grup.
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Teorema 2.2.1:
Jika(G, ») grup dan H < G maka H subgrup G bila dan hanya bila
(i) H=#0
(ii) Jika a,b e Hmaka axbe H
(ili) JikageHmakaa ' eH
Bukti:
(=) Misalkan H adalah subgrup dari G
(1) H # @, karena sekurang-kurangnya memuat elemen identitas
(i)  Karena sifat tertutup dari operasi » pada grup / maka kondisi (ii) diatas
dipenuhi.
(111) Kafena H adalah grup maka menurut definisi 2.1.12. jika a e H , maka
a’ eH.

(<) Diketahui kondisi (i), (i1), (ii1) dan /' < G akan dibuktikan H subgrup G

Sifat tertutup pada A dipenuhi karena kondisi (i1) dipenuhi.

¢ Sifat assosiatif dipenuhi karena H c G .

¢ H mempunyai elemen identitas, karena bila x € H, dengan sifat (iii) maka ada
x' e H sehingga x: x-' e H (kondisi (i1)).
Karenax+ x ' = ¢, makae e H.

o  Menurut (it1) maka setiap elemen dalam /A mempuyai invers dalam # .

Jadi H subgrup dari G. m
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Contoh 2.2.1:
(Z,+) merupakan subgrup dari grup (Q,+)
Teorema 2.2.2:
Misalkan (G, +) grup dan jika H dan N adalah subgrup dari (G, +) maka HN N
subgrup dari G.
Bukti:
Terlebih dahulu didefinisikan HnN = {xe G/ xe H dan xeN).
Akan ditunjukkan AN subgrup dari G.
(i) HNN#, karena ec H dan ee N maka ec HNN.
(i) Misalkan x,ye HN N, maka x,ye H dan x,yeN.
Karena H dan N subgrup maka x»ye Hdanx «yeN.
Dengan demikianx «ye HNN.
(111) Misalkanx e HN N makaxe HdanxeN.
Karena H dan N subgrup makax™ eHdanx' eN.
Dengan demikion x~ e HNN. ' .
Definisi 2.2.2 (induksi matematika):
Jika P adalah suatu proposisi yang didefinisikan pada himpunah bilangan
bulat positif V= {1,2,3,... }, artinya P(#n) bisa Bemilai benar atau salah, kemudian P
mempunyai sifat:
‘”1. P(1) benar

2. P(nt+1) benar bila P(n) benar,
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maka P adalah benar untuk semua bilangan bulat positif » anggota V.
Definisi 2.2.3:
Misalkan (G, +) grup dan aeG dan e elemen identitas dalam G dan # adalah

bilangan bulat positif, maka didefinisikan:

(1) a’=e
Cl1 =da
(i)
{ an: 1-]*a
(i) a”=(a")"

Teorema 2.2.3:

Jika (G, «) grup dan ¢ € G, maka untuk setiap me Z berlaku (a)" = (&),

~ Bukti:

Teorema ini akan dibuktikan dengan induksi matematika
Misalkan me Z. Akan ditonjukkan pernyataan tersebut benar untuk » = 0,
diperoleh (a!)" = (&)’ |
=e
= definisi 2.2.3(i)
= (@)
o
Jadi pernyataan tersebut benar untuk m = 0.
Akan ditunjukkan bahwa pernyataan tersebut benar untuk m=1,2.3...

Andaikan pernyataan tersebut benar untuk m = £.

Akan ditunjukkan pemyataan tersebut juga benar untuk m = £+1.
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Karena pernyataan tersebut benar untuk m = k, maka (a™')* = (d*)".
Sehingga (¢)""' = (") (a")
=Y (a)" pengandaian
— ( ak-H)-l
Jadi pernyataan tersebut benar untuk m = k+1.
Akan ditunjukkan pernyataan tersebut benar untuk m = -1,-2,-3,...
Jika m adalah suatu bilangan bulat negatif, maka ada suatu bilangan bulat
positif p sedemikian sehingga m = -p.
Akan ditunjukkan bahwa (a)" = (@")"

Perhatikan (a')" = (@)

=@y definisi 2.2.3(iii)
=(a'y)' definisi 2.2.3(ii)
=(a?)" definisi 2.2.3(ii)
= ("’

Jadi (a)" = (™). L

Teorema 2.2.4:

Jika (G, ») grup dan a,b € G maka berlaku:

mrn

() a” s« a”" =a S MneZ.
i) (™)' =a™ mneZ.
(i) (&™) , m,

Bukti:

Teorema ini akan dibuktikan dengan induksi matematika
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(i) Misalkan me Z.

Akan ditunjukkan pernyataan tersebut benar untuk » =0,

diperoleh a”+ a® =a™s e (definisi 2.2.3(i))
—am (definisi 2.1.12(ii))
e am+0

Jadi pernyataan tersebut benar untuk n = 0.

Akan ditunjukkanh pernyataan tersebut benar untuk n=1,2.3,....
Andaikan pernyataan tersebut benar untuk n = £.

Akan ditunjukkan pernyataan tersebut suga benar untuk 7= &+1.

m+k

Karena peryataan tersebut benar untuk » = k, maka a™» a* = a™* |

sehingga a™« ¢*' =a™s (a4 a) (definisi 2.2.3(1i1))
= Gt w Hde (assosiatif)
=a™ . a (pengandaian)
= gm0 (definisi 2.2.3(iii))
= g™ (assosiatif).

Jadi pernyataan tersebut benar untuk » = k+1.

Akan ditunjukkan pernyataan tersebut benar untuk n»=-1,-2,-3,...

Jika n adalah suatu bilangan bulat negatif , maka ada suatu bilangan bulat
positif p sedemikian sehingga n = -p.

Akan ditunjukkan bahwa &" » " = """

Perhatikan &" +&" = a" + &P
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=d" (@Y teorema 2.2.3

=" ~ pbilangan bulat positif.
= a711+(11)

="

Jadid” s d"=d"™.
(i) Misalkan me Z.

Akan ditunjukkan pernyataan tersebut benar untuk » = 0.

m0

| (@)’ =e=a’=u
Jadi pernyataan tersebut benar untuk n = 0.
Akan ditunjukkan bahwa pernyataan tersebut benar untuk »=1,23,....
Andaikan pernyataan tersebut benar untuk » = £.

Akan ditunjukkan pernyataan tersebut juga benar untuk » = k+1.

Karena peryataan benar untuk n = k, maka (¢™)* =a™ .

Sehingga (a™)*" = (@™)* s a™ (definisi 2.2.3(i))
=a™ s ag" (pengandatan)
= g™ (teorema 2.2.4(i))
=7 (distributif).

Jadi pernyatagn texsebut benar untuk # = &+1.
Akan ditunjukkan bahwa pernyataan tersebut benar untuk:n = -1,-2,-3,...
Untuk 7 sygtu bitaegan bulat negaif, maka ada suatu bilangan positif p

sedemikian schingga n = -p.
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Perhatikan (a™)" = (a™)™*

=((a™)™)* (definisi 2.2.3(iii))
=@™m)”* (teorema 2.2.3)
="y ~ (teorema 2.2.3)
= (a-l)nw
= g ") (teorema 2.2.3)
=gtmr p bilangan bulat positif
— 4P
= g™

Jadi pernyataan tersebut benar untuk n = -1,-2,-3,... n

Teorema 2.2.5:
Jika (G, +) grup dan @ e G maka (a) ={ a" /neZ } merupakan subgrup dari G
Bukti: |
) (a) #O, karenaa=d'e (a).
(i) Misatkanx,y € (@), maka x=a” , meZdany=a",n el
Akan ditunjukkan bahwa x .y € (a)

Perhatikanx sy =a” » a”
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— mtn

a™", karenam,ne Z makam+ne Z

Jadi x»y € {a).

(iiiy Misalkanx € (@), makax=a ,me Z.
Akan ditunjukkan be_l.hwax‘l e(a).
Perhatikanx™ = («”)

=qag™" ,karenam € Z maka-m € Z. .

| Jadix™ e(a). , n

Definisi 2.2.4:

Jika (G, «) grup dan @€ G maka {(a) = { xeG/x=a",neZ } disebut
subgrup siklik yang dibangun oleh a. -
Definisi 2.2.5:

Jika (G, +) grup dan ada a € G sedemikian sehingga G= (a)={ «" /neZ }
maka G disebut grup siklik, yang dibangun oleh a.

Pembangun (generator) dart suatu grup siklik tidak harus tunggal seperti
terlihat dalam contoh berikut. |
Contoh 2.2.2:

Misalkan G = ( Z; - {6 },+) grup, dengan (Z, - {6 b ={i 2 _5»21 }.

> >
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Dan diberikan tabel dari (Z ,—{0}, +)

\ 1 2 3 4
1] 1 2 3 4
20 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 | e g

2 adalah pembangun dari G = ( Z, - {0}, «), karena

(23={2"/neZ}=G.

3 juga merupakan pembangun dani G = ( Z, - {0}, +), karena

Akan tetapi 4 bukan merupakan pembangun dari G = ( Z, - {0}, + ), karena;

(4)={1,4}£G.
Definisi 2.2.6:

Jika (G, ») grup dan ae G, maka n disebut orde dari ae G bila n adalah
bilangan bulat positif terkecil sedemikian sehingga a” = ¢, orde dari a dilambangkan
dengan o(u)

Jika tidak dapat ditemukan bilangan bulat positif » sedemikian sehingga «” = e, maka

o dikatalan berorde tak hingga,
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Contoh 2.2.3:

1. Misalkan (G,+) =(Z 4 ,+)dengan Z, = {0,1,2,3 }=Himpunan bilangan bulat
modulo 4 dan “+” adalah operasi penjumlahan bilangan bulat modulo 4.
Maka elemen identitas dari G adalah 0
orde(2)=2.
orde(é )=4.

2. Misalkan G=(Z,- {0}, +),dimana Z, = { 0,1,2,3,4 }= Himpunan bilangan

2 ¥

bulat modulo 5 dan”«"adalah operasi perkalian bilangan bulat modulo 5.
Maka elemen identitas dari G adalah 1.
orde (é y=4.

orde(é )=4. dan orde(é_l )=2.
Definisi 2.2.7:

Banyaknya elemen suatu grup, misalnya grup (G, »), disebut orde dari grup G,
dan dinotasikan dengan o(G). Grup G disebut berhingga apabila o(G) berhingga dan
G disebut grup takhingga apabila o(G) tak hingga.

Teorema 2.2.6:
Jika (G, ») grup, ae G dan drs e Z,r#ssehinggaa” = a“‘r, maka akan dipenuhi

(i) Ada bilangan bulat positif terkecil #» sedemikian sehingga ¢” =e.
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(ii) - Jika ¢ adalah bilangan bulat positif maka a’ = e bila dan hanya bila » adalah
pembagi dari £,

(iii) a°,a',a®,a’,....a”" adalah elemen-elemen yang saling berbeda dan
(@)={aa' a®, . a").

Bukti:

(i) Untuk membuktikan (i) akan ditunjukan lebih dulu bahwa ada bilangan bulat
positif 7 sehingga ¢’ =e.
 Andaikan r>s maka (r-s)>0.

a"=a’

S asa=a’va”’

S afiFaok teorema 2.2.4(i)
& a =4
et a *=e definisi 2.2.3().

Jadi ada bilangan bulat positif ¢ = r-s, sehingga ¢' = e.

» Andaikan r<s, maka (s-r)>0.

r

& a '=a teorema 2.2.4(1)
o a4 =ua

= a’=e definisi 2.2.3(1)




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
21

Jadi ada bilangan bulat positif f = s-r, sehingga o' = ¢
Menurut prinsip dari himpunan bilangan bulat positif, pasti terdapat bilangan
bulat positif terkecil n, sechingga d=e
(i) {=)DiketahuireZdana'=e.
Akan ditunjukkan bahwa » adalah pembagi dari z.
Menurut Algoritma Pembagian ada ¢,7€ Z sedemikian seh'ingga 1= ngtr,

dimana 0<r<n sehingga diperoleh persamaan berikut:

 —  ng+r

a' =a
& o' =a"sa” teorema 2.2.4(i)
o a' =@ va” teorema 2.2.4(ii)
& a'=e.a” teorema 2.2.6(i)
& e=a’,

Oleh karena 0<r<n dan n adalah bilangan bulat positif terkecil
sedemikian sehingga «” = ¢, maka haruslah » = 0.
Jadi ¢t = nq, g€ Z, sehingga n adalah pembagi dari ¢.
(<=)Diketahui » adalah pembagi dari 1.
Akan ditunjukkan ¢’ = e.
Jika n pembagi dari f maka ¢ = nv, dengan ne Z.
Diperoleha' =a™ =(a")" =¢' =e.
(iii) Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen dalam{a) berbeda.

Andaikan a” =g’ dengan 0<u<n, 0<v<n, u=v dan u,ve Z maka
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4

a'sav=g"«q™"

& gv = a’™ teorema 224(1)
o a' :(lo
= gttt =gl

Jadi menurut teorema 2.2.6(ii) n adalah pembagi dari (#-v) dan 0 <wu-v<n,

maka u=v.

Akan ditunjukkan bahwa (@) ={a°’,a"',a*,...,a""}.

Misalkan m adal#h sebarang bilangan bulat. Menurut Algoritma Pembagian

maka ada ¢g,7€ Z dengan 0<r<n sedemikian sehingga m = ng+r.

Diperoleh a”=a™"=a™+a"=(a" )" +a ’f—‘ e+a’=a’.

Jadia"e{a’ a',a’, . ,a"" Y Atau (@) c{a’, a',a®,. .  a""}

Selain itu jelas bahwa { ¢, &', a?,...,a" " Y (a).

Jadi (a)={a’,a',a*,...,a""}. n
Teorema 2.2.7:
Jika (a) grup siklik yang dibangun oleh @ maka o(({a) ) takhingga bila dan hanya bila
VrseZa =a*= r=s.
Bukti:

(= )Diketahui o(( d) ) takhingga . -
Akan ditonjukkan bahwa (Vr,se Z)a” =a° = r=s.

Andaikan dan 7 # s dan ¢” = a’. Berdasarkan teorema 2.2.6 (iii),
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(ay={ a°, &', a*,.., @™} untuk suatu bilangan bulat positif

sehingga o({a) ) =n, berarti (@) berhingga. Terjadi kontradiksi .
Jadia" =a° = r=ys.
(<=)Diketahuia” = o’ = r=s:
Akan ditunjukkan o({a) ) takhingga.
Perhatikan bahwa jika 7 # s maka a” # a’, sehingga « berpangkat

sebarang bilangan yang berbeda merupakan elemen-elemen yang
berbeda sehingga semua anggota dari (a)adalah berlainan, maka
o( (a)) takhingga. »
Teorema 2.2.8:
“Jika G grup dan a e G maka o(a) = o({a) ).

Bukti:
Andaikan o(a) berhingga yaitu o(a) = », sehingga berlaku ¢" = e.
Misalkan m adalah sebarang bilangan bulat. Menurut Algoritma Pembagian

maka ada g7 € Z dengan 0 <r<np sedemikian sehingga m = ng+r.
Diperoleh a”=a""=a™+a"=(a")"va"=esa"=a".
Jadia"e{a’, a',a’,... a"" }Atau (a) c{a’,a',a*,.. . a""}.
Selain itu jelas bahwa { «°, @', a*,...,a""} c (a).

Jadi (a)={a’,a',a’,...,a""}. Dengan demikian o({a) ) = n.

Jadi (a) berhingga.
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Andaikan o(a) takhingga, maka a pangkat sebarang bilangan merupakan

elemen - elemen yang berbeda akibatnya o({a)) takhingga;
Jadi o(a@) = o({a)). |
Definisi 2.2.8:
Misalkan (G,») grup, a€ G, dan H subgrup dari G, maka;
himpunan aH ={ a+h/ he H } disebut koset kiri dari H.
himpunan Ha={ h+al he H } disebut koset kanan dari H.
Definisi 2.2.9:
Misalkan S adalah himpunan tidak kosong dan P = { §,,S,,..., S, }, dengan
S, c 8, maka P adalah partisi dalam S bila dan hanya bila:
1. S,#0, Vi.

2. JikaS,,S,ePdanS,#S,, makaS, NS, = 0.

Definisi 2.2.10:

Misalkan G himpunan tidak kosong, maka suatu relasi R pada G disebut relasi
ekuivalensi jika memenuhi:

1. sifat refleksif yaitu (Va € G)(a,a) eR.

2. sifat simetris yaitu (V @,be G)((¢,b) eR = (b,a) €R).

3. sifat transitif yaitu (V a,b,ce G)(a,b) e Rdan (b,c) eR => (a,c) €R).
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Teorema 2.2.9:

J"/‘:{:‘f‘" AT =
& & &) P
i’( &’
é Ef '

’f‘f

Misalkan G himpunan tidak kosong, maka relasi ekuivalensi pada G inenghasilkan

suatu partisi dalam G.

Bukiti:

Misalkan relasi ekuivalensi tersebut R Misalkan ae G dan G, adalah

himpunan semua elemen-elemen yang berelasi dengan a.

Jadi G, = {xe G : xRa }.
« G, # O, karena R mempunyai sifat refleksif yaitu aRa. Jadi G, sekurang-

kurangnya mempunyai satu anggota yaitu a.

« Misalkar be G, dan Gah Gp# 0.

Misalkan ce G,n G, maka ce G, dan ce Gy,

Bila ce G,, maka berlaku cRa, karena R simetris maka diperoleh aRc.

Bila ce Gp, maka berlaku cRb. Karena aRc dan cRb, dengan menggunakan
sifat transjtif pada R diperoleh aRb.

Misalkan pe (G, maka berlaku pRa d#n karena aRb maka diperoleh pRb,
sehingga pe G,. Jadi G, < Gy,

Dengan jalan yang sama diperoleh G, < G,. Jadi G, = G,.

Sehingga terbukti bahwa jika G, Gy # 9, maka G= G,

Kontradiksi dari keadaan diatas adalah jika G, # Gy maka G,n G, = Q.

Jadi G, 2 Gy =GN G=9. n
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Teorema 2.2.10:
Misalkan (G, «) grup dan A subgrup dari G | dan didefinisikan relasi “~” pada G
sebagai berikut a~b bila dan hanyér bila @ » b €H , maka “~” adalah relasi
ekuivalensi pada G.
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa “~” relasi ekuivalensi pada G.
1. Jika a € G, maka a~a, karenaa+a™ =eecH, VaeG.
Sifat refleksif dipenuhi.
2. Misalkan a,be G.
Jika a~b, maka a +beHdan(asbh ") "' =bsa' €H sehingga b~a.
Sifat simetris dipenuhi.
3. Misalkan a,b,ceG.
Jika a~b dan b~c, maka @ + b ™' € H dan b ¢! e H sehingga
(@b )e(brc™)eH
as(b' sbh)+ceH
a»c” e H, maka a~c.
Sifat transitif dipenuhi.
Jadi “~” adalah relasi ekuivalensi. -
Definisi 2.2.11;

9
'~

Misaikan (G, ») grup, ae G dan telasi adalah relasi ekuivalensi pada G,

K »
—~

maka [a] ={ xe G/ a~x } disebut kelas ekuivalensi dari grup G terhadap relasi
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Teorema 2.2.11:
Misalkan (G, «) grup, H subgrup dari G dan untuk ¢,b €G didefinisikan a~b jika
(a+b") eHdanbila Hb = { h +b/he H }maka [b] = Hb.
Bukti: |
(=) Akan ditunjukkan [b] <= Hb.
Misalkan ae [b], maka a~b yang berarti a - 5" € H.
Sehingga 3 e H sedemikian sehingga a+ b = A.
Perhatikan bahwa (a+ b )sb=heb a« (B +B)=h+b> a=h+b.
Sehingga ac Hb. Jadi [b] < Hb.
(<) Akan ditinjukkan Hb < [b].
Misalkan ae Hb, maka a = & + b, untuk suatu he H.
Perhatiakan bahwa a b = (h«b)sb" =h.
Sehingga a » b™' € H atau a~b. Jadi Hbc [b].
Dengan demikian diperoleh [b]= Hb. =
Dari uraian diatas dapat disimpulkan bahwa koset-koset kanan dari A/ dalam
grup G membentuk suatu partisi dalam G.
Teorema 2.2.12:
Jika H adalah subgrup dari grup (G, + ) dan a,b adalah sebarang elemen dalam G,
maka keempat kondisi berikut ekunivalen.
a. asb'eH

b. a=5.b, untuk snatu he H.
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c. aeHb
d. Hb=Ha.
Bukti:

Untuk membuktikan ekuivalensi diatas cukup dibuktikana=>b=>c=>d=a.

a=b. Jika a « b~ €H , pasti terdapat he H sehingga a + b = 4, jika kedua ruas
dikalikan dengan b dari kanan, maka @ » b~ + b = h + b, sclanjutnya diperoleh
a=h +buntuk suatu he H.

b=c. Jika @ = h + b, untuk h e H, maka jelas ac Hb.

c¢=d. Jika «e Hb maka akan ditunjukkan bahwa Hb ¢ Ha dan Hac Hb.
e Misalkan ce Hb, maka terdapat /2, € H sehingga ¢ = h,« b.
Karena b = h»a, untuk suatu ~e Hmakac=h, shsa, dimana h,+heH.
Jadi ce Ha, berarti Hb — Ha.
» Misalkan de Ha, pasti terdapat h, e/, sehinggad=h, »a.
Karena a = h «b, untuk suatu e H, maka d=h,+h + b, dimana s, + he H.
Sehingga de Hb, berarti Ha < Hb.
Jadi Hb = Ha.
d= a. Akan dibuktikan bahwa jika Hb = Hamakaa+b e H.

Karena ae Hu dan Ha = Hb,

maka ¢e Hb dengan demikian a = 4 + b, untuk svatu he H.
Oleh karena ™' € G, maka

a*b—l =(h*b)*b—l
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=ha«(b *b_l)

Dengan demikian a +5 ' e H. -
Teorema 2.2.13:
Jika (G, +) grup berhingga, a € G, dan H subgrup dari G maka o(H) = o(Ha).
Bukti:

Untuk membuktikan teorema diatas ditunjukkan bahwa ada korespondensi 1-1

antara H dan Hu.

Didefinisikan suatu pemetaan o: H— Ha, dengan aturan sebagai berikut

a(h)y=h-+a, Vhe H.
» Terlebih dahulu ditunjukkan o terdefinisi secara baik .

Misalkan h,,h, € H dengan i, = h,, maka h» a=h, « a, VaeG,

diperoleh a (b)) =a(h,).

A7

Akan ditunjukan « mnjektif.

Misalkan 4, ,h, e H dengan a(h,)= a(h,), maka h, »a=h, +» g, dengan

aturan kanselasi diperoleh 2, = 4, .
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Jadi a injektif.

» Akan ditunjukan o surjektif . Misalkan xe Ha, maka x = &, + a, untuk -

snatu h, € H.

Sehingga dapét ditemukan %, € H, sedemikian sehingga
a(h))=h,«a=h,.

Jadi o sunjektif.

Karena ada korespondensi 1-1 antara H dan Ha, dan karena G berhingga,

maka o(H) = o(Ha). |

Setiap koset (kanan atau kiri) dari sﬁbgrup H mempunyai banyak elemen yang
sama dengan H.
Teorema 2.2.14:
Misalkan (G, +) grup dan H sugrup darni (. Terdapat pemetaan bijektif antara dua |
koset kanan dari A dalam G.
Bukti:

Misalkan Ha dan Hb adalah dua koset kanan dari / dalam G.

Akan ditunjukkan ada suatu pemetaan bijektif antara Ha dan Hb.

Didefinisikan ¢:Ha— Hb dengan aturan ¢(h+a)=h+b.

Misalkan 4, a,h,a€ Ha.
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Akan ditunjukkan bahwa jika #,+a=h,~amaka ¢(h,+a)= ¢(h,+a).
Perhatikan #,+a=h,+a< h, =h, (hukum kanselasi)
& hyxb=h,»b
S gha)= ¢(h,»a).
Jadi (Vha,hya € Ha)Yh,xa=h,«a)= ¢(h,=a)= ¢ (h,+a).
Sehingga ¢ well defined.
Jelas ¢ surjektif, karena jika diambil sebarang ye Hb dengan y = £« b untuk
suatu /1, € H pasti terdapat /,» ae Ha sedemikian sehingga ¢ (h,+a) =h +b.
Jika ¢ (h,=a) = ¢(h,«a), maka h » b = h,+ b, dengan menggunakan hukum
kanselasi kanan maka diperoleh 7, =4, .
Jadi ¢ merupakan pemetaan injektif.

Karena ¢ surjektif dan injektif maka ¢ bijektif. m
Teorema 2.2.15 (Teorema Lagrange):

Jika (G, ») adalah grup berhingga dan H subgrup dari G, maka o(#) merupakan

pembagi dari o(G) (ditulis o(H) | o(G)).

Bukti:
Andaikan G berhingga dan H subgrup dari G.

Karena H subgrup dari G, maka H berhingga pula.
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Karena G berhingga, maka banyaknya kosef kanan dari H berhingga pula,
misalkan %, katakan koset kanan-koset kanan dari 4 tersebut adalah Hu;, Has,
Has,... Hay.

Menurut teorema 2.2.11, koset kanan-koset kanan ini meinbentuk partisi

dalam G, yaitu G = Ha, WHa, U...uUHa, dan Ha;nHa; = O , untuk i # /.

Misalkan o(#) = n dan telah dibuktikan diatas bahwa Ha; £Ha;,maka Vi=
1.2.3,... .k, o(H) =n.
Sehingga o((G) = kn, atau o(G) = ko(H).
Jadi o(H) pembagi o((). [ ]
Teorema 2.2.16: |
(i) Jika (G, ») grup berhingga dan ae G, maka o(a) merupakan faktor dari o(G).
(i) Grup (G, ) yang berdrde prima hanya memuat subgrup {e} dan G.
(iii) Setiap grup (G, «) dengan orde prima adalah siklik yang dibangun dengan
sebuah elemen yang bukan identitas.
(iv) Jika ((7,+) grup berhingga dengan orde £ maka d=e VaeG.
(v) Jika (G, ») grup berhingga dan /,K masing-masing adalah subgrup dari G,
dengan o(H) # o(K), dan H,K berorde prima maka H N K = {e}.
Bukti:

(i) Perhatikan bahwa menurut teorema 2.2.5 H =(a) adalah subgrup dani G.

Menurut teorema 2.2.8. o(a) = o({a) ).
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Menurut teorema Lagrange diperoleh bahwa o( (@) ) merupakan faktor dari
o(G). Jadi o(¢) merupakan faktor dari o(G).

(i) Misalkan o(G) = p dengan p adalah bilangan prima.. Misalkan H adalah
subgrup dari G maka menurut teorema Lagrange diperoleh o(#)|o(G)
sehingga o(H) = p atau o(H) = 1, yang berarti H = G atau H = {e}.

Jadi G hanya memuat subgrup yang berorde satu yaitu A/ = {e}dan berorde p
yaitu G.

(ii1) Menurut teorema Lagrange jika H subgrup dari G maka o(H) | o(G), karena |
o(G) = p dengan p bilangan prima maka o(/) yang mungkin adalah 1 atau p.
Sehingga berakibat jika H # {e}, maka H=G.

Jika aeG dan a # e, maka perpangkatan dari ¢ membentuk subgrup
terhadap grup & dan tidak sama dengan {e}.

Sehingga subgrup 1 tidak lain adalah G sendiri.

Dengan kata lain setiap xe G berbentuk x =4, dengan ie Z.

Oleh karena itu G adalah siklik.

(iv) Misalkan orde dari grup G adalah £, yakni o(G) = £, maka menurut teorema
2.2.16(1), o(«) merupakan faktor dart o((G) sehingga o(G) = no(a) untuk
suatune Z",

Sehingga diperoleh o = 4% = W= (g )'= (e)" =e.

Jadid =e, VaeG.
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(v) Misalkan o(f1) = p dan o(K) = g, dengan p dan ¢ adalah bilangan prima, dan
p # q. Perhatikan bahwa HNK cH dan HNKcK , maka HN K subgrup
dari H dan K . | |
Sehingga menurut teorema Lagrange o(HNK) | o(H) dan o(HNK) | o(5)
berarti o(HN K) ] p dan o(HN K) I g, padahal p dan ¢ bilangan prima maka
o(HNK) =1, sehingga haruslah o(HNK) = 1.

Jadi HN K tidak lain adalah {e}. =

Definisi 2.2.12:

Suatu subgrup N dari grup (G, +) disebut subgrup normal dari G bila Ng = gN
,Vgel.
Bﬂa N subgrup normal dan G dinotasikan N< G.

Teorema 2.2.17:
Diketahui N subgrﬁp dari(G)
N<Gbila dan hanya bila (V ge G (VreN)g«n+g™ eN.
Bukti:
(=) Diketahui N subgrup dari G dan Ng = gN.
Akan ditunjukkan (V geG) (VreN)g+n+g ™ eN.

geGdanne N maka g+negh.
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Karena diketahui Ng = gV, maka g »ne Ng.
Menurut teorema 2.2.12 diperoleh g <7+ g™ e N.
(<) Diketahui N subgrup dari G dan (V ge G) (VneN)gsn+g™ eN.
Akan ditunjukkan N < G yaitu Ng = g/,
Misalkan xe Ng.
Karena x e Ng makax = n, +guntuk suatun, eN.
sehingga
gl ax=g" an sgeN & gt ax=(g)en, + (g ) N
Karenag'xeN,makag+(g~ +x)=(g+g " )sx=xegN.
Jadi Ngcgh.
Misalkan ye gN.
Karena ye gV, makay = g +n,, untuk suatun, e N.
sehinggay.g ™ =gs«n, sg” eN.

Karenay*g" eN, maka(y;g'l) fZ2= Y+ (g'l*g) =ye Ng.

Jadi gNc Ng.
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Karena Ngc gN dan gN < Ng, maka Ng = gN. ]
Definisi 2.2.13:

Misalkan (G, +) grup. Pusat dari G yang dinotasikan Z(G) adalah himpunan

semua elemen dari G yang komutatif dengan sebarang elemen dari G.
Teorema 2.2.18:

Jika (G, ») grup dan dibentuk Z(G) ={ xeG/ x +y =y +x,¥yeG }, maka Z(G)

merupakan subgrup normal dari G.

Bukti :

~ Akan ditunjukkan dulu bahwa Z(G) subgrup dari G.

1. Z(G) #0.Karenaesy=yse=y, VyeG, makaee Z(G).

2. Misalkan p,ge Z(G).
Akan ditunjukkan p s ge Z(G) yakni (p s g) sy =y s+ (p»q), Vy €G.
Karenap,ge Z(G)maka psy=ysp, VyeGdang.y=y.q,VyeG.
Perhatikan (p+g)sy = p«(gsy) (Assosiatif)

=p++9) (ge Z(G))

=@w)qg (Assosiatif)
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=(p)eq (peZG))
=y«(p+q) (Assosiatif).
Jadi p + g€ Z(G).
3. Misalkan pe Z(G) akibatnya pe G danp ' € G. '
Ditunjukkan p™' € Z(G) yaknip sy =y «p~ VyeG.
Karenape Z(G)makap+y=y+p,VyeG.
Perhatikan  (p+))»p~ =(y+p)+p " (kedua ruas dikali p ' dari kanan)
(p+y)p” =ys«(psp™')  (assosiatif)
D1 (P +y)ep T=pTy (kedua ruas dikali p ™' dari kiri)
@ p)eyep” = ;04 xy (assosiatif)
yep” =pey
Jadi p™ € Z(G).

Dari 1, 2, 3 terbukti ZG) subgrup dan G.

Sekarang ditunjukkan Z(G ) adalah subgrup normal dari G.

Misalkan pe G dan g€ A G).
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Akan ditunjukkan p+qsp ™ € Z(G) yakni (p+q sp~ ey =ys(p+q+p ), VyeG.

Perhatikan (p+q «p™ oy =p+(q+p~ Jry
=p+(p7+q)+y
=(p+p gy
=gy
=y+q
=y+q-@-r)
=y(qg+p)ep”
=y«(p+q+p”)

Jadip+g+p~ € Z(G).

(assosiatif)

CEA(6))

(assosiatif)

(g€ 40)

(assosiatif)

(qe AG).

Dengan demikian terbukti bahwa Z(() subgrup normal dari G. =

C. Homomorphisma dan Automerphisma.

Definisi 2.3.1:

Andaikan (G,°) grup dan (H, ») grup. Pemetaan «: (G, °)—(H, ) disebut

homomorphisma grup bila berlaku (Va,be G) a(acb)= d(a) » a(b).
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Contoh 2.3.1:

Misalkan R adalah himpunan semua bilangan real; maka (R ,+) membentuk
grup dan misalkan R *adalah himpunan semua bilangan real positif, maka (R ")
membentuk grup. -

Jika didefinisikan suatu pemetaan f . R —> R " dengan aturan flx) = e,

Vv xe R, akan ditunjukkan bahwa f suatu homomorphisma grup.

Untuk menunjukkan bahwa /' suatu homomorphisma grup, berarti harus

dibuktikan bahwa untuk sembarang x,ye R , berlaku flx + y) =/ (x) - f (),

foc+y)=e

=) - f)-

Jadi f{x +y) = flx) - Ay), terbukti bahwa f suatu homomorphisma grup.
Teorema 2.3.1:

Misalkan (G, °) grup dan (H, ») grup. Jika 8: (G, °) — (H, ») adalah suatu

homomorphisma, maka
@) Oleg)=ey.

(if) Q(a-1)=(9(a)) ", VaeG.
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Bukti:
(1) Karena € homomorphisma dane; °e; =e;, maka
O(eg)ob(eg)=0(eg «eg)= O(eg).
Padahal &(e;)e H, sehingga 8(e;)=0(e;) +ey .
Jadi O(e;)+0(e;)= O(eg) ey .
Sehingga dengan menggunakan hukum kanselasi kiri diperoleh

B(eG)=reH. '

(ii) Misalkan ae G makaadaa™ eG sehinggaaea™ =a™ ca=e,,
maka @(a°a™) =<9(eG ).
Karena 6 homomorp}ﬁsma, maka 0(a)+0(a” y=e,. ... (1)
Karena (8(a)) ' €H maka &(@)+«(8(a)) " =e,. ... (2).
Dari (1) dan (2) diperoleh 8(a)+0(a™") = 8(a) «(6(a)) ',

Dengan menggunakan hukum kanselasi kiri diperoleh

@ =(0(@a) ™ -
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Teorema 2.3.2:

Misalkan ¢: (G,+)—> (G°,°) adalah homomorphisma dengan ¢ (H) ={p(h)/h e H},
maka berlaku;

1. Jika H subgrup dari G, maka ¢ (H) subgrup dari G’.
2. Jika H< G maka ¢ (H) < ¢(G).

Bukti:
1. Diketahui A subgrup dari G.

Akan dibuktikan ¢(Hj adalah subgrup dari G.
(i)  ¢(H) #9, Karena ec H, maka ¢(e) € ¢(H).

(i) - Misalkan x,y € ¢ (H), maka x = ¢(a) dan y =¢(b), untuk suatn

abeH.
Perhatikanx oy = ¢ («) ° ¢ (d)

=g (a+b) (¢ homomorphisma).
Dengan demikianx o y € ¢ (H).

(iii)  Misalkan ye ¢ (H), maka y =¢ (a), untuk suatu ae H.

Yy =(d@) " =p@™) (teorema 2.3.1).
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Karenaa™ e Hmakay™ =¢(a)” € ¢(H).
Dengan demikian ¢ (#) subgrup dari G’.
2). Diketahui H< G. Akan ditunjukkan ¢ (H) ={ ¢ (k) / he H} < $(G).

Misalkan xe ¢(G) dan ye ¢ (H), maka x = ¢(g) , v = ¢ (%) untuk suatu

g€ G, dan untuk suatu he H, maka
xoyex” =g(g)° g(h)e (41.5(.5{))_J
=p(@)° p(h)e d(g™) (teorema 2.3.1)
=g(g+h+g™). (¢ homomorphisma)
Karenag+h+g' eH maka ¢(g+h+g"") € ¢ (H).

Dengan demikian ¢ (H) < ¢ (G). [ ]
Definisi 2.3.2:
Misalkan (G,°) dan (G’, +) adalah grup. Suatu Isomorphisma B:(G,°)— (G,

+) adalah suatu homomorphisma yang injektif dan surjektif.

Jika B: (G,°)—>(G’, ») suatu isomorphisma, mgka (G,°) dan (G’, +) dikatakan

isomo;ﬁk'dan notasi yang digunakan adalah (G,°)= (G, ).
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Contoh 2.3.2:
Akan ditunjukkan bahwa (R, +)=(R", «)
Penyelesaian:
Andaikan diberikan suatu aturan a: R > R, dengan aturan a(x) = €',
VxeR.
Akan ditunjukkan bahwa « adalah suatu isomorphisma
¢ Akan ditnjukkan « terdefinisi dengan baik (well-defined).
Misalkan x;,x, € R, dengan x; = x».
Ditunjukkan bahwa a (x;) =a (x2).
Karena x; =x,, makae™ =e™.
Sehingga o (x)) =a (x2).
Jadi & well-defined.
¢ Akan ditunjukkan bahwa @ suatu pemetaan injektif.
Misalkan x,x,e R sehingga a(x;) = a(x;).
Akan ditumjukkan bahwa x1 = x,.
Perhatikan & (x)) = a(x) < e =e¢™ & x)=x,.
Jadi & suatu pemetaan injektif.
e Akan ditunjukkan bahwa « adalah suatu pemetaan surjektif.
Misalkan re R*, maka pasti terdapat y € R, sedemikian sehingga r = ¢
Sehingga r =a (y), ye R.

Jadi o pemetaan sutjektif.
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o Akan ditunjukkan bahwa o adalah suatu homomorphisma

Misalkan x,ye R.
Akan ditujukkan bahwa a (x+y) = a (x) s a ().
Perhatikan o (x+y) =" =% & = a(x) +a (y). |
Sehingga « suatu homomorphisma
Jadi (R, 9)=(R*, ).
Definisi 2.3.3: '
Misalkan (G,°) suatu grup. Jika B: (G,?) >(G,°) suatu isomorphisma maka

[ disebut Automorpnisma

Untuk penulisan (G, ») dan x «y pada bab berikutnya cukup ditulis G dan xy.
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BAB 11

KONJUGASI INVERS DAN GRUP SIMETRI BALIKAN

A. Sifat-sifat Dasar Himpunan Pemusat dan Pemusat Tak Simetris.
Definisi 3.1.1:
Misalkan G adalah grup dan @ € G, himpunan C(a) ={ xeG:xa=ax }
disebut pemusat dari a.
Definisi 3.1.2:
Misalkan G adalah grup dan ae G, himpunan B(a) ={ xeG:xa=a ' x }

disebut pemusat tak simetris dari a.
Definisi 3.1.3:

Misalkan G adalah grup. Elemen-elemen a,b € G dikatakan berada dalam

kelas konjugasi yang sama (yaitu a dan b berkomjugasi) bila ada x € G yang

memenuhi ¢ =x ' bx.
Teorema 3.1.1

Misalkan G adalah grup, elemen a €G  berkonjugasi dengan inversnya bila dan

hanya bila B(a) = @.

45
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Bukti:

(= ))Misalkan ae G- dan a berkonjugasi dengan inversnya maka berlaku

a =x'a'x, untuk suvatu xeG dengan demikian diperoleh xa = a’'x.

Sehingga xe B(a). Jadi B(a) = 0.

(< )Diketahui B(a) # (), maka menurut definisi 3.1.2 ada xe G sehingga

xa=a' x sehingga diperoleh a=x"a'x
Jadi @ dan ¢ berkonjugasi. [
Teorema 3.1.2:
Misalkan G grup dan ae G maka C(a) = {x€ G : xa = ax} adalah subgrup dari G.
Bukti:
o C(a) #0, karena ada ee G sehingga ex = xe V xe G, sehingga ec C(a).
e Misalkan x,ye C(a), maka xa = ax, dan ya = ay.
Akan ditunjukkan bahwa xy e C(a).
Perhatikan (xy)a = x(ya) - assosiatif
=x(ay) yel(a)

= (xa)y assosiatif
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= (ax)y

= a(xy)

Sehingga diperoleh (xy)a = a(xy).

Jadi xye C(a).

47

xeC(a)

assosiatif

e Misalkan xe C(«). Akan ditunjukkan bahwa x' € C(a), yakni x' a=ax".

Perhatikan xa = ax
& x(xa) = xax)
o (' x)a= (" a)x
o ea=(x"ax
o ax'= (" a)ex™)
& ax' =" a)e
o axl=x'a
Sehingga ax' =x"'a.

Jadi x'e C(a).

assosiatif

definisi 2.1.12(ii)

definisi 2.1.12(i1) -
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Teorema 3.1.3:

Misalkan G grup, ae G dengan B(a)#(), maka pernyataan-pernyataan berikut ini

saling ekuivalen:
(1) B(a) adalah subgrup dari G
(i) @ memenuhi sifat a® =e
(iii)  B(a) = C(a).
(iv) B(a) nC(a) = 0.

Bulkdti:

Ekuivalensi-ekuivalensi tersebut akan diperlihatkan dengan membuktikan

()= (1) = (i) = @v) =1)

(i) = (i1): Jika B(a) adalah subgrup dari G maka B(a) mengandung elemen
identitas dan G yéng dilambangkan dengan e, jadi ea = a”'e
sehinggaa=a™' ataua’ =e.

(i) = (iii): Jika a® = e, berarti aa = ¢, maka aaa™ = ea™ atau a=a.

Sehingga

B(a)={ xeGixa=alx }= { xeG: xa=ax }=C(a).
(iil) = (iv): Jika B(a) = C(a) dan karena B(a) # © maka B(a)nC(a) # 0 .

(iv) = (i): Jika B(a) " C(a) # O, maka ada xe B(a)n C(a)
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Teorema 3.1.4:

Karena xe B(a), makaxa=a ' x

Karena xe C(a), makaxa= ax

Sehingga ¢ ™" x = ax.

Akibatnya @™ xx”' = axx .

Ataua =a

Sehingga a’ = e.

Dari (i) = (iii), diperoleh : B(a) = C(q).
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Karena C(a) adalah subgrup dari G, maka B(a) juga subgrup dari G.

Jika G grup Abel dan ae G, maka C(a) = G.

Bukti:

Diketahui (7 grup Abel dan ae G maka berlaku xa = ax, Vx e G.

Dengan melihat definisi 3.1.1, himpunan C(a) ={ x €eG/xa=ax }=G.

Jadi C(a) = G. -
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Definisi 3.1.4:

Jika salah satu syarat dalam teorema 3.1.3 dipenuhi, maka dikatakan bahwa kita

mempunyai kasus trivial )

Teorema 3.1.5:

Jikaadax e B(a), dengan x” = e untuk suatu ne Z, maka diperoleh kasus trivial.
Bukti:

Misalkan x € B(a) dengan x"= e untuk suatu bilangan ganjil ne Z, maka

1 1

menurut definisi B(a) diperoleh xa = a 'x, sehingga diperolehx = a xa
Perhatikan x"a = (xxx.. . x)a
= (¢ xa W' xa Y a'xa™).. (@' xaDa
= a‘l(xa'l)(a'lxa'l)('a'lxa'l). .. ('a'lx)(a']a) assosiatif
= a‘l(xa'l)(xaa‘l)(a"lm‘1). Aax) xeB(a)
= a'l(xa'l)(x)(a'lxa'l). ¥ (a'lx)
=o' a5\ a xa ™). . (a'x) assosiatif

= a’\(xxa)(a 1,\fa'l)((uf). . (xa)(a'l,\:) xeB(a)

= &' cex)aa o) a a)(x). .. (x)(aa " )(x) assosiatif
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= @ ()@ E)@)... (%)

-1
=ax".

Dengan demikian x” € B(a) sehingga diperoleh hubungan sebagai berikut:
fa=ad'¥"= ea=da'e>a=da =a’=e. n
Teorema 3.1.6:

Misalkan G grup dan ¢ € G, a berkonjugasi dengan ¢~ bila dan hanya bila ada

u,v € sedemikian sehingga ¢ = vu ™ dan u? =v?*
Bukti:
(= )Misalkan ae G dan a berkonjugasi dengan ¢, maka ada we G sedemikian
schingga a=w"'a 'w.

Sedangkana=w'a'wowa=a'w S awa=w & aw=wa™

1 2
aw=w .

Maka (aw)*® = awaw =wa”~

Pilihv=awe B(a)dan u=w.

Maka ¢ = vu~'dan v:=(aw) > =w? =u°

(<=)Sebaliknya, andaikan ¢ =vu™ danu >=v?2.
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Makagu= vu'u=vdanwa™ = u(vu™ ) =t v =viyvl =y
Jadi au=ua™".
Sedangkan au=ua™ < ulau =a”'
-1 -1
< (uau) — =a
=l -1 —
ou'lalu =a
Jadi « berkonjugasi dengan ™ n

B. Grup Simeiri Balikan

Definisi 3.2.1:

Misalkan (G grup dan ae G. Misalkan B(«) adalah pemusat tidak simetris dari

a dan C(a) adalah pemusat dari @ maka grup simetri balikan dari a ditulis dengan

E(a) dan didefinisikan dengan E(a) = B(a)\w C(a)

Teorema 3.2.1:

Misalkan G adalah grup dan ae (G, maka E(a) = B(«) w C(a) adalah subgrup dari G.

Bukti:

Ini jelas bila B(a) berup&himpunan kosong. Jadi kita mengasumsikan bahwa

B(a) himpunan tidak koseng.
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Ambil invers kedua sisi dari x& = ¢~ x yang memberikan ¢ x =x7' 4

jadix € Ba) © x7 eB(a).

Karena B(«) dan C(a) adalah tertutup terhadap inversnya maka demikian pula

E(a).
Misalkan x,y € E(a).
-Bila x,y € C(a@) maka axy = xay = xya. Maka xye C(a) dan akibatnya
xy € E(a).
-Bila x,y € B(«) maka axy = xa'y = xya. Maka xy € C(a) dan akibatnya
xy € E(@)
-Kemungkinan ketiga adalah x € B(a), y € C(a) dalam hal ini
xay=xa"'y=a"xy. Maka xy € B(a) dan akibatnya xy € B(a).
Dengan ketiga kondisi diatas maka E(a) tertutup terhadap perkalian dan mengingat
¢ € C(a) c B(a), maka E(a) subgrup G. ]
Teorema 3.2.2:

Misalkan G grup dan a< G, maka himpunan C(q) adalah subgrup dari himpunan E(a)
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Bukti:
» C(a) c E(a), karena E(a) = B(a)uw C(a).
» C(a) =9, karena ada ee G sehingga Vx € G xe = ex =x. Jadi xe C(a)
» Misalkan x,ye C(a), maka xa =ax,Vxe Gdanya=ay,V yeG.

Akan ditunjukkan bahwa xye C(a).

Perhatikan (xy)a = x(ya) assosiatif
=x(ay) (ye C(a))
= (xa)y assosiatif
= (ax)y (xe C(a))
= a(xy).

Sehingga diperoleh (xy)a = a(xy).
Jadi *c), e C(a).

» Misalkan xe C(a). Akan ditujukkan bahwa x"' e C(a).
Perhatikan xa = ax

o x-'l(xa) =y (ax)
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& (xx)a= (x"'a)x assosiatif

< ea=(x"a)x | definisi 2.1.12(ii)

saxl = la) ()

o ax! = (xlae definisi 2.1.12(ii)

S ax =x'a.

Sehingga diperoleh ax' =x"a.

Jadi xeC(a). "
Teorema 3.2.3:
Bila G grup dan ae G, maka C(a) adalah subgrup normal dari E(a).
Bukti:

Pada teorema 3.2.2 telah dibuktikan bahwa C(a) adalah subgrup dari E(a)

Misalkan y e E(a) dan be C(a) berarti b€ G.
Karena E(«) grup maka y"' € E(a).

Akan ditunjukkan bahwa yby ™ € C(a), yakni (vby " Ya = a(yby ™).
Perhatikan (yby " Ya= y(by " )a assosiatif

=¥y b)a y'eE)
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=y ba assosiatif
= ba definisi (2.1.12(iii))
= b beC(a)
=abyy™) definisi (2.1.12(ii1))
= a(by)y™ assositif
=aGb)y” s
=a(yby™).
Jadi yby ™ € C(a). v

Teorema 3.2.4
Misaikan G grup dan ae G dengan a” # ¢, B( a) £ dan B(a) N Cla) # O .
Jika x, ye B(a), maka x! y €C(a) dan ye x C(a).
Bukti;
Bila x,ye B(a), maka berlaku xya = xa™'y = axy.
Karena xya = axy, maka xy € C(a).
Karena C(a) grup maka x ' € C(a), sehingga x'ye C(a).
Schingga x'y = ¢ dengan ce C(«), dan diperoleh y = xc, ce C(a).

Maka menurut teorema 2.2.12 y € x C(a). [ ]
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Akibat dari teorema 3.2.4
Misalkan xe B(a)7 maka B(a) = xC(a)

Bukti:
Dari teorema diatas diperoleh B{(a) < xC(a).
Kemudian akan ditunjukkan bahwa xC(a) < B(a)
Misalkan z e xC(a), maka z = xc, untuk suatu ce C(a).
Akan ditunjukkan bahwa z e B(a), yakni za = a”'z.

Perhatikan za = (xc)a

= x(ca) assosiatif
=x(ac) ceC(a)
= (xa)c assosiatif
=(a'x)c xeB(a)
=a’ (xc) assosiatif
=da'z

Sehingga diperoleh za = o'z, Jadi ze B(a)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
, 58

Karena B(a) ¢ xC(a) dan xC(a)c B(a), maka B(a) =xC(a).
Teorema 3.2.5:

Misalkan G grup dan aeG. Jika (a) ={ a"/ neZ } maka (a) adalah subgrup

normal dari C(z) dan E(a).
Bukti:

Harus dibuktikan bahwa (a) subgrup normal dari C(a) dan (a) subgrup

normal dari E(a).

Karena C(a) grup dan ¢eC(a) maka dari teorema 2.2.5¢a) subgrup dari

C(a).

Sekarang tinggal dibuktikan bahwa (a) adalah subgrup normal dari C(a)
Misalkan pe C(¢) dan g e (a) .

Akan ditunjukkan bahwa pgp ™ € (a) yakni pgp ™ =" untuk suatu ke Z
Karena pe C(a), dan C(a) grup maka p”' € C(a).

Karena g e (a), maka berlaku g = d".

Perhatikan pgp ™ =pd" p™!

=plaaa. ayp™

k faktor

=plaaa. ap‘a |

k-1 faktor
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=plgaa.. qp aa

k-2 faktor

=plgaa . q)paaa

k-3 faktor

=pp‘1taaa... a)

k faktor

=(gao.. 11)

k faktor

k
=da .

Jadi pqp‘1 e {a).
Terbukti bahwa (&) subgrup normal dari C(a).
Sekarang akan dibuktikan bahwa (a) adalah subgrup dari E(«).

Karena E(a) grup dan a € E(a) maka dari teorema 2.2.5(a) subgrup dari E(a).
Sekarang akan dibuktikan bahwa (@) merupakan subgrup normal dari E(«).
Misalkan pe E(a), karena E(a) grup maka p™' € E(a) dan ge (a) , maka g = d*
untuk suatu bilangan bulat £.

Akan ditunjukkan bahwa pgp ' € (a) yakni pgp ' = .

Karena pe E(a), maka pe B(a) atau pe C(a).

peB(a), maka berlaku pa = a'lp , )
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pe C(a), maka berlaku pa = ap
Dari 1) dan 2) diperoleh ap = alp= czpp'l =a'pp! ma=al.

Sehingga pa = a” p=> pa=ap , karena p”' e E(a), maka dengan jalan yang
sama diperoleh juga p‘]a =ap.

Perhatikan pc]p"1 = pakp'1

=plaaa. a)p”

k faktor

=plagaa ) pla

k-1 faktor

=p({1aa . g)p”laa

k-2 faktor

=plgaa g)p“laaa

k-3 faktor

=pp (@aa.. q)

k faktor

=(gaa.. g

k faktor

=Clk.

Jadi pgp’'e (a). n
Teorema 3.2.6:

Jika G grup berhingga dan G Abel dengan orde genap, maka:
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1. AdaaeG, a# e dengan at=e

2. G selalu memuat elemen nontrivial (yakni elemen yang bukan elemen

identitas) yang berkonjugasi dengan inversnya.
Bukti:

1. Diketahui G grup berhingga dengan orde genap maka o(G) = n, dengan

n =2k, untuk suatu & bilangan bulat positif.
Akan ditunjukkan bahwa Ja # ¢ € G, dengan o* =e.

Misalkan ae @G, karena G berhingga maka menurut teorema 2.2.16(iv)

D =c.

A o q M ;
MisalkanVa+e €G, a" #e.

Perhatikan ¢®@ =e

o>d —e
sat=e
o dY=e teorema 2.2.4(ii)

Karena o(G) berhingga dan & bilangan bulat positif maka ada d=e.

Jadi (") = e. Tetjadt kentradiksi
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Jadi Ja+e eG, dengand® =e.

2. Diketahui G grup berhingga dengan orde genap maka o((G) = n, dengan

n =2k, untuk suatu ke 7.

Akan ditunjukkan bahwa Jae G, a # ¢ dengan a =x"'a'x, untuk suatu xe G.

Menurut teorema 3.2.6(1) 3ae G, a# e dan d=e.
Perhatikan * = ¢
<& aa=e
< aaa' = ea’
& ae=ea’ definisi 2.1.12(iii)
& a=ea’ definisi 2.1.12(ii)

1 -
& a=x"xa’

untuk setiap xe G
o a=x'alx G grup Abel. ]

Teorema 3.2.7:

Jika G grup berhingga dengan G Abel dan berorde ganjil dan e G, maka G tidak

pernah mengandung elemen nontriviai yang berkonjugasi dengan inversnya.
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Bukti:

63

Dketahui G grup berhingga dengan orde ganjil, maka o((G) = n, dengan

n=2k+1, untuk suatu ke Z.
Misalkan ae G, a#e dan a =x"'a" x untuk suatu xe G.

Menurut teorema 2.2.16(i) bila G grup berhingga dan ae G maka o(a) | o(G).

Karena o(G) ganjil maka a tidak mungkin berorde genap, sehingga a* = e.

Pada bukti teorema 3.2.6(2) diketahui bahwa &’ = ¢ akan mengakibatkan

a=x"a"x, untuk setiap xe G.

Sehingga untuk &’ #e=>aaze=>a# a'=azx'xa’', untuk setiap xe G

= a#x'ad'x, karena G grup Abel. Dengan demikian diperoleh a=x"'a"'x. =

Teorema 3.2.8:

(i)

(i)

(ii)

Diketahui ae G dengan B(a) # @ dan B(a) n Cla) = @.
JikaxeB(a)dan x’ € (a), maka x* =e.

Jika C(a) =(a) maka { Xt xe B(a) } adalah himpunan dengar satu

elemen dan merupakasn subhimpunan dari C(a).

Jika { x> : xeB(a) } adalah himpunan dengan satu elemen, maka orde

dari x membagi empat yntyk semua x e B(a).
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(iv)  Pusat dari E(«) adalah subgrup dari C(a).
Bukti:
(i)  Jika xeB(a) maka berlaku xa=a ' x.

Jika x* € (a) maka berlaku x*=a” untuk svatune Z.

Perhatikan xa" = x(@ a a... q)

n faktor

=(xa)aaa.. a) assosiatif

r-1 faktor

=a'x(@gaa . a) xe B(a)

n-1 faktor

-1 ’ o ¢
=a (xaYaaa.. a) assosiatif

n-2 faktor

=ala'x(gaa ..a) xe B(a)

n-2 fakior

=d'a'(xa)gaa.. a) assosiatif

n-3 faktor

=ad'd'a'xaaa .. a) xe B(a)

n-3 faktor

at L a

=(d'a
= (a"l)ﬂ‘x
-1

=a’x definisi 2.2.3(ii1)

Jadi diperoleh xd" = a™'x
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Sehingga diperoleh xd' = a"x=> xx* = xx=x’ =x'=x' =e.
Diketahui C(a) =(«) . Misalkan { x* : xe B(a) }=H
Misalkan y;,y; € H. Akan ditunjukkan bahwa y; =y,

Bila y; € H, maka berlaku y, = x;",untuk suatu x;€B(a) ...1)
Bila y, € H, maka berlaku y, = x2°, untuk suatﬁ xeB(a) ..2)

Dari 1) dan 2) diperoleh xy,x,eB(a) sehingga berlaku xxe = xia'x,
= ax,xy, dengan denukian diperoleh x.x,eC(a), karena diketahui C(a)

={a) , maka xix;€ { a) sehingga berlaku xx, = &", untuk suatu ne Z.

: 5 -1 1.1
Perhatikan x,a" = a™x) <> x1x100 =(x1x2) X< XXX = X2 % X < x2x =

-1 20 ¥ 2 - -152
Xy <X TX &= X —‘(JCZ )

Karena x, €B(a), maka xyna = xza'lxz = axyx,, jadi x22 € C(a), dengan

demikian x,”e (a), sechingga menurut teorema 3.2.8(i) diperoleh x,* = ¢.
Jadi _’C12 = X2 = e = .\’12 = X2_ZX24 = xlz — x22.
Jadi { x*: xeB(a) } = H adalah himpunan dengan satu elemen.

Akan ditunjukkan bahwa { x* : xe B(¢) }= H himpunan bagian dari C(a)
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Misalkan himpunan { x* : xeB(e) }= H yaitu himpunan dengan satu

elemen.
Akan ditunjukkan bahwa Hc C(a) yakni jika ze H maka ze C(a).
Misalkan ze H maka berlaku z = x*, untuk suatu x €B(«)

Perhatikan za = x’a

= (xx)a

= x(xa) assosiatif
=x(a'x) xeB(a)
= (xa )x assosiatif
= (ax)x xeB(a)

= a(xx) assosiatif

=az
Jadi ze C(a)
(iiiy  Misalkan himpunan { x*:xeB(a) }=H

. Dan diketahui # adalah himpunan dengan satu elemen.
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Misalkan ye H, maka y = x*, untuk suatu xe B(a)
Akan ditunjukkan bahwa o(x) | 4, yakni o(x) = 1 atau o(x) = 2 atau
o(x) = 4.

Andaikan A himpunan dengan satu elemen dan o(x) # 1 dan o(x) # 2.
Akan ditunjukkan bahwa o(x) = 4 yakni x*=e.
Dari definisi B(a) diperoleh xa = a™' x dan x = a'xa™.

Perhatikan x’a = xxxa

= (a‘lxa'l)(a'lxa'l)(a'lxa__l)a

=a'\(xa Y@ xa Y ax)a" a) assosiatif

i T L definisi 2.1.12(iii)
=a"\(xa Y xaa Y a %) definisi B(«)
=a(xa)x)(a” x). definisi 2.1.12(iii)
=a’ (xa X))@ 'x) assosiatif
=a’\(xxa)a'x) definisi B(a)

=a(xx)(aa 'x) assosiatif
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(iv)

=o' (x®)(x) definisi 2.1.12(iii)

Sehingga diperoleh x’a = a’'x’.
Jadi X’ B(a).

Karena xe B(a) dan x° € B(a), sedangkan B(a) adalah himpunan dengan

satu elemen, maka x* = (x*)? = x° yang memberikan x* =e.
Karena x" = ¢, maka diperoleh o(x) = 4 dan diketahui o(x) # 1 dan o(x)# 2.
Jadi orde dari x membagi empat untuk setiap x< B(a)

Misalkan Z(E(«)) adalah pusat dari E(a), yaitu Z(E(a)) ={x€ E(a) : xg = gx

V geE(a)}.

Akan ditunjukkan bahwa Z(E(«)) adalah subgrup} dari C(a).

=  Misalkan xe Z(E(a)), maka xe E(a). Akan ditunjukkan bahwa xe C(a).
Karena x € E(a), maka x e B(a) atau Xe C(a).
x€ B(a), maka berlaku xa = a’'x L)
xe€ C(a), maka berlaku xa = ax : ..;2)

1

Dari 1) dari 2) diperoleh ax = a'x= axx? =axx* =a=a"l.
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Karena a =a’', maka xa = a’'x = xa = ax. Sehingga xe C(a)

» Z(E(a@)) # O, karena ada e G sehingga eg = ge = g, V ge E(a), maka

ecE(a).
= Misalkan x,y € Z(E(a)), akibatnya x,y € E(a).
Akan ditunjukkan bahwa xy e Z(E(a))

Karena x,ye Z(E(a)) maka berlaku xg = gx, V geE(a) dan yg = gy,

Vv geE(a).

Perhatikan (xy)g = x()g) - assosiatif
= x(gy) ye Z(E(a))
= (xg)y - assosiatif
= (gx)y xe Z(B(a))
= glw) assosiatif.

Sehingga (xp)g = glxy).
Jadi xye Z(E(a)).
»  Misalkan xe Z(E(a)), akibatnya x < E(a) dan x™ € E(a)

Akan ditujukkan bahwa x e Z(E{a)) yakni xg = gx, V ge E(a).
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Karena xe Z(E(a)) maka berlaku xg = gx, V ge E(a).

Perhatikan gx=xg
& (g = (g

— (xg)x'l =g(xx'l) assosiatif
o (g =g definisi 2.1.12(iii)
o x(xgx!= x'g
e (x'lx)(gx'l) =x'g assosiatif
ogx'=xg definisi 2.1.12_(11'1)'
Sehingga gx' = x'g
Jadi x' e Z(E(a)).
Terbukti bahwa Z(E(a)) adalah subgrup dari C(a). [ ]
3.3. Automorphisma Délam Dari E(a).

Teorema 3.3.1:

Misalkan G grup dan e¢eG. Misalkan seE(z) dan B(a) N C(a) # O dan

didefinisikan @, (x)=sxs™', Vxe E(d), maka ¢ adalah suatu automorphisma.
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Bukti:

71

Diketahui E(a) grup dan seE(a). Andaikan diberikan suatu aturan
¢, E(a)—=E(a) deﬁgan aturaﬁ @, (x)=sxs™, VxeE(a)

Akan ditunjukkan bahwa ¢, adalah suatu automorphisma.

Akan ditunjukkan bahwa @, well-defined.

Misalkan xeE(a) maka xeB(a) atau xe C(a¢) dan diketahui bahwa seE(a)
maka s B(a) atau se C(a).

Akan ditunjukkan bahwa¢_(x) € E(a).

Untuk menunjukkan bahwa ¢ (x)e E(a), maka ada 4 kondisi yang harus
diperhatikan yakni: xe B(a) dan seB(a), xeB(a) dan seC(a), xe C(a) danr
seB(a), serta xe C(a) dan s C(a).

Misalkan xe B(a) dan s € B(a) maka diperoleh:

sxst a= sx(s“a) : assosiatif
= sx(a’'s™ ste B(a)
= s(xa)s? assosiatif
= s(ax)s xeB(a)
= (sa)xs ' assosiatif
= (a's)xs™! seB(a)
= sxs!

Sehingga diperoleh sxs™'a = a'sxs™

Jadi sxs"' € B(a), dengan demikian sxs”' € E(a).
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Misalkan xe B(a) dan s € C(a) maka diperoleh

sxs” a=sx(s"a) assosiatif
= sx(as'}) s'eCla)
= s(xa)s™ assosiatif
= s(a'x)s™ xeB(a)
= (sa Yxs! assosiatif
= ((1'1.5').)&5"1 seC(a)
L0 B
=a sxs

Sehingga diperoleh sxs’'a=a sxs™
Jadi sxs™' € B(a), dengan demikian sxs™' € E(q).

Misalkan x e C(«a) dan s € B(a¢) maka diperoleh

sxsla = sx(s'la) assosiatif
| -1 -1 -1
=sx(a’s™") 5 €B(a)
= s(xa s assosiatif
= s(cvc).s"1 xeC(a)
= (sa)xs™ assosiatif
= (as)xs™ s€ B(a)
= asxs”

Sehingga diperoleh sxs™a = asxs™.
Jadi sxs™ € C(a), dengan demikian sxs” e E(a).
Misalkan x e C(a) dan s e C(a) maka diperoleh

sxs”a = sx(s7a) assosiatif

73
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= sx(as™) s e Cla)
= s(xa)s” assosiatif
= s(ax)s’’ xeC(a)
= (sa)xs” assosiatif
= (as)xs™ se C(a)
= asxs’

Sehingga diperoleh sxs'a = asxs™.
Jadi sxs”' € C(a), dengan demikian sxs™ e E(a).
Jadi VxeE(a), ¢, (x)eE(a).
Misalkan x;,x; € E(a) dengan x;, = x5.
| Akan ditunjukkan bahwa ¢_(x;) =¢, (x2)

Perhatikan x; = x,

sxls'l = sxzs']

B, (1) =9, (x2)
(Vx1,0e B(@)(x =x2 = ¢, (x1) =4, (x2))
Jadi ¢S well-defined.
Akan ditunjukkan bahwa @_suatu pemetaan injektif
Misalkan x;,x, € E(a) sehingga @, (x)) = ¢, (x2).
Akan ditujnukkan bahwa x) = x,.

Perhatikan @, (x1) = &, (x2)

73
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les'l = szs'l
X1 =X

Jadi ¢, suatu pemetaan injektif.
Akan ditujukkan bahwa¢_suatn pemetaan surjekiif.
Misalkan 7€ E(a), maka pasti terdapat ye B(@), yaitu y = s'rs =sy = sr=
sys™ =r, sehingga diperoleh 7 = sys™, selain itu jelas y = (s 'rs) € E(«), karena
diketahui béhwa seE(a) daﬁ reE(a).
Perhatikan bahwa ¢, () = sys” = s(s"'rs)s” = r
Jadi ¢, suatu pemetaan suijektif.
Akan ditunjukkan bahwa ¢, suétu homomorphisma.
Misalkan x,y € E(a). Akan ditunjukkan bahwa ¢, (xy) = ¢ (x) 8, (»).
Perhatikan ¢ (xy) = sxys’!

= Asxs'lsys'l

= (o8 )ys™)

= 4,(x) 6,0
Sehingga diperoleh ¢, (1) = 4,(x) 4,).
Jadig, suatu homomorphisma

Jadi ¢, suatu Automorphisma. n
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Definisi 3.3.1:

Misalkan G suatu grup dan ae G. Misalkan seE(a) maka automorphisma

yang didefinisikan pada teorema 3.3.1 disebut automorphisma dalam dari

Ela)
Teorema 3.3.2:
Jika se B(a) dan xe (@), maka ¢, (x)=x".
Bukti:

Karena xe (a), berlaku x = ¢” untuk suatu ne Z, maka

9, (x) = sxs
=sa”s™
=g"gs”! : lihat bukti teorema 3.2.8(i)
=q" definisi 2.1.12(iii)
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Definisi 3.3.2:

Misalkan s B(a), maka s dikatakan mengkonjugasikan C(a) terhadap C(a) ',
jika sx = x7's untuk semua xe C(a), atau ekuivalen jika ¢ (x) = x~' untuk
semua xe C(a).
Teorema 3.3.3:
Misalkan G grup dan ae G dan seB(a), s mengkonjugasi C(«a) terhadap C(a) ™ »bﬂa
dan hanya bila { 5 seB(a) } édalah himpunan dengan satu elemen .
Bukti:
(=) Misalkan s mengkonjugasi C(a) terhadap C(a)',Vse B(a). Misalkan
s€ B(a) maka berlaku s“x = x's, VxeC(z) dan misalkan himpunan{ s?:
seB(a) } =H
Akan ditunjukkan bahwa H adalah himpunan dengan satu elemen.
Pertama-tama ditunjukkan bahwa 7 mempunyai elemen.
Akibat dari teorema 3.2.4 telah ditunjukkan bahwa B(a) = C(a), untuk
suatu s € B(a), dimana sC(a) = { sx : xe C(a) }.
Perhatikan (sx) > = sxsx
= sx(x"'s) | definisi 3.3.2
= s(ax s assosiatif
= ¢

Sehingga diperoleh (sx)* = s> Jadi sxe H
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Sekarang akan diperlihatkan bahwa H = { s*: seB(a) } adalah himpunan

dengan satu elemen.
Misalkan ye H dan misalkan y # sx.
Karena ye H, maka berlaku y = 5%, untuk suatu se B(a) dan telah diketahui
sebelumnya bahwa sx = s°. Terjadi kontradiksi, schingga seharusnya y = sx.
Jadi H= { s*: seB(a) } adalah himpunan dengan satu elemen.
(<)Diketahui H={ s*: seB(a) } adalah himpunan dengan satu elemen. |

Akan ditunjukkan bahwa s mengkonjugési C(a) terhadap C(a)".
Misalkan ye H, maka berlaku y = sz, untuk suatu s € B(a).
Dari akibat teorema 3.2.4 telah ditunjukkan bahwa B(a) = sC(a), untuk
suatu s € B(a), dimana sC(a) = {sx : xe C(a) ;.
Perhatikan sxa = sax xeC(a)

=a'sx seB(a).
Sehingga diperoleh sxa =« 'sx. Jadi sxe B(a)
Karena sx € B(¢) dan s € B(«) dan B(@) himpunan dengan satu elemen maka
diperoleh (sx)* = s°<> sxsx = s°, kondisi ini dipenuhi bila dan hanya bila
sx = x"'s. Sehingga untuk s B(«) dan x e E(ajdiperob}_j 5X =,\wp'fs, |

Jadi s mengkonjugasi C(a) terhadap C(a)". =
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BAB 1V
KESIMPULAN

Berdasarkan uraian pada bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan beberapa

hal sebagai berikut:

1. Misalkan G grup dan a,b€ G, a berkonjugasi dengan inversnya jika B(a) = @.
Dan juga a berkonjugasi dengan inversnya bila dan hanya bila ada vueG
sedemikian sehingga @ = vu”' dan u? = 2. Serta a berkonjugasi dengan b bila

; -1
memenuhi g = x bx untuk suatuxe G.

2. Misalkan G grup dan ae G maka E(a) = B(a)u C(a) dimana C(a) pemusat
dari elemen a dan B(a) adalah pemusat tak simetris dari elemen.a. E(a)

merupakan subgrup dari G.
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