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ABSTRAK

Barisan pusat naik dari suatu grup ;7 adalah barisan subgrup normal - subgrup
normal dalam G sedemikian sehingga Zy((G) £ ZyG) £ 7o) £ Z(G) £ ... dengan
ZfC) = {e} dan Z,(G) = Z2(G).

Suatu grup (G dinamakan grup nilpoten jika dalam ¢ terdapat barisan pusat
naik sedemikian sehingga {e} = Zy(G) & ZyG) < Zo(G) S .. £ Z(G) = ©. Bilangan
bulat positif terkecil n sedemikian sehingga Z,((G) = ( disebut klas nilpoten dari ¢.
Akibatnya setiap grup Abel adalah grup nilpoten dengan klas nilpoten 1. Selain itu
terdapat juga hubungan antara grup nilpoten dan grup berpenyelesaian vaitu bahwa

iika suatu grup G adalah nilpoten maka ¢ adalah grup berpenyelesaian.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Grup nilpoten merupakan salah satu bagian dari topik grup dalam Aljabar
Abstrak. Dalam Aljabar Abstrak dikenal berbagai jenis grup antara lain ; grup siklik,
grup Abel dan grup berpenyelesaian. Svatu grup dapat dikatakan sebagai grup
nilpoten bila dipenubi syarat-syarat tertentu sehingga grup nilpoten mempunyai sifat-
sifat yang khusus. Suatu grup ¢ dikatakan scbagai grup nilpoten jika di Idalam (;

terdapat suatu barisan pusat natk vaifu

{e} = Zo(G) £ Z)(G) S Zo(G) £ Za(G) < vv < 24G) S vy dimana Z4G) <G dan

Grup nilpoten mempunyai karakteristik yang khusus dan unik. Pendalaman
maler) mengenai grup, p-grup, barisan pusat naik, teorema Sylow dan grup
berpenyelesaian akan membantu untuk mengenal dan mempelajari tentang grup

mipoten dan sifat-sifat yang dimiliki oleh grup nilpoten.

1.2, Rumusan Masalah
Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini dapat dirumuskan
sebagai berikut :
1. Apa syarat-syarat yang harus dipenuhi schingga suatu grup dapat dikatakan
sebagai grup nilpoten ?

2. Sifat-sifat apa saja yang dimiliki oleh grup nilpoten ?

!
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1.3, Tujuan Penulisan
Tujuan dari penulisan ini adalah untuk memahami pengertian lengkap tentang

grup nilpoten termasuk sifat-sifat yang dimiliki oleh grup nilpoten.

1.4. Manfaat Penulisan
Manfaat dari mempelajari tentang grup nilpoten ini adalah untuk lebih
mendalami pengertian tenfang grup nilpoten schingga sebagai akibatnya dapat

dipelajari lebih lanjut sifat-sifat yang dimiliki oleh grup nilpoten.

1.5, Metode Penulisan
Metode penulisan yang digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi
pustaka, yaitu dengan mempelajari dan memahami beberapa bagian materi dari buku

acuan yang digunakan,
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BAB I

GRUP

Dalam Bab 1T ini pada subbab pertama akan dibahas mengenai grup dan
subgrup, subbab kedua mengenai koset dan teorema Lagrange kemudian subbab
ketiga mengenai subgrup normal dan grup faktor, pada subbab keempat mengenai
homomorfisma dan isomorfisma dan terakhir pada subbab kelima mengenai hasil kali
(direct product). Hal-hal yang dibahas dalam Bab 1f ini akan digunakan sebagai dasar

untuk membahas dan mempelajar bab-bab selanjutnya,

2.1, Grup dan Subgrup

Definisi 2.1.1
Himpunan  yang tidak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner “o”
disebut grup jika memenuhi aksioma-aksioma berikut :

1. (VabeeG)yae (hoc)=(ao h)o ¢

b2

(Fee GYVaeG)ao e = ¢oa=qu

(Vae GY3a "' eGaoa™ =a'oaq=¢

LR

Elemen ¢ pada aksioma kedua disebut elemen identitas pada ¢ terhadap
operasi biner “o”. Elemen a™' pada aksioma ketiga disebut invers dari a pada (r
terhadap operasi biner “o”. Untuk selanjutnya suatu grup G vang dilengkapi dengan

operasi biner “o” ditulis (G, o).

L8]
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Definisi 2.1.2
Suatu grup (G, o) dikatakan Abel jika operasi biner “o™ bersifat komutatif

vaitu@o b = bo g untuk setiap ,he G.

Teorema 2.1.1
Jika (G, o) grup maka berlaku
a. Elemen identitas dari grup G adalah tunggal.

b. Invers dari tiap elemen dalam (7 adalah tunggal.

G, Yabe.
d. (VabeG(ao b)) = b o u™
e. (VaeGYa )Y '= a
Bukti:
a). Andatkan elemen identitas dari (& tidak tunggal yaitu ¢ dan f dimana e#/ .

Menurut definisi 2.1.1(3) maka ao ¢ = e¢o a =adanwo f= fo a = a Yue(G,

ao f = q, Yae (G maka eo = ¢ untuk ee (. Oleh karena ¢o f =71 dan
eo = ¢ maka e=f schingga terdapat kontradiksi. Jadi terbukti bahwa elemen
identitas dari grup (G adalah tunggal.
b). Ambil sebarang e (G dan  misalkan v,y adalah invers dari ¢e (3 dimana X#E Y,
e adalah elemen dentitas dari &,
Perhatikan bahwa
X mxoe (e elemen identitas)

= xo{uoy) (3 invers darl @)



c).

ay.
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= (yeqgyoy (sifat assosiatif dalam (7)
o o};

b= .})

sehingga diperolch x=y maka terjadi kontradiksi, Jadi dapat disimpulkan

bahwa invers dart tiap elemen dalam (& adalah tunggal. 2
Akan dibuktikan bahwa apabila  aox = 5 mempunyal penyelesaian maka

penyelesaian tersebut pasti tunggal. Misalkan x; merupakan penyelesaian maka
@ ox; = b, Perhatikan bahwa ¢e G maka «™ e G sehingga berlaku :

go x; = b

<> alofaex)y=a ob

t

@ (e oayo x; = a oh
< gox;=a ob
< x;p=a eh

tunggal di (. Perhatikan bahwa x; adalah penyelesaian dari wox = b karena
dipenuhi cox = aoe (a™ oby=(uou ™ Yoh = eol = b,

Jadi x; = a” ob merupakan penyelesaian tunggal di G.

Analog dengan pembuktian di atas dapat dibuktikan bahwa yea = 5 juga
mempunyai penyelesaian tunggal di G, ]
1

Ambil sebarang a,be Gmakaa™, b7 G

(ao BYyo(b™ o a™ Y= ao(bo(h™ o a™ Yy = ao({bob Yo a7t = aofeo a™)
|

SRS ] a‘_ =

sehingga diperoleh (@o byo(h ™ o o™ Y = ¢,
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(b~ oa™ Yelaohy = b ola o (@o b)) = b7 o({u eaYob) = b o(eoh)
whopht =g
Dari hasil diatas dapat disimpulkan bahwa (b™' o @) adalah invers dari (aeb),
Menurut teorema 2.1.1(b) invers dari tiap elemen dalam grup adalah tunggal
maka fao b} = b e a7, =
¢). Ambil sebarang we G maka¢™ e (G, sehingga (™')™ e G, berarti fa™' )™ adalah
invers dari ¢ sehingga :

(@)t oat =e

< (@)t ea Joa = eou

L1y -1 o Y

& faT )7 o fuT oa) = eoq {sifaf assosiatif)

<> (a’) oo eou

& fa” ) e g ]

Teorema 2.1.2

Jika (G, ) grup maka berlaku

a. (VMabceGyaoh =qoc =3 h=¢ (kanselasi kiri)
b, (VabceGlboa = oy = b =¢ {kansclasi kanan)
Bukti:

a). Ambil sebarang ¢.b,ce G, karena «e G menurut definisi 2.1, 1(3Yada ¢ ™' e

t -1
(] Gl o,

sedemikian hingga ae a”
aoh = aoc

< aofuob)=alotacc

&> (a7 oa)ob = fa oa)oc (sifat assosiatif)
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& goh = gog {sifat invers)
Y h=c -]
b). Ambil sebarang @ b,ce G, karena «¢e G menurut definisi 2.1.1(3Y ada ¢ e

o . ] . !
sedemikian hingga we ™' =a™lo a = e

beog = coy
<> (hoy) o™ = (ccsa{,i‘oc.f“l
& hofaca™ )= cofgoa™) (sifat assosiatif)
&> hog = ¢cog (sifat invers)
& b ¢ I

Definisi 2.1.3
hika (G, o) grupdan f/ ¢ (& dan H# @ dan (/, o) membentuk grup maka //

dikatakan subgrop dari G.

Teorema 2.1.3
Misalkan (G, o} grup dan /7 subgrup dari G.
a. lika felemen identitas dalam /7 dan e clemen identitas dalam (7 maka f~e.
b. Jika ¢e /{ maka invers dari « dalam /f sama dengan invers dari ¢ dalam G.
Bukti:
a). Ambil sebarang ¢« /, karena /1 subgrup dari (G maka ¢ (5. Diketahui  felemen
identitas dalam /7 schingga berlaku aeo /= fo ¢ = a. Di lain pihak ¢ elemen
identitas dalam G sehingga berlaku  @o ¢ = ¢o ¢ = « Perhatikan bahwa

ae f=ao edan fo g = eoqa, mepurut teorema 2.1.2 maka /= e ]
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b). Ambif sebarang ae H, misalkan invers dari ¢ dalam G adalah &' dan invers dari

a dalam H adalah ¢ maka o ¢ = cow=f dan wo a™' =« o ¢ = ¢ Menurut

teorema 2.1.3(a) maka /= e sehingga diperoleh ao ¢ = co ¢ = ¢. Dilain  pihak

ao at = al e w = e Oleh karena ¢o ¢ = go «™' = ¢  dan

co g = a0 ¢ ¢maka menurut teorema 212, ¢ =g, &

Teorema 2.1.4
Jika (G, oy grup dan /< & maka / subgrup dari G bila dan hanya bila ;
a. H=0
b. (NVabeHyaobelf
¢. JikaueH maka ¢ e H
Bukti:
{=) H subgrup dari (7 akan dibuktikan :
a H#@
b. (VabeH)yacbe H
¢. JikaaeH maka ' eH
Diketahu1 A subgrup dan G maka A/ membentuk grup dengan operasi biner
"o vpada (7, sehingga menurut definisi 2.1.1 dan teorema 2.1.3, kondisi
{a),(b),(c) dipenuhi.
{<«=) Diketahui:
a. H#
b. (Vabe Hyaobe H
¢c. Jikaael maka ¢ el

). Menurut kondisi (b) sifat tertutup dengan operasi biner » o dipenubi dalam /.
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i1). Diketahui /o G untuk a,b,ce H maka g,b,ce G Diketahui bahwa (7 grup maka
sifat assosiati{ berlaku untuk elemen-clemen dalam G. Oleh karena < G maka
sifat assosiatif berlaku untuk elemen-clemen dalam 7.

ii1). Menurut kondisi {¢), bila ce H maka o™ eH schingga untuk e dan ¢ e 4

menurut kondisi (b) berlaku  ao o

= ee M, ladi H mempunyai elemen
identitas.

iv). Dari kondisi (c) diperoleh bahwa setiap ¢e / pasti mempunyai in;*ers vaity
2! eH.

Dari (i),(11),(111) dan (iv) dapat disimpulkan bahwa (//, o) merupakan grup.

Jadi /7 adalah subgrup dan . B

Teorema 2.1.5
Diketahui (G, o) grup dan A< G maka A subgrup dari G bila dan hanya bila:
a. H#@
b. VabeHuob ' eH
Bukti :
(=>) Diketahui / subgrup dari G maka menurut definisi 2.1.3 (#, o) merupakan
grup sehingga akibatnya kondisi (a) dan (b) dipenuhi.
{«=) Diketabui:
a. H+ @
b (VabeHyaoh™ e¢H

Akan ditunjukkan bahwa /7 subgrup dari (.
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i).  Ambil a.he/ dimana a=h maka menurut kondisi (b) @ea™ e/ schingga
diperoleh aoa™ = ee H . Jadi paling sedikit ada ee // sehingga H# &,

i)  Ambil e,ee H maka menurut kondisi (b), eoq™ =

a”' e H. Jadi setiap clemen
a di H pasti mempunyai invers vaitu a ™ di /.

i), Ambil ¢beH maka menurut kondisi (2), b e H. Di lain pihak menurut
kondisi (b) untuk «b™ e/ maka berlaku wo(h™") TeH schingga diperoleh

aobe H. Jadi sifat tertutup dipenubi.

Dari kondisi (1),(11),(11) dapat disimpulkan bahwa (H, o) subgrup. L

Teorema 2.1.6
tka A dan K subgrup dari (b maka /A subgrup dari G

Bukti :

1), Akan dibuktikan MK = ¢, M subgrup darl G maka ee i/ demikian juga £
subgrup dari G maka ee K. Perhatikan bahwa ee /4 dan c¢e X, sehingga ce
HNK. Jadi HNK = ¢,

i), Ambil seharang a,be HMK maka «.be H dan «be K Oleh karena / dan X
subgrup dari G maka berlaku «¢he /f dan abe K schingga abe HAK. Jadi sifat
tertutup dipenuhi,

11). Ambil sebarang «¢e ANK maka ae A dan  ae X Oleh karena /7 dan K
subgrup dari Gmaka«'e H dan «'e Kk Jadia'e HAK.

Dari hasil (i),{ii) dan (iii) dapat disimpulkan bahwa K subgrup dari G "
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Definisi 2.1.4

Jika (G, o) grup, e G dan ne ?’ maka

1. d'=e
20 a"M=a"ou untuk 7 =012, .
3. =Y untuk n=123

Untuk mempermudah penulisan maka operasi biner 7o tidak akan dituliskan secara

cksplisit jika tidak diperiukan.

Teorema 2.1.7

Jika GG grup dan ¢ & G maka untuk setiap ne 7 berlaku ¢"a™' = o
Bukti:
Pembuktian teorema ini akan menggunakan induksi matematika.

» Langkah 1

Akan dibuktikan ¢"a! = ¢ benar untuk # = 0.

ol =l {definisi 2.1.4(1))
= gL {sifatidentitas)
(f]
!

Jadi ¢ = ™" benar untuk 2 = 0.

¢ Langkah 2.

Akan dibuktikan @”¢” = ¢™ benar untuk ne ' Andaikan «’a =o'

benar untuk »=k schingga diperoleh ¢« = &* . Akan dibuktikan "™ = o'

benar untuk ek 1.
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a"a” =g

= (a* aya™ (definisi 2.1.4(2))
=g* {aa™) {sifat assosiatif)
= b ¢

=a*(atea)

=(a* a (sifat assostatif)
=* g (pengandaian)

gy ks (definisi 2.1.4(2))
= g bt

=gy !

Jadi terbukti bahwa ¢”¢™ ="' benar untuk n=k+/ Dari langkah 1 dan 2 dapat

disimpulkan bahwa «”¢”' = &' benar untuk #~0,1.2.3,...
P
¢ Langkah 3,
Akan dibuktikan ¢”¢™ =a”"' benar untuk me Z”. Misalkan untuk #e 7 ada

bilangan posttif peZ” sedemikian hingga n= .

da’ =@y a

= gm(rD (definisi 2.1.4(3))
= g P (definisi 2.1.4(2))
— an‘—l

Jadi dari langkah 3 dapat disimpulkan bahwa «”¢™ = " benar untuk ne 7",

Dari langkah 1,2 dan 3 dapat disimpulkan bahwa «”a™ ="' benar untuk  setiap

nez. 2}
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Teorema 2.1.8

Jika (7 grup dan ¢e G maka untuk setiap m,n € Z berlaku

(1’”{.’” - G‘HH'N

=

b (aﬂl ‘} L1 17 Fr

Bukti :

Pembuktian teorema ini menggunakan induksi matematika di #.

a). Akan dibuktikan bahwa «™a” = ¢™" benar untuk setiap m,n &€ Z

e Langkah 1.

Ambil sebarang me Z , akan dibuktikan bahwa ¢™¢” = o™ benar untuk n=0.

amaﬂ = (Im@

m
i+

PR

=
Jadi o™ = ¢™" bepar untuk n={.
¢ Langkah 2.

FH+ 1

Akan dibuktikan babwa &"¢" =a

(definisi 2.1.4(c))

benar untuk wne Z2°.

Andaikan

a@"a" =a™" benar untuk =k berarti «”¢* =a™*. Akan ditunjukkan bahwa

a”a” =a™" benar untuk n=k+ /.

il)

a aﬁ:a-l - am('akal)
= (a"a" )ad'

= (" M

- a(ma.k)*si

sk -1
a { ]

{definist 2.1.4(1))
{sifat assosiatif)

{pengandaian)
(definist 2.1.4(2))

(sifat assosiatif di 2)
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”m t

Jadi ¢”a¢" = ™" benar untuk »=k+ /. Dari langkah 1 dan 2 dapat disimpulkan

mo_

bahwa «”¢” = ¢™" benar untuk #-0,1,2.3, ..
e Langkah 3.

Akan dibuktikan bahwa a™a” = ™™ benar untuk ne 77 Misalkan uniuk e 7”

kel H L it

ada bilangan positif peZ” sedemikian hingga n+ -p. Andaikan ¢™a¢" =

benar untuk p=k berarti «”¢™ =" Akan ditunjukkan bahwa a"a" =™
benar untuk p=k+ /.
a'd" = d"a”

Mo D

= (@ Y (definisi 2.1.4(3)

= " ((a™Y (a™)) (definisi 2.1.4(2))

= a"(a*a™) (definisi 2.1.4(3)

- (a’”a“‘)a"l (sifat assosiatif)

- ({JM )a"“ {pengandaian)

= gglmek)] (teorema 2.1.7)

= gy (ED) (sifat assosiatif di 7)

ax (AR (stiat distributif di 2}

= g

FL i oM

Jadi ¢"a” =¢a™" benar untuk ne Z7, Dari langkah 1.2 dan 3 a”¢” = ™" benar
untuk ne 7 . ]

b). Akan dibuktikan bahwa (¢”)" = ™ benar untuk sctiap mn e 7.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

e Jlangkah 1.

Ambil sebarang me £, akan dibuktikan bahwa (¢”)” = ¢™ benar untuk n=(),
(a"Y =e (definisi 2.1.4(1))

= CJO

el

=

HiH

=d

Jadi (¢™)" = ™ benar untuk =0

o Langkah 2,

Akan dibuktikan bahwa (¢”)" = ¢™ benar untuk ne 27, Andaikan (&™) = o™

M

benar untuk =k berarti{¢”)* =™ . Akan ditunjukkan bahwa (¢”)” =ga

benar untuk n=k+ /.

(a" ) = ()
=fa" Fa” (definisi 2.1.4(2))
=™ a" (pengandaian)
o M)
= "

Jadi (&")" =™ benar untuk n=k+ /. Dari langkah 1 dan 2 dapat disimpulkan
bahwa (¢™) = ¢™ benar untuk #-0,1,2,3,...

¢ Langkah 3.

Akan dibuktikan bahwa (¢”} =™ benar untuk rne 77, Untuk neZ” ada

bilangan positif peZ’ sedemikian hingga n=—p

(@"y =(a"y" (definisi 2.1.4(3))
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== e {definisi 2.1.4(3)
s am(w)
FHN

=

Jadi (&™) =a"™ benar untuk ne Z7. Darl langkah 1,2 dan 3 dapat disimpulkan

n

bahwa(a™)" = «™ benar untuk ne 7. |

Definisi 2.1.5
i.  Order suatu grup

Order dari suatu grup G adalah banyaknya elemen dalam himpunan ¢
dan dinotasikan dengan |G| Jika banyaknya elemen dalam G tak berhingga
maka (& disebut grup tak berhingga.

2. Order suatu elemen

Hka G adalah grup G dan «a adalah suatu clemen dalam grup G maka
bilangan bulat positif terkecil » sedemikian hingga «” = ¢ discbut order

dari a dan ditulis lo]. Jika tidak ada bilangan bulat positif terkecil »

sedemikian schingga «” = ¢ maka ia] tak berhingga.

Teorema 2.1.9

Jika G grup dan ae G maka(a) = {r eGjx=a"ne’? } merupakan subgrup

dan G.
Bukti ¢

i). {ay# @ karena a=da' e(a),
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i), Ambil x,yve (a> maka x=«¢",meZ dan v=¢",neZ Akan ditunjukkan
bahwa xy e (a).
xv=a"a" =g (teorema 2.1.8(a})
karena m,ne Z maka m+ne Z . Jadi xye{a).
iii). Ambil sebarang xe{a) maka x=4".neZ Akan ditunjukkan bahwa
x™" e{d). Berdasar teorema 2.1.8(b), x™ =(a")" =«™, karena ne Z maka
~neZ. Jadi 27 e{a).

Dari hastl {1),(11) dan (i1t} dapat disimpulkan (a) merupakan subgrup dari G. ﬁ

Definisi 2.1.6
Jika F merupakan subgrup dart (; dan / = <a> untuk suatu ¢ ¢ // maka

dikatakan subgrup siklik yang dibangun oleh «.

Definisi 2.1.7
Suatu elemen a dari grup G dikatakan membangun G jika (a) = (7. Suatu grup

(5 disebut siklik jika ada ¢ € 7 yang membangun (.

Teorema 2.1.10
Jika G grup ae G dan r,s€ Z,r# 5 sehingga ¢ = ¢” maka akan dipenuhi :
a. Ada bilangan bulat positif terkecil # sedemtkian hingga ¢" = ¢.

b. Jika ¢ adalah bilangan bulat positif maka «' =e¢ bila dan hanya bila »

adalah pembag: dari 1.
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2 "

¢. e¢e=a’ a0t a’,. ' adalah elemen ~ elemen vang berbeda dan

-

<a> ~fe=da a'a’ a0

Bukti

a). Untuk membuktikan bagian (a) harus ditunjukkan bahwa «' = ¢, ¢ adalah elemen
himpunan bilangan bulat positif. Dalam prinsip dari himpunan bilangan bulat
positif pasti memuat elemen terkeci! yang kita sebut .

e Andaikan r>s maka (r-s) > Q.

a’ =

< a7 =ata’

< a7 =att (1'e0rema' 2.1.8(ad}
& dt ed (definisi 2.4.1(1))
&> a’ =¢

o Andatkan r<s maka (s-r) >0,

T N
S o o e
= W (teorema 2.1.8(a))
o> d ="
> ¢ = " (definisi 2.4.1(1))

Dan dua keadaan tersebut diperoleh ¢ =edan «” = ¢, menurut prinsip dari
himpunan bilangan bulat positif, untuk {¢,/>} pasti terdapat bilangan bulat positif

terkecil 7. Oleh karena itu & = ¢ -
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b). (=>) Diketahui 7 & Z dan «' = ¢ akan ditunjukkan bahwa » adalah pembagi dari .

c)

Menurut Algoritma Pembagian ada ¢.r € Z sedemikian hingga / = ng + r

dimana < r< » sehingga diperoleh persamaan berikut

al =™t
o d =a™al {teorema 2.1.8(a))
< o =@ (teorema 2,1,8(b))
£ o Y {teorema 2.1.10(a))
&> e=q (definisi 2.1.4 (1))

Oleh karena 05 r< n dan »n adalah bilangan bulat positif terkeci)  sedemikian
hingga «" =¢ maka haruslah » = 0. Jadi 1 = ng, ¢ e 7 schingga n adalah
pembagi dari /,

{«=) Diketahui n adalah pembagi dari /e 7, akan ditunjukkan «' =e. Jika »n
pembagi dari  maka 7 = pvuntuk mve Z maka @' =a™ = (") =¢" =e. W
Akan ditunjukkan bahwa setiap clemen dalam («) berbeda . Andaikan &'~¢"

dengan 0< u< n, S v n, u2v dan uveZ

=
o d'aV=d'd”

-1 M=

o Ve (teorema 2.1.8(a))

e an—v,’w_aﬂ (dcﬁmm 2.1 4( 1 ))
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Jadi menurut (b), » adalah  pembagi dari {(w-v), Tetapt (w-v)<n, U< w< i dan
0< v< nn sehingga #n adalah  pembagi dar (w-v) dan Osw-v<n, hal ini akan terjadi
bila w-v={ atau u=v.

Akan ditunjukkan bahwa (a) = {e a,at at, L a™! } Untuk sebarang pangkat dari
a pasti berada dalam (a).

Andaikan diberikan ", me 7 menurut Algoritma Pembagian maka ada ¢.re 7

sedemikian sehingga m=ng +7.

)

=™ = sl ) e =, untuk 0% r<n

N Fi; 2 3 n
Jadid"e{e=a".a' '« ...a""}. 1

Teorema 2.1.11

Jika {a) grup siklik yang dibangun oleh a maka | {a) | tak berhingga bila

danhanvabila ¢" =g’ = r=s,Vrs el
Bukti ¢

(=) Diketahui | (a) | 1ak berhingga akan ditunjukkan ¢” =a" = p = s
Andaikan «” =« dan r # & Berdasar teorema 2.1.10(¢c), » clemen dalam (a}

adalah berlainan schingga | ((1) |= 1, berarti (a) berhingga, terjadi kontradiksi. Jadi

g =at > =y

{«<=) Diketahui ¢” =«' = r = 5 akan ditunjukkan | (a) | tak berhingga. Perhatikan

bahwa r #s dipenuhi hanya jika ¢ »¢’, sehingga « pangkat sebarang bilangan vang
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berbeda merupakan clemen-elemen yang berbeda sehingga semua anggota dari (a}

adalah berlainan maka | (@} | tak berhingga. b

Teorema 2.1.12
Jika G grup dan e G maka Ja| = |{a)]|
Bukti :

Jika |a] berhingga, menurut teorema 2.1.10(c), (@) ={¢=a’ o’ &’ o’
schingga [(a> =5 berarti |¢] = i(a) =7

Jika |a| tak berhingga berarti tidak ada bilangan bulat positif terkecil # sedemikian
sehingga a” ¢ sedangkan menurut teorema 2.1.11, « pangkat sebarang bilangan

merupakan elemen-elemen yang berbeda sehingga [{a) | tak berhingga.

Jadi ja] = |{e)] tak berhingga. <

Definisi 2.1.8
Jika G grup dan awe(G maka pemusat dari « dalam (& adalah

Cla)={xe G | xa - ax}.

Teorema 2.1.13
Jika GG grup dan CYa) adalah pemusat dari ¢ dalam G maka Cfe) adalah
subgrup dari .

Bulkti:

i), Cfa)#O scbabada ee ¢ sedemikian sehingga ea = we. Jadi ee Cru).
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xye Cfa).
{ov)a = x(ya) (sifat assosiatif)
- x(ay) (ve Cl@)
= (xa)y ( sifat assosiatil’)
= {(ax)y (xe Cfa))
= a(xy)

sehingga diperoleh (xy)a = a(xy). Jadi xye ().
iil). Ambil xe Cfa} akan ditunjukkan bahwa ™ e Cra)
Xa = Ay

< .-‘c‘}(xa) ,\"l(ax)

=" ("W = x(ax) (sifat assosiatif)
= ea = (xa)x (sifat assosiatif)
<> ax’ = (x‘ia)(xx"‘)

<> ax’! = (,r"a)e

&> ax’! = (xa)

sehingga diperoleh ax” = (x"a). Jadi x’ & Cfa).

Jadi terbukti bahwa Cfa) subgrup dan G. [

Definisi 2.1.9
Jika G grup dan A adalah subgrup dan ¢ maka pemusat dari i dalam G

adalah Cofll) ={x& G| xh = hx, YheH }.
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]
(8]

Teorema 2.1.14
Jika G grup dan Cg(H) adalah pemusat dari /' dalam G maka (s(H) adalah
subgrup dani G.

Bukti:

). Co(H)#0 sebab ada ee G sedemikian sehingga efishe, YheH. ladi ee Co(H))

11). Ambil sebarang x,ye Co(H}) maka xfi=hx dan yfe=hy, VheH.

Akan ditunjukkan bahwa xve CofH).

CoNh = x(3h) (sifat assosiatif)
) (ve CoH))
= (xI)y { sifat assosiatif )
= (1x)y (xe ColH))
= ()

11). Ambil xe CgfH) akan ditunjukkan bahwa xle CafF).
xXh o= hy

L ET) R )

& (:c't.-‘c)}z .r’](h..\') (sifat assosiatif)
<> eh = (x")x (sifat assosiatif)
& hx e (x'lh)(xx‘i)

= hat = (.1"]}?)(2

&> Pt s (xR

sehingga diperoleh /i’ = (v'h).Jadi 3 e CofH).

Jadi terbukti bahwa Co(H) subgrup dari G. B
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Definisi 2.1.9

Jika G grup maka Z(G)={ge (¢ | gx=xg, Vxe G} discbut pusat dari G.

Teorema 2.1.15
Jika G grup maka Z(G)={ge G | gx=xg, Vxe (¢} adalah subgrup dan G,
Bukti:
1),  Ambil ee G dapat dibentuk ex=x¢, Vxe . Jadi ee Z((5) sehingga Z((G)= .
i), Ambil g,0:6¢ Z(G) maka gu=xg; dan gav=xg, Vxe (G, karena ¢ grup maka

2026 G Akan ditunjukkan bahwa g,gse Z(G).

(2:22)% = gi(g) (sifat assosiatif)
= g (xg2) (definisi 2.1.10)
= (g2 (sifat assosiatif)
= (xg7)Q: (definisi 2.1.10)
= x5y 22) {sifat assosiatif)

Oleh karena g,g.€ G dan berlaku (grgav=(g;x)g, dapat distimpulkan bahwa
£182€ Z(G).
iil). Ambit sebarang ge Z(G) maka gx=xg Vxe G, karena ge Z(G) maka ge G dan

g e G. Akan ditunjukkan bahwa g''e Z(G),

gx = Xg
= 2l =g (xg)

= (o =g (xg) (sifat assosiatif)
> ex = g (xg) (sifat invers)

& xgt =gl (xg) g
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e xg‘] (g" x}g g‘]) {sifat assosiatif)
& xg' = (g7 e (sifat invers)
&> xg*i g'] X

sehingga diperoleh bahwa g e Z(G),

Jadi terbukti bahwa Z(G)={ge G | gx=xg Vxe G} adalah subgrup dari G. H

Teorema 2.1.16
Jika G grup maka Z(GG)=G bila dan hanya bila (G merupakan grup Abel.

Bukti :

berarti G merupakan grup Abel.

(¢2) Diketahul bahwa G adalah grup Abel, akan ditunjukkan Z(G) =G vaitu dengan
memperithatkan bahwa Z(G) ¢ G dan G ¢ Z(G).

i). Berdasarkan teorema 2.1.14 jelas bahwa Z(G) < G.

11). Ambil sebarang g e (G karena (b adalah grup Abel maka untuk setiap v € G

berlaku gx=xg sehingga ge Z(G). Jadi G ¢ Z(G). =

2.2. Koset dan Teorema Lagrange

Definisi 2.2.1
Jika H subgrup dari grup G dan ¢ € maka;

a. Ha={hal heH } disebut koset kanan.

b, aH={ah{ heH } disebut koset kiri.
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Teorema 2.2.1
Jika H subgrup dari grup ; dan ¢,22 (G maka pernyataan-pernyataan berikut
ekivalen.

ab’t e H

o

b, a=hb, untuk suatu hEH
c. at=Hb
d. Ha=Hb
Bukti:
o (a)=>(b)
Diketahui ¢b'€ H  akan ditunjukkan a=hb, untuk suatu /#E€H. Ofeh karena
abtc H maka ab”’ =k untuk suatu s A,
ab =h

e fab Yo = hb

e aft’ b= hb (sifat assosiatif)
&> ae = hb (sifat invers)
&> a = hb

¢ (b)={c)

Diketahui a=hb, akan ditunjukkan « /b,

o (c)=>(d)
Diketahui @ & /b akan ditunjukkan Ha=Hb yaitu HagHb dan Hbe Ha
). Akan ditunjukkan Hac:ib. Ambil xé Ha maka x=/ya  untuk suatu hiet,

karena ac Hb maka a=/nb untuk suatu 7y € 4, sehingga didapat:
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x =l hab)
= (hy hy)b (sifat assostatif di /)
= f13h (hy hy= hee H)
Jadi x&Hh sehingga dapat disimpulkan bahwa HagHb.

). Akan ditunjukkan Hbe Ha. Ambil y&/Hb maka v-h,0  untuk suatu s eH,
karena a&Hh maka a=h:b schingga behs'a, untuk suatu hse . sehingga
didapat ;

y = luths'a)
= (hy s (sifat assosiatif di /)
= hgb (g sl hee H)
Tadi x€ /b sehingga dapat disimpulkan bahwa Hac/Hb.
Darf hasi] {1) dan (11) dapat disimpulkan bahwa Ha~Hb,
o (d)=(a)
Diketahui Ha=Hb akan ditunjukkan «b”’ €4, Karena Ha=Hb maka aeMHh

schingga didapat :

a = hb
@ ab = (hb)h!
< ab’ = by (sifat assosiatif)
> ab = he {sifat invers)

<> ab™t = h

Jadi abt €M B

Teorema 2.2.2

Jika G grup dan // subgrup dari G maka He=/ bila dan hanya bilaaeH.
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Bukti :

(=>) Diketahui Ha=H akan dibuktikan bahwa «¢€H. Karena Hu=H maka haeH,

vheH. Dilain pihak A subgrup maka ¢ €// sehingga ea= a €/

{(¢=) Diketahui a €/ akan dibuktikan bahwa Ha=17 yaitu HagH dan Hg Ha.

i), Ambil sebarang v €Ha maka x=ha untuk suatu 1€ H, karena /7 subgrup dan ¢ €4/
maka x=ha &l Jadi HagH.

ii). Ambil scbarang z €/, karcna /7 subgrup dan «<€H maka menurut {ecorema
2.1.1{c), z = ya pasti mempunyai penyelesaian tunggal di /7 sehingga z€//a. Jadi

dapat disimpulkan bahwa Hc Ha. |

Teorema 2.2.3
Jika A subgrup berhingga dart grup & dan ¢ €(; maka | 1= Hal.
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa ada korespondensi satu-satu antara // dengan Ha
Didefintsikan : o H—>Ha dengan aturan o (/1)=h«,
o Akan ditupjukkan babwa o terdefinisi dengan baik. Ambil sebarang /;, hy€/
dengan f1; =hy maka  Jia =l <> alhy=a(hs)
Jadi terbukti (VA e Ny =ha= a(h=a ().
o Ambil sebarang 7;,/1;€ H dengan a (/)= a{/1;) akan ditunjukkan bahwa 71, =1,
a(h)= o (hy
et ha = hsa
< Ia al }19(:&"”

&> he =he
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- hyehs (tcorema 2.1.2(b))

¢ Ambil sebarang x&€HMa maka x=ha untuk suatu h€/{, maka terdapat #€//
sehingga  o(f)=ha=x. Jadi terbukti bahwa o  sumekif vaitu

(Vhe Y@y e Ha)(x=ha) ;]

Teorema 2.2.4
Jika /7 subgrup dari grup G dan &, b €( maka berlaku HanHbz@= Ha-Hb.
Bukti:
Diketahui Hanib = ¢ maka ada xe( sedemikian sehingga x& Han/ifh yaitu
X€ Ha dan xE€Hb, x€ Ha artinya x=/,¢, untuk suatu /7, € /7 sedangkan xehéb X fah,
untuk suatu 1€/ sehingga diperoleh
hyashsb e a=h haby < b by ha

i} Ambil sebarang y&€Ho maka y=/i;¢ untuk suatu iz € /7,

v

----f?_qr’!?;'ih_; )

wfhs by o) b {sifat assosiatif)

w=frsh (hs by ho by H)

Jadi ye /b sehingpa dapat distmputkan HacHb.

i) Ambil sebarang z€Hb maka z=/isb untuk suatu 1€ /7.

z=hb

=(hs by hy)a (sifat assosiatif)

== fagh (hs by By hg € H)
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Jadi ye J1b schingga dapat disimpulkan Hbcf/a.
Dari hasil (i) dan (i) dapat distmpuikan bahwa Ha=/b. |

Definisi 2.2.2

Jika G grup dan A subgrup dart & didefinisikan gdgt={gag ue 4} maka

Ne(A)={ge G| gdg™ =4} adalah penormal dari A dalam G.

Teorema 2.2.5
Jika G grup dan A4 subgrup dan & dan maka NelAj={ge Glgdy ' =4}
merupakan subgrup dan G,

Bukti:

1), NgfA)=@ sebab ada ¢e G schingga berlaku ede =4, Jadi ee NgfAa) .

i), Ambil g, 2,ENG(A). g1 ENg(A) berarti 2,42, =4, untuk g,€G dan gre Ne(4)

(g;gg)/l(gfgz)'! - (g,gg)/i(gz'l gr') {teorema 2.1.1(c))
= gilaAgs or (sifat assosiatif)
= g Agr! {(definisi 2.2.2)
w A (definisi 2.2.2)

Oleh karena ¢,€G, g€G  dan G grup schingga g,g,€( dan berlaku
(g;gz)/!(g;gg)" =4 maka g;g;»EN ;(/{)

i), Ambil g € Na(d) maka gdg' =4 < gde” g=dg < gA=Ag > glgd=g ' Ag

Jadi dapat disimpulkan bahwa Ng(4) subgrup dan (. 2
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Definisi 2.2.3
Jika G grup berhingga dan // subgrup dari G maka banyaknya koset kanan

dari A yang berada pada G disebut indeks dari /f pada G dan ditulis [G: /1.

Teorema 2.2.6 (Teorema Lagrange)
dika G grup berhingga dan /f subgrup dan & maka order dari / membagi
order dari G.
Bukti:
Diketahw & grup  berhingga dan /7 subgrup dan . Misalkan P={ /e (i},
P merupakan partisi dan (, karena & berhingga maka P juga berhingga. Misalkan
[ = k, karena /> merupakan partisi dari (& maka:
|G = [Hapo Hay UHazo... O Hay
= |Hay|t] He| +iHagdt .. + 1Hay)
= A4 H] +HH |+ )
= k|H]

Jadi terbukti bahwa [/} membagi |7, B

Teorema 2.2.7

o

Jika G grup berhingga dan & subgrup dari (¢ maka [GiH] =1

i
Bukti :
Perhatikan teorema 2.2.6 £ adalah bilangan bulat positif yang menyatakan banyaknya

koset kanan dan /7 yang berada pada (7 schingga menurut definisi 2.2.3, & disebut
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/

5

sehingga dapat disimpulkan babwa [G1/] =

Teorema 2.2.8

a. lika G grup berhinggadan « G maka

b. Grup G yang berorder prima hanya memuat subgrup {e} dan G.

¢. Setiap grup G dengan order prima adalah siklik yang dibangun dengan sebuah
elemen yang bukan identitas.

d. Jika G grup berhingga dengan order & maka dwe, Yo G

e, Jika G grup berhingga dan A, K masing masing adalah subgrup dart ‘G vang
berorder prima maka K = {e}.

Bukti:

a). Perhatikan bahwa menurut teorema 2.1.9, . adalah subgrup dari GG, Sehingga
menurut Teorema Lagrange diperoleh dilain pithak menurut teorema

2.1.12, jika G grup dan ¢ (7 maka |} = | “ | sehingga dapat disimpulkan bahwa

i

]

b). Misalkan |Gl=p, dengan p  bilangan prima. {71~ 1.p sehingga 1 dan p
merupakan faktor dari p. Misalkan H adalah subgrup dari G maka menurut
Teorema Lagrange diperoleh /] HO sehingga () = p dan [} = 1 berarti J1=G
dan H={e¢}. Jadi G hanya memuat subgrup yang berorder satu yaitu {e} dan

berorder p yaitu . B
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Menurut Teorema Lagrange jika // subgrup dari (& maka || | I(7, karena [(l=p

maka menurut teorema 2,2.8(b) / yang mungkin adalah ¢ atau {e} schingga

bila H # {¢} maka /{=(;. Menurut teorema 2.1.9 (u) merupakan subgrup dari G
dan menurut teorema 2.1.9 (o) # {e}. Jadi subgrup (o) tidak lain adalah

sendiri sehingga (& adalah siklik, ]
Jika ¢ G dan (G grup berhingga menurut teorema 2.2.8(a), berfaku (G} = kg
schingga o= o M= (1N (o) = e =
Misalkan |/} = p dan |K| = ¢, dengan p dan ¢ bilangan prima. Perhatikan bahwa

HAKgH dan HNKgK maka HnK subgrup dart / dan K schingga menurut

teorema Lagrange | K || |H | dan |HAK K| berari | HAK {|p dan
| HK ]Iq, padahal p dan ¢ bilangan prima schingga haruslah | H#nK | = 1.

Jadi HnK  tdak lain adalah {e}. B

Definisi 2.2.4

Jika H dan K adalah subgrup dari G maka MK didefinisikan sebagai

HE={xeG |x=hk heH dan keK}.

Teorema 2.2.9

gt
Jika H dan K subgrup berhingga dari G maka |[HK| = ~'~—‘i~'—— ,
S K

Bukti:

HK merupakan gabungan koset-koset kirt dart & dituliskan HK= U/’?K' , karena untuk

helff

setiap AK mempunyal |K] elemen schingga hal i cukup untuk menemukan
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banyaknya koset yang berbeda yang berbentuk 2£, he/. Akan tetapi 71,K /K untuk
hnhyeH bila dan hanya bila A7'hek K=K < h'lheHnK <
h(HAK) = hx(HAK). Jadi banyaknya koset yang berbeda yang berbentuk AX untuk

heH wmerupakan banyaknya koset yang berbeda A(HMK) untuk hef. Menurat

g
Teorema Lagrange banyaknya koset-koset vang berbeda adalah ek Jadi K

|Hm |

i
7 K]

terdiri dari koset-koset dari K dan masing-masing mempunyai |£| elemen

K]
4 K]

1

sehingga [HK]| =

Teorema 2,2.10
Diberikan // dan X adalah subgrup dari ¢ maka /K adalah subgrup dari G bila
dan hanya bila /K=K,
Bukti:
(=>) Diketahui HK subgrup dari ¢ akan ditunjukkan bahwa HK=KH, yaitu dengan
memperlthatkan bahwa HK ¢ KH dan KH < HK .
i).  Ambil sebarang xe /K, maka x"eHK berdasar definisi 2.2.4, x'= ik, untuk
suatu et dan kekl x = (x")"tﬁ (hiy' = k! sehingga diperoleh xe K/,

Jadi HX < KH.

Bk e HK, karena HK subgrup berarti (kY eHK.  Jadi veKH schingga

KHc HK .



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

L8]
h

(¢=) Diketahui HK=KH, akan ditunjukkan bahwa /X subgrup dari G.

). H dan K adalah subgrup dan & maka egefd dan egek schingga
eg=eq egeHK. Jadi HK#O.

ity  Ambil sebarang xve /K sehinggax = /iy k; dan v = i, k> untuk suatu A, e
dan k;, k;e k.

xy o= (k) e ko)

= }};(k;hg)k; (QSSOS!‘ﬂﬁf di (;)
= s ke (kihy= hyk;, karena HK=KH)
- U?}h_q )(kg k;)

karena f/ dan K subgrup maka e/ dan ky k€K sehingga diperoleh
xy = (hphs ki k) € HKD Jadi sifat tertutup dipenuhi dalam /K.

). Ambil sebarang xe/HK sehingga x = Ak untuk suatu AeH dan kek maka
= kY =k e K- HK. Jadix'e HE.

Dari (i),{ii) dan (iii) terbukti bahwa HK subgrup dari (. B

Teorema 2.2.11

Bukti :

Diketahui /4 adalah subgrup dari GG akan ditunjukkan bahwa FH=H, vaitu dengan
memperlihatkan H ¢ H dan H < HH .

1). Ambil sebarang xe///{, maka x = hi;n, untuk suatu Ay /e A karena M subgrup

maka x=fi b, Jadi HH < H.
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i1). Ambil sebarang he//, karena A subgrup maka ee/f/ . Perhatikan bahwa untuk
eeld dapat dibentuk fe, dimana H=He=he untuk suatu ee . Oleh karena hel/

daneef! maka he=heHH. Jadi H g HH . |

2.3. Subgrup Normal dan Grup Faktor

Definisi 2.3.1

Jika (7 grup dan A subgrup dari (7 maka I disebut subgrup normal G bila dan

hanya bila xH=Hx,Vxe G, dinotasikan /7 <7 .

Teorema 2.3.1

Jika G grup dan A subgrup dari G maka A< G bila dan hanva bila

(VxeGYYhe Hxhy e H.
Bukti :
(=>) Diketahui G grup, A subgrup dari & dan H< ( akan ditunjukkan
(VxeGYVheH)xhy'eH. Ambil scbarang xe( dan sebarang hel  sedemikian
sehingga xhexH. QOleh karena 4 <G maka xhe Hx schingga

xfr=Juyx,  untuk suatu fyeH

(o = (hp) x7!

o
< xhxt = f(e (sifal assosiatif)
T xhxt = he (sifat invers)

Pt xhxt=heH

Jadi terbukti (Ve G)YheHxhx e H,
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{¢=) Diketahwi (\'fxeG)(W?C—H),xh.l’[c-:h’ akan ditunjukkan H <7 (5, vaitu x/cHx dan
HxgxH,
i), Ambil scbarang rexH maka ada 1,6/ sedemikian sehingga 7 = xh;.
t=xhy o ol o= xhxleH, sehingga ix'eH maka (fx’z)xef'x’x, padahal
(D = 1 'x) = ¢, Jadi 1eHx sehingga xHoHx,
11). Ambil sebarang meHx maka ada 7e// sedemikian schingga m = /v, schingga

|

=m0 e e M dan x(x ') ex# | padahal () = (o =

Jadi melx schingga Hxg xH. |

Teorema 2.3.2
Jika / subgrup dart grup Abel G maka H < G.
Bukti:

Ambil sebarang e H dan ge( akan dibuktikan ghe'eAH.

ghg’ = gg'h (G grup Abel)
----- eh
= helf
Jadi ghg"’eh’ schingga terbukti A/ <7 (. B

Teorema 2.3.3

H adalah subgrup normal dalam (7 bila dan hanya bila NgfH) = G.

Bukti ¢

= adaiah suberup normal dalam ¢ berartt 1@ (7 (133 o e H,
H adalah subgrup i dalam G 1 (YeeGYVheH)gh' geH



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Akan ditunjukkan bahwa Ng(H) = (G yaitu dengan memperlihatkan Ng(7) ¢ & dan

(7 < Naffl).

i}, Pada teorema 2.2.5 telah dibuktikan bahwa N} adalah subgrup dari G maka
jetas bahwa Ng(H) < .

it), Oleh karena / adalah subgrup normal dalam ¢ maka menurut deﬁnﬁsi 231,
xH=Hx VYxe( padahal xH=Hx < sHyl=H Vxe(  Jadi G < NgfH).

Dari hasil (i) dan (i1) terbukti bahwa NgH) = G,

dan sebarang heH, karena N} = (G maka geNg/Hj. Perhatikan bahwa geNg/H)
maka g!—fg"‘::H schingga jelas bahwa ghe'e H. Jadi terbukti bahwa M adalah

subgrup normal dalam . N

Teoremsa 2,.3.4

Diketahui K dan NV subgrup dari G dengan NG . Wka K< G dan KN ={¢}
maka nk=kn, YkeK dan ¥rnel.
Bukti.:
Diketahui K dan N subgrup dan G, N<G dan K <G, akan dibuktikan nk=kn, Viek
dan YneN. Ambil sebarang keX dan neN  karemna N subgrup dar G
maka nre( di lain pthak K<v & schingga diperoleh nkin'lek, kKlek

maka  (rkr T D)
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Selain itu karena N subgrup dari G maka untuk ne N didapat n” e N, karena K subgrup
dari G maka ke di lain pihak N< G schingga diperolch kn'kleN, neN
sehingga (kK'Y L (D)

Perhatikan hasil (i) dan (31) maka (ke Yt e KON ={e¢} maka diperoleh .

(kDY = e

e (kY k= ek
< (nk'y= k
<> (k) )=

< nk= kn

Jadi terbukti bahwa nk=kn, VieXK dan VneN - |

Teorema 2.3.5
Jika (G,=) grup dan K< (G maka (/K ={Ka] ae(G} merupakan grup terhadap
operasi  yang didefinisikan  dengan  (Ka)e(KH)y=K(wxb), KaKbe G/K.
Selanjutnya G/K disebut grup faktor.

Bukti ;

i). Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa operasi dalam G/K terdefinisi dengan
batk, vaitu jitka  Ka,~ Ka; dan Kby= Kby akan ditunjukkan bahwa
Klapxby=K(ahs). Menurut teorema 2.2.1, Ko+ Kay < ap~kpkas untuk
kyeK demikianjuga Kbp= Kby < bp=korb, untuk ke KL
by o= (hpeay) % (kpxhy)

= A’;*({{g*kg)*f)g ((Jg*ﬂ’g*‘-"—’ (J_‘)K)
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= fpk(haranyrh; (K <7 G maka a K= Kayschingga ax*k;= ksxdy)
= (kprkayx(ani;) (sifat assosiatif)
= k*(a*h;) (misalkan kp*kz = k)

Jadi menurut feorema 2.2.1 katena axb;= ke (amb;) maka K{axbh)y=K{uxh;)

schingga dapat disimpulkan bahwa operasi dalam G/K terdefinisi dengan baik.
it} Ambil sebarang Ko, Kbe G/K akan dibuktikan KusKhe (G/K . Perhatikan bahwa

(KaYe(KBY=K{a*b), karena G grup maka axbe G schingga K{a#b)e G/K .
ii1). Ambil sebarang Ko, Kb, Ke e G/K .

Akan dibuktikan Kue(KbeKc)= (KasKbyeKc,

Kae(KheKc) = Kae{b*c)
= Kax(be))

= K{(a#byx¢) {stfat assostatif di (7)

= {KaeKbhyeKe
Jadi terbukti sifat assosiatif dipenuhi dalam G/X .

iv), Ambil sebarang Ka e G/K , karena G grup maka ada ee(G sedemikian schingga
Ke ¢ G/K. KaeKe=K(axey=Ka¥Kae G/K . Jadi G/K mempunvai eclemen
identitas yaitu Ke.

v), Ambil sebarang Ke e G/K, « eG maka a'eG karena G grup  maka
Ka'le GIK . KasK o' = Klu* @)= Ke.

Jadi Ko adalah invers dari Ko dalam G/K .
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Dari hasil (i) sampai dengan (v) dapat disimpuikan bahwa adalah grup. B

Teorema 2.3.6

Jika G grup berhingga dan N< G maka

Bukti :
Diketahui G grup berhingga dan N7 G schingga N adalah subgrup darl & maka

menurut Teorema Lagrange banyaknya koset-koset kanan dari N dalam (' adalah

. @ . &
Dilainpihak | merupakan order dari - © Jadi . &

£l

1.4, Homomorfisma dan Isomorfisma

Definisi 2.4.1
Jika (G, ¢) dan (H,*) grup maka pemetaan 8 : G —> H discbut homomorfisma

iika Ve, he( berlaku O(ueb) = B(a)*6(h).

Defirisi 2.4.2
Misalkan (G, ) dan (H,%) grup dan @G => homomorfisma maka berlaku
1. Jika © merupakan fungsi surjektif  vaitu  bila  dipenub
(VyeH)BrxeG)y = flx)ymaka d discbut ephimorfisma.
2. hka © merupakan fungst injektif  yaitu bila  dipenuhi

(TxeG) fxg) = A2y =y =X maka 6 disebut monomorfisma.
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3 Jika © sckaligus merupakan cphimorfisma dan monomorfisma maka

0 disebut isomorfisma.

Jika 6 : (G, ) - (H,*) isomorfisma maka G dikatakan isomorfis dengan // dan

ditulis (G, e) = (H,%).

Teorema 2.4.1

Jika 0 : (G, o) = (H,%) isomorfisma, ¢ dan ¢y adalah berturut-turut clemen
identitas dari (G, ) dan (H,*) maka berlaku

a. Oleg)= ey

b, O@hy=(B@), YaeG

e Oy =®@Y, VkeZ

4. 6(G) subgrup dalam /

e, Jika O injektif maka & = 0(G)

Bukti :

ay.

b).

Diketahui (G, ¢) grup dan  ege( maka egeec= e . O adalah fungsi dari & ke
 maka diperoleh Blegees) ~ Bles) dan karena & homomorfisma maka
Begwes)= O(e)*0(es)  sehingga diperoleh O(es)*B(ec) = 8(e¢;). Perhatikan
bahwa ©O(eq) ed dan  epel maka  Olegxey = B(e) di lain pihak
B(eq)*0(eq) + O(es), karena M grup maka berlaku hukum kanselasi kanan
sehingga diperoleh ¢y = 8(¢c). B
Ambil  sebarang «e(, karena (. e} grup maka «'eG dan berlaku
av = o 'ea eg, dari kondist « didapat ey B(eg). © adalah fungsi dan & ke

4 dan G homomorfisma sehingga ey = Oleq) = O ae al) = 0(a) * Bla)
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Selain itu karena / grup maka untuk &(a)e/ ada 6(¢’’) e/ sedemikian hingga

-1 . i . C e
Oa}y * B(a )= ey dan O{a) # (0{a))” = ¢;; schingga menurut hukum kanselasi di

H didapat  0(a”) = (0(a))”. =

. Ambil  sebarang ae( dan keZ akan ditunjukkan 8(¢") = (8(c)) .

1), Untuk k=0

0(a"y = 6(c")

= O(eg) {(definist 2.1.5}
_ (tcorema 2.4, 1{a))
= (0(a))’, untuk O(a)eH (definist 2.1.5)

= (B(a))

Untuk kasus k< dan k>0 pembuktian menggunakan indukst matematika.
). Untuk 4>0.

o Langkah 1.

Jadi pernyataan 0(¢") = (8(e)) benar untuk k=1

¢ langkah 2.
Andaikan pernyataan 0(c') = (8(«)Y'  benar untuk  k=n sehingga
0"y = (8(w))".

Akan ditunjukkan bahwa 0(¢’) = (0(a))" benar untuk k=n-+1.

Bla™ = Bla"ea) (teorema 2.1.7)
= Ba”y* Oa) (0 homomorfisma)
= (Q(a)Y * (B(a))! { pengandatan untuk k=)

i

(O(a)y™ (teorema 2.1.7)
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= (0(a))!
Jadi pernyataan 0(¢’) = (6(c))" benar untuk &>9.
iii). Untuk k<0. Misalkan k= -p, peZ’ sehingga 8(¢") = 8(«™”) = 6((<”'Y"), akan
ditunjukkan 8((a’'Yy = (0 (&)Y’
e Langkah 1.
Untuk p=1 maka 0((«™)") = (8(a’"))’
Jadi pernyataan 0(c) = (68(«))" benar untuk Pl
o langakah 2.
Andaikan pernyataan 8(c") = (6(a))"  benar untuk pe=m sehingga
6((a’Y"y = (8(a))" . Akan ditunjukkan bahwa 0(a") = (6(e)Y" benar

untuk  p=mre 1,

By = 0™y (teorema 2.1.7)
= 0{a Y'ea ™ (8 homomorfisma)
= (O N = (B(a ) {pengandaian untuk & =n)
= (B(a " { teorema 2.1.7)
= (@)Y

Jadi pernyataan 0(z") = (0()) benar untuk £ <0,

d). Akan ditunjukkan bahwa 8(G) subgrup dalam 7.
HG) = {heH | (Hge ) h=8(g)}.
1). OG0, sebab ada eye H sehingga e,=0(es) dengan ege (. Jadi ¢,€0(G).

i) Ambil sebarang /1), 7;60(G) maka ada g, g,eG, schingga A= 0(g,) dan
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~ O(g o) (0 homomorfisma)
Qleh karena gy, g,€(G dan & grup maka geege(G di lain mhak
B(gregs) = hykhymaka hpehe0(G),
{ii). Ambil sebarang 1e0((;) maka ada ge (G sedemikian schingga /7 = 0(g) akan
ditunjukkan bahwa ' ed(G),
h = B(g) maka = (E}(g))’1 = G(g']), menurut teorema 2.4.1(b)
Oleh karena ada g™’ e G sedemikian hingga /7' = 0(g”) maka 7' e®(G).
Dart hasil (i),(i1) dan (111) dapat disimpulkan bahwa 0(() subgrup dalam /. n
e). Diketahui 0 injektif dari G ke H, akan ditunjukkan bahwa 6 isomorfisma. Ambil
sebarang he6(() maka ada ge (G sedemikian sehingga /=0(g). Jadi 6 sunekuf.
Oleh karena 6 : &G — A homomorfisma dan sekaligus 6 merupakan fungst

injektif dan surjektif maka menurut definisi 2.4.2, G = 8(G). B

Definisi 2.4.3

Jika (G, ) dan {4, =) grup dan 0. — /7 homomor{isma maka kernel @ adalah
himpunan semua g (s sedemikian sehingga 8(a) = ¢,

Kernel 8 dapat dituliskan dengan ker® = { aeG [ 8(¢) = ¢y }.

Teorema 2.4.2
Jika ((5,#) dan (H,*) grup dan 8 : (G > H homomor{isma maka:
a.  Ker@ subgrup dalam .

b, KerQ = { ¢; } bila dan hanya bila 0 injekvf.

c. Kerd <G
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Bukti:

a). Akan ditunjukkan bahwa ker@ subgrup dalam .
1). Kerl = ¢J sebab ada ee G, O8(eq)=e¢y schingga egekerd,
1). Ambil sebarang xy e ker@, sehingga 6(x) = ¢y dan 0(y) = ey, akan
ditunjukkan xey & kerd.
D( xey) = 0(x) * 8() (6 homomorfisma)
= oprey
= ey
Jadi (Va3 & kerQ@) vey & ker® ) schingga sifat tertutup dipenuhi.
11). Ambil sebarang x ¢ kerf schingga untuk xe (G didapat 0(x) = ¢y, akan
ditunjukkan xt e kerf. xeG dan G grupmaka x' e G.
0"y = (B(x))" (teorema 2.4.1{a))
= (ey)"
=gy
Dar hasti (1),(11) dan (i11) dapat disimpulkan bahwa ker0 subgrup dalam (. 4
b). (=) Diketahui ker = { e } akan ditunjukkan bahwa @ injektif.  Ambil
sebarang x,y & (; sedemikian schingga O(x) = O(y), akan dibuktikan x=y,

"e G dan xey'e G

karena vy € G maka
6(x) = 8()
< B (807 = 00 * (0
“ 0(x) * 60" = 8(y) = (B(¥))" (tcorema 2.4.1(b)

& O(xey ) = ey {6 homoortisma)

Jadi xey' & kerf.
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Diketahui ker0 = { e } maka vy’ e{eq} schingga -
cors )
xoy =g
& (A“}f}) sy=gsey

< X o=y

(=) Diketahui & injektif akan ditunjukkan bahwa ker6 = { ¢g }.
ket = { xe(G [G(x)=¢ey}

={ xe( |0(x)= Oes)}

={xe( jx=¢g}

= {ea
Jadi terbukt: bahwa kerG = { ¢ }.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa ker@ = { e¢; } bila dan hanva
bila 6 injekuf 5

¢). Ambil sebarang g e G dan /1 e kerD maka O(7) = ¢y akan ditunjukkan

gehegt e kerb,

0( geheg™ )= 0(g) * 60 * 6( g™ (6 homoorfisma)
= 0(g)* ey * 0 g (h & kerd)
= 02y *0(g)’ (teorema 2.4.1(b))
= en

Dengan demikian O( goheg') = ¢ schingga geheg € kerd,

Jadi terbukti bahwa Ker® < G . =
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Teorema 2.4.3
Jika (G*) grup, K9 G dan grup faktor  maka pemetaan
.G yang didefinisikan 0(a) = Kua adalah homomorfisma yang

surjektif dan kerG=K.
Bukti:

i), Akan ditunjukkan bahwa 9 terdefinisi dengan baik., Ambil sebarang vy € G
sedemikian sehingga x = y. Perhatikan bahwa x =y oul=w e xy'l=e e K
berarti xy e K. Jadi menurut teorema 221, Ke= Ky atau 8(x) = 0(y).

ii). Ambil sebarangx.y € G akan ditunjukkan bahwa 6 homomorfisma.

0 xey) = K(rey)

= KxeKy
- B(x) * 6(3)
Jadi terbukti bahwa 0. G — homomorfisma,
'iii), Pemetaan @ surjektif karena untuk sebarang Ky e maka ada x e

sedemikan sehingga 0(x) = Kx
iv). Akan ditunjukkan bahwa ker® = K.
ker={xeG | B(x)= ¢ }

= { xe(G | B(x) = K}
= xe(G | Kx=Kj}
= K

Jadi terbukti bahwa ker@ = K. |
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Teorema 2.4.4 (Teorema Fundamental Homomorfisma)
Jika (G ¢) dan (A, %) grup dan 6 : G — #  homomorfisma surjektif dengan
kerf = K maka ¢ (G/K —> H yang didefinisikan @(Ka) = 0(a), VKae G/K
merupakan isomorfisma dari G/K ke H.
Bukti:
i), Akan ditunjukkan bahwa ¢  terdefimisi dengan batk. Ambil scbarang
Ka Kbe G/K sedemikian schingga Ke¢=Kb maka menurut tcorema 2.2.]
a = keh untuk suatu kek.
O(a) = O(kebh)
& Ba) = Bk = 0(h) (6 homomorfisma)
< Ola) = ey (b}
< Bla)y - 8(h)
< o(Kay= (Kb)
Jadi @ : G/K — H terdefinisi dengan baik.

i1). Ambil scbarang Ko, Kbe G/ K akan ditunjukkan bahwa ¢ homomorfisma,

i

@ (KaoKb)= ¢ (KaoKb}

i

O{aeh)

#

o (Ka) * (Kb)
Jadi o homomorfisma,

iii). Akan dibuktikan o surjektif ambil sebarang y € H karena 0 1 &G — /
homomorfisma surjektif maka ada x € & schingga 0O(x) =3, karena x e G

maka Kxe G/K sedemikian schingga ¢(Kx) = 0(x) = y.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK { ._
50

Jadi terbukfi bahwa ¢ surjektif.
iv), Akan ditunjukkan bahwa ¢ injektif.  Ambil sebarang Ke Kbe (/K dengan
p{Ka) = @(Kb) maka 0(a)= 0(h).
By = 0(b)
& 0(a) x (b)) = 8(b) * (B(b))
& O(a) = By = ¢ (teorema 2.4, 1{b))
&> O(aeb™y= ¢y
berarti web e K dan mengakibatkan Ko = Kb, Jadi terbukti ¢ injektif.

Dari hasil (3),(i1),(i11) dan (iv) dapat disimpulkan ¢ : G/K -> // isomorfisma. 5

Teorema 2.4.5
Diketahui {(,0) dan (/%) grup dan ¢ © G ~> " homomorfisma surjekuf
dengan kergp = & dan H' adalah subgrup dan &
a. hika H={ueG} ola)e '} maka / adalah subgrup dari (&, ADK dan
GIK ~H'
b. Jika H'<w (' maka H< G

Bukti ;
a). Diketahui H={aeG| @(u)eH"}
» Akan ditunjukkan bahwa # subgrup dari G.
). H#@schabada ¢ = ¢le)eH', untuk suatu e ). Ambil

seharang a,b e H maka ¢la),p(b} € H', akan ditunjukkan aeh & /.
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Diketahu /" adalah subgrup dan &' dan ¢ homomorfisma, sehingga
dipenuhi .
o{a) * ¢ (b)y= @aed), untuk aeh ¢ H.
Jadi (Va,b & HY aebh € 1) sehingga sifat tertutup dipenuhi.
iii). Ambil scharang « ¢ H maka o(a)eH', akan ditunjukkan o' e H.
Diketahni A" adalab subgrup dari ¢ maka berlaku:
0 (a‘i) ={{ (a))" untuk suatu  «le H
Jadr sifat invers dipenuht dalam /.
Dari hasil (1),(i1) dan (in) dapat disimpulkan bahwa /7 subgrup dalam G.
Akan ditunjukkan bahwa A2 yaitu untuk xe X maka xe//. Diketahui bahwa
kerep = K, schingga ftka diambil sebarang heX maka o(b)y=e’, ¢'eH' .
Oleh karena ¢'e /' maka o(b)eH' berarit be H, Jadi terbukti HoK, L
e Akan ditunjukkan bahwa G/K =//’ Dikefahui bahwa // dan /' berturut-
turut adalah subgrup dart G dan G dan ¢ : G — G' homomorfisma
surjektif sehingga berlaku juga ¢ : 7 - & homomorfisma surjektif dengan
kergp = K. Perhatikan bahwa AKX, sehingga menurut Teorema Fundamental

Homomorfisma G/K ~H' B
b). Diketahul bahwa H'</ (' akan ditunjukkan H< . Karena H'< G maka

untuk sebarang G berlaku (¢ (@) *H =¢ (@) < H"
(@ (@)1 ¢ () = ¢ (") U Y+ola)
= (@ (e o /o) (¢ homomorfisma)

Perhatikan bahwa ¢ (¢ 'eHea) ' maka «'eHeael.
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Jadi terbukti H < (. "

Teoema 2.4.6
Diberikan homomorfisma grup ¢ . G = G
a). Jika N adalah subgrup normal dari (s maka ¢(N) adalah subgrup normal dar
G
b). Jika N' adalah subgrup normal dari G’ maka ¢ (N} adalah subgrup normal
dari G.
Bukti :
a). Diketahui N adalah subgrup normal dari G. Akan diperiihatkan bahwa ¢(N) adalah
subgrup normal dari (5.
Oleh karena N adalah subgrup normal dari (& maka berdasar teorema 2.3.1 berlaku
angleN, Vge (G dan VneN schingga
dlgng”) = olgm) o)
= o(g) o) (g (& homomorfisma)
= &(g) &(rm) $(g)" (teorema 2.4.1.(b))
berarty (’p(gng‘]) = d{g) (i} o(g)' e G(N). Jadi (N) adalah subgrup no‘rmal dari
G |
b). Diketahui N adalah subgrup normal dari (. Akan diperlihatkan bahwa &N
adalah subgrup normal dari G, Berdasarkan definisi invers dari suatu fungsi
GUNY = {xeG | d(x)eN'}. Ambil sebarang ge G dan sebarang xed (N maka
xe(G  sedemikian schingga ¢(x}eN’. Akan diperlihatkan gxg e (N,

exg e maka gxg el sehingga :
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dlexg )= ) (g
= (g} ¢lx) o) (¢ homomorfisma)
= 9(g) $(x) o(g)" (teorema 2.4.1.(b))
&(g), o(2)' e’ dan ¢(x)eN' dan N’ adalah subgrup normat dari (&7 maka
dlexe’) = 8(g) 3(x) ¢(g)" eN’. Oleh karena gxg'€ G dan §(g) ¢(x) og)'eN
maka gxg’' € &' (N ). Jadi menurut teorema 2.3.1 ¢o'(N°) adalah subgrup normal

dan G. H

2.5, Hasit Kali { Direct Product )

Definisi 2.5.1

lika H dan K adalah himpunan-himpunan yang tidak kosong maka G = A#xK

adalah hasil kali antara /7 dan K vang didefinisikan {(i /) | hel{ dan keXK }.

Teorema 2.5.1
Jika H# dan K grup maka G = HxK adalah grup dimana didefinisikan suatu
operasi pada G yaita (V{1 k) (i k2)e G Yk (o k)= (hy ho ky ks).

Bukti :

i).  Akan ditunjukkan bahwa operasi yang didefinisikan di dalam ( terdefinis
dengan baik. Ambil sebarang {/1,k), {12 k), ((hsks), (haka)e(G sedemikian
schingga ((Ank)), (hak2)) = ((hsks), (haks)) maka diperoleh (fn k) = (haks)
dan (haks) = (haky) yang berati fip=ha, kyeks, | 2=y, kowky. Oleh karena

itu Ayl hihy  dan kjko= ksky sehingga diperoleh  (luhakikay=(hshksks).
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Perhatikan bahwa {hihs, kik)eG. Jadi terbukty bahwa operasi yang
didefinisikan di dalam G terdefinisi dengan baik.

i), Ambil sembarang (i1,,k,), (hak2), (1s.ks) €, akan ditunjukkan sifat assosiatif
dipenuhi dalam &,
(( k Yha ko (s k) = (hiha kikaY(haks) (definis1 2.5.1)

= ((hyho)hs, (k) ko)ks) (definisi 2.5.1)

t

(hfohs), kilkoks)) (sifat assostatif di /1 dan K)

i

({(hnkDohs, kaks))
= (hyk((ha ko)l ka))
Jadi sifat assosiatif dipenuhi dalam G.
iii). Diketahui / dan K grup maka eyeff dan epeX  sehingga (epep)e(. Ambil
sebarang (7, ke G maka (b, k) epen) = (hey, keg) = (hLkn).
Jadi (em,ei)e (G merupakan elemen identitas dari (.
iv). Ambil sebarang (hk)eG dengan heF dan k€K, karena / dan X grup maka
FleH dank'eK sehingga (4, ke,
(I Ky = (bl kKDY = (ener)
Jadi (V(hpkNeGYA U, KNGy (kY BN = (' ke kY = (epe)

Dari langkah (1),(1),(i11) dan (iv) dapat disimpulkan bahwa G = A/xX grup. B

Teorema 2.5.2
Diberikan /f dan & subgrup dari grup G sedemikian sehingga
1. 7 dan X normal dalam G
- 2. HK = {e}

maka HK ==X
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Bukfi

Diketahui G grup H, K subgrup, H< G dan K< G serta AmK = {e¢} maka menurut

teorema 2.3.4 hk=kh, VheH danVkeX. bentuk suatu pemetaan

dimana ¢{Ak) = (k)

.

i),

Akan ditunjukkan bahwa o

(k). (haks)e/IxK  sedemikian sehingga (1,4;) = (hsk:) maka diperoleh

terdefinisi dengan  baik,

hy=hs dan k;=ks Oleh karena itw =k, = haka berarti o(hk)) = (sks),

Jadi ¢ terdefinisi dengan baik.

Akan ditunjuukan bahwa ¢ homomorfisma. Ambil sebarang x,ve K

xv = (kg Yhoks)
w f1(k Yk
= f (s kD
= (oY kiks)
Perhatikan bahwa :

o) = (kY hok:))
= o{(172)(kik2))
= {lyha, kikz)

s (hy, kYo, ko)
= (B k) p{haks)
= o(x) p(3)

Jadi ¢ homomorfisma.

(sifat assostatif dalam (7 )
{teorema 2.3 4)

(sifat assosiatif dalam GG )

o HK - HxK

Ambil  sebarang
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11i). Akan ditunjukkan bahwa ¢ injektif. Ambil sebarang x,ye /K maka x=/i;k;, dan
ye=ioks untuk fy e dan &, ke K sedemikioan sehingga o(x) = @(y).
o) = o)
<> lhky) = ok )
> (kg = (k)
sehingga diperoleh /i;=f1, dan k;=k, Olch karena ttu A k= fk,.
Jadi terbukti bahwa ¢ injektif.
iv). Akan ditunjukkan bahwa ¢ surjekiif. Ambil sebarang (i k)e A/xK Dberarti he/f
dan k€K sehingga pasti ada ke HK sedemikian sehingga o(hk) = (Ik).

Jadi terbukti bahwa @ surjektif.

Dari hasil (3),(i1),(iii) dan (iv) terbukti bahwa HA =~ FxK, "
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BAB I

TEOREMA SYLOW
3.1. Konjugasi dan p-grup

Definisi 3.1.1
Diketahw & grup dan xye(, y dikatakan konjugat dari v jika ada ge@

sedemikian sehingga y-'--'-g']xg.

Teorema 3.1.1

Misalkan G grup. Jika didefinisikan relasi "~" dalam G yaitu untuk x,ye(,

dalam G.

Bukti :

i). Relasi “~" bersifat refleksif sebab x=¢"xe untuk suatu ecG.

11). Akan dittin_jukkan bahwa relasi "~ bersifat simetris. Jika x~y maka y=g " xg
untuk suatu  geG. Oleh karena __v=---g'1.rg maka x=gye’ = (g'])'i.rg_:'i untuk
suatu g e, berarti y~x. Jadi sifat simetris dipenuhi,

it1), Akan ditunjukkan bahwa relasi  “~" bersifat transitif. Jika x~y dan y ~:

maka y=g'xg dan z=k'ph untuk suatu ahe(,

=l ]_V!?
< 2= g gk
e 2= (e (el (sifat assosiatif)
P ot (g/'?)'lx(gh)

57
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Oleh karena g,1e (G maka ghe G schingga x ~z. Jadi sifat transitif dipenubi, #

Definisi 3.1.2

Jika G grup dan geG maka kelas  konjugasi dari g adalah

Definisi 3.1.3
Jika 4 dan B subgrup dari (& maka B dikatakan konjugat dari 4 jika ada geG

sedemikian sehingga B =g Ag

Teorema 3.1.2
Jika G grup dan ge(G maka geZ(() bila dan hanya bila ¢/fg)={g}.
Bukti ;
(=) Akan ditunjukkan cffg)={g}. Diketahui geZ(() maka gy=xg Vxe( dan

x'eG maka berlaku :

g% = Xxg, Vxe(
< X (gx) = x7(xg), Vael
o> (el = (g, Vxel; (sifat assosiatif )
&> (X' = g, Yxe(s
= elfg) ={g}

Jadi terbukti offg)={g}.
(<=} Akan ditunjukkan ge Z(G). Diketahut o/fg/={g} maka berlaku:
xgxeg, vxeG
&> x(x! 2X) = xg, Vxe(;

& (.r.r'])gx = NG, Vxe(s (sifat assosiatif )
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o ox = xg, VxeG

Jadi terbukti ge Z(G). |

Teorema 3.1.3

Jika G = Z((7) maka y merupakan konjugat dari x bila dan hanya bila x=y.
Bukti
Diketahui (¢ = Z((G) maka & Abel. Jika y merupakan konjugat dari x maka

y-t-rg"xg, untuk suatu ge(.

e wregg ()

Rt gv = (gg").rg (sifat assosiatif)

<> v = xg

< gy = xg { & Abel )

&> Yo X (hukum kanselasi kiri}

tadi telah terbukii bahwa jika G = Z((G) maka y merupakan konjugat dari x bila dan

hanya bila x=n. =]

Lemma 3.1.1

|

Jika he=xlax dan c=v'ay konjugat dari ¢« maka x ax - yv'lay bila dan

hanya bila Crajx = Cu)y.
Bukti :

(=) Diketahur b dan ¢ dua konjugat yang sama dari « dengan A-¢ sehingga

- . -1 - l
dipenuhi be=x"ax dan o=y ]({y, untuk suatu x ve(;, karena b=¢ maka berlaky :

xlax e Viay
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& Wy = ola)y!
&> (.r"::tr,\')y't _,v“a(yy’i) {sifat assosiatif' )
<> (.r"iax) y'l y'}a
< x(xtax)y 't xv'la
<> (ex Naxy! = xyta (sifal assosiatif )
= axy’ = xv'la
Oleh karena axy” = xy'a maka xv'e(fu)  dan menurut teorema 2.2.1,

Cfa)x=Cfa)y. Dengan demikian x dan y terletak dalam koset kanan dari Cfa) dalam

G yang sama.

(=) Jika Cla@)x=Cfa)y, maka menurut teorema 2.2.1, xv'eCra) sehingga

M .
axy’ = xv'a,

@l 4 Xy la

e (axy Dy = (.1}}4(1)1\!
et ax(y’y) = (.\'y"a)y {s1fat assosiatif’ )
< ax = (xy @y
& x x‘!(.x;v"a)y
<> xax = (xxway {sifat assosiatif }
< xlax s ylay
Jadi terbukti xax = y'lay dua konjugal yang sama dari a. [}

Teorema 3.1.4

Jika 7 grup berhingga dan ye(; maka banyaknya konjugat dari « dalam ¢

adalah {G: Cfa)).
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Buokti :

Menurut lemma 3.1.1 x"ax = ylay bila dan hanya bila Cfuix ~ Cra)y, berarti
xlax v'ay bila dan hanya bila Cla)x = Clajy. Diketahui bahwa & grup berhingga
dan Cfa) subgrup dari GG, maka menurut definisi 2.2.2 banyaknya koset kanan vang
berbeda dari Cfe) dalam G adalah [G @ Cfa]], sehingga banyaknya konjugat dari «
yang berbeda adalah {G : Cf@)]. Jadi terbukti banyaknya konjugat dari « vang

berbeda dari « dalam G sama dengan indeks dari Cfa) dalam G, yaitu [G Cla)). ®

Sekarang kita dapatkan bahwa indeks dari Cre) dalam ¢ sama dengan

banyaknya konjugat dari «. Sedangkan banyaknya konjugat dari ¢ tersebut sama

i
dengan banyaknya elemen dalam ¢/fw). Jadi dapat dituliskan | olta) r‘(—({;ﬁ
Aa);

Teorema 3.1.5

; _ & =
Jika G grup berhingga maka 1G1= Y[6 - Cta, j]= Z%{’J—)l
iy it (L))

Bukti
Menurut teorema 3.1.1 konjugasi merupakan relasi ckivalensi pada G, maka ¢
merupakan gabungan kelas-kelas konjugasi yang saling asing. Misatkan 7= {c/(a W
clay), clfus), .., clfay)}y merupakan partisi dari G, sehingga berlaku :
[Gl= ] clfa)oclay) w clfay) ... clfay) |
= Ic:!(a;_)i wleltas)| u[cf(a_;ﬂ UL Utelfa)

G ¢ N
- i SISl E— ! T
Cla,)) [Cla, )|ty ) I, )
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]
Cla,)

>
i=d

Definisi 3.1.3
1. lJika G grup dan p bilangan prima maka & disebut p-grup bila setiap
elemen dalam grup G mempunyai order perpangkatan bilangan prima p.
2. Suatu subgrup dari grup G discbut p-grup dari G jika # adalah subgurp

dari (7 dan /4 adalah p-grup.

Teorema 3.1.6

Bukti :

Diketahui |Gl= p" dimana p adalah bilangan prima akan ditunjukkan bahwa
Z(C) # {e} yang berarti JeeeG » ax=xa, Vxe(. Andaikan [Z(G)l= 2z dimana =
merupakan banyaknya elemen dalam & yang kelas-kelas konjugasinva masing-
masing hanya memuat satu elemen, Z((7) adalah subgrup dari ¢ maka ada ee Z(G)
schingga z21. Untuk sebarang beG dan beZ((G) maka kelas konjugasinya masing-
masing memuat lebih dari satu clemen. Menurut teorema 2.1.11, b adalah

subgrup dari (7, maka berdasarkan Teorema Lagrange | Cb)| membagi G. Andaikan
- . Hy . . . . . . . . .
Clh) == p dimana 1< 2, < »n. Kelas konjugasi telah dibagi menjadi dua bagian vaitu

kelas konjugasi yang memuat satu elemen dan kelag konjugasi yang memuat lebib

dari satu clemen, sehingga kita peroleh



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

63

[Gl==2+ AL
h«;n |CU))§

H

P
s ,
B (1) Xj

> f)” . Z })n--ﬁ{.
LIS ALE)

Loniar oo }-}” » Z ]_7”_'”"’
np<n

Perhatikan bahwa  plp”" dan 217" maka plz Oleh karena itu untuk 2> 1 dan
» prima maka kemungkinan nilai z yang terkeeil adatah p. Jadi karena 2= Z(G)

dan z 2 pmaka Jee( sehingpa eeZ(G). Jadi Z(G) = {e}. "

Lemma 3.1.2
Jika (& grup maka e Z(() bila dan hanya bila Z(G) = G.
Bukti ;
(=) Diketahut ¢e( akan ditunjukkan C(a)=G, ae Z(G) maka .c.rx-r,rd,\'/..\'e:('},
schingga Cfa)~G.

(¢=) Diketahut Cfa) =G maka ax=xa,Vxe G schingga ae Z(G). M

Lemma 3.1.3
Jika G grup berhingga maka aeZ(G) bila dan hanya bila [ (/e =] G
Bukti

(=) Diketahui aeZ(G) maka menurut lemma 3.12, Cra)=G  schingga

| Clapl =1 Gl
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(<)  Diketahui [Cral=|Gl di lain pihak menurut teorema 2.1.13, Claj subgrup

.

dari (7 maka menurut lemma 3.1.3 e Z(G) B

Teorema 3.1.7 (Teorema Cauchy)

Jika ¢ grup dan ;:r] [ Gl, dimana p adalab bilangan prima maka ¢ memuat

elemen yang beroder p.

Bulkti

Langkah 1.

Untuk | G|=1 maka tidak ada bilangan p yang membagi |G|, Jadi tcorema benar

untuk 1 Gl

[Langkah 2.

Andaikan teorema benar untuk | 7]< {Glsehingga ada re ¢ vang memenuhi

F=¢. Ambi] sebarang subgrup N dari G dimana N = (G dan N # {e} dimana

Ivl< Gl

1), Jika p] | N1 maka menurut pengandaian terdapat neN sedemikian schingga
W=¢ dan N subgrup dari G maka ne(. Jadi G memuat elemen yang
beroder p.

i1). Jika ;)/1 N khususnya @@ Z(G) maka menurut lemma 3.1.2 (Cfa) # (5,
padahal Cfa} subgrup dari (& maka p //l(_'fﬁ?)I schingga menurut
teorema 3.1.5 :

o

6l 3 9L

aeti !(j(t’!){
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1G] G

& l6l= bl e

(IG;{G) ‘(‘((J); mf;f] :(Y((")i
g

< 1GH= 1Z2GH+ i
ag /() !(---(ijgl

o Gl
@ ZGH =161 - ~—1-~<~
E ’ ; ’ m!;}) [<Y(a)!|

i<

Perhatikan bahwapi [ Gl dan p/ | Cta)| sehingga didapat p maka

i 1
T AERY
1

I (")E

G
2Dy “’EJ{L)I . Kita dapat menarik kesimpulan bahwa p|12/)] dimana  2(G)
Cla)

schingga (NbY'=Ne=N tetapl Nb = Ne schingga menurut teorema 22,1 bgh.

Sekarang misalkan |N{= m maka (WY = (B"Y = ¢ Jika dapat ditunjukkan

¢ = b" #e maka ¢ merupakan elemen dalam ( yang berorder p. Andaikan ¢ = 5" = ¢

maka (NHY" = N&™ = N, padahal diketahui ,r% IN| berarti p dan N masing-masing

adalah bilangan-bilangan prima, sehingga ada v,veZ sedemikian hingga xp + ym =1,
(NBY = (NHY¥

. (}\U))\'{?(Nh) i
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= (NbT) (VB ")

w NN

o NYHY
Berarti kita peroleh No=N maka beN padahal di atas diketahui h¢N, schingga
terjadi kontradiksi. Oleh karena itu haruslah ¢ = ¢, schingga ada ceG dengan

¢ =h"#e maka ¢ =e. Jadi terbukti teorema benar untuk | G|, |

3.2, Teorema Sylow

Teorema 3.2.1 ( Teorema Sylow 1)
Jika G grup dan | Gl= p'm dimana p adalah bilangan prima dan p A m maka
mempunyai subgrup dengan order p”.
Bukti :
o Langkah 1.
Jika 17=0 maka (G mempunyai subgrup dengan order 1 schingga subgrup dari G
tersebut adalah {e}.
« Langkah 2.
Untuk 721 akan ditunjukkan dengan menggunakan induksi pada |Gldengan
mengasumsikan feorema benar untuk semua subgrup H dari G sedemikian
schingga | H1<| G| Ambil scbarang subgrup & dari G dimana % (G dan

| H1<| G akan ditunjukkan teorema benar untuk | 61,
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i). Jika p" 11H] maka menurut hipotesis induksi 4 mempunyai subgrup X yang

berorder p” |

Kita tahu bahwa K subgrup dari /7 dan / subgrup dari G maka K

subgrup dari (7 juga. Jadi G mempunyai subgrup X yang berorder p” .

i), Jika " A1H] khususnya

di Jain pihak menuryt teorema 2.1.1

ag¢ Z((z} maka

1, Cfa)

menurut lemma 3.1.2 Cla)#G

adalah subgrup dari G maka

p”/f/l Cta) |, Cla) adalah subgrup dari G maka menurut teorema Lagrange

i S
Gl
[G: Cla)] = WLL padahal p! | G| maka p i d
[ ‘C(a)i'
Bentuk kelas-kelas konjugast untuk G berdasar teorema 3.1.6 jika = ‘~‘~§Z{G)§
maka z = 1, schingga diperoleh ;
|
Gl= % -
Z{ IC(a)]
,, o) 4
< pm= g e
rw;((i) E(((J)]l avZ (7 g( ((J)
< pmo= \ZGH Z -J—(~}—i~—
e () fC(a)f
- 9
& pm = z
nffz{() l( (a)i
- 1G]
&> z= pn- el
g M,Z(:(, 1( (a)l
4 6L g i i
Perhatikan jika aeZ(G) , p ] (’) maka p Z 1 lain pihak p[p m
E agdd (f‘l

maka p |z dimana = =] 2(G)| sehingga menurut teorema Cauchy ada «eZ(G)
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dengan |«|= p. Misatkan 4 :(a) subgrup vang dibangun oleh « maka
menurut teorema 2.1.12, {41 =| <a> |= lal=p. Untuk ae Z{(z} maka berlaku
ax=xa, Vxe(  sehingga diperoleh A< G dan dapat dibentuk T =G/ A4

sehinga menurut teorema 2.3.6 berlaku

7 =i Glal = Lo 2 e
/

Padahal |71<lGl sehingga menurut hipotesis induksi 7 mempunyai subgrup
M yang berorder ™ . Di lain pihak menurut teorema korespondensi terdapat

P yaitu subgrup dari G sedemikian schingga PmA dan P/ A=A maka

i'}) 1 1
| PlA J:M’fi'«i:)i—;} = gM% et |P§ = {ﬁmffj./{‘ =p"p=p"
| ; !

dengan demtkian maka P’ adalah subgrup dari GG yang berorder p”. Padahal tclah
diasumsikan bahwa G tidak memuat subgrup dengan order p” sehingga terjadi
kontradiksi. Jadi dapat disimpulkan bahwa jika G grup berhingga dan
|Gl= p'm dimana p adalah bilangan prima dan plm maka G mempunyai

subgrup dengan order . =

Definisi 3.2.1
Jika G adalah grup berhingga yang berorder p"m, dimana pA4m dan 2 bilangan

prima maka subgrup dari (7 yang berorder p" disebut p-subgrup Sylow dari G,
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Teorema 3.2.2

Misalkan 4 dan B subgrup dari (G, jika didefinisikan refast “~” dalam & vaitu

maka relasi “~” merupaka relasi ekivalensi dalam G.

Bukti :

1). Relasi "~" bersifat refleksif sebab 4 dan B subgrup dari G maka ee4, eeB dan
x=exe  berarti ywy.

it}. Diketahui x~y maka untuk suatu «eed dan beB berlaku y=axb. Akan
ditunjukkan y~x. Perhatikan bahwa ae4 dan beB, 4 dan B subgrup maka

a'leddan bleh

<D y = axh

- ¥
ot ay o aaxh
< a'y = xb
<> a'y bt xbh
@ a—}}; b-] EE .x

sehingga diperoleh ¢y &' = x untuk «'e dan b'eB. Jadi y~x schingga sifat

simetris dipenubi.

dan b,def3. Akan ditunjukkan bahwa x~z.

z = evd
e z == laxh)d
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aced dan bdeB di lain pthak 4 dan B subgrup maka aced dan bdeh,
sehingga x~z. Jadi sifat transitif dipenuhi.

Dari hasil (1),(ii) dan (ili) dapat disimpulakan bahwa relasi “~" merupakan relasi

ckivalensi pada . B

Jika A dan B subgrup dari G maka kelas ekivalensi dari xe( adalah

Juga kosct panda dari 4,5 dalam .

Teorema 3.2.3
Jika B subgrup berhingga dari G maka untuk setiap xe G berlaku
a). xBx™ subgrup dari G
b). [xBx'=1A]
Bukti
a). Akan dibuktikan bahwa xBx"' subgrup dari G.
i} xBx'#Q sebab untuk eeB, xex'= w'l=¢ Jadi ee 1By
ii). Akan ditunjukkan sifat tertutup dipenubi dalam xBx Ambil sebarang
yvexBx’ maka untuk bboe B u= b’ dan v xby,
w = (xhpx Y xbah

= xbi(x! X)bx! (sifat assosiatif)

= xheb

= x(bbou’

= xbx! (bs= bihrel3)
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Jadi wvexkx berart sifat tertutup dipenuhi .
iii), Ambil sebarang wexBx' maka untuk suatu beB, w= xbx) akan

ditunjukkan bahwa wlexBx". Untuk w- xbx" maka

wl o= (xbhx! y
= (kb)Y (stfat assosiatif)
= (Y (xby! (teorema 2.1.1(c))
= xb'y untuk suate A'eB (l‘éoreina 2.1 1))

Jadi w! = xb‘!x”’, untuk suatu 5'eB berarti wexBx
Dari hasil (1),(11) dan (ii1) dapat disimpulkan bahwa xBx! subgrup dari (7.

b). Akan ditunjukkan L\'B.\"’l = ||, yaitu akan diperlihatkan bahwa ada pemetaan
bijektif dari B ke xBx”. Bentuk suatu pemetaan 7 : B ~» xBy sehingga
untuk setiap beB, n(b)=xbx".

1). Akan ditunjukkan bahwa 7 terdefinisi dengan baik. Ambil sebarang

brbyel3 dengan b= by,

by= by
% xby = xb,
A xbx e xbyx!
A (b)) = n(by)

Jadi = terdefinisi dengan baik.
i). Akan ditunjukkan bahwa 7 injekdf. Ambil sebarang 5, 6.¢5 dengan
n(b;} = n(bs) sehinpga akan diperoleh

(b)) = n(h2)
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&> xbpxt e xboyt

<> (xb Yoo = (b Dy

= (b Y = (e Y'y) (sifat assosiatif)
= (xbp)e={xb;)e

<> xb, = xbh;

= 2wk = b,

feas} by = by

Jadi terbukti bahwa 7 injektif.

1i1). Akan ditunjukkan bahwa 7 surjektif. Ambil sebarang wexBx’ maka
untuk suatu heB, w = xhy'. Jadi ada heB sedemikian sehingga
7(b)=xbx" = 1w, schingga terbukti bahwa surjektif.

Dari (1),(it) dan (iti)  dapat disimpulkan bahwa terdapat pemetaan bijekti{ dari

B ke xhx. : =

Teorema 3.2.4
Bika 4 dan B subgrup berhingga dari G maka | AxB = [Axnst ],
Bukti ¢
Akan ditunjukkan | AxB | = | A:cB.::"l, yaitu akan diperlihatkan bahwa terdapat
pemetaan bijektif dari 4xB ke AxBx.
Bentuk suatu pemetaan w © AxB — AxBx” dengan aturan m{axh) = axbx untuk
aeAd dan bep.
1). Akan ditunjukkan bahwa = terdefinisi dengan baik. Ambil sebarang #,ve AxB

dengan # = v maka w = axh danv = cxd untuk g,ced dan b,dels .
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W=y
&> axh = cxd
g axhx = exdx’!
¢ wlaxh) = n{exd)
Jadi n terdefinisi dengan baik,
i1). Akan ditunjukkan bahwa n injektif. Ambil sebarang wveAxB maka u = axh
dan v = cxd uniuk a,ced dan b,def3 sedemikian sehingga n(axh) = m{exd)
sehingga akan diperoleh :
laxd) = ncxd)

- -1
axbx” = cxdy

&

< ( axbx)x = (cxdx

& (axb)(x' %) = (exd)(x'x) (sifat assosiatif)
<> {axble = {cxd)e

< axbh = exd

Jadi terbukti bahwa = injekuif

i), Akan ditunjukkan bahwa 7t surjektif. Ambil sebarang w & A3y untuk weA
dan beB maka w = axhx’ sechingga pasti ada axb e AxB  sedemikian
schingga w( axb)=axbx™ = w. Jadi terbukti bahwa = surjektif.

Dari (1),(i1) dan (ili) dapat disimpulkan bahwa terdapat pemetaan bijektif dari Ax3

ke AxBxl Jadi | AxBl= | AvBxt], e
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Teorema 3.2.5

Jika 4 dan B subgrup berhingga dart G maka | AxB | = L

|40 xBx .

Bukti

Diketahui 4 dan B subgrup berhingga dari G dan menurut teorema 2.3.2, x3x”

subgrup dart G.

[AxB i = [AxBx"I } (teorema 3.2.4)
FikZa

—— {teorema 2.2.9)

AN xBx ]

45

e {teorema 3.2.3)

J/I e xf?t“i‘

: . 143
Jadi terbukti bahwa [/L\'B|: L ]
[A ~ x;’ﬁx“‘;

Teorema 3.2.6 { Teorema Sylow 11 )
Jika G grup berhingga p" 1G] dan /"' ¥|G) maka dua subgrup dari G vang
berorder p” saling konjugat.
Bukti :
Misalkan A dan 3 subgrup berhingga dari G, dimana |4} = |53} = p".
Akan ditunjukkan bahwa A dan B saling berkonjugat, vaitu untuk suatu geG,
A=gBg'.  Diketahui G grup berhingga sehingga & dapat dinyakatan sebagai

gabungan koset-koset ganda dari A8 dalam (G vaitu G = UAxB. Di Jain pihak

xeld
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menurut teorema 2.3.5, | AxB|= 1 1
40 x|

. Andaikan A4 # xBx", ¥xe(. Misalkan

| Arwpx! |= P ArxBx! subgrup dari A dan juga subgrup dari xBx™', sedangkan
1A= 1B} = | AxBx = P, maka m<p. Kita peroleh :

A8 et p

Il ar

i|A ~AxBxt p P

{AxB|=

Kita telah mengetahui bahwa m<n schingga
mEn e il Sl 20 2n-m z e b 15 2nem
Perhatikan bahwa 1< 2nm maka p"*'] o™ sehingea A A, sedangkan

untuk G zUAxB mempunyai order |G = Z%Ax}}i schingga p""' HGZ, padahal

xell

diketahui bahwa p”’%](}j sehingga terjadi kontradiksi. Jadi haruslah 4=gBe”, untuk

suatu ge (7, |

Teorema 3.2.7
Diberikan P suatu p-subgrup Sylow dari grup berhingga G.
Jika No(P”y < H £ G maka H = Ng(H).
Bukti
Akan diperlihatka bahwa H & Ne(H) dan Ng(H) < H.
1). Ambil sebarang xeH akan ditunjukkan bahwa xe Ng(H) yaitu dengan
memperithatkan bahwa xH =Hx, Vxe/d.
¢ Ambil scbarang aex/ maka ada /i;e#/ sedemikian sehingga @ = x/,. Akan

diperlibatkan bahwa ge Hx. Perhatikan bahwa
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a=xhy e N o ax’ = xhix! e H
berati (ax\x e Hx padahal {(ax )= ¢'s(x'”.r) =gqe¢ = @ Jadi aeHx,
e Ambil sebarang be/ix maka ada h,e / sedemikian schingga b hax. Akan
diperlibatkan bahwa be x/. Perhatikan bahwa :
h=hxeH & x'b=x'hn weH
berarti x(x'h) e xH padahal x(x'b) = (xxYb = eb = b. Jadi be x/.
Perhatikan bahwa dari hasil di atas diperoleh bahwa xH «Fx, ¥xel/ padahal
xH =Hx e xHx' = H VxeH. Jadi terbukti bahwa ve N, S(H.

ii). Ambil sebarang xe Ng(/7), karena /” subgrup dari // dan M normal dalam Ng(#)
maka xPx”' subgrup dari M. Perhatikan bahwa 7 dan xPv? adalah p-subgrup
Sylow dari /7. Berdasarkan teorema teorema 3.2.3.(b), | xPx"'| = |/’] sehingga
berdasarkan teorema Sylow 11, xPx berkonjugat dengan /> dalam A. Akibatnya
ada fieH sehingga berlaku :

hxPx Y= p
& (P =P
& (hPhxyt=p (teorema 2.1.1.(d))
hal ini menunjnkkan bahwa /ixe/l. Perhatikan bahwa kel maka /#leH
sehingga diperoleh /i'(hy) e @ (W hixeH < exell < x e/,
Jadi x €4 schingga terbukti Ng(M) ¢ H.

Dari hasil (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa No(/) = H. o
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GRUP NILPOTEN

4.1. Barisan Pusat Naik
Pada bab Il yang lalu telah didefinisikan pusat dari grup G vyaitu
ZG)={ge( lgr—xg vxe( }. Kita akan mendefinisikan tentang barisan pusat naik,

tetapi sebelumnya akan dibuktikan terlebih dahulu lemma - lemma dibawah ini,

Lemma 4,1.1

Jika Z((;) adalah pusat dari grup G maka Z(G) adalah subgrup normal dalam G.

Bukti:

Pada teorema 2.1.15, telah dibuktikan bahwa Z(G) subgrup dari G, Selanjutnya
akan dibuktikan bahwa Z(GG) < G. Ambil sebarang aeZ(G) dan xeG. Oleh karena

Z(G) subgrup dari G maka jelas bahwa aeG sehingga xax'eG. Untuk sebarang

geG berlaku :

(vax'Hg = (xa)(x'g) {sifat assosiatif)
= (ax)(x"g) (aeZ(G))
= g(xx g (sifat assosiatif).
= geg
..... ag

ga

= plae)

= gla(xx'y)

77
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= g({ax)ch) (sifat assosiatif)
= g({xa)x) (aeZ(())
g(xax”) (sifat assosiatif)

Kita peroleh (xax g = elxax™) sehingea xax' e Z((G). Jadi menurut teorema 2.3.1,
P g = & £e

2G) <1 G, &

Sekarang kita akan mendefinisikan barisan pusat naik. Sebelumya kita akan
mendefinisikan Zi(G), VieZ". Untuk suatu grup G didefinisikan bahwa -

Zy(G) = {e}

ZiG) = Z(G)

Langkah pertama kita akan menentukan Z,(G). Misalkan G grup dan Z/G) pusat dari
(. Sebelumnya telah dibuktikan bahwa Z(G) <7 G maka berdasarkan teorema 2.3.5
dapat kita bentuk grup faktor G/Z(() yang memiliki pusat Z( G/Z{(G)).

Bentuk  proycksi  natural ®» G - G/Z(G)  dimana
G/Z(G)m{gZ(G)]geG} sehingga of(g) = gZ(G). 7ZG) adalah bavangan dari
Z(G/Z(GY) dibawah proyeksi natural ¢ : G - G/Z(G) schingga

Zo(G) = o [ AGIZ(GY) ]

A G| Z(G)) = (b2(G)e Gl ZG) | aZ(GIbZ(G)=hZ(G) aZ(G),YaZ(G)e GI (G }

2{G) = {geGlolg) e ZLGIZ(G)) }

={geG | g2(G) aZ(G) = aZ(G) eZ(G)}, VaZ(G)e G Z(G) )

= {geG | gaZlG) = agZ{)}, YaeG}



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

79

Berdasarkan teorema 2.4.6, (p“[Z( G/Z(G) )] = Zy(G) adalah subgrup normal dari G.

Selanjutnya kita akan menunjukkan bahwa 7,(G) subgrup dari Z»(G) dengan lemma

berikut ini.

Lemma 4.1.2

Jika (; grup maka Z1/G) subgrup dari Z5(G).
Bukti:
Ambil sebarang aeZ;/(G) maka ax = xa, Vxe(.  Oleh karena ax = xq¢ maka
axZ(G) = xaZ(G), Vxe(G. Jadi  @eZyG). Kita dapat menyimpulkan bahwa
Zi(G)e Zy(G). Kita telah membuktikan pada teorema 2.1.15 bahwa Z(G) subgrup dari
(G terhadap suatu opérasi biner tertentu, schingga 7Z,(G) subgrup dari Z,(G) terhadap

operasi biner yang sama. B

Langkah pertama yang telah kita kerjakan menghasitkan suatu kesimpulan

bahwa Zx((G) < & dan Z,(G) subgrup dari Zx(G). Langkah selanjutnya kita akan

menentukan Z:((G). Zx(G) << G maka berdasarkan teorema 2.3.5 dapat kita bentuk
grup faktor G/Z,(G) yang memiliki pusat Z(G/Z,(G)).

Bentuk proyeksi natural : ¢ : G G/Z,(G) maka  o9(g) = gZ2:(G). Z:(G)
adalah bayangan darl Z(G/Z,((G)) dibawah proyeksi natural ¢ : G— G/Z(G)
sehingga Z:(G) = ¢ [ Z(G/Z,(G}) 1.
Zi(G) = 0 [ Z(G]Z,(G)]

={geG| ¢lg) e AG/Z,(G))}
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= {ga(; | 82:AC) aZAG) = aZxfG) gZ:(G), YaZyGle G/ Z,(G) )

={geG | gaZuG) « aglyG), VaeG)

ZG/Z,(G)) adalah subgrup normal G/Z,(G) maka menurut tcorema 2.4.6,
| AGIZ(GY) ] = Zx(G)  adalah subgrup normal dalam G. Analog dengan
pembuktian lemma 4.1.2 akan kita peroleh Z,(G) subgrup dari Z:(G).

Selanjutnya untuk menentukan ZyG), Zs(G),..., Z(G),... analog dengan
langkah-langkah yang telah kita lakukan di atas, sehingga kita akan memperolel
subgrup-subgrup normat dari G yaitu -

Zo(GG) = {e}

ZHG) = 2(G) = {geGlgy=xg VxeG ).

7:G) ={geC

7:(G) ={geG | gaZs(G) = agZ(G), Yae G}

7(G) =(geG | gaZi(G) = agZi.(G), VaeG}.
Sebelum didefinisikan secara formal tentang barisan pusat naik akan dibahas

beberapa lemma berikut ini

Lemma 4.1.3

Jika G grup dan Z((G) adalah pusat ke / dari G maka Z(G) < Zu 1(G).
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Bukti :

Ambil sebarang ae Z() dan sebarang xe Z.,(G). Oleh karena Z4(5) subgrup dari
Zi43(G) maka jelas bahwa xax”' €7 ,((). Akan ditunjukkan bahwa  xax’'e e
Perhatikan bahwa Z.,(G) subgrup dari G maka xax’'eG padahal Z. /Gl < G
schingga dapat dibentuk G/Z,_,(G) berarti xax'Z.,(G) € G/Z, (G) . Untuk sebarang

2Zi1(G) € G/ Z,_,(G) berlaku:

xax’ Zi(Glg Zi(G) = (xax g Zii(G) {sifat assosiatif)
= (xa)(xX'@) Zi(G) (sifat assosiatif)
= (ax)(x! £) 2ui(G) (e Zi(G))
= (o Ng Z(G) (sifat assosiatif)
~ aeg 7.4(G))
= ag Zi(G)
= gaZ:.)(G) (ae Z(G))
= glae) Zu,(G)
= gla(x™)) Zi(G)
= gl((ax)x) Z,(G) (sifat assosiatif)
= g((xa)™) Z (G (ae Zi{G))
= glxax) Z.,(G) (sifat assosiatif)

Kita peroleh (xax'})g Zi)G) = glxax™) Zi(G) sehingga xax e 7).

Jadl menurut teorema 2.3.1, Zy(G) < Z;.,(G). |
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Lemma 4.1.4

Jika G grup dan  Z(G) adalah  pusat ke ¢ dari (G maka
ZAG)Z,, (G) =Z(G]Z, ,(G)).
Bukti:

Akan ditunjukkan Z,(G}/7Z,, (G)=7Z(G]Z,_(G)) yaitu dengan memperlihatkan

bahwa Z,(G}/ 2, (G) (G| Z, (G)) dan Z(G]Z, (G} )= Z,(CGHZ,_,(C) .

).  Ambil sebarang aZ.,(G) € Z(G}Z,.,(G) karena ae Z{(;} maka berlaku,
axZi(G) = xaZipfGl, Vxe(G & aZif(G) xZ.(G) = xZifG) aZ (),
YxZ(G) e GfZ,, (G} Dberart aZi(G) e Z(G/Z,_((G)). Jadi dapat
disimpulkan bahwa Z,(G}/Z,_, (G} Z(G[Z,_,(G}).

i), Akan ditunjukkan bahwa Z(G/Z, ,(G))<Z,(G)/Z,.,(G). Ambil sebarang
bZ;_;(G) e Z2(G/7Z,_,(G)) berarti bZG) xZi(C) = xZuifG) b2 (G,
VxZG) € GIZ,_,(G) & bxZifG) = xbZi(G), YxeG maka b e Z{G),

Oleh karena Z.(G)<t Z(G) maka dapat dibentk Z,(G)/Z,_,(G) sehingga

bZG) & Z(GH] 2, (G Jadi Z(GIZ, (G )@ 22, (G). m

Berdasarkan lemma-lemma dan pembahasan di atas dapat disimpulkan secara
umum bahwa Z(G) = @' [ Z(G/Z,.,(G))]normal dalam G dan Z.,(G) subgrup dari
Z(G). ZG) memuat 7 (G) sedemikian sehingga Z,(G)/Z, (G = Z(G/Z,,(G)) .

Akibatnya kita peroleh suatu barisan pusat naik. Untuk mempermudah penulisan
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maka subgrup disimbolkan dengan “<” dan subgrup sejati disimbolkan dengan “<”.
Barisan pusat naik disajikan sebagai berikut ©

{ey= ZofG) S Z)(G) S Z:(G) S Zy(Gis ... S Z(GI <. ..
Selanjutnya barisan pusat naik akan dituangkan dalam definisi secara formal berikut

mni:

Definisi 4.1.1

Diberikan suatu grup G, didefinisikan secara induktif subgrup-subgrup dari G
sebagai berikut :

Zo(G) = {e}

ZHG) = Z{(G)
dan Z((;)} adalah subgrup normal dalam G yang memuat 7.,/(G) sedemikian
sehingga  Z,(G)/Z,,(G)=Z(G/Z, (G)). Z(G) adalah bayangan dan
ZAG/Z,_(GY) dibawah proyeksi natural ¢® : G>G/Z,,(G) sehingga
Z(G) = o { Z(G/Z,,(G))]. Subgrup normal - subgrup normal vang memenuhi
{e}=Zo(G) £ Zi(G) S Zy(G) S Zy(G)s ... S Z(GH L. ..

discbut barisan pusat naik,

4.2. Grup Nilpoten

Definisi 4.2.1
Perhatikan barisan pusat naik {e}= Zy(G) < Z/G) £. .. 2 Z(G) <. . . suatu
grup G disebut grup nilpoten jika terdapat neZ' sedemikian schingga

Zy((5)=(, dan bilangan bulat positif terkecil n2 disebut kelas nilpoten dari G.
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Teorema 4.2.1
Jika G Abel maka 5 adalah grup nilpoten dengan kelas nilpoten 1.
Bukti :
Diketahui G Abel akan ditunjukkan bahwa G adalah grup nilpoten. Oleh karena G
Abel maka menurut teorema 2.1.16, Z(G)=G. Jadi G adalah grup nilpoten dengan

kelas nilpoten 1, B

Teorema 4,2.3
Yka /7 subgrup dari grup nilpoten & dengan kelas nilpoten # maka /- adalah
grup nilpoten dengan kelas nilpoten < n.
Bukti :
Diketahui A adalah subgrup dari grup nilpoten G, karena G grup nilpoten maka
terdapat neZ' sedemikian hingga berlaku {e}= ZyG) S Z)G) ... £ Z4Gi=G,
dimana r adalah kelas nilpoten dari G, Akan ditunjukkan bahwa X adalah grup
mlpoten.
1). Jika H=( maka jelas bahwa / adalah grup nilpoten.
i). Jika H<G (H subgrup sejati dari (7) akan dibuktikan dengan menggunakan induksi
matematika bahwa Zy(H) < Z(G) untuk i=0,1,2.3,...
s Langkah 1.
Akan dibuktikan bahwa Zy#) < Z{G) benar untuk 7= 0. Kita tahu bahwa
ZofH) = Zy(G) = {e}, karena H subgrup dari . Jadi terbukti bahwa
Zo(H) < Zo{(5), sehingga dapat disimpulkan bahwa Z(H) < Z¢G) benar untuk

i={.
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Andaikan Z(H) < Z,(G) benar untuk 7=k, berarti ZeH) < Zu(G).
Akan dibuktikan bahwa Z(H} < Z((G) benar untuk i =k+1, Ambil sebarang

peZrifH) berarti dipenuhl  paZi(f) = apZi(H),VaeH, akan ditunjukkan

Perhatikan bahwa paZi(H) = apZyfH) maka menurut teorema 2.2.1,
(pa) Hap)e Zy(H), di lain pihak berdasarkan pengandaian Zi(H) < Zy(G)
berarti {pa) (ap)eZ(G) sehingga menurut teorema 2.2.%, paZy G = apZifG),
Vae(G. Jadi terbukti bahwa peZ. ,(G).
Dari langkah 1 dan 2 dapat disimpulkan bahwa Z¢H) < Z(G) benar untuk
i=0,123,...
Di Jain pihak telah dibuktikan bahwa ZH) < ZyG) benar untuk 7 = 0,123,
berarti Z,(H) < Z,(G). ¥YneZ'. Perhatikan bahwa G grup nilpoten maka
Z(H) < Zu(G)=G. Perhatikan juga bahwa Z,(H) < M dan H < G, sehingga pasti
adameZ , dimana m < n sedemikian sehingga Z,,(H)~H.

Jadi terbukti bahwa / adalah grup nilpoten. B

Teorema 4.2.3
Jika G adalah grup nilpoten dan G #{e} maka Z(G) ={e}.
Bukti :
Misalkan & adalah grup nilpoten dengan kelas nilpoten n  maka terdapat suatu
barisan {e}= Zp(G) £ Z,(G) <. .. £ Z,(G)=G. Andaikan Z(G) = {¢}. Selanjutnya

akan ditentukan Zx(G), Z:(G), . .., Z.(G),
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Perhatikan bahwa dengan menggunakan induksi matematika akan diperoleh bahwa
ZifG)={e}untuki =234, .
¢ langkah 1.

Bentuk suatu pemetaan ¢ : G — G/Z(G).

= {geGlolg) e 2(G/Z(G) )}

= { geG | gZ(G) € 2(G]Z (G )

= { geG | g7 (GIXZ(G) = xZ(G)aZ(G), YxZ(G)e G/ 2(G)
< { geG | g(G) = xgZ(G), Y e G )

= { geG | {gx Yxg )"1 € Z(U), Vxe G}

= {geG|(ga)xg) e, Vxe G}
~{geClgx=xg, Vxe (G}
= {e}

¢ Langkah 2,

Andaikan bahwa Zy(G) = {e¢} benar untuk / = k& berarti 24G) = {e}. Akan
ditunjukkan bahwa ZG) = {e} benar untuk ; = &+ 1.

Bentuk suatu pemetaan ¢ : G — G/Z,(G) .
ZrilG) = 0 2 G2, (G) )]

= {geGlo(g) e Z(G/Z, (G )}
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«{ geGlal(G) e Z{(G]Z,(G) )}

= { ge G @LGINA(G) = XTGIeZu(G), VxZ(Gle GIZ,(G) )
={ geG | gxZG) = xgZ)((G), Vxe (G }

= { geG | (gx)xg)' € ZuG), Vxe G}

= { geG | (gx)oag) e {e}, Vxe G}

< {geGl{gx)xg) =¢, Yxe G}

30 { ge(} i g_‘f B ,\’g, v.‘( [ (J: }

berarti Z4() = {e} benar untuk 7 = &+ 1

Jadi dapat disimpulkan bahwa Z,((;) = {e}, benar untuk 7 = 2.3,....
Oleh karena itu berdasarkan pembuktian di atas vyaitu Z,(G) = {e} # G, VneZ’
schingga dapat disimpulkan bahwa G bukan merupakan grup nilpoten sehingga
terjadi kontradiksi.

Jadi dapat disimpulkan bahwa Z(G) #{e}. ]

Definisi 4.2.2
Suatu subgrup maksimal dari & adalah subgrup sejati A dari & sedemikian

sehingga tidak ada subgrup A yang memenuhi M < H <G,

Definisi 4.2.3
Suatu subgrup A4 dari grup & disebut subgrup minimal, jika 4s#{e} dan tidak

ada subgrup / dari G yang memenuhi {e} </ <4
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Teorema 4.2.4
Jika & adalah grup nilpoten dan H adalah subgrup dari G, H #{e} maka
H Z(G) #{e}.

Bukti :

Misalkan G adalah grup nilpoten dengan kelas nilpoten n maka terdapat suatu
barisan {e}= Zy(G) S Z,(G) £. .. € Z,(G)=G. Oleh karena 7 adalah subgrup dari (&
maka menurut teorema 4.2.2 4 adalah grup nilpoten dengan kelas nilpoten msn
sedemikian sehingga terdapat barisan {e}= ZyH) < Zit) <. . £ ZuH)=H.
Perhatikan bahwa /4 grup nilpoten maka menurut teorema 4.2.3, Z(H) ={e}, schingga
terdapat a#ee Z(H), di lain pihak Z(H) subgrup dari # maka ¢eH. Perhatikan Juga
bahwa berdasar pembuktian teorema 4.2.2, Z/H) < Z{(;} sehingga e Z((G). Oleh
karena aeld dan we Z(G) maka ae HN Z(G).

Jadt dapat disimpulkan bahwa H Z(G) #{e}. =

Teorema 4.2.5

Jika 4 minimal normal subgrup dari grup nilpoten G maka 4 termuat dalam
Z(G).
Bukti :
Berdasarkan tecorema 4.2.4, A4 Z(G) #{¢}. Perhatikan bahwa ANZ(GG) £ A berarti
ANZIG) < A ataw ANZ(G) = A. Oleh karena 4 adalah minimal subgrup maka
haruslah  ANZ(G)=4 berarti ACZ(G). Jadi dapat disimpulkan bahwa A termuat

dalam Z(G). ]



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

89

Teorema 4.2,6
Setiap p-grup berhingga adalah nilpoten.

Bukti;

Misalkan G adalah p-grup berhingga dengan order 5" maka menurut teorema 3.1.6,

Z(G) = {e} atau | Z(G) |>1. Misalkan untuk ieZ”, Z(G) < G maka
ACZ(G)) =740
@ 1 AGIZG) [

o | z,,GYz26) )51
& L s

o 1ZaGs 1z
oz <1 zu6))
Oleh karena (& berhingga maka harus ada bilangan i  sedemikian schingga

Zi{G) = G maka G nilpoten. -

Teorema 4.2.7

Jika A dan K adalah grup nilpoten maka G+=HxK adalah grup nilpoten.
Bukti:
Diketahui / dan X adalah grup nilpoten maka ImeZ’ sedemikian hingga
Zo{H) = H dan 3reZ" sedemikian hingga Z,(K) = K, dimana m dan n masing-
masing adalah kelas nilpoten dari & dan K.
Kasus 1.

Untuk kelas nilpotensi dari /4 dan K yang sama vaitu m-n.
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Pembuktian ini akan menggunakan induksi matematika berarti harus dapat
ditunjukkan bahwa : Z(G) = Z{HxK) = Z{H) x Z{K), VieZ
e Langkah 1.

Akan ditunjukkan bahwa Z(G) = Z{H=K) = Z{H) = Z{K) benar untuk m=

ZAG) = ZHHYK)

= {{hR) (ko) = (xh,yk), Vxe H, VyeK }

= {0 K) hoemxh, fy=yk, VxeH, Yyek )

= L] hxxh YxeH yx (k| ky=yk, YyeH }

= ZUHY x Z(K)
Jadi Z{() = Z{H*K) = Z{H) x Z{K) benar untuk m=1.

¢ Langkah 2.

Andaikan Z(G) = Z{HxK) = Z{H) x Z(K) benar untuk i=m berari
ZnlG) = Zn(HxK) = Z,(H) x Z,(K). Akan ditunjukkan Z(G) = ZHY x Z(K)
benar untuk f=m+].  Andaikan wy o H = H/Z (H)  dan
nx o K= K/Z,(K) serta ¢ G —G/Z,(G) merupakan proyeksi natural

sehingga

- HxK
G = HxK 22 (7 (HW(K]Z, (K))—Ls
- (12 (K2 ()~ oD

T = G 7 ((3)

dimana @ isomorfisma sehingga
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= my " [ZHZ, ()] * 5 2K 2, (K0))
= Lo tfH) % sy (K)
Jadi terbukti bahwa Z(G) = Z(HxK) = Zi{H} % Z{K)} Denar untuk VieZ' berart
Zo( ) = Zol %KY = Z(H) % Z,{K) = HxK = . Oleh karena tu G o Hxk
adalah grup nilpoten.
Kasus 2.
Untuk kelas nilpotensi dari // dan K yang tidak sama vaitu nren. Misatkan m<n,
perhatikan babwa jika & dan X masing-masing adalah grup nilpoten maka
berlaku :
{e}= Zo(H) S Zi(H) S ZofH) S. .. £ ZufH) = H ~ Lmt(H) = .= 7,(H)
{e}= ZuK) S Z)(K) S Zo(K) <. .. £ Z(K) < ZmetlK) S L. L ZyK) =K
ZalFxK) = 7, (H) x LK)
= [ % Zu(K)
Lo tfH%K) = Zogas(H) % Zoy ) (K)

= H % Zy y(K)

ZHRK) = Zu(H) % Zo(K)

« H o Zu(K)
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= < K
G
Jadi terbukti Z,G) = G.
Untuk pembuktian m>n analog dengan m<sn. Berdasarkan kasus 1 dan kasus 2

dapat disimpulkan bahwa (G = HxX adalah grup nilpoten, B

Lemma 4.2.1
Jika & grup nilpoten dan # subgrup dari G maka HZLG) <THZ:(G).

Bukti :

£).  Ambil sebarang xe HZ(G) berarti x=hue; untuk suatu hyeH dan a; € Z/G).
Oleh karena Z#G)  subgrup dari Z. (G maka a; e ZG) schin gga
x=fyay € HZi(G) berarti HZ(G) < HZ;. /(G). Jadi diperoleh HZ,(G) subgrup
dari HZ:.,(G).

i). Ambil sebarang xe HZ/(G) dan ye HZ. (G) berarti x=/ya; untuk suatu h,e 4
dan a; € Z;(G) demikian juga y=/u, untuk suatu h.e M dan aze Ziy(G).
Oleh karena Zy(G) subgrup dari Z.,/G) dan q; e Z(G) maka  a; € Zu,(G)
Oleh karena a;e¢Z.,(G) maka berlaku M2 Gl = @y ZiG3), untek hyeH
demikian juga karena «; € Z..,(G) maka berlaku haasZif(G) = axhyZi(G),
untuk /264, Perhatikan bahwa :

VZG) XZHG) ¥ TG = vy Z4G)
= (hpag)(hyasYhaas) Zi(G)
= (haag)(ha)a: " hy ') Z4G) (teorema 2.1.1(d))

= (halash ;)a;)(ag‘lh 2") Z{(G) {sifat assosiatif‘)
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=
Lalk

= (helhaaa: Y Z(G) (ar e Zui(G))
= (ol Nas hy 'Y Z(G) (sifat assosiatif)
= (hohaw)a b Y 240G (are Z,(G))

= (lahfa(as a Yy 2,0G) (sifat assosiatif)
= (holty)Ya; ey ') 74G)

== (hohyYay sy Z(G)

= (hoh s Z4G) (a2 € Z:1(C))
= (ol iy e, 740G) (sifat assosiatif)

Perhatikan bahwa  yy ' Z(G) = (hohihy a2 G) berarti yxylo (hshihy e, karena

hahuhs e H dan @y € Zy(G) maka (ks Yay € HZ(G).

Jadi yxy’f e HZy(;) schingga dapat disimpulkan bahwa HZLG) <THZ (G), B

Teorema 4.2.8
Diberikan suatu grup berhingga G, misalkan p,, pa, ..., Px adalah bilangan prima
vang berbeda yang membagi setiap ordernya dan  misalkan };’i adalah
prsubgrup Sylow dari G, 1</ S & maka pernyataan-pernyatan berikut in
ekivalen.
a). G nilpoten
b). Setiap subgrup dari & normal dalam G,
¢). Jika H<G maka H<NgfH).

d). Jika M maksimal subgrup dari G maka M < G.

e). <G untuk 1€ i<k
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D. G """J’D; X ng P_qx L. X P};
Bukti:

{(a)=>(b) Misalkan G grup nilpoten dengan kelas » dan & subgrup dari G maka

menurut lemma 4.2.1, HZ(G)< HZ.(G)  sehingga dapat dibentuk suatu barisan
H o= HZg(G)<THZ(G) T HZ6G) <t ... S HZ(G) = G. Oleh karena itu akan diperoreh
bahwa i/ < (.

(b)=>(c) Diketahui / subgrup sejati dari ¢ maka menurut kondisi (b} < G. Oleh

karena A <7 G maka menurut teorema 2.3.3, NofH)~G. Jadi terbukii bahwa #

subgrup sejati dari Ng(/).
(c)=>(d) Diketahui M maksimal subgrup dari G. Perhatikan bahwa Af adalah

subgrup dari G sehingga menurut kondisi (¢) M < NgfM). Oleh karena A7 adalah

schingga menurut teorema 2.3.3, M < G,

()=(e) Misalkan Pi = P, akan ditunjukkan bahwa ” < (. Andaikan ”  bukan

subgrup normat dari G maka menurut teorema 2.3.3 7 adalah subgrup sejati dari ¢
yang termuat dalam suatu maksimal subgrup dari G yaitu A dapat dituliskan

No(P) < M < (G sehingga menurut teorema 3.2.7, NoM} = M padahal menurut

kondisi (d) Ng(M) =G sehingga terjadi kontradiksi, Jadi terbukti 2i <7 ¢
(e)=>(f) Misalkan |G} p?!;}g%..pﬁk dengan p; prima dan p; = p; | i/, 7i>0 dan

Pl = _,r}';”, Is i £ £ Menurut kondisi (e) #i< G dan menurut teorema 2.2.8(¢)
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karena P/ dan 7/ masing-masing berorder prima maka PinPy= {e} schingga berdasar
teorema 2,34 xy=yx, Vxeli, YyelP). Akibatnya untuk setiap 4, ;%5 . .. Pr; adalah
subgrup dari (7,
Misalkan A = P;P,. .. Pr, dan K = P, . Perhatikan bahwa P/ normal dalam G dan
PinDy = {e} maka menurutteorema 2.5.2, H = F;x Pyx. .. % Py,
Oleh karena  / dan K masing-masing mempunyai order prima maka menurut
teorema 2.2.7(¢y H m K = {e} di lain pihak A dan K normal dalam G schingga
menurut teorema 2.5.2 berlaku

HE = HXK @ PiPr. o Pralr=Pix Pox ... x Piyxi?

Perhatikan bahwa (7] = pif" pf?"?...pf,:k

Far ] DT

=Py Poxo oo x|
maka haruslah G = PPy, .. PrPr= Pix Pox ... x Proy %ty
()=>(a) Misalkan /7; adalah semua prsubgrup Sylow dari G dimana 1<i<k
G merupakan hasil kali dari semua pi-subgrup Sylow dari & dituliskan
GaPyx Pyx Pyx .. x Py maka G merupakan J-grup berhingga sehingga menurut
teorema 4.2.6 dan teorema 4.2.7, G merupakan grup nilpoten,

Selanjutnya kita akan membahas scbuab teorema yarg menunjukkan

keterkaitan antara grup nilpoten dan grup berpenyelesaian. Qleh karena itu

sebelumnya akan dibahas mengenal pengertian grap berpenyelesaian,
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Definist 4.2.3

Suatu grup G disebut grup berpenyclesaian bila G mempunyai barisan
{3=Gp 7 G, < Ga<tii. <G, = G, dimana G; adalah subgrup normal dari ¢

dan setiap grup faktornya vaitu G,,, /G, Abel 0<i<n neZ"

Sebelumnya juga akan disajikan sebuah lemma yang akan membantu untuk
membuktikan sebuah teorema mengenai keterkaitan antara grup nilpoten dan grup

berpenyelesaian.

Teorema 4,2.9
Jika (7 adalah grup nilpoten maka ¢ adalah grup berpenyelesaian.
Bukti :

Diketahui G adalah grup nilpoten maka terdapat suatu barisan pusat naik yaity -

(3= 20C) S Z1G) €. .. S 74G) = G, neZ' dimana ZiG} < GG, 05 i < n. Diketahui
bahwa menurut lemma 4.1.3, Z4/G) < ZiwfGG), sehingga dapat dibentuk barisan
{e3=Zo(G) <t Z)(G) <7 . . .<?'Zf,(G) = (. Oleh karena Z(G) </ Z.,(G) maka dapat
dibentuk grup faktor Z,,,(G)/7,(G} di lain pihak perhatikan bahwa menurut lemma
414, Z,(G)|Z2,(G) = Z(G]Z,(G)) sehingga jelas bahwa Z.(G)/Z,(G) Abel, Oleh
karena grup nilpoten G mempunyai barisan (=Gl ZyGi<t. . . <9 74G) = ¢
yang setiap grup faktornya yaitu Z,, (G Z(G) Abel maka G adalah arup

berpenyelesaian.
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Teorema 4.2.9 tidak berlaku kebalikanya karena ada grup berpenyelesaian
yang bukan merupakan grup nilpoten, Keadaan tersebut akan diperjelas dalam contoh

4.2.1 sebagai berikut ;

Contoh 4.2.1
S3 merupakan grup berpenyelesaian tetapi bukan grup nilpoten.
Pembahasan :

# Akan ditunjukkan bahwa S; merupakan grup berpenyelesaian.
Diberikan 4A={1,2,3} maka

o 12312z ey
R RPEYICER YL TP PTEY CEYS I EPTS it i

Hasil operasi setiap elemen dalam  S; dengan suatu opersai komposisi disajikan

S L]

!
3

dalam tabel 4.2.1.

Xp § X2 [ | Xy | X5 X

Xy Xp | X2 | X321 Xg X5 | X6

X | X2 X Xy X3 | X s

Xa [ X3 X |5 X0 | Xy oy Xy | X3 | Xs
Xg (1 Xg [ Xs | X [ X7 [ X2 | X3 Xp | Xy ixz ixs
K5 [ Xs [ Xr LXy 1 X J X3 E .0 XpiXp | Xs 1Ay
Xg 1 X | X3 | X2 [ X5 | Xy 1Ny A5l X5 | Xy | Xz
b |
Tabel 4.2.1 Tabel 4.2.2

53 merupakan grup karena dipenuhi syarat-syarat sebagai berikut ;
1). Sifat tertutup dalam S;.

i1). Sifat assosiatif dalam Ss.
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i1). Sy mempunyai elemen identitas yaitu x,.

iv). Setiap elemen dalam S: mempunyai invers yaitu : x, = x,, xp = x5 x2 = X,
x5y, .r5'1= vsdan xs'= Xg.

Perhatikan tabel 4.2.2 misalkan /7 = {x;, x5 x5} maka / merupakan subgrup dari S;

karena dipenuhi syarat-syarat sebagai berikut ;

1), H=Q

11). Sifat tertutup dipenuhi dalam /.

Perhatikan bahwa {x,} merupakan subgrup dari S; . Misalkan {x,} = p ielas bahwa
P <t H karena:
Xy x x{{ = xeP, X x5 .1:2'; = ;e x3x; ..r_;“} = el Xyx; xg e x;el’
o oxsxxgl = x;el’ dan xpx; A’g'} =a,epP
Perhatikan bahwa H/P={ x,P, x;P, xs/ }. Hasil operasi setiap elemen dari /P
disajikan dalam tabel 4.2.3, tampak bahwa beriaku sifat komwtatif dalam 7/ /P

Jadi dapat disimpulkan bahwa ///P Abel,

X2 | x| xdP
X2 [ xP t x| xsP ol i x ;P_!
X7 b el sl | xgl X P | xl )
XsP L xsl? | x P Ll Xl | P
S R S i

Tabel 4.2.3 Tabel 4,2.4
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H <1 8; karena :

N - - - .
Foaxpxp o= el xox; x7 = xel xpxrxy o xpeH xpx xs ooy €M,
-7 - Y
Xsxpxso=xped dan xg xpxg e xje M
-1 ¥ - .
A Xpx:x) o= xpeH x 2X1 Xy = N [Ir, X3 Xax; I As& H, Xag X3 Xy ! Xz& H,

. -
X5 X3 .r;’ =xz6H  dan x5 xix = xseld

xs xsxs! = x;eH dan Xgxsxg ! xzefd,
Langkah selanjutnya akan diselidiki apakah S;/H Abel. Perhatikan  bahwa
Ss/H = { x;P, x;P } dari tabel 4.2.4 tampak bahwa berlaku sifat komutatif dalan

Si/H . Jadi dapat disimpulkan bahwas, // Abel.

Kita telah memperoleh babwa {x;} </ dan H <5, sehingga dapat dibentuk

barisan dalam S; vaitu : {x;} << H < Sy Selain itu telah diperoleh bahwa setiap grup

faktor dari S; yaitu H/ {x,} dan S, /H Abel.
Jadi dapat disimpulkan bahwa S; adalah grup berpenyelesaian.
> Akan ditunjukkan bahwa S; bukan merupakan grup nilpoten.
Perhatikan bahwa Z,(Sy) = {x;} # S;, Yre Z°. Pembuktian dengan menggunakan
induksi matematika dapat menunjukkan bahwa ZalS3) = {x;3, YneZ', untuk lebih
Jelasnya perhatikan langkah-langkah berikut ;
o Langkah 1,
Akan ditunjukkan bahwa ZnfS3) = {x,;} untuk i = 1,

Perhatikan tabel 4.2.1 diperoleh bahwa 7,(S;) = 2(83) = {x,;}.
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¢ Langkah 2,

Andaikan bahwa Z,(S3) = {x,} benar untuk » = £ berarti Zi(S3) = {x;} benar untuk

= {seSsl o) e Z(S,/Z,(S,))}
- {Sef{? ] Y Ziﬂgg) & Z(:Si; /Z,{ (“Sj).)}

= {8€8: | SZfSy) X, Zi(Sy) = X, 74(Sy) SISy, V083 € S,/7, S,

= {xeSa] (sx,)(x%, )" € Z(Sy), YV, & S )

= {s&Sz} (s, )x, 8 & {x 1} Vx, e S5}

w {SES; | $X,= X, 8, VX, € Sy }
= {x}
Jadi Z,(83) = {x;}, VneZ" benar untuk n = k-1,
Dari langkah 1 dan 2 dapat disimpulkan bahwa Z(S3) = {x;},VneZ'.
Oleh karena itu berdasarkan pembuktian di atas yaitu Z,(S3) = {x;} # Sy, Vnel'

schingga dapat disimpulkan baliwa $; bukan merupakan grup nilpoten.
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Contoh 4,2.4
Diberikan 4 = {12,341

{ 3 34Y/ / 3 3
Dy = (1234‘(}2. 4\, 12.41;1 234\‘ 1234\3 :234}' 1234 r{(1234\fL
{1234 kzsm) 3412)\4 123)\2143) 4321 \3214 /{1432

= {00 P1 Pr P i pia 81, 52}
Hasil operasi setiap elemen dalam Dg dengan suatu opersai komposisi disajikan dalam

tabel 4.2.3,

pol ol o | | ] 6 5; ﬁ;ﬁ
Po | Po L pri P2 ps | i | iz 80 &5 Lo b
Prolpry P pstpo| S & | owy o1 | ps |
Pe| P2 ps | Pol pr | fo ) | & | 6 o | -l
PPl Py priopr | &0 S ] Pr| P
Mol k) O s e 8 | pod pr | oo | o | o
e | e | O L S priopo | pr | ps JLI T
S| Sl | 8wl opr o | ,Ozm_ —5;““#(5_
S | & | =T TR YR | o | O
Tabel 4.2.5 Tabel 4.2.6

’ Po i Ml el | &) & |
g P2l e f Pl po |l pr | g2ty &1 &8 |
i

Tabel 4.2.7
g merupakan grup karena dipenuhj syarat-syarat sebagai berikut :
1} Sifat tertutup dalam Dy

i1). Sifat assosiatif dalam D
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1ii). 12 mempunyai elemen identitas yaitu o5
iv). Setiap elemen dalam Ds mempunyai invers yaitu ; py” = oo, il = prl= 22,
o5’ = o = gy, = s 877 8 dan &= 6

®  Zo(Dy) = { po}

*  po Jelas merupakan elemen Z(Ds) karena py komutatif dengan setiap elemen
dalam Dy. Perhatikan tabel 4.2.6 dan tabel 4.2.7, 22 yuga merupakan elemen VALY,
karena p; komutatif dengan setiap elemen dalam Dg.

Jadi Z(Dg)= { py, p2}.

o Zo(Dg) < Z(Dg) karena dipenuhi ;

o Perhatikan bahwa Z(g <3 karena dipenuhi :

> ooy’ = oo € ZDy), piowpr’ = po e 2Dy, prpupy’ - Lo € Z{1y),
proops’ = po e Z(Dy) wpu = po e Zy), popoits’ = pe e Z(Dy,
S = poe Z(Dg) dan Sy’ = ppe Z(Dy).

> popaos’ = proe Z(Dg) proapr’ = pr € 2Dy, P02’ = o .6 Z{Dg),
pipapi’ = proe ZMs). wpny’ o poe Z0, popapr’ = P2 & Z{Dy),

(5;,02(5}-} = Z(D&) dan (53;9_953—; = & Z{'f,)é;).

Oleh karena Z(Dg) < Ds maka dapat dibentuk grup faktor Dg[Z(Dg ) yang

elemen - eclemenya adalah  ppZ(Dy) = poZ(Dy), PIZg) = pZiDg),
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* Selanjutnya akan dicari clemen ~ elemen dari ZoDs) yaitu xel)y  yang
memenuhl xZ(Dy) yZ(Ds) = yZ(Dg) xZ(Dy), VyZ(Dg) e Dy /ZDg ). Perhatikan
tabel 4.2.8 tampak bahwa setiap elemen dari Dg/2(Dg ) mempunyai sifat
komutatif. Di Jain pihak diketahui juga  bahwa PoZflg) = paZ (D),
PiZ{Dy) = paZ(Dg),  1,7(Dg) = HZ(Ds) dan §7(Ds ) = 8,7(Dg). Oleh karena itu
dapat disimpulkan bahwa Z>(Dy) = { oy, p), P2 Pa [y, po, O 833 = Dy,

¢ Perhatikan bahwa Zy(Dy) subgrup dari Z/Dg dan Z(Dy) adalah subgrup dari

ZofDs) == Dy schingga dapat dibentuk barisan pusat naik dalam Dy vyaity :
Z(JD@) < Z(Dg) < ZQ(DJ,) = D& dengan Z()(DS) < 7(])5\) dan 7(7)‘3) < Dy

Jadi dapat disimputkan bahwa Dgadalah grup ni Ipoten dengan kelas nilpoten 2.

PZDy | piZ(Dy) | wZ(Dy) | 8,7(Dg) |

p(;Z ( Dlr,;} ,O{,JZ ( f)@) Fe; ;Z( ,Dg) i ;Z( Dg) 1) }Z{/ 1'_)5)

,O;Z ( D&\) I }Z( Dg{) ,OQZ ( D@J ) ;Z ( /)3) 24 ;Z ( D;,j)

HiZ(Ds) | mZ(Dg) | $Z(Dy) | pZ(Dy) | prZiDe) |

§ZDY | SZDy | wZDs) | wzDg | poZiDe)

Tabel 4.2.8

Contoh 4.2.3
Berdasarkan contoh 4.2.2, Dy merupakan grup nilpoten maka menurut torema 4.2.9,
Dg merupakan grup berpenyelesaian. Untuk memperjelas keadaan tersebut perhatikan

pembahasan berikut ini
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¢ Perhatikan contoh 4.2.2 telah diperoleh bahwa Zo(Dg) <1 Z(Ds) dan  Z(Dg) < Dy

sehingga dapat dibentuk suatu barisan ZyDg) < Z(Dg) < D, Selanjuinya untuk

menunjukkan bahwa Dy merupakan grup berpenyelesaian maka harus ditunjukkan

bahwa setiap grup faktor dari Dg Abel.

Oleh karena Zy(Dg) < Z(Dg) dan Z{Dg} <7 s maka dapat dibentuk dua buah grup
faktor yaitu Z(Dg )] Z D5 ) dan Dy /Z(Dg )

» - Akan diselidiki apakah 204 )fZ 505 ) Abel.

ZDg 205 ) = { poZe(Dg), p2Za(Dg)}. Perhatikan tabel 4.2.9 berikut ini -

PololDs) . PalofDg)

Poto(Ds) | poln(Dg} | paZe(Dy)

P2Zo(Ds) | patofDs) | puo(Dy)

ey

Tabel 4.2.9

tampak bahwa berlaku sifat komutatif untuk setiap elemen dalam
Z{Dg )/20(‘96‘) CJady ZDg )/ZO(D(?) Abel.

» Akan diselidiki apakah Dg/Zhy ) Abel.
Dy [2Dg ) = {poZ(Dy), prZ{Dg)), 11 Z(Dy), 5:17(Ds J} perhatikan tabel 4.2.8
tampak bahwa berlaku sifat komutatif untuk setiap elemen dalam Dg/Z(Dg ).
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o Perhatikan bahwa dalam s terdapat barisan vaitu ZofDg} <1 Zy(15) <1 s dan
setiap grup faktornya yaitu 7D )/z,(D,) dan Dg/Z(Dg) Abel maka dapat

disimputkan bahwa Dy merupakan grup berpenyelesaian,
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BABYV

KESIMPULAN

Pembahasan yang runtut dari bab 11 sampai dengan bab IV mengantar kita
untuk mendefinisikan suatu grup nilpoten. Suatu grup G dikatakan scbagal grup

nilpoten jika di dalam G terdapat suatu barisan pusat naik yaitu :
(e} = Z4(G) £ Z)(G) £ Z(G) £ Z3(G) £ oo S Z((G) < .0y dimana Z{G} <G dan

terdapat neZ sedemikian sehingga Z,/G) = G, 0 £ i £ »n Bilangan bulat positif
terkecil » disebut kelas nilpoten dari .

Pemahaman mengenai p-grup, teotema Sylow dan grup berpenyelesaian
dapat membantu untuk memahami dan menyimpulkan sifat-sifat dari grup nilpoten
schagai berikut
1. Setiap grup Abel adalah grup nilpoten dengan kelas nilpoten 1.

2. Setiap p-grup berhingga adalah grup nilpoten.

3. Setiap subgrup dari grup nilpoten adalah grup nilpoten.

4. Hasil kali dani dua grup nilpoten adalah grup milpoten.

5. Grup nilpoten dapat dinyatakan sebagai hasil kali berhingga dar p-subgrup
Sylow.

6. Setiap grup nilpoten adalah grup berpenyelesaian.
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