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ABSTRAK.

Nilai eigen dan vekfor eigen dari suatu matriks dapat diaproksimasi. Unfuk
mengaproksimasi nilai eigen dominan dari suatu matriks A ., , dapat

digunakan metode pangkat. Jika A 4 adalah suaty matriks yang dapat
n
didiagonalisasi dan x, adalah sebarang vektor tak nol dalam R, maka

x = Ap x, merupakan aproksimasi dari vekior eigen dominan A dengan
<X,Ax >

bilangan bulat positif yang cukup besar p sebagai pangkatnya, dan ‘Z‘;’;{‘;‘
adalah aproksimasi terhadap nilai eigen dominan dari A.
Metode pangkat dapat diadaptasi untuk mengaproksimasi nilai eigen dan vektor

eigen tak-dominan dari suatu matriks.
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BAB 1

PENDAHULUAN

I.Latar Belakang

Masalah nilai eigen dan vektor eigen mernpakan salah satu topik penting
dalam Aljabar Linear. Secara Aljabar, dalam mencari nilai eigen suatu matriks bujur
sangkar menggunakan pemecahan persamaan karakteristik. Selain dengan cara itu,
nilai eigen suatu matriks bujur sangker dapat ditentukan dengan cara numerik yaitu
dengan metode pangkat, vang menghasilkan sebuah aproksimasi terhadap nilai eigen
dengan nilai mutlak terbesar dan vektor eigen yang bersesuaian. Nilai eigen dan
vektor eigen ini disebut nilai eigen dan vektor eigen domunan Tap: jika kita
mengaproksimasi nilai eigen dengan nilai mutlak terbesar kedua maka kita dapat
menggunakan metode deflasi, dan jika kita mengaproksimasi nilai eigen dengan nilai
mutlak terkecil maka kita dapat menggunakan metode pangkat invers. Kedua metode
ini, yaitu metode deflasi dan metode pangkat invers menghasilkan nilai eigen tak
dominan dan vektor eigen yang bersesuaian,

Dalam skripsi ini penulis mencoba membahas milai eigen dan vektor eigen
dari matriks bujur sangkar berikut eproksimasi nilai eigen dominan dan nilai eigen

tak dominan dengan metode—metode di atas.
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2. Perumusan Masalah

Pokok permasalahan yang akan dibshas dalam skripsi ini dapat dirumuskan
sebagai berikut
1. Apakah yang dimaksud dengan nilai eigen dan vektor eigen suatu matriks
bujur sangkar serta bagaimana cara menentukannya?
2. Bagaimanakah mengaproksimasi nilai eigen dominan dengan
menggunakan metode pangkat?
3. Bagmimanakah mengaproksimasi nilai eigen tak dominan dengan

menggunakan metode deflasi dan metode pangkat invers?
3. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan ini adalah memahami pengertian nilai eigen dan vektor
eigen suatu matriks bujur sangkar serta dapat menggunakan metode pangkat untuk

mengaproksimasi nilai eigen dominan, dapat menggunakan metode deflasi dan

metode pangkat invers untuk mengaproksimasi nilai eigen tak dominan

4. Metode Penulisan

Metode yang digunakan dalam penyusunan skripsi ini adalah metode studi

pustaka,
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5. Pembatasan Maszalah

Dalam skripsi ini penulis hanya akan membahes nilai eigen real dari suatn
matriks bujur sangkar yang elemen-elemennya bilangan real dan skalar yang

digunakan juga skalar real.

6. Manfaat Penulisan

Dengan adanya metode pangkat, deflasi dan pangkat invers kita dapat

menggunakannya untuk mengaproksimasi nilai eigen dan vektor eigen dari suatu

matriks bujur gangkar yang bersesuaian sampai ke pembulatan tempat desimal.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB II
RUANG VEKTOR , NILAIEIGEN DAN VEKTOR EIGEN

1. RUANG VEKTOR

1.1 Ruang Vektor Euclides

| Sebelum kita mempelajari ruang vekior, kita akan berkenalan dulu dengan
ruang Euclides berdimensi - n. Hal ini penting sebab banyak hal-hal mendasar dari
suang vektor berasal dari ruang Euclides berdimensi - o tersebut Berikut ini

didefinisikan terlebih dahulu tentang ruang vektor Euclides berdimensi - n.

Definisi 2.1

Operusi penjumlahan dan perkalian dengan skalar dalam R " didefinistkan sebagai

berikut :
Jikaw=(u, w, ,.,u, ) dan v=(v, v, v )  adslsh sembarang vektor

dalam R ® serta k adalah sembarang skalar , maka :
|:l+vﬂ(u‘"ﬁvl,u,*ﬁv’,...,u,‘%ﬂvn)t
ka=(ku ku,,. kua ) l

Operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar pada R " tersebut di atas bersifat

tertutup , yaitu jikan,v € R " dankskalar, makau+v ¢ R” dankue R™
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Definisi 2.2

Suatu vektor dalam R " yang semua elemennya sama dengan nol disebut sebagat

vektor nol , dengan lambang 0 = ( 0,0,0,...,0 ) “.Andaikan u = (», Ju, ,...n, ) :

t
sembarang vektor dalam R * maka vektor (-un, ;- m, , ..o u, )}  disebut negatif
atau invers terhadap operasi penjumlahan dari vektor u dan ditulis -u .
Operasi pengurangan dalam R * didefinisikan sebagai berikut :

f
u-v = (n-v,u,-v,..,u -v)

Teorema 2.1
iy B 1 3 L \ t —r— _ y t
Andaikan = (u, u, .0, B T | Y danw=w, W, ,. .. W )

adalah vekior-vekior pada R " dan k serta | skalar maka ;
1. u+ vsv+tu

2. at{(vtw)=(utvlitw
3. Adaelemen0 & R® sedenikian hinggau +0 =0 +v, untuk setiapv € R”

4. Untuk setiap u € R"terdapat-u € R " sedemikian hinggau+(-u}= 0
5 k(lu)y=(kl)u

6. k(utv)=ku+kv

7. (k+1Yu=kutln

8. la=u

Bukti :
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Andaikanu={(u, Ju, ,..u )" v=(v v, ,..v_ ) dan

w=(w, w, .., w ) ' adalah vektor-vektor pada R" dan k serta | skalar

maka ;
— t

Lowatv=(u, u, , . u ) + (v, v, , .. v ) ‘
={u, +tv,u,+tv,, . ..n +tv ) .

. i
(v,*m,,v,tu,, ..., v -+n )

=y+u
2wt (v Aw)m e, ) (v, ) R, e, w ) )

=u (v, +rw e Hv,tw ) u F i tw )

=((u, v, 5w, (e, e, m v Yrw )
=(m,tv, ,u;+v,,‘.‘-,nhwn)t+(w, W )!
={wtv)tw
3. ut6=(, u,,. u )+(0,0,..,0)"
= {u,+0, u,+0,....,un+6)‘

=, 0, .0 )
=4
" 1
4' u+("u)—(u‘]?u2r"-snn) +(‘ul,"“2,...-,'nn)t

= (u,-u,,u, -u, ,....,unﬂxn)z



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

=(0,0,..,0)
=0
5. k(lu)=k(IQ,u,,u,)")
= k{lu, tu, ., )

= (k(iul),k(lua),....,k(lum})l
= (kt)u,kbhn, ., (k)"

= (ki)(m, u,,.. ,u“)t

= {kli)u

6. k(u+tv)=k((m, u, ooty ) '+ (v, ¥, ¥, ) ")
=k(u,tv,u,+tv,, ..o +v )
=(k(u1-i-v!),k(u:-%v:),...,k(u“-%«vn N
=(ku, tkv, ku,+kv,, .. ku tk v

= (ku, ,ku,,...,kun)t+(kvl,kvz,...,k v, ) X

=ku+ky

7. k+Du=(k+)(@, », .0 )’
={k+1)u,, {k+i)u, pon{k+Du )
=(ku,+lu, ku,+la, . ko +lu)’

=((ku, ku,,...ku )+ (o, lu, o lu,)

7
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1 1 ' 1
=k{u, u,,..,u ) + Ku,u, ,.., u, )
=ku-+la

t

8. lu=1(, u,,., 0 )

=(la, ,lu,,.,la_)"

Definist 2.3

Himpunan semua mafriks berordo n x 1 dengan elemen-elemen bilangan real disebut

ruang Euclides berdimensi » dan ditulis sebagai R " .

Setiap elemen dari R " kita sebut sebagai vekfor. Vektor-vektor dalam R " yang
merupakan matnks berordo n x 1 dapat dituliskan sebagai transpose dari matriks

t
berordo 1 xn, yaitu x = (x,, x , ,., X, ) . Bilangan-bilangan real x disebut

komponen ke -1 dart vektor x.

Definisi 2.4

Jikaw=(u, m, ,..,a_ ) : danv={v, v, ,..v ) ’ gembarang vektor pada R "
maka hasil kali dalam Euclides u. v didefinisikan sebagai berikut :

a.v=n, v1+u2 v2+...+un v,

1.2 BRuang Vektor

Pada bagian ini kita akan mengabstraksikan konsep vektor dalam R ™
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Definisi 2.5

Andaikan V adaleh suatu himpunsan tidak kosong dan pada V didefinisikan operasi
penjumlahan dan operasi perkalian dengan skalar, yaitu aturan yang mengawankan
setiap pasang elemen w dan v e V dan sefiap skalar k, dengan tepat satu elemen
utve V dan tepat satu elemen ku e V .Himpunan V bersama dengan operasi
penjumlahan dan perkalian dengan skalar itu disebut ruang vektor jika memenuhi
aksioma-aksioma berikut : A

Andaikan w, v, ze V dan k! adalah skalar maka :

lLu+tv=v+n

2.{utvitz=ut(v+z)

3. Adaelemen @ ¢ V sedemikian hingga u+0 = u, untuk setispu ¢ V

4. Untuk setiap u € V terdapat —u € V sedemikian hingga a+(-u)=40
S5.k{utv)=ku+kv

6. (k+l)u=ka+lu

7 K Yu=k{(lu)

8. lu =u

Ruang vektor yang didefinisikan di atas disebut ruang vektor real atas

lapangan real, sebab skalar yang digunakan adalah bilangan-bilangan real. R*
merupakan salah satu contoh dan ruang vektor sebab aksioma-aksioma dari ruang

vektor merupakan abstraksi dari sifat-sifat vektor pada R © .
1.3 Subruang

Definisi 2.6
Subhimpunan S dart sebuah ruang vektor V, disebut subruang V jika S itu sendiri
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adalah ruang vektor terhadap penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan pada V.

Definisi 2.7

Andaikan w, u  ,...,u, adalah vektor-vektor dalem ruang vektor V den &, k,,., k,

adalah skalar maka jumlahan dari g u, + x,u; f. .+ u, k, disebut suatu kombinasi

linear dariuy ,u 5 ,... 0, .

Definisi 2.8

Himpunan vektor—vekfor yaitu &,y ,... 0y € V dikatakan membangun V jika

setiap anggota V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dariu, u,,...u, .

Definisi 2.9
Vektor—vektor w, w, ,...,u, dalam ruang vektor V dikatakan tidak bebas linear

jika ada skalar—skalar &, &,.., &, yaog tidak semuanya sama dengan nol sedemikian

gugt e u, oty k=0

Definisi 2.10
Himpunan {u; mg,..u, }dalam ruang vektor V dikatakan bebas linear jika
persamaan k u+ k,u; F..tuy, k, =0 hanya mempunyai satu penyelesaian yaitu

¥, =0,untuksemuai=12,.. .0
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1.4 Basis dan Dimensi

Dalam kehidupan sehari-hari kita dapat menemukan gamhm*an—gmnbarah' :
tentang dimensi. Misalkan sebuah bidang sebagai benda berdimensi dua .dan guﬁtu
ruangan sebagai benda berdimens: tiga. Bertkut akan didefinisikan tentang dimensi.

Karena dalam dimensi memerlukan definisi basis, maka kita definisikan dulu tenfang

basis.

Definisi 2.11
Himpunan {u, ,u, ,..u_} dalam ruang vektor V disebut basis untuk V bila daﬁ
hanya bifa :
I.{u, ,u, ,.,u_}bebas linear
2.{u, u, ,.u_} membangun V.
Jika ruang vektor V mempunyai suatu basis yang terdiri dari n vektor maka V

dikatakan mempunyai dimensi n.

Subruang { 0 } dari V dikatakan mempunyai dimensi nol. Ruang vektor V dikatakan
berdimensi hingga jika ada himpunan berhingga vektor-vektor {u, ,u_ ....u_} yang
membentuk sebuah basis dani V. Jika himpunan vektor-vektor itu tidak ada, maka
dikatakan V berdimensi tak hingga.

Definisi 2.12
Suatu sistern m persamaan linear dengan n variabel x,,x,.., x, adalah himpunan

persamaan-persamasn yang dapat dinyatakan sebagai berikut :
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GuXytapx, t. ta,,x, =b

Qg X, + X, + . +a, x =b,

a x, +ta x,+. . +a x =b_
dengan a; dan b5, merupakan konstanta—konstanta real untuk i = 1,2,....m
dan}=1.2,.. ,nserfa 4, tidak semuanya sama dengan nol.

Bilangan ¢, dinamakan koefisien dari sistem .

Sistem persamaan linear di atas dapat dinyatakan dalam bentuk perkalian matriks

yaitu |
o — N -
a4 iy 2 (b, ]
a5 e o Aae || *2 b,
o o R I

danditulis: Ax =38
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Jika pada matriks 4 ditambahkan satu kolom lagi sehingga menjadi :

.
4 2 a, by
Qy  dy ay, by

_aat! % D bx N

maka matriks tersebut disebut matriks lengkap untuk sistem persamaan linear.

Teorema 2.2

Suatu sistem persamaan linear homogen dengan n persamaan dan m variabe!
mempunyai penyelesaian non frivial bilam > n.

Bukti :

Ststem persamaan linear homogen dengan n persamaan dan m variabel dapat

dituliskan dalam bentuk matriks Ax =0, dengan A =(4;; ) .o, ,

t ?

X=(X{,X3,.,%Xp) dan0=(0,0,...,0)
Bentuk eselon baris teredukst den matriks A mempunyai paling banyak n
baris tak nol. Jadi paling banyak ada n variabe! utama. Karena ada m variabel
dan m > n maka pasti ada variabel bebas. Tiap vartabel bebas dapat diberi
sebarang nilai konstanta renl. Karena setiap pemberian nilai pada variabel

bebas menghasilkan penyelesaian untuk sistem A x = 0, maka jelas sistem

tersebut mempunyai penyelesaian non trivial.

L]
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Teorema 2.3
Jika S={u, 4, ..,u, } merupakan basig dari ruang vektor V, maka setiap

himpunan vekfor yang lebih dari n vekfor di V tidak bebag linear.

Bukti :
Andaikan diketahui T = { v, v , ...,¥, } dengan m > n adalah sebarang

vekfor di V.
Untuk menunjukkan bahwa T tidak bebas linear yaitu kita harus menunjukkan

ada bilangan x, ,x , ,.., X _ yang tidak semuanya nol sehingga :

x, v, tx,v, +t. . +x_wv_ =0 .1
Karena u, dengan i=1,2, ..., n merupakan basis, maka setiap vektor v
dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dan vektor u, |, yaitu

Vo=@, b Ay, . F A,

Persamaan ini kita substitusikan ke persamaan 1), dan diperoleh :
X {anytanu, +o Ha i 3x (Apidy tani; +u+a,50,)

Footx (@it agu, vt au =0
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Karena u,; bebas linear, maka koefisien dari a,= & Sehingga sistem

persamasn {inear tersebut menjadi :
Gy Xy + @o Xy + o + @ X, =0

QX+ Q@ypXy + .o + a3, =0

Gy Xy + Gyp Xy + o + & X, =0

Karena m > n, sistem persamaan linear homogen ini mempunyai jawab tak
frivial .

Sehinggaadax, ,x 5 ,..,x , Yyang tidak semuanya sama dengan nol yang

memenuhi persamaan 1). Jadi vektor u, ,u, ,...m _ tidak bebas linear.

L]

Tearema 2.4

JikaS={u, u, ,..,u , } «dalah sejumlah himpunan n vektor bebas linear pada

gebuah ruang V yang berdimensi n, maka S adalah sebuah basis untuk V.

Bukti :
Diketahui S = { », .4, ..., , } bebas linear. Menurut teorema 2.3
himpunan vekfor yang terdiri lebih dari n vektor, tidak bebas linear. Berarti

untuk sebarang vektor # di V , himpunan n+ 1 vekfor & , u, 0, .0 tidak

bebas linear.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 6

Sehingga ada bilangan s, 8, .8, ,....,5  yang tidak semuanya sama dengan
nol, sehinggas, 2+ s, w,+ s, w,+ ..+ s _au =0.

Jika 5, 0, maka persamaan di atas menjadi s, a,t s, u,t. 5 u =0

Karena u ; bebas linear untuk i = 1,2, ... | n, maka 8, ,8; s..,8, = 0. Jadi
gemua koefisien tersebut sama dengan nol . Hal ini bertentangan dengan
asumsi kim- bahwa bilengan tersebut tidak semuanya sama dengan nol,
sehingga s, # 0. Jika persamaan tersebut kita bagi dengan s, menjadi:

Sy
g

a=tiw,+t, uy; +..+t, u, ,dengant ; =-

Jadi vektor u, ,u, ,..,u _ membengun V . Karena himpunan tersebut bebas

linear dan membangun V, maka himpunan vektor-vektor tersebut merupakan

basis dann V.

Teorema 2.5

JikaS={u ,u,,..,u }dnT={v, v, , .v,_} adalah dua basis untuk ruang V

maka n = m,

Bukti :

Diketahui S dan T adalah basis untuk V, maka T pasti bebas linear Karena S
basig dan T bebas linear, maka menurut teorema 2 .3 haruslah m < o Dan

karena T basis dan S bebas linear maka menurut teorema 2.3 haruglah n< m.

Karenam € ndann < mmakam*n.D
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1.5 Ruang hasil kali dalam

Datam ruang vektor Euclides (R " ) kita telah mendefinisikan hasil kali
dalam Euclides. Sekarang kita akan mendefinisikan ruang hasi! kali dalam pada ruang

veldor real.

Definisi 2.13
Andaikan u, v, dan w adalah sembarang vektor dalam ruang vektor atas lapangan
real V dan k adalah skalar maka hasil kali dalam pada ruang vektor real V adalah

fungst yang mengasosiasikan setiap pasangan vektor u dan v pada V dengan

bilangan real

<u,v > sedemikian hingga

lL.<u,v>=<vy u> aksioma simetri
l<utv,wr=<pg wort<y w> aksioma penambahan
J<kuyv>=k<u,v> aksioma kehomogenan

4. <u,u>> Odan<mn,u>=0jikadan hanya jikau =0  aksioma kepositifan
Sebuah ruang vektor real dengan sebuah hasil kali dalam dinamakan ruang hasil kal

dalam real. Karena sebuah vektor di R dapat dituliskan dalam bentuk matriks, maka

ruang hasil kali dalam dapat dituliskan sebagai <u,v>=u’ v.

Teorema 2.6

Jika w, v, dan w adalah vektor - vektor pada ruang hasi! kali dalam real dan k

sebarang skalar, maka :
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a<d,v>=<v & >=0
b.<u,vitw>>=<u v¥y>+<u,w>
c.<u,kvr=k<u,v>
Bukti:
Andaikan wyv,dan w adalah vektor-vektor pads ruang hesil kali dalam real dan k
sebarang skalar ;maka :
all) <b,v>=<0+0,v>
=<l ,vet<d, v aksiomsa penambahan
=2<fi v>
schingga diperoleh 2 <9 ,v>- < ,v>=0
maka<@ v>=0
{it) <v,8>=<vy 0+0>
=<0+ @, v> aksioma simefri
=<@ v>+<0, 6 v> aksiomapenambahan
=<y 0>+<v, 0> aksiomasimelri
=2<v 0>
sehingga diperoleh2 <v ,0>-<v ,06>=90
maka<v,0>=0
b. <cu,vtw>=<vtw, u> akstoma simetri
=<y,u>+<w,n> aksioma penambahan

=cp,v>+t<a,w> aksiomasimetri

c.<u,kv> =<kv,u> aksioma simetri

=k<v,u> skstoma kehomogenan
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=k<u,v> aksioma simetri D

Definisi 2.14

Jika V adalah sebush ruang hasil kali dalam, maka norma ( panjang ) vektor u

dinyatakan dengan |u| dan didefinisikan sebagai ”u” = < UU D>

Definist 2.15

Andmikan {v ,v, ,..v_} adalah vektor—vektor pada ruang hasil kali dalam V .

Jike<v ;, ,v,>=0,untuki #jmaka {v, ,v, ,.,v_} disebut himpunan

orthogonal.

Definisi 2.16
Himpunan orthogonal yang anggota-anggotanya mempunyai norma 1 disebut

himpunan orthonormal.

IL NILAIEIGEN DAN VEKTOR EIGEN
Sebelum kita membahas nilai eigen dan vektor eigen kita akan mengingat
kembali pengertian determinan dan invers dari suatu matriks bujur sangkar dengan

pengertian-pengertian yang mendasarinya.
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2.1 Determinan dan Invers

Definisi 2,17

Diketahui himpunan bilangan A={ 1,2, ..., n }. Sebuah permutasi dari himpunan A

tersebut adalab urutan dari n buah elemen himpunan A tanpa ada pengulangan dan

banyaknya permutasi yang bisa kita bentuk ada n !,

Sehingga permutasi dari A adalah fingsi P dari A ke A yang bersifat satu-satu.
Permutasi P mempunyai inversi jika P (i) > P ) untuk i < j, atay inversi

terjadi jika bilangan yang lebih besar mendahului bilangan yang lebih kecil dan

dilambangkan dengan s(P).

Definisi 2.18
Jika A matriks bujur sangkar 1 x n, maka determinan 4 dilambangkan dengan L4

4 = > (=13 %a, a,, . @, , dengan penjumlahan dilakukan untuk

id
semua permutasi {{;, 4, ..., i, }. Jadi determinan dari suatu matriks nxn adalah

jumlah dari semua kemungkinan perkalian elemen-elemen matriks dari kolom dan

baris yang berbeda,

Definisi 2,19
Suatu matriks 4 disebut singular jika dan hanya jika [4{ =0 .

Jika |4] = 0 maka 4 disebut matriks non singular.

Definisi 2.20
Matriks 4 mempunyai invers , jika ada matriks B, schingga AB =BA =1,

Matriks B, disebut invers matriks A
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2.2 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Pada bagian ini kita skan membahas tentang nilai eigen dan vektor eigen
suatu matriks bujur sangkar. Persoalan nilai eigen merupakan masalah mafriks kedua
yang sering dijumpai seteiah pemecahan sistem persamaan linear. Pembahasan pada
bagian ini meliputi definisi dan cara menenftukan nilai eigen svatu matriks

bujursangkar.

Definisi 2.24

Andaikan .4 adalgh matriks n x n, maka vektor tak nol x di dalam &" dinamakan
vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x , yaitu Ax = ax , untuk
suatu skaler 2 yang kemudian disebut mlai eigen dari 4 dan x yang kemudian

disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan 2 .

Contoh 2.2

Vektor x = [‘]adalah vektor eigen dari mafriks A = [“ “QJ,yang
1 4 -2

bersesuaian dengan nilai sigen 2=2,
sebabe=[“ "9]{1]= {2}':2 [1]=2x.
4_ -21]1 2 i

Untuk menentukan nilai eigen suatu matriks bujur sangkar kita membutuhkan

definisi dan teorema sebagai berikut .
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Definisi 2.22
Operasi-operasi yang dilakukan pada baris—bans lengkap yaitu :

1. Mengalikan sebuah baris dengan konstanta fak nol

2. Menukar tempat dua barig

3. Mengganti suatu barig dengan hasil penjumlahan baris tersebut dengan kelipatan

baris lain.

Ketiga operasi ini, dinamakan operasi baris elementer.

Definisi 2.23

Suatu matriks bujur sangkar 4 berordo n dinamakan matriks elementer , jika matriks
tersebut dapat diperoleh dari mafriks identitas [, dengan melakukan operasi baris

elementer.

Terdapat hubungan antara matriks elementer dan operasi baris elementer . Jika kita
melakukan suatu operasi baris elementer pada matriks bujur sangkar A berordo
n x m, maka hasilnya yaitu matriis A akan sama dengan matriks yang kita peroleh

dengan mengalikan A dengan suatu matriks elementer E yang diperoleh dari 7,
dengan melakukan operasi baris elementer yang sama dengan yang dilakukan pada A
vaituEA= A, .

Ads tiga jenis matriks elementer yaitu :
1. Matriks elementer yang diperoleh dari I dengan mengalikan baris ke- i dengan

konstanta ¢ yang tidak nol, dilambangkan dengan £ .
2. Matriks elementer yang diperoleh dari I dengan menukar baris ke- 1 dengan baris

ke —j, dilambangkan dengan E,.
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5. Matriks elementer yang diperoleh dari I dengan menganti baris ke- i dengan hasil

penjumliahan baris tersebut dan c kali baris ke — j, dilambangkan dengan Z,.

Teoreput 2.7

Setiap matriks elementer merupakan matriks non singular.

Bukti :

1. Jikn & matriks elementer jenis pertama, maka kita dapat memperoleh

kembali matriks I dan E dengan mengalikan baris ke-i dengan

% (c#0) . Andaikan E, matriks yang dihasilkan dari matriks I dengan
mengalikan baris ke- i dengan %(c:tO). Kita dapat memperoleh I

kembali E_ dengan mengalikan baris ke- i dengan %(c # 0). Maka

diperoleh £, £ =Idan E £, =1 Jadi E, merupakan invers dari E.

. Jika £, matriks elementer jenis kedua, maka kita dapat memperoloh I

kembali dari £, dengan menukarkan kembali baris ke- i dengan baris ke-
j . Jadi B, E, =1 Ini berarti bahwa E, merupakan invers dari dirinya

sendir.

. Jika E, matriks elementer jenis ketiga, maka kita dapat memperoleh

kembali dari ¥, dengan menganti baris ke- i dengan hasil penjumlahan

baris tersebutdan - ¢ kali baris ke- j . Andaikan E, matriks yang

diperoleh dari I dengan mengganti baris ke- i dengan hasil penjumlahan
baris tersebut dan — ¢ kali baris ke~ j . Kita dapat memperoleh I kembali
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dari E, dengan mengganti baris ke- i dengan hasil penjumlahan baris
tersebut dan ¢ kal;I baris ke~ j . Maka

E E,=Idan £, E =1 Jadi E_ invers dari E,.

Definisi 2.24
Dus matriks dikatakan equivalen baris , jika matriks yang pertama dapat diperoleh

dari mafriks lain dengan melakukan sejumlah berhingga operasi elementer. -

Jadi jika A equivalen baris dengun matriks B, maka A dapat direduksi
menjadi B dengan melakukan sejumlah berhingga operasi barig elementer pada A.
Hal ini dapat dilala:  kan dengan mengalikan matriks-matriks elementer yang sesuai

dari sebelah kiri. Dengan demikian jika A equivalen baris dengan B, maka terdapat

matriks-matriks elementer £ |, E, | .. E, sedemikian £, E, ... K A=B

Definig 2.25

Mafriks E disebut matriks eselon jika memenuhi sifat :

1. Setiap baris yang hanya terdiri dari bilangan nol terletak sesudah baris yang
memuat elemen tak nol.

2. Pada setiap bans den matriks E yang mempunyai elemen tak nol, elemen tak nol
vang pertama harus terletak di kolom sebelah kanan elemen tak nol dari baris

sebelumnya
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Definisi 2. 26
Elemen tak nol perfama dari suatu baris disebut elemen utama atau elemen pivot

baris.

Definist 2.27

Matriks eselon baris tereduksi adalah matriks eselon yang mempunyai sifaf :

1. Setiap baris yang hanya terdiri dari elemen nol terletak di bawah

2. Elemen pivot dalam suatu baris terletek di sebelah kanan dari elemen pivot
sebelumnya

3. ASetiap elemen pivotnya bernilat satu

4.  Setiap elemen pivot merupakan satu-satunya elemen tak nol pada kolom tersebut.

Teorema 2.8

Jika A matniks n x n maka pernyataan pernyataan benikut equivalen :
4. A gon singular

b. Ax =0 hanya mempunyai penyeiesaian trivial

¢. Aequivalen baris denganl

Bukti :

1. {a=b)

Andaikan A4 non singular dan 4! invers dari matrike 4 { Matriks A berordon x n

mempunyai invers jika A matriks non singular)
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Andaikan x , penyelesaian dari Ax=0Oberati Ax, =0
Sehingga 4 '(Ax, ) =40

AVAx, = 470

Ix, =

X, =
Jadi A x =0 hanya mempunyai penyelesaian frivial.
2. (b=c)
Andaikan bentuk umum sistem persamaan linear A x = 0, sebagai berikut:
dyr tapr, +.+a,x, =0

ApXy +ApnXy +.otay,x, =0

Xt ax;+.ta,,x, =0
Andaikan sistem persamaan linear fersebut hanya mempunyai penyelesaian
trivial.

Matriks Iengkapnya yaitu :
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@y Ay @, O
gy Qg ay, ©
Uy Py v 0 0 Gy O

Karena sistem hanya mempunyai penyelesaian frivial | maka bentuk eselon
baris tereduksi dari matriks lengkapnya tersebut yang bersesuaian dengan

sisfem persamanan linear berikut:

x,= 0
1'22 QO
X = 0

n

Matriks eselon barig tereduksi yang bersesuaian dengan sistem persamaan

tersebut adalzah :
1 0 g O
0 g 0

..2)
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Jadi matriks pada persamaan 2) tersebut merupakan bentuk eselon baris
teredulesi dari matriks lengkap.
Jika kita menyisihkan kolom terakhir dari matriks lengkap tersebut dari

matriks pada persamaan 2) tersebut maka kita dapat menyimpulkan bahwa A
dapat di reduksi menjadi 1,, dengan sejumlah operasi baris elementer. Jadi 4
equivalen baris dengan I . |
3. (c=a)

Andaikan A equivalen baris dengan I, maka A4 dapat direduksi menjadi I

dengan sejumlah operasi baris elementer, sehingga terdapat matriks elementer

E,E,,. E, sedemkiansehingga £, -, , . X & A=I,

Karena matriks—matriks elementer adalah non singular (menurwt teorema 2.7)

maka

A = (B NEN T (DT I,

=g'g, " g, .3)
Persamaan 3) menyatakan hasil kali matriks—matriks non singular, sebingga kita

dapat menyimpulkan bahwa A non singular {:]

Teorema 2.9
Bilangan real 2 merupakan nilai eigen dari matriks A4, jika dan hanya jika 2

memenuhi persamaan karskteristik |27 - 4} = 0
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Buktl :

Diketahui matriks 4,

4 adalah nilai eigen dari matriks A ( mepurut definisi 2.21)
< (Ix#FEoe R ) (Ax = 1x)

& (Ix#o6€ R )(Ax =21x)

< (Ix#oe R )(Ax-1Ix=10)
& (Ix#0€ R" Y(alx-4x=0)
S (Ix#20€ R")YQTI ~A)x=10)
<> Persamaan (I - A ) x = 0 mempunyai pemecahan tak trivial
(Menurut teorema 2.8 )
< (a1~ A)adalah matriks singular
& Jar- 4] =0 (menurut definisi 2.19). D
Contoh 2.3

Diketahui A= [8 "6]
3 -1

Nilai eigen dari matriks 4 diperoleh sebagai berikut -
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szwA,=0
2 0] [8 -6] =
0 2 3 -1
-8 6 |y
-3 A+

(3-8)+1)-(-18)y =0
272410 =0
(A-2)(A-5)=0

Jadi nilai—nilai eigen dari matriks 4 yaitu A, = 2 dan 2, =5,

Nilai eigen dari suatu matriks n x n adalah akar-skar dart persamaan
karakteristiknya . Jika A adalah matriks n x n maka A mempunyai paling banyak n
nilai eigen yang berbeda .

Kita telah membahas bagaimana menentukan nilai eigen matriks bujur
sangkar, selanjutnya kita akan membahas bagaimana menentukan vektor eigen dari

suatu matriks bujur sangkar . Suatu vektor tak nol x dinamakan veldor eigen dari

matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen l,jika memenuhi AXx = Ax.
Secara equivalen vekior eigen x adalah penyelesaian pon frivial dari sistem
persamaan {2 I-A}x =40

Himpunan penyelesaian dari sistem persamaan { I — 4) x =0 merupakan subruang

dari R" yang disebut ruang pemecahan .
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Andaikan W adalah himpunan penyelesaian dari sistem (R I~ A} x =0,
Ambil sebarang w,,w, e  , maka{21~A) w, =0 dan (21-4) w,=0
Sehingga (A1~A)(w,Tw,) = (11-4) wtdan (21-4)w,

=0+ @

=
Dan untuk sebarang skalar k, (A I-A) kw, =0=k{(2I-A) w, = k. 0= 0
Jadi untuk sebarang w,,w, e W maka w, + w, ew dankw, e ¥ .
Dengan demikian terbukti bahwa W adalah subruang dari g”.
Ruang pemecahan ini dinamakan juga ruang eigen dari matriks 4 yang berseéﬁaian ;

dengan nilal eigen 2.

Contoh 2.4

DiketahuiA-“—{s "6}
3 -1

Nilai eigen dari matriks 4 yaitu 2, = 2dan 2, = 5

Vektor eigen dari mafriks A diperoleh sebagai berikut:

1. Andaikan x = {x,J’ adalah vektor eigen matriks A vang bersesuaian

x2
dengan nilai eigen %, = 2 ,
maka x adalsh penyelesaian non trivial dari sistem persamaan

{(A1-4A)x =0.
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Matriks lengkap dari sistem di atas diperoleh sebagai berikut :
[ ol e
{o 1 3 -1
[ b |
0 2} |3 -1

OI—»—‘

Jadi matriks lengkap dari sistem persamaan di atas adalah [_ £ ¢ 0].
-3 3 0

Bentuk eselon baris fereduksi dari matriks lengkap ini adalah

[1 -1 O} ,yang bersesuaian dengan sistem persamaan linear x, - x, = 0
0O 0 0 :

alal x, = x,. Jika x,= 8, s sebarang konstanta real maka x, = 5. Jadi {S]

h 4
dengan s sebarang konstanta real adalah penyelesaian sistem persamaan
(2I-A)x = 0.

Sehingga vektor eigen matriks 4 yang bersesuaian dengan ailai eigen 2 adalah

5

X = [3], dengan g sebarang konstantareal dang « 0.

Vektor x int dapat ditulis sebagai x = 5 [l]
1
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2. Andaikan x = [xtJ, adalah vektor eigen mafriks A yang_bersesﬁaién B

3
dengan nilai eigen 1, =5, maka x adalah penyelesaian son trivial dari

sistem persamaan (#I — A) x = 0. Matrike lengkap dari sistem di atas

diperoleh sebagai berikut : Hl 0}5_{8 . sﬂx =0 .

0 1 3 -1
su iy f8 -6lixw e
o low FET F
-3 6}7{ = ¢
-3 6

Jadi matriks lengkap dari sistem persamaan di atas adalah [" 36 OJ.
-3 6 0

Bentuk eselon baris tereduksi dari matriks lengkap ini adalah

{1 = O]Sang bersesuaian dengan sistem persamasn linear x, - 2x, = 0
Ogm@l O

atal x, = 2x,. Jika «, =8, 8 sebarang konstanta real maka x, = 2s. Jadi [2’]

3

dengan 5 sebarang konstanta real edalah penyelesaian sistem persemaan

(S1-A4)x = 0. Sehingga vekfor sigen matriks A yang bersesuaian dengan

nilai eigen 5 adalsh x= [21, dengan s sebarang konstanta real dan dans = 0.

8

Vektor x ini dapat ditulis sebagai x = 8 [f:‘
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2.3 Diagonalizasi

Andaikan A matriks bujur sangkar berordo n. Pada bagian ini kita akan

membahas cara menentukan matriks non singular X sedemikian hingga
X 'ax =D, di mana D matriks diagonal.

Kita mulai dengan definist berikut.

Definisi 2.28
Matriks bujur sangkar D = ( d y ) disebut matnks diagonal jika merupakan matriks

gegitiga atas dan matriks matriks segitiga bawah yaitudq = 0 untuk semua 1 >j dan

untuk semua >0,

Definist 2.29
Suatu matriks bujur sangkar A yang berordo n dikatakan dapat didiagonalisasikan ,

jika terdapat matriks non singular X" sedemikian hingga x ! 4x = D, dengan D adalah
matriks diagonal. Matriks X dikatakan mendiagonahsasiken matriks A.

Teorema 2.10

Andaikan X,,%,,., X, adalsh vektor—vekior dalam 2" dengan

t

untuk i = 1,2,...,8 Andaikan X = (X)), adalah

X = (X gy Xppmes Xy )

matriks yang dibentuk dengan , sebagai kolom-kolomnya.
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Himpunan vektor-vektor { x,,x,,.., x, } adalah tak bebas linear bila dan hanya

bila X
Bukti :

singular.

Andatkan £,,%, ..., &, adalah skalar—gkalar sedemikian hingga
Eixy + Eaxg o+ oo+ Eyx, =0,

Persamaan di atas equivalen dengan sistem persamaan berikut ;
ey, kR b, ., =0

Exy + kx5 + oo+ B, x5, =0

kg + kX, g+t bz, =0

Andatkan k =(k . k,,... £ )}, maka sistem persamaan ini dapat ditulis dalam
bentuk persamaan matriks, yaitu Xk = 0 . Menurut teorema 2, 8, persamaan
Xk = 0 hanya mempunyai penyelesaian trivial bila dan hanya bila X adalah
matriks non singular. Pernyataan ini equivalen dengan persamaan Xk = 0
mempunyai penyelesaian pon trivial bila dan hanya bila X singular.

Berarti adak = (&, &,,.., k, )’ dengan tidak semuanya sama dengan no!

sedemikizn hingga Xk = 0 bila dan hanya bila X smgular,
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Karena  persamasn Xk =0 equivalen dengan  persamaan

By +hyx, otk 0, maka keduanys mempunyai  himpunan

nn

penyelesaian yang sama. Jadi terdapat skalar—skalar £, Z,,..., ¥, yang tidak
semuanya sama dengan nol sedemikian hingga kyx, + box, + .+ £,x,= 0,
bila dan hanya bila X singular.

Dengan demikian x,,%,,..., ¥, adalah tak bebas linear bila dan hanya bila X

singular. D

Dengan teorema 2.10 ini berarti jika [v|=0, maka himpunan vektor—vektor
yang diselidiki adalah tak bebas linear , sedang jika |x |« 0, maka himpunan

vektor-vektornya adalah bebas linear.

Benkut adalah sebuah teorema yang buktinya mengungkapkan cara

mendiagonalisasikan suatu matriks.

Teorema 2.1

Andaikan A matriks bujur sangkar berordo n . Matriks A dapat didiagonalisasikan bila
dan hanya bila 4 mempunyai n vektor sigen yang bebas linear .

Bukti :

1. (= )Andatkan 4 dapat didiagonalkan . Maka terdapat matriks non singular

X sedemikian hingga ¥ 4y = D atau AX= XD, dengan D mafriks
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diagonal.
ETE %iy | E
X3y Xz - . - Xy ¢ 4,
Andaikan¥={ - - - - - - |dmD=
EXI PO ¢ 0
F’Cu X33 xlnh ""1 Y 07
xl[ xn X2n ) 12 0
Maka XD = .
[ Xpl Xpy . jt0 9 . . . A, |
(232, xpd; . . . L
Xpdy Xphyoo o Xl
__xn!RI anZZ me‘xd
[ Ay Axg . A Xy |
‘zixll '2'2’:22 "3 o 2 Zaxﬂu
| A A, o A ¥y |
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Andaikan x, = (X, %, .., *_ )" dengan i = 1,2,....n adalah
vektor-vektor kolom dar1 matriks X, maka vekfor—vektor kolom dari
matriks X7 adalsh /11x1,3,232,..., An.X,. Sedangkan vektor—vektor
kolom dari matriks AX adalah 4Ax,, Ax ,,..., Ax .

Karena AX= XD ,maka Ax, = A,x, untukgetiapi=12,. . . n

X matriks non singular sehingga |X'|+ 0.
Jadi untuk setiap 1 = 1,2,....,n, X; adalah vektor tak nol sehingga X;

adalah vektor eigen matriks 4 yang bersesuaian dengan nilai eigen A, .

Karena X non singular maka menurut teorema 2.6 himpunan
{ x, ,xz-,..., X, } adalah bebas linear.

2. (<)
Andaikan A mempunyai n vektor eigen yang bebas linear, yaitu

{ x,,x,,.., x, } yang bersesuaian dengan nilai eigen 2,, 2,...., 2.

Andatkan x, = (x,,%5,,.. X}, untek setiap i=1,2,... . ndan

Lot g of J T ] Pt
kY X J . X
2 » ' 2a
X =
hx‘! L.z v f T e |

Maka kolom-kolom dari hasil kali AX adalah Ax,, Ax,,.., 4x,.

Kal'enﬂ Axl = Rlxl,sz = zgxz,..-, Ar,, = lnx”,maka:
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[y AaXp o . Auxy,
Ay AgExm o Auxy,
AX =
| A1 AaXny - AKX,
Fxy X - - - ox.if2 0 . . . 07
T *n Gaf] O 4a Y
| Xt X2 - - - Xy [0 0 .. AL

= XD , dengan D mafrike diagonal yang elemen—elemennys pada
diagonal utamanya adatah 1,,4,,., 4, . Karena himpunan vektor—vektor

kolom dari matriks X bebas linear, maka menurut teorema 2.10 X adalah non
singular., Sehingga menurut definisi 2.29 X mendiagonalisasi matriks A Jadi

A dapat didiagonalisasikan. | |
Dari pembuidian ini terlihat bahwa vekfor-vektor kolem dari matriks X

merupakan vektor-vektor eigen dari matriks A.

Definisi 2. 30

Sebuah matriks non singular P, . dikatakan ortogonal jikea mempuayai sifat

pPl= pt,

Definisi 2.31

Matriks A, dikatakan dapat didiagonalisasi secara ortogonal jika terdapat suatu
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matriks P yang ortogonal sedemikian hingga r-'a4p = p, dengan D matriks

diagonal. Matriks P dikatakan mendiagonalisasi A secara ortogonal.

Definisi 2.32

Matriks 4 dikatakan simetri jika 4= 4

Teorema 2,12

Andaikan 4 matriks ortogonal maka vektor-vektor kolom dari matriks A

membentuk himpunan ortonormal dalam 2" dengan hasil kali dalam Euclides,
Bukti :

Diketahui 4__ ortogonal

Menurut definisi 2.30 maka A’ = 4"  Sehingga A4 = 474 =7

Matriks / dapat dituliskan sebagai [ﬁv],denga.u[ﬂv]={ 0, jtkat =
1, Jikat = |

ij= 1,2,..n
Hasil kali matriks A'A berbentuk matriks n x n , dengan elemen-elemen

pada baris ke 1 dan matriks 4 ' merupakan elemen-elemen pada kolom ke i
dari matriks A dan elemen-elemen pada kolom ke j dari matriks A merupakan

elemen-elemen kolom ke j dari matriks A, sehingga andaikan v, adalsh

vektor-vektor kolom dari matriks A maka < v, v, > =[§U ]
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Jadi < v, ,v >={O’ﬂk“f* J .
ivVy 1 i Co
, fikai =}

Sehingga menurut definisi 2.16 himpunan vektor-vektor
kolom dari matriks A membentuk himpunan ortogonal dan menurut definisi
2.17 himpunan ortogonal tersebut membentuk himpunan ortonormal.

Jadi veldor-vekior kolom dari matriks A membentuk himpunan ortonormal

dalam R " dengan hasil kati dalam Euclides. |

Teorema 2. 13

Matriks A, ., dapat didiagonalisasi secara ortogonal jika dan hanya jika A
mempuayai n vektor eigen yang ortonormal.
Bukti :
(=) Diketahui A4, dapat didiagonalisasi secara ortogonal. Menurut definisi
2.29, maka terdapat suatu matriks P yang ortogonatl sedemikian hingga
PTAP= P'AP = D, dengan D matriks diagonal. Dari penjeliasan bukti
teorema 2.10 {= ) terlihat bahwa vektor-vektor kolom dari matriks P

adalah vektor-vektor eigen dan matriks A.Sehingga menurut teorema

2.12, vektor-vektor kolom mairiks P membentuk himpunan ortonormal

dalam R" . Jadi A mempunyai n vektor eigen yang ortonormal,

(¢=) Andaikan A mempunyai n vektor eigen yang ortonormal yaitu

{PisPs,.--y Py }- Seperti yang diperlihatkan dalam bukti teorema 2.10
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(=), maka mafriks P dengan vektor-vektor eigen ini sebagai kolom-

kolomnya akan mendigonalisasi mafriks A. Karena vektor-vekfor eigen
ini ortonormal, maka P ortogonal sehingga akan mendi gonalisasi A

gecara ortogonal. D

Definisi 2.33

Basis ortogonal {#,,4,,...,8,} untuk sebarang subruang V adalah basis yang
terdiri dari vektor yang saling ortogonal, yaitu basis yang memenuhi <v,,v, >= 0
untuk i 2 j . Jika basis tersebut memenubi < v ,v, >= 1, untuk i=j disebut basis

ortopormal idanj =1,2,...n

Teorema 2.14

Jika S = {¥,,¥,,..,v,} adalah himpunan ortogonal vektor taknol dalam ruang hasil

kali dalam, maka S bebag linear.

Bukti :
Diketahui S = { ¥j» Vqs+++»Yy }adalah himpunan ortogenal vektor taknol dalam
ruang hasil kali dalam. Misalkan kv, + kyvy+..4k,v, =0%)
Untuk membuktikan S ={ ¥;>Vys::-»¥, }bebas linear, maka kita harus
membuktikan k, = &k, =..= k, =0.

Untuk setiap ¥, dalam'S, i=1,2,....,n maka dari persamaan *¥) diperoleh :
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<k, + kvt kv, v, >=<0, v, >
< kv, + kv, Aky, v, =0
b, <99, >4k, <v,,v, >4tk <y ¥, >=0 ¥

aksioma kehomogenan

Karena <V, ,V;>=0jika ;» ;, makapersamaan **) menjadi

Karena vektor-vektor S dianggap taknol, maka < V, , v, >« 0 menurut
aksioma kepositifan untuk hasil kahi dalam, maka k. =90. Karena

1=172,...nmaka k, = i’; S }-',“-T* 0. Jadi S bebas Linear.

L]

Teorema 2.15

Setizp ruang hasil kali dalam berdimensi berhingga taknol mempunyai sebush basis

ortonorimal.

Bukti :

Misalkan V adalah sebarang ruang hasil kali dalam berdimensi n taknol,
dan misalkan S = { &, ,%, ..., %, } adalah sebarang basis untuk V.
Urutan langkah-langkah berikut akan menghasitkan basis ortonormal

{v ,vy,...,7,} untuk V.
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Langkah 1. Misalkan v, = ﬁ Vektor v, mempunyai norma 1.
i

Langkah 2. Untuk memperoleh vektor ¥V, yang normanya 1 yang artogonal
terhadap ¥, kita hitung komponen #, yang ortogonal terhadap ruang w,,

yang dibangun oleh Vv, dan kemudian normalisasikan komponen 4,

tersebut (gambar2.1) yaitu :

u:‘.—proy,‘uz uz“<u2'vl>vl

[ - prove ] o < ugave > v, |

Yo

Langkah 3. Unfuk memperoleh vektor v, yang normanya 1 yang ortogonal
terhadap v, dan v, , kita hitung komponen «, yang ortogonal terhadap ruang

¥, yang dibangun oleh v, dan v,, kemudian normalisasikan

komponen u, tersebut (gambar 2.2) yaitu;

Uq - ro U = —
3T PTOY M g <y, D v = <,V >,

!}“3- F"C’)’w,“BH ”’-‘z"‘ R U3,V >V = KUy, Yy "2“

Vs

Dengan meneruskannya cara ini kita mendapatikan himpunan
ortonormal dari vektor-vektor {v,,v,,...,v, } . Karena V berdimensi n, maka
menurut teorema 2.14 dan setiap himpunan ortonormal bebas linear, maka

himpunan {v,,v,,...,v,} akan merupakan basis ortonormal untuk V.

Pembentukan Iangkah demi langkah ini disebut Proses gram SchmidtD
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Uy — Proy w Uz
{

A
us
F 3
A\
| w1
2 proyyw g
Gambar 2.1
U3 — proy w1u3
A
V3 A u
-
V1 A g
ProYay U3

Gambar 2.2
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Teorema 2.6

Matriks A,,, dapat didiagonalisasi secara ortogonal jika dan hanya jika A simetri.

Bukii

(=) Andaikan A4, , adalsh matriks yang dapat didiagonalisasi secara -

ortogonal. Andatkan P  adalah mafrike ortogonal yang
mendiagonalizasi A secara ortogonal.

Menurut definisi 2.29 maka r-' 47 = p, dengan D matriks diagonal.
PUAP=D
PPAP = FPD
4P = PD
APP™ = PDPT
ALE pabias
ARt

Karena P ortogonal maka A= PD P’
A = (PDP')’
A = PDP*?

Karena A= PDP’ maka 4 = 4°

Jadi menurut definisi 2.32, maka A adalah matriks simetri.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 47

(¢=) Akan dibuktikan bahwa jika A mafriks simetri maka A dapat
didiagonalisasi secara ortogonal dengan induksi matematika.
Jelas, bahwa matriks semetri berordo 1 dapat didiagonalisasi secara
ortogonal.
Untuk n 22, kita asumsikan bahwa untuk setiap matriks simefri berordo
n-1 dapat didiagonalisasi s—ecara ortogonal,
Sekarang kita akan membuktikan bahwa mafriks simetri A dapat

didiagonalisasi secara ortogonal.

Andaikan v, merupakan vektor eigen yang berkaitan dengan 2 dari

mafriks A dan kita misatkan » = .-i., maka fx, ]| =1

v
v d

Kemudian dengan algoritma Gram Schmidt kita dapat mencari vektor-

vektor x,,x,,...,x, sehingga x, ,x,,x,,...,x, merupakan himpunan

ortonormal.

Bentuk matriks Q= [x, x, . . . x, | yeitu matriks yang kolom ke i

nya adalsh vekior x, . Matriks Q adalah matriks ortogonsal, kerena Q'Q = 7.
Sekarang kita hitung AQ = [A A REAlam Axn]
=[A, 4z, . . . Ax.],

karena 4 X, = /txl Kemudian kita hitang matriks B = Q'AQ
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B = . [an, ax, . . . 4x,]

Karena vekior x, ,X;,%5,.-., X, ortonormal, maka kolom pertama dari

matriks B adalah (1 ,0.0,...,0)" atau

Fl * *
0 * ¥ . . %*

B={ | ,dengan *elemen yang munhgkin talmol.
O E * s s .j

KarenaB= Q°AQ ,.maka B' = (Q'AQ)Y =0 AQ =040 =B
Karena B simetri maka baris pertama dart matriks B sama dengan
kolom pertama dan matriks B.

Sehingga bentuk matriks B menjadi :

1 v R N g A D i}
. 1]
B={" " " Ti= , dengan C adalah
oy
o + v . .+ Lo ]

matriks simetri berordo n -1.
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Sekarang kita asumsikan ada matriks ortogonal R dan matriks diagonal

| T |
pt

D,,sehingga R'CR = D, KitabentukS= |0 yang

0 J
vektor-vektor kolomnya merupakan himpusan ortonormal, Sehingga

10 .. oeifr e A R 0
S‘BS =|0 0 0
rt c R
6 o tio
P 0
=0
RicR
8
(2 o 0

=D, dengan D matriks diagonal berordo n

]
Karena B = Q'AQ maka D =8(0'40)8 =(S'QYA(QS) =

(08) A(QS) . Andaikan QS = P, maka matriks P adalah orfogonal
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karepa Q dan S mafriks-mafriks ortogonal sehingpa

P' AP Jadi malriks P adalah matriks yang mendiagonalisasi

matriks A secara orfogonal. D

Teorema 2.17

Andaikan A, adaleh matriks simatri maka A mempunyai n buah vektor eigen .

yang ortonormat,

Bukti :

Diketahui A adalsh matriks simetri Menurut feorema 2.16, maka A dapat

didiagonaligasi secara ortogonal Karena A, . dapat didiagonalisasi secara
ortogonal maka menurut teorema 2.13, A mempunyai n buah vektor eigen

yang ortonormal.

]
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BAB II

APROKSIMASI NILAIEIGEN DOMINAN:

METODE PANGKAT

Pada bagian di depan kita telah membahas bahwa nilat eigen suatu mafriks
bujur sangker dapat diselesaikan dengan pemecahan persamasn karalderistiknya
Untuk mencari nilai eigen suatu mafrike bujursangkar yang berukuran besar terdapat
metode penyelesaian yang tidak langsung. Metode ini adalah metode pangkat yang
mengaproksimasi nilai eigen dengan nilai mutlak terbesar dan vektor eigen yang
bersesuaian. Metode pangkat tidak menghasilkan nilai yang sebenarnya tetapi
menghasilkan beberapa nilai hampiren yang besarnya kesalahan dapat kita kontrol.
Berikut akan dibahas tentang definisi milai eigen dominan dan vektor eigen yang
bersesualan serta suatu teorema tentang aproksimasi terhadap vekior eigen dominan

dari suafu matriks bujursangkar.

Definisi 3.1
Sebuah nilai eigen dari suatu matriks bujur sangkar A dinamakan dominan
(dominant eigen value) jika nilai mutlaknya lebih besar dari nilai-nilai mutlak
dari nilai eigen vang lainnya Sedangkan vekfor eigen yang bersesuaian
dengan nilai eigen dominar dinamakan vektor eigen dominan (dominant eigen

vector} A

51
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Cantoh 3.1

4 2 1
Diketahut matriks bujur sangkar A= 1, 5 3
0 ¢
Nilai-nila: eigen dari matriks A diperoleh sebagai berikut :

det(11-A)=0

(A4Y(xa+5Y(n-6) =0
{(A-6)Y(ra+5)(n4) =0
A 56 ;=5 , 1,74

Jadi 3 =6 adalah nilai eigen dominan dari matriks A , karena || > |- 5|,

el = fal-

Teorema 3.1
Andaikan A adalah matriks bujur sangkar yang dapat didiagonalisasi dengan nilai
eigen dominan Jikax, adalab sebarang vektor taknol dalamR " maka A7 X

dengan eksponen p yang besar merupakan aproksimasi terhadap wvektor eigen

dominan A,
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Bukti :
Andaikan A adalah matriks n x n yang dapat didiagonalisasi dengan nilai
eigen dominan.

Menurut teorema 2.11 A mempunyai n veldor eigen v,,v,, ..., v . bebas
linear. Misalkan 4, a,, .. , &, adalah nilai-nilai eigen yang bersesuaian
dan andaikan f,| >“{12] e =1 T
Karena vektor-vektor eigen v,, v,, ... , v, bebas linear maka menurut
teorema 2.4 vektor- vektor eigen v,, v,, ..., v, membentuk basis untuk
R®™. Berarti vektor-vektor eigen membangun R ™. Jadi untuk setiap Xg €
R, dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear , yaitu

xg = kivitkovat .o+ ke,
Axy = Alkyvitkgv,+ o+ kv,) (kedua ruas dikalikan A)

= AkivitAkwva+ ...+ Akyv,

= kAvitkAva+ ...+ k Av,

= khAwvitkadova + .+ K Aova (definisi nilai eigen)
AAxy) =A(aAvi+ keAava + ...+ kaAave)  (kedua ruas dikadikan A)

=AkAvi+tA kdva+ ...+ A Kk ALv,

=kA v+t kA Avat. .t KA Ay,

=kiatAvitkeRorava +..t KuAnhnv,  (definisi nilai eigen)
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2 2 2
=kia t'vit ko 2 vt kaa oV,

Apr = kl(l 1PVI}+ kz(l 2PV2)+ oot kﬂ(?"“pv”)
( dikalikan sebanyak p oleh A)

= MPavi) T A (kava) + o+ AP(kava)

"-=?L[P(k[v;+{_;.?_ Pava+ ... +( % Pkava) (3.1)
1

1

lﬂ

Karena [4,] > 4,]2 .. = |4,] moka {%H%ﬁ-’ -

semuanya mempunyai

nilai mutiak yang lebih kecil dari saty . Sehingga jika p semakin besar maka

(E_Z_)r'(_%‘l.,_)?w'(_%s_)f' secara terus menerus mendekati nol . Berarti dari

PRGN 2,

persamaan 3.1 kita mendapatkan suatu aproksimasi yaitu :

APxy w }l{’klv!

A¥xy = ATkv, merupakan suatu aproksimasi. Jika k,#+ 0 maka APk v

adalah kelipatan skalar taknol dari vektor eigen dominan ¥, . Berarti A{ kv, adalah
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veldor eigen dominan. Jadi A4 ¥ x, merupaken aproksimasi dari vekior eigen dominan

yang semakin baik jika p semakin besar . -

Contoh 3.2
mmmmnmmmA=ﬁ ﬂ

Nilai eigen dari matriks A diperoleh sebagai berikut ;

(A1~ a)=0
[ 3-8
{x-x -4}

-1 A-3

(A-3¢21-3)-4=0

= ()

= {

(R2-6249)~-a =0

A~ 62 +5 =0

Q-5x2-1p=0

4, =5 dam 2, =1

Nilai eigen domin an dari mafriks A adalah 2, = 5 karena (>

Ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen dominan 2, = 5 adalah
ruang pemecahan dari sistem persamaan berikut :

(5I~A)x = 0
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2 -40[x] = [0
1 A Xy 0
Kita mendapatkan » = 2t dan x, = ¢, dengan t sebarang konstanta real.

Jadi vekfor-vektor eigen yang bersesuaian dengan 2 = s5adalsh vektor-

vektor taknol yang berbentuk x = [7“} . (3.2)

L

Sekarang kita akan mengeproksimasi vektor eigen dominan A dengan

mengambil sebarang vektor taknol .

Kita akan memulainya dengan mengambil sebarang vektor taknol | [1]
S

sebagai aproksimasi awal terhadap vektor eigen dominan . Dengan pengalian

o [ 1] oleh A secara berulang-ulang menghasilkan aproksimasi sebagai
1

bertkut :
SN B HEE
Az = AlAg)= ﬁ :] [Z} - []3;] =19 [1,9;173]
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A xy = A(A3x9)=[? :“:z }= {z: ] 2469{1.%:73 ]

S H [ o A e

3 4 r 7 3
48y = ALA 2, )= { ]{468’7]= 23437 1= o 1,9991}

1 3 {2344 | {11719 | R
_ I3 4r23437 7_ [1171877 (11,9999

A? =A A'S o — o 1
= Al 5) {1 3“11?:{ [58594‘ 8 }

A=A )= 3 41117187 | _ 585937 = 292060] 1:9999
1 3] 58594 | |292969 1

Hasil pengalian x, dengan A semakin mendekati kelipatan skalar dari {2] .
1

Dengan memisalkan t = 1 pada persamaan (3.2} , x = 2] merupakan vektor
1

eigen dominan A Hasil-hasi! perhitungan di atas menghasilkan aproksimasi
vang semakin baik terhadap vektor eigen dominan A karena kelipatan skalar

dan vektor eigen dominan adalah juga vektor eigen dominan.

Jika aproksimasi terhadap vektor eigen dominan telah diketshui maka kita
bisa mengaproksimasi nilai eigen dominan,
Berikut akan diperlihatkas bagaimana mengaproksimasi nilai eigen dominan jika
aproksimasi terhadap vektor eigen dominan telah diketahui.

Misalkan A adalah nilai eigen A dan x adalah vektor eigen yang bersesuaian .

Jika < | > menyatakan hasil kali dalam Euclides, maka
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¥, A > <x, x>
<X,x > <X,x > <x x>

Jika x adalah aproksimasi terhadap vektor eigen dominan, maka nilai eigen dominan
A, dapat diaproksimasikanoleh: 2, _ < X AL> (3.3)
Persamaan (3.3} dinamakan kuosien Rayleigh

Contoh 3.3

Dari contoh 3.2 kita mendapatkan

;_’ - | 585937
192969

jl sebagai aproksimasi terhadap vektor eigen.

Jika nilai eigen dominan 2, = 5, dan

AniL 3 435859377 . [2929687
I 31292969 1464844
Maka menurut persamaan (3.3) kita memperoleh :

~ ~

< x >
2,3 m__j_’...f_m.m

~
< X,X =

| (585937 }(2929687 )+ (292969 X(1464844 )
(585937 J(585937 )+ (292969 Y(292969 )

1,76612 .10% + 4,2915388 .10"
o
2,4332216 .10" + 8,5830834 .10%°
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2,1457658 .10
*i
4,2915299 .10

# 5,000002167
A ~ 5000002167 merupakan aproksimasi yang baik terhadap nilai eigen

dominan 2, = 5.

Contoh 3.2 dan contoh 3.3 merupakan contoh yang melukiskan suatu teknik
yang mengaproksimast nilai-nilai eigen dan vektor-vektor eigen dominan .
Teknik yang dilukiskan ini disebut metode pangkat (power method) atan metode
pengulangan Metode pangkat im sering menghasilkan vektor-vektor yang
mempunyai komponen-komponen besar yang malah merumitkan sepert: terlihat pada
contoh 3.2 . Untuk mengatasi hal itu maka vektor eigen aproksimasi tersebut
diskalakan ke bawsh pada masing-masing langkah sehingga komponen-
komponennya terletak di antara +1 dan -1 . Hal i dapat dicapai dengan cara
mengalikan vektor eigen aproksimasi dengan kebalikan komponen yang mempunyai

nilai mutlak terbesar.

Contoh 3.4

Datlam contoh 3.3 |, aproksimasi awal terhadap vektor eigen dominan adalah

ax =10 ]

Komponen dengan nifai mutlak terbesar adaiah 7.
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Jadi vektor eigen vang diskalakan ke bawsah adalsh
.
714 0,57142857

Untuk melaksanakan prosedur di atas kita perlu mengetahui langkah-langkah
dalam metode pangkat dengan metode penskalaan ke bawah .
Berilat iktisar langkahlangkah dalam metode pangkat dengan penskalaan ;
Andatkan A matriks bujur sangkar yang dapat didiagonalisasi dengan nilai eigen
dominan.

1. Langkah 0. Pilihlah vektor taknol x, .

2. Langkah 1. Hitunglah A x, dan skalakanlah ke bawah untuk mendapatkan

- aproksimasi pertama terhadap vektor eigen dominan.

Sebut vektor eigen tersebut X, .
3. Langkah 2 . Hitungiah A X, dan skalakanlah ke bawah untuk
mendapatkan aproksimasi kedua , sebut X, .

4. Langkah 3 . Hitunglah AX, dan skalakanlah ke bawah untuk

mendapatkan aproksimasi ketiga , sebut X3 .
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Urutan Xy, %, , %, ,¥5,........ yang kita dapatkan merupakan aproksimasi yang

semeakin bertambah baik terhadap vektor eigen domipan .

Contoh 3.5

Diketahui mafriks A = {3 4:’
1 3

Untuk mengaproksimasi vektor eigen dominan dan nilai eigen dominan kita
menggunakan metode pangkat dengan penskalasn ke bawsah seperti

ditunjukkan dalam langkah-langkah tersebut di atas.

1.Langkah 0
Kita pilih sebarang vektor taknol sebagai aproksimasi awal Xq = E}
2.Langkah 1

Kita mengalikan X, dengan A dan menskalakannya ke bawah untuk

mendapatkan x;

S

Komponen nila: mutlak terbesar dari A x; adalah 7

xlr.-;}_ 7 = 1
714 0,5714
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3.Langkah 2

Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawah untuk

mendapatkan x, .

Ax,= [3 4][ 1 }z{s,zssv]
1 31]10,5714 2,7143
Komponen nilai mutlak terbesar dari A X, adalah 52857

LN [soesijld 1
? 52857 [2,7143 | |0,5135
Dengan persamaan (3.3) perkiraan pertama dari nilai eigen dominan

adalah :

4~ -:xi,Ax} >

< X Xy >

|, (5,2857) + (0,5714 X(2,7143)
(D) + (0,5714X(0,5714)

5,2857 +1,5510
1+ 0,3265

6,8367
[ R ——
1,3265

~ 5,1538
4 Langkal 3

Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawsh untuk

mendapatkan x,.
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A, =13 4 1 1.75,0541
x, .
1 31105135 | |2,5405

Komponen nilai mutlah terbesar dari A x, adalsh 5,0541.

x. = 1 35,0541 |- 1
* 50541 | 2,5405 | | 05027

Dengan persamaan (3.3) perkiraan kedua dari nilai eigen dominan

adalah :

<x.,,Ax, >

2 ]
ll e R .. S,
<x2'x2>

_ ()(5.0541) + (0,5135 )(2,5405 )
() + (0,5135(0,5135)

5,0541 +1,3046
1+0,2637

6,3587
1,2637

w 5,0318

5.Langkah 4

Kita mengalikan x; dengan A dan menskalakannya ke bawsh untuk

mendapatkan x, .

Ax, =[3 4 1 ofs0107 7
1 3)]05027 | |2,5080

Komponen nilai mutlak terbesar dari Ax, adalah 5,0107.
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x,= | 50107 )-[ 1
4 .
5,0107 12,5080 | |0,5005 |
Dengan persamaan (3.3) perkiraan ketiga dari nilai eigen dominan
adalah : '

L xg, Ax g >
< Xy,X5 >

A

_ {)(5,0107 )+ (0,5027 X(2,5080 )
(O() + €6,5027 )(0,5027 )

- 5,0107 +1,2607
1+ 0,2527

6,2514
1,2527

~ 53,0064

6.1angkah 5
Kita mengalikan X, dengan A dan menskalakannya ke bawah untuk

mendapatkan x .
AX, =[3 4}{ 1 Ju[s,()oz}]
1 30,5005 | |2,5016

Komponen nilai mutlak terbesar dari A X, adalgh 5,0021.

xg=__ 1 [5.00217.1 1
5,0021 | 2,5016 | |0,5001

Dengan persamaan (3.3) perkiraan keempat dari nilai eigen dominan

adalah :
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< KgAK 4 >
A, P& el R

< xq,x4 >

(1X(5,0021) + (0,5005 )(2,5016 )
¥ "X + €0,5005 )(0,5005 )

5,0021 +1,2521
~
1+ 0,2505

o 6,2542
1,2503

s 3,00132
7.Langkah 6

Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawah untuk

mendapatkan x; .
Ax,= 1 4 1 | 5.00041.
1 31[0,5001 2,5003 |

Komponen nilai mutlek terbesar dari A X  adalah 5,0004.

e = ] 5.000¢ 1.0 1 ]
¢ 30004 |2,5003 [ |0,5002
Dengan persamaan (3.3) periuraan kelima dari nilai eigen dominan

adalah:

‘lt - <X, A >
L Xy Xy T

. ()(5,0004 ) + (0,5001)(2,5003 )
(1) + (0,5001 3(0,5001)
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5,0001 +1,2504
14 0,2501

N 46,2509
13,2501

= 35,0003

8.Langkah 7
Kita mengalikan X dengan A dan menskalakannya ke bawah unfuk

mendapatkan x, .

Ax =[3 ¢ 1 Jufs.00017
v 31]0,5002 | |2,5001

Komponen nilai mutlak terbesar dari A x, adalah 5,0001.

. = 1 5,0001 | 1
T 50001 | 2,500 0,5000

Dengan persamaan (3.3) perkiraan keenam dari nilai eigen dominan

adalah:

< x4,Ax 4 >
gy 67778 7
<Xy, X >

. (1X5,0001) + (0,5000 )}(2,5001 )
(D) + {0,5000 X(0,5000 )

N 53,0001 + 11,2500
1+ 0,2500

6,2501
1,2500

~ 5,0001
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9 Langkah 8

Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawsah untuk

mendapatkan x, .

Ax,=[3 4 1 =[s.00007
1 3110,5000 ] |2,5000

Komponen nilai mutlak terbesar dari A x adalah 5,0000.

.= 1 [5000070. 1 7

® 50000 | 2,5000 | |0.5000
Dengan persamaan (3.3) perkirasn ketujuh dart nilai eigen dominan
adalah:

’?’1 o S Xy A, >
<X, Xy >

_ ()(5,0000) + (0,5000 )(2,5000)
(1)) + (0,5000 3(0,5000

5,0000 + 1,2500
=
14 0,2500

6,2500
-
1,2500

~ 5,0000
Jika meneruskan langkah ini, maka kita akan menghasilkan seurutan
aproksimasi terhadap vektor eigen dominan daa nilai eigen dominan, seperti

ditunjukkan oleh tabel 3.1 bertkut:
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Tabel 3.1

Langkah

1

X;= aproksimasi ter-

hadap vektor eigen q [_ . i : z ] 1 ( l [- . ! ! 1
1| [0,5714) 103135 | 05027 | 03005 | [0,5001 | [050002 | |0,5000

vang diskalakan i B )

ke bawah

A%, F 52857 | [5.0541 [5.0}07} 50021 | [50004 | 150001 s,oooj
4 {2,7143} 25403 | 29080} | 2501 2,5003J 25001 25000

Aproksimasi terhadap

A4 - 5.1538 35,0318 35,0064 5,0013 3.0003 35,0001 5,0000
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Dalam penggunaan metode pangkat tersebut tidak ada aturan yang rumit dan
cepat untuk pemecahan suatuy masalah. Hal ini seperti dilukiskan dalam menentukan
berapa langkah vang kita gunakan dengan metode pangkat tersebut.

Untuk mengatasi persoalan ini, ada suatu cera yang dapat digunakan untuk
mengontrof berapa besarnya kesalahan terhadap aproksimasi tersebut.

Berikut ini dibahas metode tersebut.

Definisi 3.2

Jika 7 menyatakan aproksimasi terhadap kuantitas A maka galat relatif dalam

~
A -4

aproksiomasi tersebut didefinisikan sebagai : I =
A

Sedangkan galat persentase dalam aproksimasi tersebut didefinisikan sebagai:

'2'~2x100%

Contoh 3.6

Dalam contoh 3.2 diketahui matriks A mempunyai nilai eigen dominan

o~
2 =S$5.Dan dalam contoh 3.5 disebutkan A = 5,00001 sebuzh aproksimasi
terhadap A.

Galat relatif dalam aproksimasi tersebut adalah :
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= {,000002

i |={5- 5,00001 { [ 0,00001
I 5 5

Galat persentase dalam aproksimasi tersebut adalah :

E x 100% = 0,000002 x 100% = 0,0002%
Jadi galat relatif dan galat persentase dalam aproksimasi tersebut berturut-

turut adalah 0,000002 dan 0,0002%.

Penghentian dalam penggunaan metode pangkat untuk mengaproksimasi nilai
eigen dan vektor eigen dominan tidak ada batasnya Untuk mengatasi hal tersebut,

kita perlu menetapkan dahulu galat relatif E yang dapat diterima / ditolerir pada nilai
eigen tersebut Jika galat relatifnya lebih kecil dart E maka perhitungan kita hentikan.

Berikut suatu gagagan untuk menghentikan perhitungan tersebut.

Definisi 3.3

Jika A4 (i) menyatakan aproksimasi terhadap nilai eigen dominan 2, pada langkah

ke- i , maka perhitungan harus dihentikan apabila kondisi berikut telah dipenuhi :

A, = 2 (D) <E
A

i

Dengan adanya gagasan ini kita bisa menghentikan perhitungan aproksimasi

terhadap nilai eigen. Tetapi, gagasan ini fidak mungkin kifa laksenakan karena nilai
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eigen dominan 2, tidak diketahui. Untuk memecabkan persoalan ini ada suatu cara

yaitu memperkirakan 2, dengan A (i) dan menghentikan perhitungan pada langkah

ke-1. Cara tersebut didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.4

Jika A0~ A0 -1} menyatakan galat relatif yang diperkirakan maka
Z (i)

perhitungan dihentikan pada langkah ke-i, dengan kondisi sebagai berikut:

l“"') ~ AU <E sika |20 = 2 G- D gikatikan 100 % maka hal ini disebut
20 A (D

}

salat persentase yang diperkirakan.

Contoh 3.7
Dan tabel 3.1 lata akan menentukan banyaknya langkah dari galat persentase

yang diperkirakan dalam nilai eigen dominan tersebut vang lebih kecil dari
0,02 %.Andaikan Z (i) menyatakan aproksimasi terhadap nilai eigen dominan

pada langkah ke-i.

Dart tabel 3.1 kits memperoleh:
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~

A (1)=5,1538

7 (2)=5,0318

-

A (3)=35,00645 -
~

A(4)= 15,0013

~
A (5)=15,0003
Galat relatif yang diperkirakan setelah i langkah adalsh sebagai berikut :

1. i=2

102y - A=
~
1)

5,318 - 5,538 l_ !w 0,1220

- = 0,02425.
50318 ‘ 5.0318

Galat persentase yang diperkirakan setelah dua langksh adalah 2,425%.

~ -~
203)- 2(2) =15.0064 - 5,0318

_ |- 0.0254 |=0,00507
[ 5.0064

| 5,0064

Galat persentase yang diperkirakan getelah tiga langkah adalah 0,507%.

3. i=4

72
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~ ~
;x(4>~ 2(3)
% (a)

Galat persentase yang diperkirakan setelah empat langkab adalah 0,102%.

= !5,0013 ~ 5,0064
i 5,0013

_ |- 0,0051 |=0,00102.
| 5,0013 |

4. i=5

= |5.0003 ~ 5,0013
2

L & (4
¢ ¢ 35,0003

- - 70,0010 [=0,00020
| i |

 {5,0003 |

A

Galat persentase yang diperkirakan setelah lima langkah adalah 0,02%.

5. i=6

I’“) - lf;) = 15,00005 - 5,00026 l - :—.-0.00024 [—.: 0,000041.

5,00005 L00005
7¢s) | RE l

(Galat persentase vyang diperkirakan setelsh lima langkah adalah
0,00041%.
Galat persentase yang diperkirakan setelah 6 langkah adalah 0,00041%

yaitu pada akhir tangkah keenam.

Tabel 3.2 berikuf, memperlihatkan galat persentase yang diperkirakan

kurang dari 0,02 %.
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Tabel 3.2
1= nomor langkah 2 3 4 5 6
AG) 5,0318 5,0064 5,0013 5,0003 5,000t
Galat relatif yang
0,0243 0,0051 0,0010 0,0002 0,00004
Diperkirakan setelah 1 langkah
(Galat persentase yang
2,4254% | 0,5073% | 0,1022% | 0,0205% | 0,0041 %

diperkirakan setelsh 1 langkah
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BAB IV

APROKSIMASINILAIRIGEN TAK DOMINAN :

DEFLASIDAN PANGKAT INVERS

Pada bab sebelumnya kita telah membahas bagaimana mengaproksi;nasi nilat
eigen dominan dan vektor eigen yang bersesuaian dengan metode pangkat. Metode
pangkat ini dapat ditempkanr untuk mengaproksimasi nilai eigen dan vektor eigen tak
dominan jika kita ingin mencari nilai eigen yang lainnya,

Untuk membahas hal tersebut, kita membutuhkan sebuah teorema berikut.

Teorema d.l

Misalkan A adalah matriks n x n yang simetri dengan nilai-milai  eigen

Ay Ayyes A, Jika y, adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A, dan

il =1 maka:

a Matriks B=A - Z,v,v mempunyai nilai-nilai eigen 0, 2,,., 1,

b, Jika v adalah vektor eigen dari matriks B yang bersesuaian dengan nilai eigen tak
nol dalam himpunan {1,,4,,., A,} maka v adalah juga vektor eigen A

yang bersesuaian dengan nilai eigen ini.
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Buleti :

Andaikan A adalah matriks B X n yang simetri dengan nilai-nilai eigen =
Aps Az sy A, . Menurut teorema 2.16 sehingga A dapat didiagonalisasi
gecara orfogonal dan menurut teorema 2.13 maka terdapat sebuah himpunan
ortonormal dari vektor eigen ¥,,v, ..., ¥, yang bersesnaian dengan nilai
eigen Ay, A, ..., A, secaraberurutan.
a DiketshuiB=A-~ A,v,v/
Untuk membuktikan bagian (a) dari teorema 4.1 kita harus menunjukan
B, = 0dm p,= 2y untuki=2_ . n
{i) Akan dibuktikanbahwa 5 , =0
Bukti :
B =A-Avyv (diketahui)
B ,=(A- A,v,v)y,  (keduaruss dikalikan dengan v, )
B =Av - vV,
Be (= Ay v - A,V v, (definisi nilai eigen)
B = A (- v )
(= Ay v (1-<v, ,y,>) (bentuk lain dari hasit kali dalam)

= A, v (1-1) (definisi himpunan ortonormal)
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Jadi nilai eigen yang bersesuaian dengan v, vaitu A, =0
(i)  Akan dibuktiken bahwaB y = 4, » ,untuki=23, . .n
_ Bukti
B =A- vy
B v;=(A- Av,v) )y, (dikaliken dengan v, =273, .n)
By, =Ay, - Avy Vv,

By, =24, v, - 4wy Vv, (definisi nilai eigen)

BV:“'{:VI ‘Axvs(v: Vi

By, =2 v, -4, v,<v, ,v, >

(bentuk lain dari hasil kali dalam)

Bv,=2, v, -4,v,.0 (definisi himpunan ortogonal)
By, =24 v, -0
Bv,=A4, v, ,i=23..8

Jadi 0, A, ..., A, adalsh nilai eigen dari matriks B .
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(b) Untuk membuktikan bagian ini kita membuktikan dulu matriks B

simetri (8" = B )

Bukti :
B = A- Av,v/
B =(A- Avv()
Bi= A" -(Av,v))
B'=A" (4 (3

B""—"“ A! . 2’1 H (vlv;'.)f

Bf=A'-2, " v/ : (A adalah skalar)
Bf=A-2 "vy (diketahui A simetri maka A=A")
B'=B B=A-4, " vw/)

KarenaB ‘= B maka B matriks simetri
Menurut bagian (a) v, ,V,..., v, adalah vektor eigen B yang bersesuaian
dengan nilai eigen A taknol dalam himpunan {1,, 1, ,.., 4,}.
Andaikan v adalah vektor eigen mafriks B, dan A, adalah nilai eigen

yang bersesuaian dengan vektor eigen tersebut untuk k= 1,2,..., n, maka

Bv=A,v (definisi nilai eigen )
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(A- Avv) v

Il
s
i
-t

' _
Ay - Avyy) v= 4,¥

Av - Ay, .0 = A, v (definist himpunan orthogonat )
Av = A,¥
Jadi v adalah vektor eigen A yang bersesuaian dengan nilai eigen ini .
Contoh 4.1
4 -3 0
Diketahui matriks A =|_3 4
0 e 7

Nilai-nilat eigen dari matriks A diperoleh sebagai berikut:

a1~ =0

(A-4)A-4)A~T7)~-92~7) = §
(A=A~ 4)a~4y-9) = 0
(A~ 7)(A* ~81+16~9) = 0
A-TYA-TA~1) =0

Ay = T,2;, = 7,43 =1
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Ruang eigen yang bersesuaian dengan 1, = 7 adalah ruang pemecahan dari

sistemn: [r1-4a]lx=10

AR

Diperoleh x, = ~¢,x, = ¢, danx, = s, dengant, s sebarang konstanta real.

R ox

0
3 0
0 0

¥

Vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 7 adalah vektor-vektor

taknol yang berbentuk :

. -1
Jika v adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =7 danvw= { ) },
0

maka dengan menormalisasikan v diperoleh v, sebagai berikut :

bll= JED + @) +0° =2
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“vl”:‘/(%)z P +0=I=1
Vektor eigen fersebut normanya satu, dimana vektor eigen tersebut

bersesuaian dengan 1, = 7 .

Menurut teorema 4.1, maka matriks B diperoleh sebagai berikut :

B = A- Ay

[+ 4o
R
¢ 0 7
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(-7~ Xa-9-1) = 0
(A=T# - 2+1-4) = 0

4 4

(-T2 -2) =0
(i-7THA —1R =0
h=T2 =14 =0

Jadi nilai-nilai eigen dari matriks B yaitu 4=0,7, 1.
1. Ruang eigen dari matriks B yang bersesuaian dengan nilai eigen 2 =7,

adalah ruang pemecahan dari sistem :

(71-—B)x = {
h-4 -4 0
_.i_ 7__*_ OX 0
0 0 0
2 -4 ofx 0
-1 R ofx, =10
0 o ofl x, 0

Diperoleh x, =0,x, =0,x; =¢, t sebarang konstanta real. Sehingga

vektor-vektor eigen dart matriks B yang bersesuaian dengan 1 =7
adalah vektor-vektor taknol yang berbentuk :

0 0
x =10 ]=1¢] 0|, 1sebarang konstanta real.
t i
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Jadi vekior-vektor eigen dari matriks B yang bervesuaian dengan 1 = 7

0
adalah vektor-vektor taknol yang berbentuk o= 1{0}' Seperti yang
1

diperkirakan oleh bagian (b) dari teorema 4.1, maka vektor-vektor yang
0
0

berbentuk . _ {
t

J tersebut juga merupakan vektor eigen matriks A yang
bersesuaian dengan 1 = 7 , karena :

o

2. Ruang eigen dari matriks B yang bersesuaian dengan nilai eigen A = 1

adalah rang pemecahan dari sistem

(1/-Byx = 0
1- & -4 ¢ | [x, 0
- & 1-4L 0 x, ] Ffo
0 o -6 X, 0
+ Elalo U3 | B
-r 0 [ix|Ti0
0 0 -6 | |xy] 0

Diperoleh X, = £, X, = £,x, = 0, t sebarang konstanta real.
Sehingga vektor-vektor eigen dari matriks B yang bersesuaisn dengan
A = 1 adalah vektor-vektor takno! yang berbentuk :



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 84

¢ .
it = {:J Seperti yang diperkirakan oleh bagisn (b) teorema 4.1 , vektor-
0

vektor tersebut adalah juga vektor-vektor eigen dari matriks- A yang

bersesuaian dengan 1 = 7 .
¢ 4 -3 0ffe ¢ ¢
Karema 4 1=1-3 4 ol|e|™|2(=7 |}
0 0 0 7i}io 0 0

4.1 Mengaproksimasi Nilai Bigen Tak Dominan:

Metode Deflasi

Teorema 4.1 memungkinkan kita untuk menentukan nilai-nilai eigen dan
vektor-vektor eigen tak dominan dari matriks bujur sangkar n x n yang simetri.
Sehingga nilai-nilai eigen dari matriks A dianggap dapat diurutkan sesuai dengan
ukuran nilai-nilai mutlaknya sebagai berikut :

fal> Bal> o2 2 2, (4.1)
Jika nilai-nilai eigen dan vektor eigen dominan dari matriks A telah didapatkan
dengan metode pangkat maka dengan menormalisasikan vektor eigen dominan

tersebut, diperoleh vektor eigen dominan v, yang mempunyai norma satu. Menurut

corema 4.1 nilai-nilai eigen dori matriks B = A - A,v,v! , aken sama dengan
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0,4,... 4,, maka nilai-nilai eigen pada persamaan 4.1 dapat diurutken sesuai

dengan nilai-nila mutiaknya sebagai berikut :

Baol> Al 2 =0

Jadi A, adalah nilai eigen dominan dari matriks B. Sekarang kita dapat

mengaproksimasi nilai eigen A, dan vektor eigen yang bersesuaian dengan metode

pangkat. Metode untuk mengaproksimasi nilai eigen dengan nilai mutlak terbesar

kedua ini dinamakan metode deflagi.

Contoh berikut melukiskan hal ini .

Contoh 4. 1.1

[==T S B e Y

2
Diketahui matriks A = | 0
1

Nilai-nilat eigen dari matriks A yaitu :

[(a7- A} = 0

(A-2MA =202 ~2)=(4-2) =0

(A-2M{(A-2)}(A-2)-1) =0

3 B TR
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(A=2)(A* —424+3) =9
(A-2)A -3A~1) =0
(A-3)a-2Ya-1) =0
Ay = 3,4, = 2,4, =1

Vektor eigen yang bersesuaian dengan 2, = 3 diperoleh sebagai berikut :

B3I-A)x =0
i 0 ~1i% 0
0 1 0 X, {=i0
-1 0 1 X, 0

DiperolehX; = f,X, = 5,x; = { dengant dan s sebarang konstanta
real,

Vektor-vektor eigen yang bersesusian dengan A =3 adalah vektor-vektor

! 1 0
tak nol yang berbentuk: x = |s |z ¢] 01+ 5| 1
t 1 0

1
Misal v = {0} adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan Ay =3 maka:

i

Pl=VE+ 0+ = 3

Dengan menormalisasikan v diperoleh :
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Y
_ ! //2_
he! 7F|0f=| 0
1

U\
t =] 1 o 1
’ [/Jz_ /&:‘J
Menurut teorema 4.1, maka matriks B yaifu

B =A“‘?'11"’1V1I

1
G

]3

2\ Ve
jii:%

10 2 %o%
kAN

Matriks B seharusnya mempunyai nilai eigen 1 = 0,21 (menurut teorema

e o Y]

L= o B <

i
oy
Low 8
[+ B

4.1).
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N Maoan-lasany =0
A-DA-DRA-D- A= D)

~ Sy Lo =0
@D~ A==

(-2 -2y =0

2(a-2Xa-1) =0

Nilai-nilai eigen dari matrike B dengan pemecahan persamaan
karakteristiknya sesnat dengan apa yang diperkirakan oleh teorema 4.1.

Ruang eigen yang bersesuaian dengan i, = 2 adalah ruang pemecahan dari

sistem :

(ZI-B)x = 0

% 0 —32 X, 0
6 o0 0 [lx;|7]o
-0 X sl Lo

Diperolehx, = ¢,x, = 5,x; = ¢ ,t dan & sebarung konstanta real.

Sehingga vektor-vektor eigen dari matriks B yang bersesuaion dengan 2, = 2

t 1 0
adalah vektor-vektor tak nol yang berbentuk 1, _ | o1 ¢t1 g4 ol 1| Seperti
t 1 )

yang diperkirakan oleh bagian (b) teorema 4.1, vektor-vektor tersebut adalah

juga vektor-vektor eigen dari matriks A yang bersesuaian denagan 4, = 3 |



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 57

Sekarang kita akan menggunakan metode pangkat dengan penskalaaﬁ untuk

mengaproksimasi vektor eigen dominan dan nilai eigen dominan dari matriks A -

1
0. Kita pilih sebarang vektor tak nol x, = 11
1

1. Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawah.

i

2. Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawah.

2 0 1 1 3 4 -1
Ax=1o 2 o!l06667|  |1,3334 13334 {7 0,4445
1 0 2 1 3 3 1

< X, ,Ax, >

~ O R
O N0

i
0
2

x2=

U | -

A, =
< X, X >

= (1)) + (0,6667)(1,3334)+ (1)(3)
1¥ 4+ 0,6667% + 17

= 3+0,8889+ 3
1+ 0,4445+ 1

= 68889
24445

f

2,8181

3. Kita mengalikan %, dengan A dan menskalakannya ke bawah.
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7 1 3
0,44451° 10,889
| 1 3
3 F1
x ﬂl =
37510889 |71 0,2963
3 R

< Xp,Ax, >

2
AIJF—" 0
1

[ S B i ]
| = B

A

< Xy, Xy >

= (3.)(3) + (0,444 5)(0,889) + (1)(3)
1?4 0,4445° + 17

= 3+ 0,3952+3
1+ 01976+ 1

= 56,3953
2,1976

=2,9101

4. Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawah.

2 0 1 1 3 K] 1
3710 2 010,2963 0,5926 4 3 0,5926 01975
T 0 2 1 3 3 1

2w < Xy, Ax, >
t e
s el o

=(1L.)(3) + (0,29633(0,5926) + (1)
1 +0,2963° + 1

= 3+0,175643
1+ 0,0878 + 1
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= 61756
2,0878

= 2,9579.

5. Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawah.

2 0 1 i 3 N i
Axs=lo 2 ollo1975! Tloses| *s ~=|0395]7 0316
1 1 3 3 1
2, o <x,AX, >
<R LK >
= (1)(3) + (0,1 975)(0,395) + (13(3)
40,1975 +4°
_ 340,078+ 3
140,039 41
— 6,078
2.039
= 2. 9809.

6. Kita mengaliknn x, dengan A dan menskalakannya ke bawah.

1 1 3
ollo13te] ™ |0,2632
2 1 3
3 1
by z] ==
6 ;{:o,zst {0.0877:]
3 1

< X5, A% >
< Xg,Xg >

>

¢

A

{
= 3t
- S M
o N O

Ay =
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= (1)(3) + {0,1316)(0,2632) + (13(3)
1P+ 013160 + 17

= 3+0,0346+ 3
1+ 08,0173+ 1

= 6,0346
2,0173

=2,9914.

7. Kita mengalikan X dengan A dan menskalakannya ke bawah.

0 1 1 3
Axg= 2 0tl0,0877]" |0,1754
o 2 1 3
3 ]
X .—..—...I o=
? 3[0,1754} [0,0584}
3 1

< xg Axg >

< M

- O N

Ry =

= (1.)(3) + (0,0877)(0,1754) + (1)(3)
H o+ 0,0877% + ¥

— 3+0,0154 4+ 3
1+ 00,0077 +1

- 6,0154
2,0077

=2,9962.

8. Kita mengalikan x, dengan A dan menskalakannya ke bawah.

92
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1 ] 3
AX, = ol 10,05841=]0,1168
2 ] 3
3 1
X =} =
s ~3|o1168| | 0,038
3 1

< xq, 4%, >
< Xg,%q >

[ IR & B =]

2
g
1

Ay =

= (1.)(3) + (0,05843(0,1168) + (13(3)
1 +0,0584% + 17

= 3+ 0,0068+ 3
1+ 60,0032 +1

= 6,0068
2,6032

= 2,9989.

9. Kita mengalikan X, dengan A dan menskalakannya ke bawah

2 0 i 1 3
AXg= 2 ol lo0389|7 10,0778
0 2 1 3

. d & 1
Xg ‘““=~3~ 0,0778 1| 0,0259
3 1

(o= I

93
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—(1)(3) + (0,0389)(0,0778) + (O3
1% + 0,0389° + ¥

_ 3+0,0030+3
1+ 0,0015+1

= 6,0030
2,0013

=72,9993.

10. Kita mengalikan X, dengan A dan menskalakannya ke bawah.

2% 0T 1 3
AXg=lg 2 o] lo,0259|7 10,0518
1 0 2 i 3
i 3 1
:! =
%10 3 0,0518 0,0172
3 ]

< Ko, ALy >
11 e 9 kd
< Xg, %y >
_(1)(3) + (0,0259)(0,0518) + (H(3)
¥ +0,0259° +17

_ 3+40,0024 +3
1+ 0,0007 +1

- 6,0024
2,0007

= 2,9959.
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Galat relatif dalam aproksimasi tersebut yaitu:

1 - |3—z9999[_0,0001

{ 3 ’— 3 = 0,000033

Galat persentase: 0,000033 x 100 % = 0,0033 25,

1
Vektor eigen dominan dari matriks A tersebut yaitu v = [Oji , di mana vektor

1
ini dapat dinormalisasi sehingga menjadi vektor eigen dominan dengan
norma .
Sehingga menurut teorema 4.1 nilai-nilai eigen dari matrika B=A - A, v, v
yaitu 0,2,1. Jika nilai-nilai eigen dari matriks B diurutkan sesuai dengan nilai
mutlaknya menjadi |2 | 2 fi| 2 0 .Jadi 4, =2 adalsh nilai eigen dominan

dari matriks B. Oleh karena itu kita bisa menerapkan metode pangkat terhadap

matriks B untuk mengaproksimasi nilai eigen 4, dan vektor eigen yang

bersesnaian.
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Coﬂtak 4.4.2

1 0o -1
Dari contoh 4.1.1 kit memperoleh matriks B = é 2§ 21,
-1
%oy
Nilai eigen dominan dari matriks B yaity 2, =2,

Ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen dominan A,= 2 adalah rvang

pemecahan dari sistem : (2I-B)x=0

%0 HH

Sehingga diperoleh x, = ¢, x, = 5, x, = ¢ , dengan t dan s sebarang konstanta

o O 0o

real.
Jadi vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan 1,= 2 adalah vektor-vektor

taknol yang berbentuk :
¢ 1 0
x={s|=¢0}1+ 51
t 1 0

Sekarang kita akan memperkirakan vektor eigen dominan dan nilai eigen
dominan dari matriks B dengan menggunakan teorema 3.1 (metode pangkat

dengsn penskalasn) sebagai berikut -
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o7

1
0. Kita pilih sebarang vektor taknol yaity x = |1

{1

sebagai aproksimas: awal

terhadap vektor eigen dominan dari mafriks B

1. Kita mengalikan X, dengan B dan menskalakannya ke bawah

1 _ 1/
/2 o -1 fo L Jo] Jo
BXy={ 0 2 Q 1i=}2 1;‘“_‘£2m1
1/ 1/
/’5. 0 /'/2 ! 0 0

Kita mengalikan x, dengan B dan menskalakannya ke bawah.

o 04

o] [o 0] fo
Bx={ 0 2 o0 [[1]|=]2 xzmizz=1
o 1/
Lo Lyfle] |0 o |o

i < x;,Bx; >
2 s

< xl ,Il >

(0)(0)+ (L2} +(0)(0)
0% +1% 407

| td

= 2,0000.

Kita mengalikan x, dengan B dan menskaiakannva ke bawah
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1 _1
Yoo -] To 97 Te
Bx,=| 0 2 o [i1i=]2 =2 251
- L7
oo 1 ijo] |o 0] {0
L X Bx, o
Ay B
S
_ (0)0)+ (1) + (0)(0)
0% +1° + 07
2
2
=2.0000.
Nilai-nilai eigen dapat ditabelkan sebagar bertkut
TABEL 4.1
Langkah
i 0 i 2
X, = aproksimasi terhadap i (; 4
!
vekior eigen yang 1 0 0
diskalakan ke bawah
Bg 0 0 ]
2 2 2
¢ 0 &
Aproksimasi terhadap A, : 2,0600 2,0000

Galat refatif dalam aproksimasi tergebut vaitu sebagai berikut
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A, =2 A=20000

o~
{,z - A} _[2,0000-2,0000 0
l A i 2,0000 | 2,0000
Galat persentase dari aproksinmasi fersebut yaifu

Galat refatif x 100 % = 0x 100 % =0 %.

4.2 Mengaproksimasi Nilai Eigen Tak Dominan :
Metode Pangkat Invers

Pada bagian di depan, kita telah membahas metode pangkat untuk
mengaproksimasi nilai eigen dominan dan metode deflasi untuk mengaproksimasi nila

eigen tak dominan.
Sekarang kita akan metode pangkat invers untuk mengaproksimasi mlai eigen dengan

nilal mutlak terkecil, bila matriks tersebut dapat dibalik.

Teoremad 3.1
Andatkan A adalah matriks n x n yang dapat dibalik.
4 A adalahnilai eigen dari A~ jika dan hanya jika A adalah mlai eigen
dari matriks A
b. x adalah vektor eigen mafriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen A

jika dan hanya jika x adalah vektor eigen 4™
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Bukti :
Diketahui A adalah matriks n x n yaog dapat dibalik
Misalkan 4™ adalah invers dari matriks A.
a{=>) Andaikan A" adalah nilai eigen dari 4™

Atx = 1k

Atx = /_%—x

Aatx=Ax

A a4 x = Ax (definisi nilai eigen)
Alx=Ax

{Ax=1Ax

IAix= ATAAX

AlAx = A A AAX

i

Adx=1TAAX

Adlx= AAx

Adlx= iAdx

Ax = Ax

Jadi A adalah nilai eigen dari matriks A
{<) Andaikan A adalah nilai eigen dari A

Ax=4x
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AXx = AX {equivalen)

41 2 x = Ax

Altx = wi{-;x ‘
l-

Atx = 1t x

Jadi 27! adalah nilai eigen vang bersesuaian dengan 471, U

Diketahui x adalah vektor eigen A yang bersesuaian dengan nilai eigen

A . maka x adalah juga vektor eigen dari matriks A yang bersesuaian
dengan A~ (akibat dari teorema4.2.1(a (=)

()
Diketahui x adalah vektor eigen A4~ yang bersesuaian dengan nilai
eigen A', maka x adalab juga vektor eigen dari mafriks A yang

bersesuaian dengan A (akibat dari teorema 4.2.1(a(=)).

Nilai eigen dari matriks A dapat divrutkan gsesuai dengan nilal mutlaknya yaitu :

]2l 2]z 214, {4.2.1)
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Dari persamasn (4.2.1) maka R merupakan nilai eigen dominan dari matriks 4™

A

yang dapat diaproksimasi dengan metode pangkat.
Nilai eigen dari matrikts 4™ dengan nilai mutlak terkecil dapat digunaken secara

timbal balik untuk mencari nilat eigen dominan matriks A.

Contoh 4.2.1

DiketolfNmatriks A = {”23 2]

]
il 0 05
] 0,5 0,75

1
o til} adalah sebarang vektor taknol.

Nilai-nilai eigen dari matriks A diperoieh sebagai berikut :

(4 -4)Y=0

A+3 -2
=0
(A+3U-4=0
A2 4+31-4=0
(1+4XA-1)=0
Ay=—4 dan A, =1
Nilai mutlak terkecil dari nilai eigen tersebut yaitu 1.

Sedangkan nilai-nilai eigen dari matriks 4™ diperoleh sebagai berikut :
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(a7-47) =0

{ A =05 } _ o

~0,5 A-075

A4 -0,75)-0,25=0

AP -0,754-0,25 =0

{14+025K1-1)= 0

A, ==0,25dan A, =1

Nilai mutlak terkecil dari matriks 4™ yaitu 4, = 0,25.

Dari hal ini kita memperoleh suatu hubungan yang timbal balik antara nilai
eigen dengan nilai mutlak terkecil dari matriks 47" dengan nilai eigen dominan

dari matriks A, yaitu nilai mutiak terkecil dari matriks 47 yaitn 4, = 0,25.

Sehingga ;:—= 4 merupakan nilai eigen dominan dari matriks A
i

Sekarang kita akan mengaproksimasi nilai eigen dengan nilai mutlak terkecil

dart matriks A dan vektor eigen yang bersesuaian, jika vektor awal diketahui

]

Kita menerapkan langkah-langkah pada metode pangkat dengan penskalaan
untuk mengaprksimasi nilai eigen dan vektor eigen yang bersesuaian dengan

ntlal mutiak terkecil.
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1
0. Kita pilih sebarang vekfor taknol x, = [J

1. Kita mengalikan %, dengan A~ dan menskalakannya ke bawah

o x o] O 05T 0,5
105 075011 [125
x“m_l_ 051 |04
% 12501250 L

2. Kita mengalikan X, dengan A~ dan menskalakannya ke bawah,

. [o o0s][04] [os]
AT =los a7sli 1 17 oss
1 [ 057 [05063

Y17 0051095 7| 1

Rl DUR
p) CsxLAd x>
lN

<X, >

_{0,4%0,5)+ (1)0,95)
~ aYo4)+ LX)

_0,2+0,95
0,16 +1

_115
1,16

=0,9913
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3. Kita mengalikan X, dengan 4™ dan menskalakannya ke bawah

0 051105263 0,5
Aty = . =
N 0,5 075 1 00132

, [ 057 [04933
57 o 1001320 | 1

i -1
- "J-: xzsA xl } <

i

_{0,5263Y0,5)+ (1 X1,0132)
(0,5263 0,5263 }+ (1 X1 )

_0,2632+1,0136
0,2770+1

11,2767
L2770

= (,9998

4. Kita mengaliken x, dengan 4™ dan menskalakannya ke bawah.

£ . 0 05 0,4935m 0,5
A 05 075 1 | 09968

y [ 057 [05016
37 09968] 0,9968] | 1

-1
< Xy, 4%, >

A

< Xy y Xy >

_{0,4935%0,5)+ (1 X0,9968)
" {0,4935 40,4935 )+ (1 1)
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10,2468 + 0,9968
T 02435 +1

1,2435

T 1,2435

= 0,9999

5. Kita mengalikan X; dengan 4~ dan menskalakannya ke bawah.

) 0 057 fos016] [ 05
A"% =165 075 1 |7 |1o004

[0,499?
1

1 0,5
Xg= =
1,00041 1,0004

) .
<X, 47X, >

A=

! "" ,"x“ o

_ {0,5016(0,5)+ (1)1,0008
~ {0,5016(0.5016)+ (1)

0,2508+ 1,0008
0,2516+1

1,251629
1251631

Il

0,9999

1,251629
1,251631

1

0,9999

106
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6. Kita mengalikan % dengan A™' dan menskalakannya ke bawah.

0 051704998 [ 05
..1 - . -
A7 =15 075l 1 0.9998

T 03 0.5001
"7 59995 [0,999;” 1

=l
S A e A

s

XXX >

(0,4996X0,5)+ (1X0,9980)
(0,4996Y0,4996) + (1 Xt)

li

(,2498+ 0,9998
0,2496 + |

1,2496
1,2496

=1

107

Setelah enam pengulangan dengan metode pangkat invers, aproksimasi

terhadap A, dan vektor eigen yang bersesuatan adalah :

. {0,5001 }
A, = 1 X R 1

Sehingga nilai abstrak dar1 aproksimasi tersebut adalah :

0,5
ot

Nilai-nilai perkiraan tersebut, dapat kita tabelkan sebagai berilat :
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Tabel 4.2.1
Langkah i 0 1 2 3

X, = aproksimasi terhadap

. 1 0,4 0,52637 | [0,4935]
vektor eigen yang diskalakan

1 i 1 1]

ke bawah
A4t X, 0.5 Q5

=

0.5
0,95

0.5
1,0132

o

Aproksimasi terhadap A, “ 0,9913 | 0,9998 : 0,9999
Langkah i 4 5 6
X,; = aproksimasi terhadap
0.5016
vektor eigen yang diskalakan { . j} {0341996} {0’51001}
ke bawsh
AT % 0,5 0,5 -
1,0004 || {0,9998

Aproksimasi terhadap A,

0,9999
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BAB V

KESIMPULAIN

Pada bagian ini kita akan 1nex1yi1npu1§an hal-hal yang penting dari penulisan
skripsi tentang aproksimasi terhadap nilai eigen dominan dan tak dominan,

Pemecahan sistem persamaan linear merupakan masalah matriks pertama,
sedangkan masalah nilai eigen merupakan masalah mafriks yang kedua.

Masalah pemecahan nilai eigen dapat diselesaikan dengan penyelesaian
persamaan karakteristiknya yaitu {17 - 4)| = 0 dan (17 - 4) x = 0 merupakan ruang
pemecahan dari ruang eigen. Selain melalui penyel_&:‘:saian persamaan karakteristiknya
ada suatu metode lain yang bisa menghampiri nilai eigen dan vektor eigen yang
bersesualan yaitu metode pangkat.

Untuk mengaproksimast nilai eigen dengan nilai mutlak terbesar pertama

dapat digunakan metode pangkat. Andaikan A matriks bujursangkar yang simetri

dengan nilai-nilai eigen A.4;,....A,, v, adalah vektor eigen yang bersesuaian
dengan A, dan ”v] ||= 1, maka B =A - A ¥ vf mempunyai nilai-nifai eigen 0,

Asse.. A Untuk mengaproksimasi nilai eigen dengan nilai mutlak terbesar kedua

dapat dignnakan metods deflasi. Aproksimasi dengan nilai terbesar kedua merupakan

aproksimasi nilai eigen tak dominan.
Andaikan A adalah matriks yang dapat dibalik maka untuk mengaproksimasi

nilai eigen dengan nilai mutlak terkecil dapat digunakan metode pangkat invers.
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Aproksimasi dengan nilai mutlak terkecil merupakan aproksimast terhadap nilai eigen
tak dominan. Jadi untuk mengaproksimasi nilai eigen dominan dapat digunakan
metode pangkat dan untuk mengaproksimasi nilai eigen tak dominan dapat diéunakan
metode deflasi dan metode pangkat invers.
Metode-metode tersebut meﬁpunyai kelebihan dan kelemahan.
Kelebihan dari metode-metode fersebut yaitu :
1. Kita dapat mengaproksimasi nilai eigen sampai dengan mendekati nilai eigen
yang dimaksud.
2. Kita dapat mengaproksimasi vektor eigen dengan menggunakan sebarang vektor
tak nol.
Sedangkan kelemahan dari metode-metode tersebut yaitu . tidak adanya suatu batasan
langkah kapan kita harus berhenti untuk mengaproksimasi nilai eigen dan vektor

eigen vang bersesuaan.
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